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El6sz6

Az az igény, hogy egy feladat, algoritmus vagy struktura bonyolultsagat szadm-
szertien mérni tudjuk, és ennek alapjan e bonyolultsagra korlatokat és szam-
szerd Osszefiiggéseket nyerjiink, egyre t6bb tudomanyag teriiletén vetsdik fel:
a szamitégéptudomanyon kiviil a matematika hagyomanyos agai, a statiszti-
kus fizika, a biologia, az orvostudomany, a tarsadalomtudoményok és a mér-
noki tudoméanyok is egyre gyakrabban keriilnek szembe ezzel a kérdéssel. A
szamitogéptudomany ezt a probléméat tgy kozeliti meg, hogy egy feladat el-
végzéséhez szitkséges szamitastechnikai ersforrasok (idg, tar, program, kom-
munikacio) mennyiségével méri a feladat bonyolultsagat. Ennek az elméletnek
az alapjaival foglalkozik ez a jegyzet.

A bonyolultsagelmélet alapvet&en harom kiilénbo6zé jellegli részre oszlik.
El6szor is, be kell vezetni az algoritmus, id6, tar stb. pontos fogalmat. Ehhez
a matematikai gép kiilonbozé modelljeit kell definidlni, és az ezeken elvég-
zett szamitasok tar- és idGigényét tisztézni (amit altalaban a bemenet mé-
retének fliggvényében mériink). Az erdforrasok korlatozasaval a megoldhato
feladatok kore is sztkiil; igy jutunk a kiilonb6zé bonyolultsagi osztalyokhoz.
A legalapvetébb bonyolultsagi osztalyok a matematika klasszikus teriiletein
felvet6dd problémaknak is fontos, a gyakorlati és elméleti nehézséget jol tiik-
r0z6 osztalyozésat adjak. Ide tartozik a kiilonb6z6 modellek egymashoz vald
viszonyanak vizsgalata is.

Maésodszor, meg kell vizsgéalni, hogy a matematika kiilonb6z6 teriiletein
hasznalt legfontosabb algoritmusok milyen eréforras-igénytiek, ill. hatékony
algoritmusokat kell megadni annak igazolasara, hogy egyes fontos feladatok
milyen bonyolultségi osztalyokba esnek. Ebben a jegyzetben a konkrét algo-
ritmusok, ill. feladatok vizsgalataban nem toreksziink teljességre, még a so-
kat vizsgalt (algoritmikus) feladatokbol is annyira sok van, hogy ez amugy is
lehetetlen lenne. Mindazonaltal szdmos konkrét algoritmust lefrunk és ana-
lizalunk, hogy bemutassunk bizonyos fogalmakat és modszereket, és hogy
megallapitsuk néhany fontos feladat bonyolultsdgat.

Harmadszor, modszereket kell talalni ,negativ eredmények” bizonyitasa-
ra, vagyis annak igazolasara, hogy egyes feladatok nem is oldhaték meg bi-
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zonyos erdforras-korlatozasok mellett. Ezek a kérdések gyakran ugy is fo-
galmazhatok, hogy a bevezetett bonyolultsidgi osztalyok kiilonbozéek-e, ill.
nem iiresek-e. Ennek a problémakornek része annak a vizsgalata, hogy egy
feladat megoldhato-e egyaltalan algoritmikusan; ez ma mar klasszikus kér-
désnek tekinthetd, ebben a jegyzetben is ismertetiink néhény erre vonatkozo
fontosabb eredményt. A gyakorlatban felvet6ds problémék t6bbsége azonban
olyan, hogy algoritmikus megoldhatosiaga 6nmagéaban nem kérdéses, csak az
a kérdés, hogy milyen ergforrasokat kell ehhez felhasznalni. Az ilyen, alsod
korlatokra vonatkozo vizsgalatok igen nehezek, és még gyerekcipSben jarnak.
Ebben a jegyzetben is csak izelitGiil tudunk bemutatni néhany ilyen jellegt
eredményt.

Végiil érdemes még megjegyezni, hogy ha egy feladatroél kideriil, hogy csak
,hehezen” oldhat6 meg, ez nem sziikségképpen negativ eredmény. Egyre tbb
teriileten (véletlen szamok generalasa, kommunikacios protokollok, titkosira-
sok, adatvédelem) van sziikség garantaltan bonyolult problémékra és struk-
tarakra. Ezek a bonyolultsédgelmélet fontos alkalmazasi teriiletei; koziiliik a
titkosirasok elméletének, a kriptografianak néhany alapkérdésével foglalko-
zunk a[I2] fejezetben.

A jegyzetben felhasznaljuk a szamelmeélet, linearis algebra, grafelmélet és
(kisebb mértékben) a valoszintiségelmélet alapfogalmait. Ezekre azonban f6-
leg a példakban épitiink, az elméleti eredmények — kevés kivétellel — ezek
nélkil is érthetdk.

Koszonettel tartozom BABAT LASZLONAK, ELEKES GYORGYNEK, FRANK
ANDRASNAK, KATONA GYULANAK, KIRALY ZOLTANNAK és SIMONOVITS
MIKLOSNAK a kézirattal kapcsolatos tanacsaikért, és MIKLOS DEZSONEK a
MATEX programcsomag hasznalataban nyujtott segitségéért. GACsS PETER
jegyzetemet angolra forditotta, és ekdzben szdmos lényeges kiegészitést, javi-
tast tett hozza; ezekbdl is tobbet felhasznéltam a jelen valtozat elkészitésekor.

Lovasz Lészlo
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Néhany jelolés és definicio

Egy tetsz6leges nemiires véges halmazt dbécének is neveziink. A 3 abécé ele-
meibdl alkotott véges sorozatot X feletti szonak hivjuk. Ezek kozé tartozik az
iires sz6 is, melyet 0 jelol. A sz6 hossza a benne szerepls bettik szama, egy
sz0 hosszat |z| jeloli. A ¥ abécé feletti n hossztsagn szavak halmazat X"-nel,
az Osszes X feletti szo halmazat ¥*-gal jeloljik. ¥* egy részhalmazat (vagyis
szavak egy tetszlleges halmazat) nyelvnek hivjuk.

A ¥ feletti szavaknak tobbféle sorbarendezésére is sziikségiink lesz. Fel-
tessziik, hogy a X elemeinek adott egy sorrendje. A lexikografikus rendezés-
ben egy « sz0 megel6z egy [ szot, ha vagy kezdGszelete (prefixe), vagy az elsd
olyan betti, amely nem azonos a két szoban, az a szoban kisebb (az dbécé
rendezése szerint). A lexikografikus rendezés nem rendezi egyetlen sorozatba
a szavakat; pl. a {0,1} abécé felett az ,,1” sz6t minden 0-val kezd6d§ sz6 meg-
el6zi. Ezért sokszor jobban hasznélhaté a névekvd rendezés: ebben minden
rovidebb sz6 megel6z minden hosszabb szo6t, az azonos hosszisagu szavak pe-
dig lexikografikusan vannak rendezve. Ha a pozitiv egész szamokat névekvs
sorrendben, kettes szdmrendszerben frjuk le, majd a kezddé 1-est levagjuk, a
{0,1}* novekvs rendezését kapjuk.

A valos szamok halmazat R, az egész szamokét Z, a racionalis szaimokét Q,
a természetes szamokét pedig N jeloli. A nemnegativ valos (egész, racionalis)
szamok halmazanak jele Ry. (Zy, Q4.). A logaritmus, ha alapja nincs kiilén
feltlintetve, mindig 2-es alapu logaritmust jelent.

Legyen fés g két, természetes szamokon értelmezett, valos értéki fiiggvény.
Azt irjuk, hogy
f=0(9)

(ejtsd: nagy-ordo), ha van olyan ¢ >0 konstans és olyan ng € Z. kiiszob, hogy
minden n > ng esetén |f(n) < c|g(n)|. Azt irjuk, hogy

f=olg),

ha g(n) csak véges sok helyen nulla, és f(n)/g(n) —0 ha n— oo. A nagy-ordo
jelolés kevésbé altalanosan hasznalt megforditésa:

f=9(g)
ha g = O(f). Az
f=06(g)

jelolés azt jelenti, hogy f=0(g) és f=Q(g), vagyis vannak olyan c¢1,ca >0
konstansok és olyan ng € Z; kiiszéb, hogy minden n > ng esetén c;|g(n)| <
<|f(n)] < calg(n)].
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Ezeket a jeloléseket formulakon belill is hasznaljuk. Példaul
(n+1)2=n*+0(n)

azt jelenti, hogy (n+1)? felithaté n?+ R(n) alakban, ahol az R(n) fiiggvényre
R(n)=0(n) teljesiil. (Az ilyen formuldkban az egyenléség nem szimmetrikus!
PL O(n) = O(n?), de nem 4ll az, hogy O(n?) = O(n).)



1. fejezet

Szamitasi modellek

Ebben a fejezetben az algoritmus fogalmat targyaljuk. Ez a fogalom a jegyzet
{6 téméja szempontjabol alapvetd, mégsem definialjuk. Inkabb olyan intuitiv
fogalomnak tekintjiik, melynek formalizélasara (és ezzel matematikai szem-
pontbol valo vizsgalhatosagara) kilonféle lehetGségek vannak. Az algoritmus
olyan matematikai eljarast jelent, mely valamely szamitas vagy konstrukci6
elvégzésére — valamely fliggvény kiszamitésara — szolgél, és melyet gondolko-
dés nélkiil, gépiesen lehet végrehajtani. Ezért az algoritmus fogalma helyett
a matematikai gép kiillonbo6zs fogalmait vezetjiik be.

Minden matematikai gép valamilyen bemenetbdl valamilyen kimenetet sza-
mit ki. A bemenet és kimenet lehet pl. egy rogzitett abécé feletti sz6 (véges
sorozat), vagy szamok egy sorozata. A gép a szamitashoz kiilénboz6 erdforra-
sokat (pl. id6, tar, kommunikacid) vesz igénybe, és a szamitas bonyolultsagat
azzal mérjiik, hogy az egyes eréforrasokbol mennyit hasznal fel.

Talan a legegyszeriibb gép a véges autornata. Ezzel a modellel az [Tl alfe-
jezetben foglalkozunk, de csak nagyon témoren, részben mert kiilon tantargy
foglalkozik vele, részben pedig azért, mert a bonyolultsagelmélet céljaira tul-
sdgosan primitiv: csak nagyon egyszeri fiiggvények kiszamitasara alkalmas.

A szamitasok legrégibb, legismertebb és matematikai szempontbol , legtisz-
tabb” modellje a Turing-gép. Ezt a fogalmat A. Turing angol matematikus
vezette be 1936-ban, tehat még a programvezérlésd szamitégépek megalko-
tasa el6tt. Lényege egy korlatos (bemenettdl fliggetlen szerkezetd) kdzponti
rész, és egy végtelen tar. A Turing-gépeken minden olyan szamitas elvégezhe-
t6, melyet akar elGtte, akar azota barmilyen méas matematikai gép-modellen
el tudtak végezni. E gépfogalmat f6leg elméleti vizsgalatokban hasznaljuk.
Konkrét algoritmusok megadasara kevésbé alkalmas, mert leirdsa nehézkes,
és f6leg, mert a létezs szamitdgépektsl tobb fontos vonatkozasban eltér. Ezen
eltérs vonasai koziil a leglényegesebb, hogy memoriajat nem lehet kozvetleniil
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cimezni, egy ,tavoli” memoria-rekesz kiolvasasdhoz minden korabbi rekeszt is
el kell olvasni.

Ezt hidalja 4t a RAM-gép fogalma (RAM = Random Access Memory =
= Kozvetlen Elérést Memoria). Ez a gép a memoria tetsz6leges rekeszét egy
lépésben el tudja érni. A RAM-gép a valodi szamitogépek egy leegyszertisitett
modelljének tekinthetd, azzal az absztrakcioval, hogy a memériaja korlatlan.
A RAM-gépet tetszbleges programnyelven programozhatjuk. Algoritmusok
leirasara a RAM-gépet célszerd hasznalni (méar amikor az informalis leiras
nem elegendd), mert ez all legkozelebb a valodi programirashoz. Latni fogjuk
azonban, hogy a Turing-gép és a RAM-gép igen sok szempontbol egyenértékii;
legfontosabb, hogy ugyanazok a fiiggvények szamithatok ki Turing-gépen,
mint RAM-gépen.

Sajnos a RAM-gépnek ezért az elényds tulajdonsagaért fizetni kell: ahhoz,
hogy kozvetleniil el tudjunk érni egy memoriarekeszt, ezt meg kell cimezni.
Mivel nem korldtos a memoriarekeszek szdma, a cim sem korlatos, és igy a
cimet tartalmazoé rekeszben akdrmilyen nagy természetes szamot meg kell en-
gedniink. Ezzel viszont ismét eltavolodunk a létezd szamitogépektdl; ha nem
vigydzunk, a RAM-gépen a nagy szamokkal végzett miiveletekkel visszaél-
ve olyan algoritmusokat programozhatunk be, melyek létezs szamitogépeken
csak sokkal nehezebben, lassabban valésithatok meg.

Ebben a bevezets fejezetben foglalkozunk még egy szamitasi modellel, a
logikai hdlozattal. Ez a modell mar nem ekvivalens a mésik kettével; egy
adott logikai halozat csak adott nagysagi bemenetet enged meg. Igy egy
logikai halozat csak véges szami feladatot tud megoldani; az viszont nyilvan-
val6 lesz, hogy minden fliggvény kiszamithato logikai halozattal. Azonban ha
megszoritast tesziink pl. a kiszamitas idejére, akkor a logikai halézatra és a
Turing-gépre vagy RAM-gépre vonatkoz6 problémak mar nem kiilonbéznek
ilyen lényegesen egymaéstol. Mivel a logikai halozatok szerkezete, miikodése
a legattekinthet&bb, elméleti vizsgalatokban (f6leg a bonyolultsigra vonat-
kozo also korlatok bizonyitasaban) a logikai halozatok igen fontos szerepet
jatszanak.

A tovabbi fejezetekben még egyéb szamitasi modelleket is bevezetiink és
vizsgalunk, példaul a nemdeterminisztikus Turing-gépet a Ml fejezetben, a
randomizalt Turing-gépet az bl fejezetben, a dontési fat a8 fejezetben és a
parhuzamos RAM-gépet a[I0 fejezetben.

1.1. Véges automata

A véges automata egy nagyon egyszert és altaldnos szamitasi modell. Mind-
Ossze annyit teszlink fel, hogy ha kap egy bemeneti jelet, akkor megvaltoz-
tatja a bels§ allapotat és kiad egy eredmény jelet. Precizebben fogalmazva,
egy véges automata rendelkezik
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— egy bemeneti dbécével, amely egy 3. véges halmaz,
— egy kimeneti dbécével, amely egy ¥ véges halmaz, és

— a bels¢ allapotok ugyancsak véges I' halmazaval.

Hogy teljesen leirjunk egy véges automatat, meg kell hatdroznunk minden
s € T allapot és a € ¥ bemeneti betd esetén a B(s,a) € ¥’ kimenetet és az
a(s,a)€el uj allapotot. Hogy az automata mitikddése jol meghatarozott legyen,
az egyik allapotot kinevezziik START kezdddllapotnak.

A szamitas kezdetén az automata az so = START allapotban van. A sza-
mitas bemenete egy ajas . ..a, € X* széval van megadva. A bemenet els a;
bettije az automatat az s1 = a(sg,a1) allapotba viszi, a kovetkezs as betid
az ss = a(s1, az) allapotba stb. A szamitas eredménye a b1bs ... b, szo, ahol
bi, = B(sk—1,ar) a k. 1épés kimenete.

Igy a véges automata leirhato a (¥, %', T, a, 3, so) hatossal, ahol ¥, %/, T
véges halmazok, a: I'x X —T és f: I'x X — Y/ tetsz6leges leképezések, és
sp€el.

Megjegyzések. 1. Sok kiilonboz6 valtozata van ennek a fogalomnak, melyek
lényegében ekvivalensek. Gyakran nincs kimenet, és igy kimeneti 4bécé sem.
Ebben az esetben az eredményt abbdél hatarozzuk meg, hogy az automata
melyik allapotban van, amikor vége a szamitdsnak. Tehat particionaljuk az
automata allapotainak halmazat két részre, ELFOGADO és ELUTASITO
allapotokra. Az automata elfogad egy szot, ha a szamitéas végén ELFOGADO
allapotban van.

Abban az esetben, ha van kimenet, akkor gyakran kényelmes feltételez-
ni, hogy ¥’ tartalmazza a * dres szimbdlumot. Méas széval megengedjiik az
automatanak, hogy bizonyos 1épések soran ne adjon kimenetet.

2. A kedvenc szamitogépiink is modellezhets véges automataval, ahol a be-
meneti abécé tartalmazza az Gsszes lehetséges billentytleiitést és a kimeneti
abécé pedig az Osszes széveget, amit egy billentytleiitést kévetSen ki tud irni
a képernyGre a szamitogép (az egeret, lemezmeghajtot stb. figyelmen kiviil
hagyjuk). Figyeljiik meg, hogy az allapotok halmaza csillagiszati méretd (két
gigabajt tarhely esetén tobb, mint 210" allapot van). ElegendSen nagy al-
lapothalmazt megengedve szinte barmilyen megval6sithaté szamitasi eszkoz
modellezhetd véges automatéval. Minket viszont az olyan automatéak érdekel-
nek, ahol az allapothalmaz sokkal kisebb, tobbnyire feltessziik hogy ez feliilrsl
korlatos, viszont a bemeneti sz6 hossza altalaban nem korlatozott.

Egy L nyelvet requldrisnak neveziink, ha van olyan véges automata, amely
pont az = € L bemeneteket fogadja el.

Minden véges automata leirhato egy iranyitott graffal. A graf pontjai T’
elemei és amennyiben 3(s,a) =z és a(s,a) = ', akkor megy egy (a, z)-szel
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cimkézett iranyitott él s-bsl s’-be. Egy ajas...a, bemenet esetén végzett
szamitas megfelel a grafban egy olyan START-ban kezd6dé utnak, melyben
az élek cimkéinek elsé tagjai sorra ai,as,...,a,. A méasodik tagok adjak az
eredményt (lasd [L1l abra).

b.x) @.x)

@ @
(@.y) w
START W

aabcabc YYXYXyX

1.1. 4bra. Véges automata

1.1.1. Példa. Konstrualunk egy olyan automatat, mely kijavitja az idézs-
jeleket egy szévegben, azaz beolvas egy szoveget bettinként, és ha talal egy
olyat, hogy ” ...”, akkor azt kicseréli ,,..."-re.

Az automatanak mindGssze annyit kell megjegyeznie, hogy eddig péaros
vagy paratlan darab idézGjel volt-e. Tehat két allapota lesz, egy START és
egy NYITOTT (ez annak felel meg, hogy éppen egy idézeten beliil vagyunk).
A bemeneti abécé tartalmaz minden karaktert, ami el6fordulhat a szévegben,
igy az "-et is. A kimeneti abécé ugyanez, csak hozzavessziik az et is. Az
automata minden ”-t6] eltérd karakter esetén ugyanazt adja kimenetnek, mint
ami a bemenet volt és marad ugyanabban az allapotban. Amennyiben "-et
olvas be, akkor ,~et ad ki, ha éppen a START é&llapotban volt és et ha a
NYITOTT-ban, tovabba allapotot is valt (lasd [L2l &bra).

“..)

()

1.2. abra. IdézGjeleket kijavitéo automata
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1.1.1. Feladat. Konstrualjunk egy korlatos szamu allapottal rendelkezs vé-
ges automatat, melynek megadva két kettes szdmrendszerben felirt szamot,
kiszamitja az dsszegiiket. Az automata felvaltva kapja meg a két szam egy-egy
bitjét, mindkettében jobbrol kezdve. Ha valamelyik szam els6 bitjén talju-
tunk, akkor innentdl a neki megfelelé bemeneti jel egy specialis e szimbolum.
A bemenet végét az jelzi, ha egymés utan két e kovetkezik.

1.1.2. Feladat. Konstrualjunk minél kevesebb allapotid véges automatat,
mely egy szam tizes szamrendszerbeli szdmjegyeit kapja balrol kezdve, és a
bemenetet akkor és csak akkor fogadja el, ha a szdm oszthatd 7-tel.

1.1.3. Feladat. a) Rogzitett k pozitiv egész esetén konstrualjunk egy vé-
ges automatat a 3 ={0,1} bemeneti a4bécével, mely a bemenetet akkor
és csak akkor fogadja el, ha 2k betiibdl all, és a szd els6 és méasodik fele
megegyezik.

b) Bizonyitsuk be, hogy egy ilyen automatanak legalabb 2% allapota kell,
hogy legyen.

Az alabbi egyszerii lemma, ill. kiilonbozd valtozatai kozponti szerepet jat-
szanak a bonyolultsagelméletben. Ha x, y, z€¥* szavak és ¢ természetes szam,
akkor xy'z jeldlje azt a szot, amikor egymas utan frjuk az = szot, majd i-szer
az y szot, végil a z szot.

1.1.1. Lemma (Pumpalasi lemma). Minden reguldris £ nyelvhez létezik
olyan pozitiv egész k szam, hogy minden w € L sz0, melyre |w| >k, felir-
haté w = xyz alakban, ahol |xy| < k és |y| > 0, hogy minden i természetes
szdmra xy'z € L. O

1.1.4. Feladat. Bizonyitsuk be a pumpalasi lemmaét.
1.1.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az £={0"1" | n € N} nyelv nem regu-
laris.

1.1.6. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az L={x1 ... XpZp ... 21 X1...2, €
€ Y }nyelv (a palindromdk nyelve) nem regularis.

1.2. A Turing-gép

Egy Turing-gép a kévetkezkbdsl all:

— k>1 két iranyban végtelen szalaghol. A szalagok mindkét iranyban vég-
telen sok mezére vannak osztva. Minden szalagnak van egy kitiintetett
kezddmezeje, melyet 0-adik mezdének is hivunk. Minden szalag minden
mezejére egy adott véges 3 abécébdl lehet jelet irni. Véges sok mezd
kivételével ez a jel az abécé egy specialis ,,x” jele kell, hogy legyen, mely
az ,ires mezdt” jeldli.
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— Minden szalaghoz tartozik egy #rd-olvasdfej, mely minden lépésben a
szalag egy mezején all.

— Van még egy vezérlGegység. Ennek lehetséges allapotai egy véges T’
halmazt alkotnak. Ki van tiintetve egy ,,START” kezddallapot és egy
SSTOP” végallapot.

Kezdetben a vezérlGegység START allapotban van, és a fejek a szalagok kez-
démezején allnak. Minden lépésben minden fej leolvassa a szalagjanak adott
mezején allo jelet; a vezérlGegység a leolvasott jelektdl és a sajat allapotatol
fiigg6en 3 dolgot csinal:

— atmegy egy 1j allapotba;

— minden fejnek utasitast ad, hogy azon a mezén, melyen all, a jelet irja
feliil;

— minden fejnek utasitast ad, hogy lépjen jobbra vagy balra egyet, vagy
maradjon helyben.

A gép megall, ha a vezérlGegység a STOP allapotba jut.

Matematikailag a Turing-gépet az alabbi adatok irjak le: T=(k, 3, T, «, 8,7),
ahol k>1 egy természetes szam, 2. és I" véges halmazok, x€¥, START, STOP
el és

a: I'xXkF =T,

B: TI'x3F -3k

v: I'x¥F = {-1,0,1}*
tetsz6leges leképezések. o adja meg az 0j allapotot, 8 az egyes szalagokra
irt jeleket, v azt, hogy mennyit lépjenek a fejek. A ¥ dbécét a tovabbiakban
rogzitjik, és feltessziik, hogy a ,,x” jelen kiviil legalabb két jelbdl all, mondjuk
tartalmazza 0-t és l-et (a legtobb esetben elegendd volna erre a két jelre
szoritkozni).

Megjegyzések. 1. A Turing-gépeknek nagyon sok kiilonb6z8, de minden
lényeges szempontbol egyenértéki definicidja talalhato a kiillonb6z6 konyvek-
ben. Gyakran a szalagok csak egyiranyban végtelenek; szdmuk szinte mindig
koénnyen korlatozhatd volna kettdére, és igen sok vonatkozasban egyre is; fel-
tehetnénk, hogy ,«” jelen kiviil (amit ebben az esetben 0-val azonositunk)
csak az ,1” jel van az abécében; bizonyos szalagokrol kikothetnénk, hogy
azokra csak frhat vagy csak olvashat roluk (de legalabb egy szalagnak irasra
és olvasasra is alkalmasnak kell lenni) stb. Ezeknek a megfogalmazasoknak
az ekvivalenciaja a veliik végezhetd szamitasok szempontjabol tobb-kevesebb
faradsaggal, de nagyobb nehézség nélkiil igazolhaté. Mi csak annyit bizonyi-
tunk ilyen irdnyban, amire sziikségiink lesz.

2. Amikor egy konkrét Turing-gépet kell megadnunk, akkor a ,lényegtelen”
helyeken (pl. ha az allapot STOP) nem adjuk meg a fiiggvényeket. Egy igy
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megadott Turing-gépet gy tekintiink, hogy az értelmezési tartoméany olyan
elemeire, ahol nem adtuk meg az értékeket, legyen a= STOP, B=x* és y=0F.
Tovabba sokszor kényelmes az is, hogy ha egy fej ugyanazt a jelet irna vissza,
ami ott volt, akkor a § értékét nem adjuk meg, ha pedig a vezérlGegység
ugyanabban az allapotban marad, akkor az v értékét nem adjuk meg.

Egy Turing-gép bemenetén az indulaskor a szalagokra irt nemiires jelekbdl
allo szavakat értjiik, feltessziik, hogy a bemeneti szavak a ,;x” jelet nem tar-
talmazzak. (Kiilonben nem lehetne tudni, hogy hol van a bemenet vége: egy
olyan egyszerii feladat, mint ,hatarozzuk meg a bemenet hosszat”, nem volna
megoldhatoé, a fej hiaba lépkedne jobbra, nem tudné, hogy vége van-e méar a
bemenetnek.) Azt is megkotjik, hogy a bemeneti szavak a 0-adik mez6ktsl
kezd6dGen vannak a szalagokra irva.

A ¥ — {x} abécét Yp-lal jeloljiik. Feltessziik azt is, hogy a Turing-gép az
egész bemenetét elolvassa miikodése soran ; ezzel csak trividlis eseteket zarunk
ki. Egy k-szalagos Turing-gép bemenete tehat egy rendezett k-as, melynek
minden eleme egy ¥§-beli sz6. Leggyakrabban csak a gép els6 szalagjara frunk
nemiires sz6t bemenet gyanant. Ha azt mondjuk, hogy a bemenet egy = sz0,
akkor azt értjiik alatta, hogy az (z,0,...,0) k-as a bemenet.

A gép kimenete a megéllaskor a szalagokon levé 3§-beli szavakbol 4llo
rendezett k-as. Gyakran azonban egyetlen széra vagyunk kivancsiak, a tobbi
szemét”. Ha egyetlen szoéra, mint kimenetre hivatkozunk, akkor az utolsd
szalagon levd szot értjiik ez alatt.

Azt mondjuk, hogy egy Turing-gép kiszamitja az f: X — Xf fliggvényt,
ha minden z € £ bemenetre véges sok lépés utan leall, és kimenete f(z).

1.2.1. Feladat. Konstrualjunk olyan Turing-gépet, mely a kovetkezd fiigg-
vényeket szamolja ki:

a) T1...Tp > Ty ... T1.

=

T1...Tpn—>T1...TpT1...2Tp.

Q. o

) 1. Ty > TIXL .. T Ty
) n hosszu csupa 1-esbdl all6 bemenetre az n szam 2-es szamrendszerbeli

alakjat; egyéb bemenetre azt, hogy ,MICIMACKO”.

e) ha a bemenet az n szam 2-es szamrendszerbeli alakja, a kimenet legyen
n darab 1-es (kiilsnben ,MICIMACKO").

f) A d) és e) feladatokat gy is oldjuk meg, hogy a gép csak O(n) lépést
tegyen.

1.2.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy van két Turing-gépiink, melyek egyike az
f: X5 =25, masika a g: 35— Xj fliggvényt szdmolja ki. Konstrualjunk olyan
Turing-gépet, mely az fog fiiggvényt szamolja ki.
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1.2.3. Feladat. Konstrualjunk olyan Turing-gépet, mely egy x bemenetre
pontosan 2/*! lépést tesz.

1.2.4. Feladat. Konstrudljunk olyan Turing-gépet, mely egy x bemenetre
akkor és csak akkor all meg véges szamu lépés utan, ha z-ben eltfordul a 0
jel.

1.2.5. Feladat*. Mutassuk meg, hogy az egyszalagos Turing-gépek, ha nem
irhatnak a szalagjukra, akkor pontosan a regularis nyelveket ismerik fel.

Az eddigiek alapjan egy lényeges kiilonbséget vehetiink észre a Turing-
gépek és a valodi szamitdogépek kozott: Minden fliggvény kiszamitasdhoz
kiilon-kiilon Turing-gépet konstrudltunk, mig a valédi programvezérlési sza-
mitogépeken elegendd megfelel programot irni. Megmutatjuk most, hogy
lehet a Turing-gépet is igy kezelni: lehet olyan Turing-gépet konstrualni, me-
lyen alkalmas ,programmal” minden kiszdmithat6, ami valamelyik Turing-
gépen kiszamithato. Az ilyen Turing-gépek nem csak azért érdekesek, mert
jobban hasonlitanak a programvezérlési szamitogépekhez, hanem fontos sze-
repet fognak jatszani sok bizonyitasban is.

Legyen T=(k+1,%,T'p, ar, Br,vyr) és S={k, %, s, as, Bs,vs) két Turing-
gép (k>1). Legyen p € 3§. Azt mondjuk, hogy T a p programmal szimuldlja

S-et, ha tetszbleges x1, ...,z € 3§ szavakra T az (z1,. .., %k, p) bemeneten
akkor és csak akkor all meg véges szamu lépésben, ha S az (z1,...,xx) be-

meneten megall, és megallaskor T els§ k szalagjan rendre ugyanaz all, mint
S szalagjain.

Akkor mondjuk, hogy a (k+ 1)-szalagos T Turing-gép univerzdlis (a k-
szalagos Turing-gépekre nézve), ha barmely k-szalagos ¥ feletti S Turing-
géphez létezik olyan p sz6 (program), mellyel T' szimulalja S-et.

1.2.1. Tétel. Minden k > 1 szdmhoz és minden ¥ dbécéhez létezik (k+1)-
szalagos univerzalis Turing-gép.

Bizonyitds. Az univerzalis Turing-gép konstrukcidjanak alapgondolata az,
hogy a (k+ 1)-edik szalagra a szimulaland6 S Turing-gép mikodését leird
tablazatnak megfelels szot (programot) frunk bemenetként. Az univerzalis T'
Turing-gép ezenkiviil még felirja maganak, hogy a szimulalt S gépnek me-
lyik allapotaban van éppen (hidba van csak véges sok allapot, a rogzitett
T gépnek minden S gépet szimulédlnia kell, igy az S allapotait ,nem tudja
észben tartani”). Minden lépésben ennek, és a t6bbi szalagon olvasott jelnek
az alapjan a tablazatbol kikeresi, hogy S milyen allapotba megy at, mit ir a
szalagokra, és merre mozdulnak a fejek.

A pontos konstrukciot elgszor ugy adjuk meg, hogy k42 szalagot haszna-
lunk. Egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy ¥ tartalmazza a ,0”, ,1” és ,,—1”
jeleket.



1.2. A TURING-GEP 13

Legyen S = (k,X.T's,as, 8s,7s) tetszbleges k-szalagos Turing-gép. T's
minden elemét azonositsuk egy-egy r hossztusagu 0-1 sorozattal, ahol r =
= [log|T's|]. Az S gép egy adott helyzetének ,kodja” az alabbi szo6 legyen:

gh’l .- 'hkaS(gahla' "7hk)ﬂ5(gvh17" '7hk)ﬂ)/5(gvh’17" 'ahk)a

ahol geT's—{STOP} a vezérlGegység adott allapota, és hq, ..., hx€X az egyes
fejek altal olvasott jelek. Az ilyen szavakat tetszSleges sorrendben sszeftiz-
ziik; igy kapjuk a pg szot. Ezt fogjuk majd a konstrualando T gép (k+1)-edik
szalagjara irni; a (k+2)-edikre pedig az S gép egy 4llapotat, kiindulaskor az
S gép START allapotéanak a nevét. Ezen a szalagon mindig pontosan r darab
nem-x* jel lesz, innen fogja tudni az univerzalis Turing-gép az r értékét.

A T’ Turing-gép az S gép egy lépését ugy szimulalja, hogy a (k+ 1)-edik
szalagon kikeresi, hogy hol van a (k+42)-edik szalagon feljegyzett allapotnak és
az els6 k fej altal olvasott jeleknek megfelels feljegyzés, majd onnan leolvassa
a teenddket: felirja a (k+ 2)-edik szalagra az 0j allapotot, az els6 k fejjel
pedig a megfeleld jeleket iratja és a megfelel§ iranyba lép.

A teljesség kedvéért formalisan is leirjuk a T gépet, de az egyszertiségnek is
tesziink annyi engedményt, hogy csak a k=1 esetben. A gépnek tehat harom
szalagja van. A kotelezs ,START” és ,STOP” allapotokon kiviil legyenek még
ITTVAN-VISSZA, NEMITTVAN-VISSZA, NEMITTVAN-TOVABB, KO-
VETKEZO, ALLAPOT-FELIRAS, MOZGATAS, ¢s UJRA allapotai. Az al-
lapotnevek a fenti vazlattal egyiitt elég beszédesek, pl. az ITTVAN-VISSZA
allapotba akkor keriiliink, ha megtalaltuk az aktualis allapotnak megfelels
utasitast, és a harmadik szalagon a fejet a 0-adik mez6re vissziik ebben az
allapotban vissza; az UJRA allapot az S gép egy lépésének szimulalasa utan
a masodik és harmadik fejet visszaviszi a szalagok kezd6mezejére. Jelolje h(i)
az i-edik fej altal olvasott betiit (1<i<3). Az «, 3, fliggvényeket az alabbi
leirassal adjuk meg (ha nem mondunk kiilén 4j allapotot, akkor a vezérlGegy-
ség marad a régiben, ha nem mondunk kifrando6 jelet valamelyik fejnek, akkor
ugyanazt a bettit irja vissza, ha pedig 1épést nem mondunk, akkor helyben
marad).

START:
ha h(2) = h(3) # *, akkor 2 és 3 jobbra lép;
ha h(3) # * és h(2) = *, akkor STOP;
ha h(3) =x* és h(2) =h(1), akkor ,JTTVAN-VISSZA”, 2 jobbra lép és 3
balra 1ép;
ha h(3) = és h(2) # h(1), akkor ,NEMITTVAN-VISSZA”, 2 jobbra, 3
balra 1ép;
egyébként ,NEMITTVAN-TOVABB”, és 2, 3 jobbra lép.
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ITTVAN-VISSZA:
ha h(3) # %, akkor 3 balra lép;
ha h(3) = *, akkor ,ALLAPOT-FELIRAS", és 3 jobbra lép.

NEMITTVAN-TOVABB:
ha h(3) # *, akkor 2 és 3 jobbra lép;
ha h(3)=x, akkor NEMITTVAN-VISSZA”, 2 jobbra lép és 3 balra lép.

NEMITTVAN-VISSZA :
ha h(3) # *, akkor 2 jobbra lép, 3 balra lép;
ha h(3) = *, akkor ,KOVETKEZO”, 2 és 3 jobbra lép.

KOVETKEZO:
START”, és 2 jobbra lép.

ALLAPOT-FELIRAS:
ha h(3) # *, akkor 3 a h(2) jelet irja, és 2, 3 jobbra lép;
ha h(3) = x, akkor ,MOZGATAS", az 1 fej h(2)-t ir, 2 jobbra lép.

MOZGATAS:
LUJRA”, az 1 fej h(2)-t 1ép.
UJRA:
ha h(2) # * és h(3) # *, akkor 2 és 3 balra lép;
ha h(2) # %, de h(3) = %, akkor 2 balra lép;
ha h(2) = ( ) = x, akkor ,START”, és 2, 3 jobbra lép.

A (k+2)-edik szalagtol konnyen megszabadulhatunk: tartalmat (ami min-
dig csak r mezd), a (k+1)-edik szalag (—2)-edik, (—3)-adik, ..., (—r—1)-edik
mezején helyezziik el (a (—1)-edik mez6n hagyunk egy *-ot hatarolojelnek).
Probléméat okoz azonban, hogy még mindig két fejre van sziikségiink ezen a
szalagon: egyik a szalag pozitiv felén, a masik a negativ felén mozog. Ezt
agy oldjuk meg, hogy minden mez6t megduplazunk; a bal felébe marad ir-
va az eredetileg is oda irt jel, a jobb felén pedig 1-es all, ha ott allna a fej
(ha két fej volna), a t6bbi jobb oldali félmez6 iiresen marad. Konnyt leirni,
hogy hogyan mozog az egyetlen fej ezen a szalagon tgy, hogy szimulalni tudja
mindkét eredeti fej mozgasat. O

1.2.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a fent konstrualt univerzalis (k+1)-
szalagos Turing-gépen szimulédljuk a k-szalagosat, akkor tetsz&leges bemene-
ten a lépésszam csak a szimulalo program hosszaval aranyos (tehat konstans)
szorzotényezivel novekszik meg.

1.2.7. Feladat. Legyenek T és S egyszalagos Turing-gépek. Azt mondjuk,
hogy T az S miikodését a p programmal szimulalja (p € 3), ha minden x €
€ 3§ szora a T gép a p&x bemeneten (ahol & ¢ ¥ egy 1j betd) akkor és
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csak akkor 4ll meg véges szamu lépésben, ha S az = bemeneten megall, és
megallaskor T szalagjan ugyanaz all, mint S szalagjan. Bizonyitsuk be, hogy
van olyan egyszalagos T Turing-gép, mely minden mas egyszalagos Turing-
gép miikodését ebben az értelemben szimulalni tudja.

Kovetkezs tételiink azt mutatja, hogy nem lényeges, hogy hény szalagja
van egy Turing-gépnek.

1.2.2. Tétel. Minden k-szalagos S Turing-géphez van olyan egyszalagos T
Turing-gép, amely S-et helyettesiti a kovetkezd értelemben: minden x-ot nem
tartalmazo x szora, T akkor és csak akkor dll meg véges sok lépésben az x
bemeneten, ha S megdll, és megdllaskor T szalagjdra ugyanaz lesz irva, mint
S wutolso szalagjara. Tovabbd, ha S lépéseinek szdma N, akkor T legfeljebb
O(N?) Iépést tesz.

Bizonyitds. Az S gép szalagjainak tartalmét a 7' gép egyetlen szalagjan kell
tarolnunk. Ehhez el6szor is a T szalagjara irt bemenetet ,széthtzzuk”: az
i-edik mez6n 4llo jelet atmasoljuk a (2ki)-edik mezére. Ezt ugy lehet meg-
csinalni, hogy el6szor 1-t6l indulva jobbra lépegetve minden jelet 2k hellyel
odébb masolunk (ehhez egyszerre csak 2k, vagyis rogzitett szamu jelre kell a
vezérlSegységnek emlékeznie). Kozben az 1,2,...,2k — 1 helyekre #-ot irunk.
Majd a fej visszajon az els§ x-ig (a (2k — 1)-edik helyig), és a (2k+ 1)-edik
helyen all6 jeltsl kezdve minden jelet tijabb 2k hellyel jobbra visz stb.

Ezek utan a (2ki+2j — 2)-edik mez6 (1 < j < k) fog megfelelni a j-edik
szalag i-edik mezejének, a (2ki+2j —1)-edik mezdn pedig 1 vagy = fog allni
aszerint, hogy az S megfelel§ feje az S szamitdsanak pillanatnyi 1épésénél
azon a mezon all-e vagy sem. A szalagunk két ,végét” jeloljiik meg egy-egy
0-val, az els§ olyan paratlan sorszami mezGben, amelyben még soha nem volt
l-es. Igy az S szamitasanak minden helyzetének megfeleltettiink T-nek egy
helyzetét.

Megmutatjuk most, hogy S lépéseit T" hogyan tudja utdnozni. Mindenek-
elstt, T' észben tartja” azt, hogy az S gép melyik allapotban van. Azt is
mindig tudja, hogy modulo 2k milyen sorszamu az a mezd, amin a sajat feje
éppen tartézkodik, valamint hogy az S fejeit jelz6 1-esek koziil hany darab
van a sajat fejétdl jobbra. A legjobboldalibb S-fejt6l indulva, haladjon most
végig a fej a szalagon visszafelé. Ha egy paratlan sorszamu mezén 1-est ta-
141, akkor a kovetkez6 mezGt leolvassa, és megjegyzi hozza, hogy modulo 2k
mi volt a mezd sorszama (azaz melyik eredeti szalagrol valé olvasasnak felel
meg). Mire végigér, tudja, hogy milyen jeleket olvasnak ennél a lépésnél az S
gép fejei (és ekkor még mindig csak 2k|¥|*, azaz konstans sok allapot kell).
Innen ki tudja szamitani, hogy mi lesz S 4j allapota, mit irnak és merre lép-
nek a fejei. Visszafelé indulva, minden paratlan mezén 4llo 1-esnél &t tudja
irni megfelelen az el6tte levé mez6t, és el tudja mozditani az 1-est sziikség
esetén 2k hellyel balra vagy jobbra. (Persze jobbra mozgatéaskor atlépheti S
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néhany fejét, igy ezekhez vissza kell mennie. Ha kdzben tulszaladna a kezdé
vagy zar6é 0-n, akkor azt is mozgassuk kijjebb.)

Ha az S gép szamitasanak szimulacioja befejez6dott, akkor az eredményt
,tomoriteni” kell, csak a k. szalag tartalmat kell megtartanunk: a (2ki+
+ 2k — 2)-edik mez6 tartalmat at kell masolni az i-edik mezdre. Ez a kezdd
széthiuzashoz” hasonloan tehetd meg (itt is hasznaljuk a szalag-végeket jelz6
0-kat).

Nyilvanvalé, hogy az igy leirt T gép ugyanazt fogja kiszamitani, mint S.
A lépésszam harom részbdl tevédik Ossze: a ,széthuzas”’, a szimulélas, és a
tomorités idejébsl. Legyen M a T gépen azon mezdk szdma, melyekre a gép
valaha is lép; nyilvanvalo, hogy M = O(N), és feltettiik, hogy M > n. A
,Széthiizas™hoz és a ,tomorités™hez O(M?) id6 kell. Az S gép egy lépésé-
nek szimulalasdhoz O(M) lépés kell, igy a szimulaciohoz O(M N) lépés. Ez
Osszesen is csak O(N?) 1épés. O

1.2.8. Feladat*. Mutassuk meg, hogy ha az[[.2.2] tételben egyszalagos he-
lyett kétszalagos Turing-gépet engediink meg, akkor a lépésszam keveseb-
bet novekszik: minden k-szalagos Turing-gépet olymoédon helyettesithetiink

kétszalagossal, hogy ha egy bemeneten a k-szalagos 1épésszama N, akkor a
kétszalagosé legfeljebb O(N log N).

Az imént lattuk, hogy a k-szalagos Turing-gép 1-szalagos Turing-géppel
vald szimulacioja nem teljesen kielégits, mivel a lépések szama négyzetesen
né. Ez nem csak a fenti specialis konstrukcié gyengesége, ugyanis vannak
olyan szamitési feladatok, melyek 2-szalagos Turing-gépen N lépéssel meg-
oldhatoak, mig egy tetszéleges 1-szalagos Turing-gépnek Q(N?) lépésre van
sziiksége a megoldasukhoz. Az alabbiakban egy ilyen, mar ismert problémét
mutatunk be, a palindromak felismerését (lasd feladat).

1.2.3. Tétel. Alljon az L nyelv a ,palindrémdkbol”:
L={z1...2n: T1...2, EX{, T1T2 ... Ty = TpTp—1...T1}-

a) Van olyan kétszalagos Turing-gép, mely egy n hosszu szorél O(n) lépés-
ben eldonti, hogy L-ben van-e.

b) Bdrmely egyszalagos Turing-gépnek Q(n?) lépésre van sziiksége ahhoz,
hogy ugyanezt eldontse.

Bizonyitds. Az a) rész egyszeri: példaul masoljuk le a bemenetet a masodik
szalagra n+1 1épésben, ez utan mozgassuk az elsé szalag fejét az elejére ujabb
n+1 lépésben (kozben hagyjuk a masik fejet a sz6 végén), végiil az els szalag
fejének jobbra, a masodik szalag fejének balra lépkedésével hasonlitsuk Gssze
x1-et xp,-nel, xo-t x,_1-gyel stb. Gjabb n+ 1 1épésben. Ez Gsszesen 3n+ 3
lépés.
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A b) rész bizonyitasa joval bonyolultabb. Vegyiink egy tetszéleges 1-szala-
gos Turing-gépet, ami felismeri a palindromakat. Az egyértelmiiség kedvéért
mondjuk azt, hogy a futdsa végén ,17-et ir a szalag start mezGjére, ha a
bemenet palindréma, és ,,0”-t ha nem. Megmutatjuk, hogy minden n-re, egy
n hosszii bemeneten a gépnek Q(n?) lépést kell megtennie.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy n oszthaté 3-mal (az altala-
nos eset bizonyitasa is hasonlo). Legyen k := n/3. Csak azokkal a beme-
netekkel foglalkozunk, amelyek koézéps6 harmada csupa 0-bol all, azaz az
21..2,0...029541...2, alaktakkal. (Ha mar ezek kozott taldlunk olyan szot,
melyre a gépiinknek Q(n?) 1épést kell tennie, készen vagyunk.)

Rogzitsiink egy tetszbleges j egész szamot, melyre k < j < 2k. Nevezziik a
szalag j-edik mezeje és (j+1)-edik mezeje kozti elvalaszté vonalat a j uténi
vdgdsnak. Tegyiik fel, hogy ezen il egy kis mano, aki régziti a gép kdzponti
egységének allapotat, amikor az olvaso fej athalad rajta. A szamitas végén
I-beli allapotok egy g19s2...g: sorozatat kapjuk (ennek ¢ hossza valtozhat a
bemenet fiiggvényében), amit a bemenet j-napldjanak hivunk. A bizonyitas
kulcsa az alabbi megfigyelés:

1.2.4. Lemma. Legyen x = x1...x0...0xk...x1 €s y = y1...yx0...0yr...y1 két
kiilonbozd palindroma és k < j < 2k. Ekkor x és y j-napldi kiillonbézdek.

A lemma bizonyitdsa. Tegyiik fel indirekten, hogy x és y j-naploi megegyez-
nek, mondjuk mindketts g1 gs...g¢. Tekintsiik a z=xz;...240...0yk...y1 bemene-
tet. Vegyiik észre, hogy itt minden xz; a vagastol balra, minden y; a vagastol
jobbra esik. Megmutatjuk, hogy ha a gép helyesen ismerte fel, hogy x és y
palindroma, akkor z-rél is ezt fogja allitani, ami ellentmondas.

Mi torténik, ha a gépet a z bemenettel inditjuk el? Egy darabig a fej a va-
géstol balra mozog, igy pontosan igy szamol, mint az = bemeneten. Amikor
a fej el6szor 1ép a (j+ 1)-edik mezére, akkor a g1 allapotban lesz x j-napléja
szerint. Ezt kdveten a fej egy ideig a vagéastol jobbra mozog. Ez a része a sza-
mitasnak megegyezik az y bemeneten végzett azonos szamitasrésszel, hiszen
ugyanabbdl az allapotbol indul y j-napldja szerint, és ugyanazon karaktere-
ket olvassa, mig a fej Gjra a j-edik mezére nem 1ép. Hasonléan kovethets a
z bemeneten végzett szamitas tovabbi része is, igy lathato, hogy az m-edik
szamitasrész a vagastol balra megegyezik az x bemeneten végzett azonos sza-
mitasrésszel, illetve az m-edik szamitasrész a vagastol jobbra megegyezik az
1y bemeneten végzett azonos szamitasrésszel. Mivel az x bemenettel végzett
szamitas az ,,1” karakternek a start mezére irasaval végzsdik, a z bemenettel
végzett szamitas is igy ér véget. Ez ellentmondés, hiszen z nem palindroé-
ma. o
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Most térjiink vissza a tétel bizonyitdsahoz. Adott m-re az m-nél révidebb
kiilonb6z6 j-naplok maximalis szadma

o -1

<2|r|™ L.

Ez igaz tetsz6leges j-re, igy azon palidromak szdma, melyek minden j-
napldja rovidebb m-nél valamely j-re legfeljebb

2(k+1)- 0™

Osszesen az itt vizsgalt palindromakbol legalabb 2% darab van (feltettiik,
hogy [3¢| > 2), igy azon palindromék széma, melyeknek j-naploja legalabb
m hossz1, legalabb

28 —2(k+1)- 0™, (1.1)

Igy ha m-et ugy valasztjuk, hogy ez a szam pozitiv legyen, akkor lesz olyan
palindroma, melyre minden k£ < j < 2k esetén a j-napld legalabb m hosszu.
Ekkor a manok Osszesen (k4 1)m lépést figyelnek meg, tehat a szamitas
legalabb (k+1)m lépésbdl all.

Konnyen lathato, hogy m = [n/(6log|T|)] esetén (LT) pozitiv (ha n =3k
elég nagy), és igy van olyan input, melyre a gép (k+1)m > n?/(181og|T|)
lépést tesz. O

1.3. A RAM-gép

A RAM-gép (RAM = Random Access Memory = Kozvetlen Elérésti Memo-
ria) a Turing-gépnél bonyolultabb, de a valodi szamitogépekhez kozelebb allo
matematikai modell. Mint a neve is mutatja, a legf6bb pont, ahol a Turing-
gépnél tobbet tud”: memoriarekeszeit kozvetleniil lehet elérni (belefrni vagy
belgle kiolvasni). Sajnos a RAM-gépnek ezért az elényos tulajdonsagaért fi-
zetni kell: ahhoz, hogy kozvetleniil el tudjunk érni egy memoriarekeszt, azt
meg kell cimezni; a cimet valamelyik masik rekeszben taroljuk. Mivel nem
korlatos a memoriarekeszek szama, a cim sem korlatos, és igy a cimet tar-
talmaz6 rekeszben akarmilyen nagy természetes szamot meg kell engedniink.
Ennek a rekesznek a tartalma maga is valtozhat a program futésa soran (in-
direkt cimzés). Ez a RAM-gép erejét tovabb noveli; viszont azzal, hogy az
egy rekeszben tarolhato szamot nem korlatozzuk, ismét eltavolodunk a létezs
szamitogépektsl. Ha nem vigyazunk, a RAM-gépen a nagy szamokkal végzett
miiveletekkel ,yvisszaélve” olyan algoritmusokat programozhatunk be, melyek
létezd szamitdgépeken csak sokkal nehezebben, lassabban valdsithatok meg.

A RAM-gépben van egy programtar és egy memoria. A memoria végte-
len sok memoriarekeszbdl &ll, melyek az egész szamokkal vannak cimezve.
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Az i memoriarekesz egy x[i] egész szamot tartalmaz, ezek koziil mindig csak
véges sok nem 0. A programtar ugyancsak végtelen sok, 0,1,2,...-vel cim-
zett rekeszbdl, sorbol all; ebbe olyan (véges hosszusagi) programot frhatunk,
mely valamely gépi kéd-szerti programnyelven van irva. Példaul elegendé a
kovetkez6 utasitdsokat megengedni:

x[i] :=0; xli] == x[i] +1; x[i] == x[i] - 1;
wli i=xlil +aljl; o] :=alil=2l]; ofefil] = 2] ofi] =2zl
IF «[i]<0 THEN GOTO p.

Itt ¢ és j valamely memoriarekesz sorszama (tehat tetszoleges egész szam),
p pedig valamelyik programsor sorszama (tehat tetsz6leges természetes szam).
Az utolso el6tti két utasitas biztositja kozvetett cimzés lehetGségét. Elmé-
leti szempontbdl nincs azonban kiilonosebb jelent&sége, hogy mik ezek az
utasitasok; csak annyi lényeges, hogy mindegyikiik konnyen megvalésitha-
t6 miiveletet fejezzen ki, és eléggé kifejezGek legyenek ahhoz, hogy a kivant
szamitasokat el tudjuk végezni; méasrészt véges legyen a szamuk. Példaul ¢
és j értékére elég volna csak a —1, —2, —3 értékeket megengedni. Mésrészrol
bevehetnénk a szorzast stb.

A RAM-gép bemenete egy természetes szamokbol allo véges sorozat, mely-
nek a hosszat az z[0] memoriarekeszbe, elemeit pedig rendre az z[1], z[2],. ..
memoriarekeszekbe irjuk be. Ha az inputban nem engedjiik meg a 0 értéket,
akkor a hosszra az x[0] rekeszben nincs sziikségiink, mert konnyen kiszamol-
hatjuk magunk is. A RAM-gép a fenti utasitasokbol allo tetszéleges véges
programot értelemszertien végrehajt; akkor all meg, ha olyan programsorhoz
ér, melyben nincsen utasitas. A kimeneten az x[i] rekeszek tartalmat értjik.

A RAM-gép lépésszama nem a legjobb mértéke annak, hogy ,,mennyi ideig
dolgozik”. Amiatt ugyanis, hogy egy lépésben akarmilyen nagy természetes
szamokon végezhetiink mtveletet, olyan triikkdket lehet csindlni, amik a gya-
korlati szamitésoktol igen messze vannak. Pl. két igen hosszi természetes
szam Osszeadéasaval vektormiiveleteket szimuldlhatnank. Ezért szokasosabb
a RAM-gépek lépésszama helyett a futdsi idejikrdl beszélni. Ezt agy defi-
niadljuk, hogy egy 1épés idejét nem egységnyinek vessziik, hanem annyinak,
mint a benne fellépd természetes szamok (rekeszcimek és tartalmak) kettes
szamrendszerbeli jegyeinek szama. (Mivel ez lényegében a kettes alapu loga-
ritmusuk, szokas ezt a modellt logaritmikus kéltségii RAM-gépnek is nevezni.)
Meg kell jegyezniink, hogy ha a RAM-gép utasitaskészletét kibovitjiik, pl. a
szorzassal, akkor ezen fajta lépések idejét ugy kell definialni, hogy hosszu sza-
mokra a 1épés pl. Turing-gépen ennyi id6 alatt tényleg szimulalhat6 legyen.

Szokas két paraméterrel is jellemezni a futasi id6t, hogy ,a gép legfeljebb
n lépést végez legfeljebb k jegyi (a kettes szamrendszerben) szdmokon”; ez
tehat O(nk) futasi idst ad.
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1.3.1. Feladat. Irjunk olyan programot a RAM-gépre, mely

a) elére adott k pozitiv egész szamra az iires bemeneten elGallitja a k
kimenetet ;

b) a k bemenet esetén meghatarozza azt a legnagyobb m szamot, melyre
2m < k;

¢) a k bemenet esetén kiszdmitja k kettes szamrendszerbeli alakjat (a k
szam i. bitjét irja az x[i] rekeszbe);

d) ha a bemenet k és ¢ pozitiv egész szamok (az z[1] és x[2] rekeszben),
kiszamitja a szorzatukat.

Ha k és ¢ szamjegyeinek szama n, akkor a program O(n) lépést tegyen O(n)
jegyt szamokkal.

Most megmutatjuk, hogy a RAM-gép és a Turing-gép lényegében ugyan-
azt tudjak kiszamitani, és a futasi idejiik sem kiilonbozik tulsdgosan. Te-
kintsiink egy (egyszertiség kedvéért) egyszalagos T Turing-gépet, melynek
abécéje {0,1,2}, ahol (a korabbiaktol eltérden, de itt célszertibben) a 0 legyen
az lires-mezg jel.

A Turing-gép minden 1 . ..z, bemenete (mely egy 1-2 sorozat) kétfélekép-
pen is tekinthet6 a RAM-gép egy bemenetének: beirhatjuk az x1, ..., z, sza-
mokat rendre az z[1], ..., x[n] rekeszekbe, vagy megfeleltethetiink az z; ...z,
sorozatnak egyetlen természetes szamot pl. ugy, hogy a ketteseket 0O-ra cse-
réljiik és az elejére egy egyest irunk; és ezt a szamot irjuk be az x[0] rekeszbe.
A Turing-gép kimenetét is hasonloképpen értelmezhetjiik, mint a RAM-gép
kimenetét.

Csak az els6 értelmezéssel foglalkozunk, a méasodik szerinti bemenet az
[L3T1 b) feladat alapjan atalakithato az elsG értelmezés szerintivé.

1.3.1. Tétel. Minden {0,1,2} feletti Turing-géphez konstrudlhatd olyan prog-
ram a RAM-gépen, mely minden bemenetre ugyanazt a kimenetet szamitja ki,
mint a Turing-gép, és ha a Turing-gép lépésszima N, akkor a RAM-gép O(N)
lépést végez O(log N) jegyd szdmokkal.

Bizonyitds. Legyen T={1,{0,1,2},T, v, 8,7}. Legyen T'={1,...,r}, ahol 1=
=START és r=STOP. A Turing-gép szdmolasanak utanzasa soran a RAM-
gép 2i-edik rekeszében ugyanaz a szam (0, 1, vagy 2) fog allni, mint a Turing-
gép szalagjanak i-edik mezején. Az x[1] rekeszben taroljuk, hogy hol van a
fej a szalagon (azaz a szalag-pozici6 kétszeresét, mert az ennyiedik memoria-
rekeszben taroljuk ezt a tartalmat), a vezérlGegység allapotat pedig az fogja
meghatéarozni, hogy hol vagyunk a programban.

Programunk P; (1 <i<r)és Q;; (1<i<r—1, 0<j<2) részekbdl fog
Osszetevidni. Az alabbi P; programrész (1 <i<r—1) azt utanozza, amikor a
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Turing-gép vezérlGegysége i dllapotban van, és a gép kiolvassa, hogy a szalag
x[i]/2-edik mezején milyen szam all. Ettol fliggen fog mas-méas részre ugrani
a programban:

x[3] := x[z[1]];
IF 23] <0 THEN GOTO [Q;0 cime];

x[3] :=z[3] - 1;
IF 2[3] < 0 THEN GOTO [Q;, cime];
x[3] :=2[3] - 1;

IF 23] <0 THEN GOTO [Q;,2 cime];

A P, programrész alljon egyetlen iires programsorbol. Az alabbi Q; ; prog-
ramrész atirja az x[1]-edik rekeszt a Turing-gép szabaly4dnak megfelelen, mo-
dositja z[1]-et a fej mozgasanak megfelelGen, és az 1 a allapotnak megfelels
P, programrészre ugrik:

x[3] :=0;

z[3] :=z[3]+1;

B(i, j)-szer

x[3] := x[3]+1;
x[z[1]] := z[3];
(1] =[]+~ j);
(1] = 1]+~ j);
x[3] :=0;
IF z[3] <0 THEN GOTO [P, cime];

(Itt az x[1] := z[1]+~(7, j) utasitas agy értends, hogy az x[1] := z[1]+1,
ill. z[1] := z[1] — 1 utasitast vessziik, ha v(i,j) = 1 vagy —1, és elhagyjuk, ha
~(¢,7) =0.) Maga a program igy néz ki:

x[1] :=0;
Py
P

P,
Qo,0

Qr—1,2

Ezzel a Turing-gép ,,utanzasat” leirtuk. A futasi id6 megbecsléséhez elég azt
megjegyezni, hogy N 1épésben a Turing-gép legfeljebb egy — N és + N kozotti
sorszamu mezébe ir barmit is, igy a RAM-gép egyes lépéseiben legfeljebb
O(log N) hosszisagt szamokkal dolgozunk. O
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Megjegyzés. Az[L.31]l tétel bizonyitasaban nem hasznaltuk fel az y:=y+2
utasitast; erre az utasitasra csak az[[L3.1] feladat megoldasaban van sziikség.
S6t ez a feladat is megoldhaté volna, ha ejtenénk a lépésszamra vonatkozo
kikotést. Azonban ha a RAM-gépen tetszéleges egész szamokat megengediink
bemenetként, akkor enélkiil az utasitas nélkiil exponencialis futasi id6t, st
lépésszamot kapnéank igen egyszeri problémakra is. Példaul tekintsiik azt a
feladatot, hogy az x[1] regiszter a tartalmat hozza kell adni az x[0] regiszter b
tartalméhoz. Ez a RAM-gépen konnyen elvégezheté néhany lépésben; ennek
futési ideje még logaritmikus koltségek esetén is csak kb. log |a|+log |b|. De
ha kizarjuk az y := y+ z utasitéast, akkor legalabb min{|a|, |b|} id6 kell hoz-
z4 (ugyanis minden mas utasitds a maximalis tarolt szam abszolat értékét
legfeljebb 1-gyel noveli).

Legyen most adott egy program a RAM-gépre. Ennek be- és kimenetét egy-
egy {0,1,—, #}*-beli szonak tekinthetjiik (a szerepl§ egész szamokat kettes
szamrendszerben, ha kell elGjellel felirva; két memoria-rekesz tartalma kozé
pedig # jelet rakva). Ebben az értelemben igaz az alabbi tétel:

1.3.2. Tétel. Minden RAM-gépre irt programhoz van olyan Turing-gép, mely
minden bemenetre ugyanazt a kimenetet szamitja ki, mint a RAM-gép, és ha
a RAM-gép futdsi ideje N, akkor a Turing-gép lépésszdma O(N?).

Bizonyitds. A RAM-gép szamolasat négyszalagos Turing-géppel fogjuk szi-
mulalni. Turing-gépiink els6 szalagjara frhatnank sorban az z[i] memoria-
rekeszek tartalmat (kettes szamrendszerben, ha negativ, el§jellel ellatva, #
jelekkel elvalasztva), minden rekesz tartalmat sorra feltiintetve (a 0 tarta-
lom mondjuk a ,*” jelnek felelne meg). Problémat jelent azonban, hogy a
RAM-gép akar a 2V ~! sorszamu rekeszbe is frhat csak N id6t véve igénybe,
a logaritmikus koltség szerint. Természetesen ekkor a kisebb indexii rekeszek
talnyomo tobbségének a tartalma 0 marad az egész szamitas folyamén ; ezek-
nek a tartalmét nem célszert a Turing-gép szalagjan tarolni, mert akkor a
szalag nagyon hosszu részét hasznaljuk, és exponencialis id6t vesz igénybe
csak amig a fej ellépeget oda, ahova irnia kell. Ezért csak azoknak a rekeszek-
nek a tartalmat taroljuk a Turing-gép szalagjan, melyekbe ténylegesen ir a
RAM-gép. Persze ekkor azt is fel kell tiintetni, hogy mi a sz6ban forgé rekesz
sorszama.

Azt tessziik tehat, hogy valahanyszor a RAM-gép egy x[z]| rekeszbe egy
y szamot ir, a Turing-gép ezt ugy szimuldlja, hogy az els6 szalagja végére a
#4#+y# 2 jelsorozatot irja. (Atirni soha nem ir at ezen a szalagon!) Ha a RAM-
gép egy z[z] rekesz tartalmat olvassa ki, akkor a Turing-gép els6 szalagjan a
fej hatulrol indulva megkeresi az els6 ##u#z alaki sorozatot; ez az u érték
adja meg, hogy mi volt utoljara a z-edik rekeszbe irva. Ha ilyen sorozatot
nem talal, akkor z[z]-t 0-nak tekinti. Kénnyd az elejéen RAM-gép bemenetét
is ilyen formatumdura atirni.
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A RAM-gép ,programnyelvének” minden egyes utasitasat konnyt szimu-
lalni egy-egy alkalmas Turing-géppel, mely csak a masik harom szalagot hasz-
nalja.

Turing-gépiink olyan ,szupergép”’ lesz, melyben minden programsornak
megfelel egy rész-Turing-gép, és az ehhez tartozo allapotok egy halmaza. Ez
a rész-Turing-gép az illeté utasitast végrehajtja, és a végén a fejeket az elsé
szalag végére (utolso nemiires mezejére), a tobbi szalagnak pedig a 0-adik me-
zejére viszi vissza. Minden ilyen Turing-gép STOP allapota azonositva van
a kovetkezs sornak megfelels Turing-gép START allapotéaval. (A feltételes
ugras esetén, ha z[i] <0 teljesiil, a p sornak megfelels Turing-gép kezddalla-
potaba megy 4t a ,szupergép”.) A 0-adik programsornak megfelel Turing-gép
START-ja lesz a szupergép START-ja is. Ezenkiviil lesz még egy STOP al-
lapot; ez felel meg minden iires programsornak.

Konnytd belatni, hogy az igy megkonstrualt Turing-gép 1épésrél 1épésre
szimuldlja a RAM-gép miikodését. A legtébb programsort a Turing-gép a
benne szerepld szamok szamjegyeinek szaméval, vagyis éppen a RAM-gépen
erre forditott idejével ardnyos lépésszamban hajtja végre. Kivétel egy xli]
érték kiolvasasa, melyhez esetleg (egy lépésnél legfeljebb kétszer) végig kell
keresni az egész szalagot. Mivel a szalag hossza legfeljebb gN (a nem # jelek
szama legfeljebb N), a teljes lépésszam O(N?). O

1.3.2. Feladat. Legyen p(x) =ag+a1z+---+a,z"™ egy egész egylitthatos
polinom. Irjunk olyan programot a RAM-gépre, mely az ao, . . ., a,, bemenetre
kiszamitja a p?(x) polinom egyiitthat6it. Becsiiljiik meg a futasi idst n és K=
=max{|ao|,...,|an|} fliggvényében.

1.3.3. Feladat. A RAM-gépeknél az univerzalitas fogalmara latszoélag nincs
sziikséglink, mivel maga a gép univerzélis bizonyos értelemben. Azonban las-
suk be az alabbi, ,On-szimulacios” tulajdonsagot:

Egy p programra és x bemenetre jelolje R(p, x) a RAM-gép kimenetét. Je-
16lje (p, ) azt a bemenetet, amit tgy kapunk, hogy a p programot bettinként
(pl. ASCII kodol4ssal) bemasoljuk az elsé néhany memoriarekeszbe, majd egy
elvalasztojel (pl. a # karakter kodja) utdn bemasoljuk az = eredeti bemene-
tet. Bizonyitsuk be, hogy van olyan u program, hogy minden p programra és
x bemenetre R(u, (p,z)) = R(p, x).

1.4. Boole-fiiggvények és logikai hal6zatok

Boole-fiiggvénynek neveziink egy f: {0,1}" — {0,1} leképezést. Szokas az
1 értéket az JJGAZ”, a 0 értéket a ,HAMIS” logikai értékkel azonositani, a
fliggvény valtozoit, melyek ezeket az értékeket vehetik fel, logikai vdltozok-
nak (vagy Boole-vdltozéknak) nevezni. Igen sok algoritmikus feladat beme-
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nete n logikai valtozd, kimenete pedig egyetlen bit. Példaul: adott egy N
ponti G graf, dontsiik el, hogy van-e benne Hamilton kor. Ekkor a grafot
(J;[ ) logikai valtozoval irhatjuk le: a pontokat 1-t6l N-ig megszamozzuk, és
x;j (1<i<j<N)legyen 1, ha i és j dssze vannak kotve, és 0, ha nem. Az
f(z12, 213, - . ., Tn—1,,) figgvény értéke legyen 1, ha G-ben van Hamilton-kor,
és 0, ha nincs. Problémank ekkor ezen (implicite megadott) Boole-fiiggvény
értékének a kiszamitésa.

Egyvaltozos Boole-fiiggvény csak 4 van: az azonosan 0, az azonosan 1,
az identitas és a tagadds vagy negdcid: ©+— T =1—x. A kétvaltozos Boole-
fiiggvények koziil itt csak harmat emlitiink: a konjunkcidt vagy logikai ,ES”

miiveletét:
|1, ha x=y=1,
TNy = { 0,  egyébkent,

(ez tekinthetd volna kozonséges vagy modulo 2 szorzasnak is), a diszjunkcidt
vagy logikai ,VAGY” miiveletét:

|0, ha x=y=0,
VY= { 1, egyébként,

és a bindris dsszeaddst, melyet ,KIZARO VAGY” (angolul réviden XOR)

miveletnek is hivnak:
z@y=xz+y (mod 2).

E mitveleteket szdmos azonossig kapcsolja 6ssze. Mindharom emlitett két-
valtozos mivelet asszociativ és kommutativ. Fontos még a disztributivitas,
melynek ebben a struktardban tébb valtozata is van:

xA(yVz)=(xAy)V(zAz),

xV(ynz) = (zVy)A(zVz),
és
zA(y®z) = (zAy)B(TAz2).
Végiil idézziik még fel a de Morgan azonossdgokat:
TANy =TV,
és
zVy =TAN7Yy.

A konjunkcio, diszjunkci6 és negacioé miiveleteivel felirt kifejezéseket Boole-
polinomoknak nevezziik.

1.4.1. Lemma. Minden Boole-fligguény kifejezhetd Boole-polinommal.
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Bizonyitds. Legyen (ai,...,ay) € {0,1}". Legyen

x;, haa;=1,
Zi =

Ti, ha ai:O,

és Eqy 0, (x1,...,xn)=21A. . . Azp. Vegylk észre, hogy Equ, . o, (X1,...,2n)=1

akkor és csak akkor all, ha (x1,...,x,) = (a1,...,a,). Ezért
flze,. ... x,) = \/ Eop oo, (@1, 20). O
flat,...,an)=1

A most megkonstrualt Boole-polinom specialis alaka. Az egyetlen (negalt
vagy nem negalt) valtozobol allo Boole-polinomot literdlnak nevezziik. Elemi
konjunkcionak neveziink egy olyan Boole-polinomot, mely A mtvelettel 6ssze-
kapcsolt literalokbol all. (Elfajuléd esetként minden literalt és az 1 konstanst
is elemi konjunkcionak tekintjiik.) Diszjunktiv normdlformdnak nevezzik az
olyan Boole-polinomot, mely V miivelettel Gsszekapcsolt elemi konjunkciok-
bol 4ll (ezeket a normalforma tényezdinek nevezziik). Megengedjiik itt az
iires diszjunkciot is, amikoris a diszjunktiv normalforméanak nincsen egyetlen
tényezGje sem. Ekkor az altala definialt Boole-fliggvény azonosan 0. Diszjunk-
tiv k-normdlformdn olyan diszjunktiv normalformat értiink, melyben minden
elemi konjunkcio legfeljebb k literalt tartalmaz.

Az A és V miiveletek szerepét felcserélve definialhatjuk az elemi diszjunk-
ciot és a konjunktiv normdlformdt.

A fentiek szerint tehat minden Boole-fiiggvény kifejezhetd diszjunktiv nor-
malforméval. A diszjunktiv normélformabdél a disztributivitast alkalmazva
konjunktiv normalforméat kaphatunk.

Ugyanazt a Boole-fiiggvényt altaldban igen sokféleképpen ki lehet fejezni
Boole-polinomként. Ha egy ilyen kifejezést megtalaltunk, a fliggvény értékét
mar koénnyd kiszamolni. Altalaban azonban egy Boole-fiiggvényt csak igen
nagy méretd (hosszabban leirhatd) Boole-polinommal lehet kifejezni, még
akkor is, ha gyorsan kiszamolhat6. Ennek az az egyik oka, hogy a legjobb
Boole-polinom mérete nem mutatja azt a lehetséget, hogy egy kiszamolt
részeredményt tobbszor is fel lehet hasznalni. Ezért bevezetiink egy altalano-
sabb kifejezési modot.

Legyen G egy olyan iranyitott graf, mely nem tartalmaz iranyitott kort
(roviden: aciklikus). A graf forrasait, vagyis azon csticsait, melyekbe nem fut
bele él, bemeneti csicsoknak nevezziik. Minden bemeneti csticshoz hozza van
rendelve egy valtozo vagy a negaltja.

A graf nyel6it, vagyis azon csucsait, melyekbdl nem fut ki él, kimeneti csi-
csoknak is hivjuk. (A tovabbiakban leggyakrabban olyan logikai halozatokkal
lesz dolgunk, melyeknek egyetlen kimeneti csicsuk van.)

A graf minden olyan v csticsdhoz, mely nem forras, tehat melynek befoka
valamely d=d (v) >0, adjunk meg egy ,kaput”, vagyis egy F,: {0,1}¢—{0,1}
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Boole-fiiggvényt. A fiiggvény valtozoi feleljenek meg a v-be befutod éleknek.
Az ilyen fliggvényekkel ellatott iranyitott grafot logikai hdlézatnak nevezzik.

A halozat mérete a kapuk szama, a mélysége pedig egy bemeneti csiicstol
egy kimeneti csticsig vezets at maximalis hossza.

Minden H logikai hélézatot felhasznalhatunk egy Boole-fiiggvény kiszami-
tasara. Pontosabban, minden logikai hal6zat meghatéroz egy Boole-fiiggvényt
a kovetkezsképpen. Adjuk minden bemeneti pontnak a hozzarendelt literal
értékét, ez lesz a szamitas bemenete. Ebbdl minden méas v csticshoz ki tudunk
szamitani egy-egy x(v) € {0,1} értéket, éspedig gy, hogy ha egy v cstcsra a
bele befutd élek uy,...,uq (d =d;(v)) kezd6pontjainak mar ismert az érté-
ke, akkor a v-be keriiljon az F,(z(u1),...,z(uq)) érték. A nyel6khoz rendelt
értékek adjék a szamitas kimenetét. Az igy definidlt Boole-fiiggvényrdl azt
mondjuk, hogy az adott H halézat szdmolja ki.

1.4.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a fenti moédon a logikai hal6zat minden
bemenethez egyértelmtien szamit ki egy kimenetet.

Természetesen minden Boole-fliggvényt ki tudunk szamitani egy olyan tri-
vialis (1 mélységii) logikai halozattal, melyben egyetlen kapu szémitja ki a
kimenetet kozvetleniil a bemenetbdl. Akkor lesz hasznos ez a fogalom sza-
munkra, ha olyan logikai halozatokat tekintiink, melyekben a kapuk ma-
guk csak egyszerti mitiveletek kiszamitasara alkalmasak (ES, VAGY, kiza-
r6 VAGY, implikacio, tagadas stb.). Leggyakrabban minden kapu a bemeng
értékek konjunkciojat vagy diszjunkciojat szamitja ki; az ilyen logikai halo-
zatot Boole-halézatnak nevezziik. Méasik természetes megszoritas az, hogy
minden kapu befoka legfeljebb kettS. (Néha azt is célszerd feltenni, hogy a
kapunk kifoka is korlatos, vagyis egy csics az altala kiszamitott bitet nem
tudja ,ingyen” akarhany helyre szétosztani.)

Megjegyzés. A logikai halozatok (specialisan a Boole-halozatok) két dolgot
is modelleznek. Egyrészt kombinatorikus lefrasat nyajtjak bizonyos egyszert
(visszacsatolas nélkiili) elektronikus halozatoknak. Masrészt — és a mi szem-
pontunkbél ez a fontosabb — az algoritmusok logikai struktarajat irjak le.
Erre vonatkozoan egy altalanos tételt is bizonyitunk (LZ42l tétel), de igen
sokszor egy algoritmus attekintésére is jol hasznalhato a logikai halozat.

Egy logikai halozat cstuicsai felelnek meg egyes miveleteknek. Ezek végre-
hajtasi sorrendje csak annyiban kétott, amennyire ezt az iranyitott graf meg-
hatarozza: egy él végpontjaban szereplé miveletet nem végezhetjiik el elgbb,
mint a kezdépontjaban szereplét. Igy jol irjak le algoritmusok parhuzamosit-
hatosagat: pl. ha egy fliggvényt h mélységt, n csucsu Boole-halozattal tudunk
kiszamitani, akkor egy processzorral O(n) idében, de sok (legfeljebb n) pro-
cesszorral O(h) id6ben is ki tudjuk szamitani (feltéve, hogy a processzorok
Osszekapcsolasat, kommunikéicidjat jol oldjuk meg; parhuzamos algoritmu-
sokkal a[I0l fejezetben fogunk foglalkozni).
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Tovabbi elénye ennek a modellnek, hogy egyszeriisége révén erés alsé kor-
latokat lehet benne adni, tehat konkrét fiiggvényekre bizonyitani, hogy nem
szamithatok ki kis halozattal; ilyenekkel a fejezetben foglalkozunk.

1.4.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden N méretdi Boole-halézathoz
van olyan legfeljebb N? mérettd, 2 befokt Boole-hélézat, mely ugyanazt a
Boole-fiiggvényt szamolja Kki.

1.4.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden N méreti, legfeljebb 2 befoku
logikai halozathoz van olyan O(IN) méreti, legfeljebb 2 befoka Boole-halozat,
mely ugyanazt a Boole-fiiggvényt szamolja ki.

1.4.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a Boole-halozat definiciojaban meg-
engednénk a negacié miiveletet végzs egy befoku kaput is, akkor lényegében
ugyanazt a modellt kapnank, hiszen minden N méreti, legfeljebb 2 befok,
negaciot is hasznalé Boole-halozat atalakithaté olyanna, mely egyvaltozos
kapukat nem hasznal, ugyanazt szamolja ki, mélysége ugyanannyi és mérete
legfeljebb kétszeres.

Legyen f: {0,1}™ — {0,1} tetsz6leges Boole-fiiggvény, és legyen
f(xlaaxn):El\/\/EN

egy elGallitasa diszjunktiv normalformaként. Ennek az elgallitasnak megfelel
egy 2 mélységti Boole-halozat a kovetkezé modon: bemeneti pontjai feleljenek
meg az x1,..., %, valtozoknak és az T1,...,%, negilt valtozoknak. Minden
E; elemi konjunkcionak feleljen meg egy cstcs, melybe az F;-ben fellépd lite-
raloknak megfelel6 bemeneti pontokbol vezet él, és amely ezek konjunkcidjat
szamitja ki. Végiil ezekbdl a csticsokbdl él vezet a kimeneti pontba, mely ezek
diszjunkci6jat szamitja ki.

1.4.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy a Boole-polinomok kolcsonosen egyér-
telmiien megfelelnek azoknak a Boole-hélozatoknak, melyek fak.

Minden Boole-hélézatot tekinthetiink gy, mint egy Boole-fliggvény ki-
szamitasara szolgalo algoritmust. Azonnal lathatoé azonban, hogy a logikai
hélézatok kevesebbet ,tudnak”, mint pl. a Turing-gépek: egy Boole-halozat
csak adott hosszisagi bemenettel (és kimenettel) tud foglalkozni. Az is vila-
gos, hogy (mivel a graf aciklikus) az elvégezhets lépések szama is korlatozott.
Azonban ha a bemenet hosszat és a lépések szamat rogzitjiik, akkor alkalmas
Boole-halozattal mar minden olyan Turing-gép miikodését utdnozni tudjuk,
mely egyetlen bitet szamit ki. Ugy is fogalmazhatunk, hogy minden olyan
Boole-fiiggvényt, melyet Turing-géppel bizonyos szamu 1épésben ki tudunk
szamitani, egy alkalmas nem tal nagy Boole-halozattal is ki lehet szamolni:
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1.4.2. Tétel. Minden ¥ ={0,1,x} feletti T Turing-géphez és minden N >n
szdmpdrhoz van olyan n bemenetd, O(N?) méretii, O(N) mélységi, legfeljebb
2 befoku Boole-hdlozat, mely egy (xo,...,xn—1) € {0,1}" bemenetre akkor és
csak akkor szamol ki 1-et, ha az xqo...xp—1 bemenetre a T Turing-gép N
lépése utdn az utolso szalag 0-adik mezején 1 dll.

(A Boole-halozat méretére, ill. mélységére tett megszoritasok nélkiil az
allitas trivialis volna, hiszen minden Boole-fiiggvény kifejezheté Boole-halo-
zattal.)

Bizonyitds. Legyen adva egy T = (k, 3, T, o, 8,) Turing-gép és n, N > 1. Az
egyszertliség kedvéért tegyiik fel, hogy k = 1. Szerkessziink meg egy iranyitott
grafot, melynek csucsai a v[t, g, p] és wlt, p, h] pontok, ahol 0 <t < N, g €T,
heX, és —N<p<N.Minden v[t+1, g, p], ill. w[t+1, p, h] pontba vezessen él
avlt,g,pt+e| éswlt,p+e,h'] (¢ €T, W €%, e€{—1,0,1}) pontokbol. Vegyiink
fel n bemeneti pontot: s, ..., s,—1-et, és htzzunk s;-bol élt a w[0, i, h] (REX)
pontokhoz. Az s; bemeneti pontra az x;11 valtozot irjuk. A kimeneti pont
legyen w[N,0,1]. (Ezutan, amig van masik nyels, azt torolhetjiik. )

A graf csicsaiban a Boole-halézat kiértékelése soran kiszamitando logikai
értékek (melyeket egyszertiség kedvéért ugyanigy jeloliink, mint a megfele-
16 cstcsot) a T gép egy szamolasat az x1, o, ..., T, bemeneten irjak le a
kovetkezSképpen: a vlt, g, p] cstcs értéke igaz, ha a t-edik 1épés utén a vezér-
16egység a g allapotban van és a fej a szalag p-edik mezején tartozkodik. A
wlt, p, h] cstcs értéke igaz, ha a t-edik lépés utan a szalag p-edik mezején a h
jel all.

E logikai értékek koziil bizonyosak adottak. A gép kezdetben a START
allapotban van, és a fej a 0 mez6rél indul:

_ [ 1, hag=START é p=0,
v[O,g,p]—{ 0, egyébkeént,

tovabb4 a bemenet a szalag 0, ..., (n—1)-edik mezejére van irva:

1, ha (p<0vagy p>n), és h=x,
w0, p, h] = vagy ha 0 <p<n-—1ésh=uxp,
0, egyébként.

A Turing-gép szabélyai megmondjék, hogy hogyan kell a tobbi csticsnak meg-
felels logikai értéket kiszamitani:

’U[t—l—l,g,p]: \/ (’U[t,g/,p—’}/(g/,h/)]/\’LU[t,p—"y(g/,h/),h/])
g’er
h'ex
a(g’,h')=g
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wlt+1,p,h] = (w[t,p, h] A /\ U[f,g’,p]) \/( \/ (vt g', p] Awlt, p, h’]))
g'er g’erl
h'ex
Blg’ h)=h

Lathato, hogy ezek a rekurziok olyan logikai fliggvényeknek tekinthetdk,
melyekkel ellatva a G graf olyan logikai hilozat lesz, mely a kivant fiiggvényt
szamolja ki. A halézat mérete O(N?), mélysége O(N). Mivel minden pont
befoka legfeljebb 3|X|- |T'| = O(1), a halozatot atalakithatjuk hasonloé méreti
és mélységii Boole-halozatta. O

Megjegyzés. Erdekes modon a masik irany, amikor Boole-halozatot aka-
runk szimulalni Turing-géppel, nem megy ilyen egyszerten. Tegyiik fel, hogy
minden n-re adott egy n bemenetd O(n®) méreti Boole-halozat. Szeretnénk,
hogy ekkor van egy olyan Turing-gép, amely minden x bemenetre ugyanazt
szamolja ki, mint az |z| bemenetd Boole-halozat, legfeljebb O(|x|¢) lépés-
ben. Ez igy nem igaz, mivel a kiilonb6z6 n-ekre a Boole-hal6zatok nagyon
kiilonbozéek lehetnek. Az allitdas csak akkor igaz, ha van egy olyan méasik
Turing-gép, amely az n bemenetre O(n°) idében els tudja allitani a fenti n
bemeneti Boole-héldzat egy leirasat.






2. fejezet

Algoritmikus eldonthetség

A XX. szazad 30-as éveiig az volt a — tObbnyire nem pontosan kimondott —
vélemény a matematikusok kérében, hogy minden olyan matematikai kérdést,
melyet pontosan meg tudunk fogalmazni, el is tudunk donteni. Ez igazabol
kétféleképpen érthets. Lehet egyetlen igen-nem-kérdésrél szo, és ekkor az el-
dontés azt jelenti, hogy a halmazelmélet (vagy mas elmélet) axioméaibol vagy
az allitast, vagy az ellenkezGjét be tudjuk bizonyitani. 1931-ben publikilta
Godel azt a hires eredményét, mely szerint ez nem igy van, s6t az is kideriilt,
hogy akarhogyan is b6vitenénk a halmazelmélet axiomarendszerét (bizonyos
ésszert kikotéseknek megfelelGen, pl. hogy ne lehessen ellentmondést leve-
zetni, és egy adott allitasrol el lehessen donteni, hogy az axioma-e), mindig
maradna megoldatlan probléma.

Az eldonthetdség kérdésének egy masik formaja az, amikor egy probléma-
seregrél van szo, és olyan algoritmust keresiink, mely ezek mindegyikét el-
donti. Church 1936-ban fogalmazott meg olyan probléma-sereget, melyrsl be
tudta azt is bizonyitani, hogy algoritmussal nem dontheté el. Ahhoz, hogy egy
ilyen bizonyitasnak értelme legyen, meg kellett alkotni az algoritmus mate-
matikai fogalmat. Church erre logikai eszk6zoket alkalmazott. Természetesen
elképzelhetd lenne, hogy valaki az algoritmusok eszkoztarat olyan eszkozokkel
béviti, melyek ajabb problémak eldontésére teszik azokat alkalmassé. Church
azonban megfogalmazta az in. Church-tézist, mely szerint minden ,szdmi-
tas” az dltala megadott rendszerben formalizalhato.

Ugyanebben az évben Turing megalkotta a Turing-gép fogalméat; azt ne-
vezziik algoritmikusan kiszamithaténak, ami Turing-gépen kiszamithato. Lat-
tuk az el6z6 fejezetben, hogy nem valtoztatna ezen, ha a Turing-gép he-
lyett a RAM-gépbdl indulnank ki. Church eredeti modelljérsl és igen sok
egyéb szamitasi modellrdl is kideriilt, hogy ebben az értelemben ekvivalens a
Turing-géppel. Olyan modellt, amely (legalabbis determinisztikus, véletlent
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nem hasznalé médon) tobb mindent tudna kiszdmolni, mint a Turing-gép, a
mai napig senki sem talalt. Mindezek alatamasztjak a Church-tézist.

2.1. Eldonthetd és felsorolhaté nyelvek

Legyen ¥ egy véges abécé, mely tartalmazza a %’ szimbdélumot. Mint méar
korabban megjegyeztiik, Turing-gépek bemeneteként olyan szavakat fogunk
megengedni, melyek ezt a specialis jelet nem tartalmazzak, vagyis melyek a
Yo =X —{x} 4bécébdl allnak.

Egy f:3;— Xj fiiggvényt kiszdmithatonak vagy rekurzivnak neveziink, ha
van olyan T Turing-gép (tetszoleges, k szamu szalaggal), mely barmely z €
€3} bemenettel (vagyis elsé szalagjara az x szot, a tobbire az {ires szot irva),
véges id6 utan megall, és ekkor az utolsd szalagjan az f(x) szo talalhato.

Megjegyzés. Az[Il fejezetben lattuk, hogy nem valtozna egy fliggvény ki-
szamithatdsaga, ha a definicibban feltennénk, hogy k = 1.

Legyen £ C X egy nyelv. Az L nyelvet (algoritmikusan) eldénthetdének
(vagy hagyoményos okokbol rekurzivnak) hivjuk, ha karakterisztikus fiiggvé-
nye:

1, hazeclL
f(x)_{ 0, hazexy—L

kiszamithato. Ha egy T Turing-gép ezt az f fiiggvényt szamitja ki, azt mond-
juk, hogy T eldonti az L nyelvet. Nyilvanvalo, hogy minden véges nyelv el-
donthetd. Az is vilagos, hogy ha az £ nyelv eldonthetd, akkor a komplemen-
tere: 3§ — L is az.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy kontinuum sok nyelv van, mig a Turing-
gépek szama megszamlalhato. Igy kell lennie nem eldénthets nyelvnek is.
Latni fogjuk, hogy vannak konkrét nyelvek, melyekrsl be lehet bizonyitani,
hogy nem eldénthetGek.

Az L nyelvet felsorolhatonak (hagyoméanyosan rekurzivan felsorolhatonak)
nevezzik, ha vagy £ = (), vagy van olyan kiszamithat6 g : ¥§ — Xf flgg-
vény, melynek értékkészlete £. (Mas szoval, az L-be tartozod szavakat fel le-
het sorolni: z1,x2,... — ismétléseket is megengedve — tgy, hogy a k +— xy
fiiggvény kiszamithato.) Mint latni fogjuk, a felsorolhato nyelvek sok szem-
pontbol masként viselkednek, mint az eldonthetéek. Példaul egy felsorolhatd
nyelv komplementere mar nem sziikségképpen felsorolhatoé.

Felsorolhato6 nyelveknek egy masik fontos definialasi lehetGségét mutatja az
alabbi lemma. Rendezziik Xf elemeit tigy, hogy a révidebb szavak el6zzék meg
a hosszabbakat, az egyforma hosszuakat pedig rendezziik lexikografikusan.
Konnyt csindlni olyan Turing-gépet, amely Xf szavait ebben a sorrendben
sorban el@allitja, és olyat is, mely adott j-hez kiszamitja a j-edik szot.
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2.1.1. Lemma. Egy L nyelv akkor és csak akkor felsorolhatd, ha van olyan
T Turing-gép, melynek elsé szalagjdra x-et irva, a gép akkor és csak akkor
dall le véges idd milva, ha x € L.

Bizonyitds. Legyen L felsorolhato; feltehetjiik, hogy nem iires. Legyen L a g
fliggvény értékkészlete. Készitiink egy Turing-gépet, mely egy = bemeneten
akkor és csak akkor all meg véges sok lépésben, ha x € £. A Turing-gép
minden adott x bemenethez sorra veszi az y € ¥ szavakat, kiszamitja g(y)-t,
és megall, ha x = g(y).

Megforditva, tegyiik fel, hogy £ azokbdl a szavakbol all, melyekre egy
T Turing-gép véges sok lépésben megall. Feltehetjiik, hogy £ nem iires, és
rogzitsiink egy a € L szot. Csinaljunk egy Ty Turing-gépet, melynek elsd
szalagjara egy ¢ természetes szdmot irva, a kovetkezbket csindlja: a T elsé
szalagjara (amely Tp-nak, mondjuk, a méasodik szalagja) az (i — [V/i]?) -edik
szot irja, igy minden szd végtelen sok kiilonb6z§ ¢+ bemenetre keriil felirasra,
jeloljiik ezt a szot x-szel. Ezutan a T géppel ezen a bemeneten ¢ 1épést probal
végeztetni. Ha a T gép ezalatt ledll, akkor Tj az utolso szalagjara z-et ir, és
leall. Ha a T' gép ezalatt nem all le, akkor T az utols6 szalagjara a rogzitett
a szot irja, és leall. A T altal szamitott fliggvény értékkészlete éppen L. [

Konnyd latni, hogy a lemma gy is igaz, ha az ,els6” szot ,Osszesre™-re
cseréljiik.

Az eldénthetd és felsorolhato nyelvek kapcesolatiat a matematikai logikaval
a 23l alfejezetben targyaljuk. Most megvizsgaljuk az eldonthets és felsorol-
hato nyelvek egymashoz val6 viszonyat. Kezdjiik egy egyszert észrevétellel:

2.1.2. Lemma. Minden eldinthetd nyelv felsorolhatd.

Bizonyitds. Legyen L egy eldonthets nyelv. Ha £L=(), akkor £ definici6 szerint
felsorolhato, igy feltehetjiik, hogy £ nem iires; legyen a € L. Tekintsiik a
kovetkezd fliggvényt :

(z) = x, haxelL,
9= a, haz ZL.
Nyilvanvalo, hogy ez kiszadmithato, és értékkészlete éppen L. o

A kovetkez§ tétel mutatja a pontos kapcsolatot az eldonthets és felsorol-
hato nyelvek kozott:

2.1.3. Tétel. Egy L nyelv akkor és csak akkor eldonthetd, ha mind az L
nyelv, mind a X — L nyelv felsorolhato.

Bizonyitds. Ha L eldonthets, akkor a komplementere is az, és igy az el6zd
lemma szerint mindkettd felsorolhaté.
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Megforditva, tegyiik fel, hogy L is és a komplementere is felsorolhato. El
akarjuk donteni, hogy egy z sz6 L£-ben van-e. Csinaljunk két gépet, az egyik
pontosan az L szavaira, a masik pontosan a 3§ — L szavaira alljon meg véges
id6ben; valamint egy harmadikat, amelyik azt figyeli, hogy melyik gép &ll le.
Valamelyik véges sok 1épés utéan biztosan leall, és akkor tudjuk, hogy melyik
nyelvben van x. O

Most megmutatjuk, hogy van felsorolhat6, de nem eldénthets nyelv. Le-
gyen T egy k-szalagos Turing-gép. Alljon L7 mindazon x € ¥} szavakbol,
melyekre fennall, hogy T minden szalagjara z-et irva, a gép véges sok 1épés-
ben megall.

2.1.4. Tétel. Az L nyelv felsorolhaté. Ha T eqy univerzdlis Turing-gép,
akkor L1 mem elddnthetd.

Ro6viden szdlva: algoritmikusan nem lehet eldonteni, hogy egy univerzalis
Turing-gép egy adott bemenettel véges idén beliil leall-e. Ezt a feladatot
megdlldsi feladatnak (halting problem) nevezik.

Bizonyitds. Az elsé allitas aZ. 111l lemmabol kovetkezik. A masodik allitas bi-
zonyitasadhoz az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy T-nek két szalagja van.
Ha L7 eldénthetd volna, akkor ¥ — L felsorolhato volna, és igy megadhaté
volna olyan (mondjuk egyszalagos) T Turing-gép, hogy az = bemeneten T;
akkor és csak akkor &ll le, ha ¢ Lp. A Ty Turing-gép szimulalhaté T-n agy,
hogy masodik szalagjara egy alkalmas p ,,programot” irunk. Ekkor T" mindkét
szalagjara p-t irva, akkor és csak akkor &ll le, ha T} ledllna a p bemeneten (a
szimulacié miatt). Ty viszont akkor és csak akkor all le, ha T' nem &ll le ezzel
a bemenettel (vagyis ha p ¢ Lr). Ellentmondas. O

E tétel bizonyitasa emlékeztet annak a ténynek az elemi halmazelméletbsl
ismert bizonyitasara, hogy a valos szdmok halmaza nem megszamlalhato.
Valojaban ez a modszer, az Gn. atlos modszer vagy diagonalizalas, igen sok
logikai, halmazelméleti és bonyolultsdgelméleti bizonyitasnak az alapja. Ezek
koziil tobbet latni is fogunk a tovabbiakban.

Az el6z6 tételnek szamos valtozata van, melyek hasonlo feladatok eldont-
hetetlenségét mondjak ki. Ahelyett, hogy egy £ nyelv nem eldénthets, szem-
léletesebben azt fogjuk mondani, hogy az L-et definial6é tulajdonsag algorit-
mikusan eldonthetetlen.

2.1.5. Tétel. Van olyan egyszalagos Turing-gép, melyre algoritmikusan el-
donthetetlen, hogy eqy x bemenettel véges iddn beliil megdll-e.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az univerzalis Turing-gép ilyen, tehat legyen
T egy kétszalagos univerzalis Turing-gép, és konstrualjunk egy egyszalagos T
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gépet az tétel bizonyitasdhoz hasonldo modon (k=2-vel), azzal a kiilonb-
séggel, hogy indulaskor az x sz6 i-edik bettijét ne csak a (4i)-edik, hanem a
(4i—2)-edik mezdre is atmasoljuk. Ekkor T egy & bemeneten szimulalni fogja
T miikddését mindkét szalagjan x-szel indulva. Mivel az utébbirol eldénthe-
tetlen, hogy adott x-re véges idén beliil megall-e, Ty-r6l is eldonthetetlen,
hogy adott  bemenetre megéall-e. O

E tételnek érdemes megemliteni még néhany kévetkezményét. Egy Turing-
gép leirdsdnak nevezziik a ¥ és T’ halmazok felsorolasat (ahol, mint eddig, T’
elemeit 3, feletti szavak kodoljak) és az «, 3, fliggvények tablazatat. (Ez
lényegében az univerzalis Turing-gép ,,programja’.)

2.1.6. Kovetkezmeény. Algoritmikusan eldonthetelen, hogy egy (leirdsdval
adott) Turing-gép az iires bemeneten véges iddben megdll-e.

Bizonyitds. Minden x szoéra modosithatjuk gy az el6zd tételbeli Ty gépet,
hogy az elGszor az adott x szét irja a szalagra, és utdna méar gy miikodjon,
mint Ty. Az igy kapott T, Turing-gép persze fiigg az x szo6tol. Ha T,-r6l el
tudnank donteni (leirasa alapjan), hogy véges id6ben megéll-e, akkor azt is
tudnank, hogy Ty az x bemeneten megall-e. O

2.1.7. Kévetkezmény. Algoritmikusan eldonthetetlen, hogy egy (letrdsdval
adott) egyszalagos T Turing-gépre az L nyelv ires-e.

Bizonyitds. Adott S Turing-géphez konstrualjunk meg egy T Turing-gépet,
mely a koévetkez6t csinalja: el6szor letérdl mindent a szalagrol, utdna pedig
atalakul az S géppé. Nyilvanvalo, hogy S leirasabol a T lefrasa konnyen
megkonstrualhato. Igy ha S az iires bemeneten véges sok lépésben megall,
akkor T" minden bemeneten véges sok lépésben megall, és ezért Lo = 2§
nem tres. Ha S az iires bemeneten végtelen ideig dolgozik, akkor 7" minden
bemeneten végtelen ideig dolgozik, és igy Ly iires. Igy, ha el tudnank donteni,
hogy L iires-e, akkor azt is el tudnéank donteni, hogy S az iires bemeneten
megall-e, ami pedig eldonthetetlen. O

Nyilvanvalo, hogy az Lr nyelv {ires volta helyett semmilyen méas P tu-
lajdonsagot sem tudunk eldénteni, ha P az iires nyelvnek megvan és X§-nak
nincs meg, vagy megforditva. Ennél még ,negativabb” eredmény is igaz. Nyel-
vek egy tulajdonsagat trividlisnak neveziink, ha vagy minden L7 tipusu (ahol
T tetszOleges Turing-gép) nyelvnek megvan, vagy egyiknek sem.

2.1.8. Tétel (Rice tétele). Bdarmely nemtrividlis nyelv-tulajdonsdgra algorit-
mikusan eldonthetetlen, hogy egy adott L1 nyelv rendelkezik-e ezzel a tulaj-
donsdggal.

Igy tehat eldonthetetlen a T leirasa alapjan, hogy L1 véges-e, regularis-e,
tartalmaz-e egy adott szot stb.
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Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy az lires nyelv nem rendelkezik a P tulajdonsag-
gal (kiilonben a tulajdonsag tagadasat tekinthetjiik). Legyen T; olyan Turing-
gép, melyre L7, rendelkezik a P tulajdonsaggal. Adott S Turing-géphez ké-
szitsiink el egy T gépet a kdvetkezGképpen: egy x bemeneten dolgozzon T 1gy,
mint 77, de ezzel parhuzamosan dolgozzon ugy is, mint S az {ires bemeneten.
Igy ha S nem all meg az iires bemeneten, akkor T semmilyen bemeneten nem
all meg, tehat Lr az iires nyelv. Ha S megall az iires bemeneten, akkor T
pontosan azokon a bemeneteken all meg, mint Ty, és igy Lr, = Lr. Igy ha el
tudnank dénteni, hogy L1 rendelkezik-e a P tulajdonsaggal, akkor azt is el
tudnank donteni, hogy S megall-e az lires bemeneten. O

2.2. Egyéb algoritmikusan eldonthetetlen prob-
lémak

Az el6z6 pontban megfogalmazott eldonthetetlen probléma (a megallasi prob-
léma) kissé mesterkélt, és a bizonyitas azon mlik, hogy Turing-gépekrdl aka-
runk valamit eldonteni Turing-gépekkel. Azt gondolhatnank, hogy a ,yvalodi
életben” felvet6dd matematikai problémak nem lesznek eldénthetetlenek. Ez
azonban nem igy van! A matematika szamos problémajarol deriilt ki, hogy
algoritmikusan eldonthetetlen; ezek k6zott sok olyan is van, mely egyaltalan
nem logikai jellegi.

El6szor egy geometriai jellegii problémat emlitiink. Tekintsiink egy ,,domi-
nokészletet” melyben minden ,,domind” négyzetalaki, és minden oldalara egy
természetes szam van irva. Csak véges sok kiilonbo6z6 fajta dominénk van, de
mindegyikbdl végtelen sok példany all rendelkezésre. Ki van tiintetve tovabba
egy ,kezdddomind”.

2.2.1. Probléma. Ki lehet-e rakni ezekkel az adott négyzetekkel a sikot
agy, hogy a kezd6domind kell, hogy szerepeljen, és az egymashoz illeszkeds
oldalakon mindig ugyanaz a szam legyen?

(Hogy trivialis megoldéasokat elkeriiljiink, kikotjiik, hogy a négyzeteket
nem szabad elforgatni, olyan allasban kell elhelyezni 6ket, ahogyan adva van-
nak.)

Konnyt olyan készletet megadni, amellyel a sikot ki lehet rakni (pl. egyet-
len négyzet, melynek minden oldala ugyanazt a szamot viseli) és olyat is,
mellyel nem lehet (pl. egyetlen négyzet, melynek minden oldala kiilonb6z6
szamot visel). Az a meglepd tény igaz azonban, hogy a dominé probléma
algoritmikusan eldénthetetlen!

A pontos megfogalmazashoz irjunk le minden dominokészletet egy-egy
Yo ={0,1, +} feletti szoval, pl. tgy, hogy az egyes domindk oldalaira irt sza-
mokat kettes szdmrendszerben ,,4” jellel elvalasztva leirjuk, a fels§ oldalon
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kezdve, az éramutatod jarasanak megfelelé sorrendben, majd a kapott szam-
négyeseket Osszeftizziik, a kezd6dominoval kezdve. (A kodolas részletei nem
lényegesek.) Jelolje LR AK (il LNEMRAK) azon készletek kodjainak hal-
mazat, melyekkel a sik kirakhat6 (ill. nem rakhato ki).

2.2.1. Tétel. Az L rp A nyelv nem eldonthetd.

Elfogadva egyelére bizonyitas nélkiil ezt az allitast, a 213l tétel szerint
vagy a kirakhato készletek, vagy a nem kirakhato készletek olyan nyelvet
kell, hogy alkossanak, mely nem felsorolhat6. Vajon melyik ? Els6 pillanatra
azt gondolhatnank, hogy Licrp Ak felsorolhato: az, hogy egy készlettel a sik
kirakhato, bebizonyithaté tgy, hogy megadjuk a kirakast. Ez azonban nem
véges bizonyitas, és valojaban éppen az ellenkezbje igaz:

2.2.2. Tétel. Az Lpypak nyelv felsorolhato.

A 22771 tétellel egybevetve latjuk, hogy LKIRAK nem lehet felsorolha-
t6 sem. A tétel bizonyitdsaban fontos szerepet fog jatszani az alabbi
lemma.

2.2.3. Lemma. FEgy készlettel akkor és csak akkor rakhato ki a sik, ha minden
n-re a (2n+1) x (2n+1)-es négyzet kirakhatd igy, hogy kozepén a kezdédomind
van.

Bizonyitds. Az allitas ,csak akkor” fele trivialis. Az ,akkor” felének bizonyi-
tasdhoz tekintsiik négyzeteknek egy N1, Na, ... sorozatat, melyek mindegyike
pératlan oldalhosszusagi, oldalhosszuk végtelenhez tart, és melyek kirakha-
tok a készlettel. A Kénig-lemma bizonyitasat leméasolva meg fogjuk konstrual-
ni az egész sik egy kirakasat. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy minden egyes négyzet kozéppontja az origo.

Tekintsiik el6szor az origd kézépponti 3 x 3-as négyzetet. Ez minden egyes
N;-ben valahogyan ki van rakva a készlettel. Mivel csak véges sokféleképpen
rakhato ki, lesz végtelen sok olyan N;, melyben ugyantgy van kirakva. Az N;
sorozat alkalmas ritkitasaval feltehetjiik, hogy ez a négyzet minden N;-ben
ugyanigy van kirakva. Ezt a kilenc dominét mér rogzithetjiik is.

Tovabbmenve, tegyiik fel, hogy a sorozatot kiritkitottuk tgy, hogy minden
egyes megmaradd N; az orig6 kozéppontia (2k 4 1) x (2k + 1)-es négyzetet
ugyantgy rakja ki, és ezt a (2k-+1)? dominét rogzitettiik. Ekkor a megmarado
N; négyzetekben az origo kozépponti (2k+3) X (2k+3)-as négyzet csak véges
sokféleképpen van kirakva, igy ezek valamelyike végtelen sokszor fordul elg.
Ha csak ezeket az N; négyzeteket Orizziik meg, akkor minden megmaradé
négyzet az origd kozépponta (2k+ 3) x (2k+ 3)-as négyzetet ugyanigy rakja
ki, és ez a kirakas a mar rogzitett dominokat tartalmazza. Igy rogzithetjiik a
nagyobb négyzet peremén a dominodkat.
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A sik barmely egész csicst egységnégyzetét fedé domind el§bb-utdbb rog-
zitve lesz, vagyis az egész sik egy lefedését kapjuk. Mivel a fedésre kirott
feltétel ,lokalis”, azaz csak két szomszédos dominéra vonatkozik, ezek csatla-
kozasa szabéalyszert lesz a végss fedésben is. O

A 222 tétel bizonyitdsa. Konstrualjunk egy Turing-gépet, mely a kévetke-
z6t csinalja. Adott © € X szorol elszor is eldonti, hogy az egy dominokészlet
kodja-e (ez konnyt); ha nem, akkor végtelen ciklusba megy. Ha igen, akkor
ezzel a készlettel megprobalja rendre az 1 x 1-es, 3 x 3-as stb. négyzeteket ki-
rakni (a kezd6dominoval a kozepén). Minden egyes konkrét négyzetre véges
sok lépésben eldonthetd, hogy az kirakhato-e. Ha a gép olyan négyzetet talal,
mely nem rakhato ki az adott készlettel, akkor megall.

Nyilvédnvalo, hogy ha = ¢ LNEMRAK Vagyis  nem kodol készletet, vagy
olyan készletet kodol, mellyel a sik kirakhato, akkor ez a Turing-gép nem &ll
meg. Masrészt ha © € LNEMRAK, Vagyis = olyan készletet kodol, mellyel
a sik nem rakhaté ki, akkor a 223l lemma szerint elég nagy k-ra mar a
(2k+1) x (2k+1)-es négyzet sem rakhato ki, és ezért a Turing-gép véges sok
lépés utan megall. Igy a 2111l lemma szerint LNEMRAK felsorolhato. OO

A 222 tétel bizonyitdsa. Legyen T = (k, 3, T, a, 8,7), tetsz6leges Turing-
gép; konstrualunk hozza (a leirasabol kiindulva) olyan K készletet, mellyel
a sik akkor és csak akkor rakhat6 ki, ha T az iires bemeneten nem all meg.
A kévetkezmény miatt azonban az utobbi algoritmikusan eldonthetet-
len, igy az is, hogy a megkonstrualt készlettel kirakhato-e a sik.

A K készletet tgy adjuk meg, hogy a dominok oldalaira nem szdmokat,
hanem egyéb jeleket frunk; ezt konnyen helyettesithetjiik szamokkal. Egysze-
riiség kedvéert tegylik fel, hogy k = 1. Kényelmes lesz azt is feltenni (amit
mindig elérhetiink T trivialis modositasaval), hogy a T gép csak az els6 1épés
elétt van a START éallapotban.

Osszuk fel a sikot olyan egységnégyzetekre, melyeknek koézéppontja egész
koordinataja pont. Tegyiik fel, hogy T" az {ires bemeneten nem all meg. Ekkor
a gép szamolésabol konstrualjunk egy domindkkal valo kirakast a kovetkezs-
képpen: ha a szalag p-edik mezejének tartalma q 1épés utan a h jel, akkor
irjuk ra a h jelet annak a négyzetnek a fels§ oldalara, melynek kézéppontja
a (p, q) pont, és annak a négyzetnek az also oldalara, melynek a kézéppontja
a (p,q+1) pont. Ha a g-adik 1épés utan a fej a p-edik mezén all, és a vezér-
16egység g allapotban van, akkor irjuk a (p,q) kozéppontt négyzet felss, és
a (p,q+ 1) kozéppontu négyzet alsé oldalara a g jelet is. Ha a fej a g-adik
lépésben jobbra [balra] 1ép, mondjuk a (p—1)-edik [(p+ 1)-edik] négyzetrsl
a p-edikre, és a lépés utan a g allapotban van, akkor irjuk ra a g1 jelet [ill.
90 jelet] a (p,q) kozéppontt négyzet bal [jobb| oldalara és a (p—1,q) [ill.
(p+1, q)] kozéppontt négyzet jobb [bal] oldalara. A legalso sorbeli négyzetek
fiiggtleges éleire frjunk egy ,N” jelet, ha az él az origdtol balra van, és egy
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* 1 2 1 * g1
gil| 11
* 1 2 * g2 *
* 1 2 * go *
g21| gal
1 x g1 * *
1 * g1 * *
gil| g1l
* *START * * *
N N|N P|P P|P P|P P
* START* * * *

2.1. dbra. Egy szamitas elejének megfelels kirakas

»P” jelet, ha az él az origotdl jobbra van. Tiikrozziik a kapott cimkézést az x-
tengelyre, megforditva az egy élen levs cimkék sorrendjét is. A 211 4bra arra
az egyszerd Turing-gépre mutatja be a konstrukciét, mely az iires szalagon
indulva jobbra lépeget és felvaltva 1-est és 2-est ir a szalagra.

Hatarozzuk meg, hogy az igy kapott kirakdsban milyen dominok szerepel-
nek. A felsg félsikban alapvetden négy fajta van. Ha ¢ > 0 és a (¢—1)-edik
lépés utén a fej a p-edik helyen all, akkor a (p, q) kdzéppontt négyzet a
abran lathaté domindk valamelyike. Ha ¢ > 0 és a g-adik lépés utan a fej a
p-edik helyen all, akkor a (p, ¢) kozépponta négyzet alZ3l a)-b) abran lathato
dominok valamelyike. Ha ¢ > 0 és a fej sem a g-adik, sem a ¢ — 1-edik lépés
utdn nem all a p-edik mezdn, akkor a (p, q) kozépponti négyzet egyszertien
a[23l c) abran lathato alaka. Végiil a kezddsor négyzeteit a 24l abran lat-
hatjuk. Az als6 félsikban szerepld domindkat tigy kapjuk, hogy a fentieket
vizszintes tengelyre tiikkrozziik (és ha egy vizszintes oldalon két jel van, akkor
megcseréljiik Gket).
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h/ h/g/ h/
g1 g0
hg hg hg
a(g,h)=4¢ a(g,h)=¢ alg,h)=4¢
B(g,h)="n B(g,h) =1 B(g,h) =1
v(g,h) =1 Y(g,h) =0 v(g,h)=-1

2.2. abra. A fej alatti cellanak megfelel6 domino-tipusok

hg hg h
gl g0
h h h
a) b) ¢)

2.3. abra. Egy cella, a) ahova a fej belép balrol, b), ill. jobbrol, ¢) amelyet
nem érint a fej

Marmost a 22241 abrak a T Turing-gép leirasa alapjan megszerkeszthe-
t6k; igy egy K véges készletet kapunk, melynek kezd6dominoja a 2.4l abra
kozéps6 domindja. A fenti gondolatmenet azt mutatja, hogy ha T az iires
bemeneten végtelen sok 1épésig miikodik, akkor ezzel a készlettel a sik kirak-
haté. Megforditva, ha a sik kirakhato a Kp készlettel, akkor (mondjuk) a
(0,0) pontot a kezd6dominé fedi le; ettdl balra, ill. jobbra csak a[Z4l abran
lathaté masik két dominé allhat. Innen sorrél sorra haladva lathatjuk, hogy a
lefedés egyértelm, és a T gép tires bemenetli szamolaséanak felel meg. Mivel
az egész sikot lefedtiik, ez a szdmoléas végtelen. O

2.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy van olyan dominokészlet, mellyel a sik
kirakhato, de nem rakhat6 ki kétszeresen periodikusan (vagyis dgy, hogy
alkalmas linearisan fiiggetlen egész koordinataja (p,q) és (r, s)vektorokra
barmely (z,y) pontot ugyanolyan dominé fed le, mint az (x +p,y+q) és
(x+7,y+s) pontot).

2.2.2. Feladat. Igazoljuk, hogy azok a készletek, melyekkel a sik kétszeresen
periodikusan kirakhato, felsorolhatoak.
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* *START *

N N N P P P

* START % *

2.4. abra. Cellak a kezd&sorban

2.2.3. Feladat. Bizonyitsuk be a kovetkezsket :

a) Van olyan F':Z, —Z, fiiggvény, melyre a kovetkez igaz: ha egy domi-
nokészlet kodjanak hossza n, és a (2F(n)+1) x (2F (n) 4 1)-es négyzet
kirakhato a készlettel tgy, hogy kézepén a kezd6domind van, akkor az
egész sik kirakhato.

b) Az ilyen tulajdonsagu F' fiiggvény nem lehet kiszamithato.

Megjegyzés. A dominé probléma akkor is eldonthetetlen, ha nem jel6liink
ki kezd6dominot. Azonban a bizonyitas lényegesen nehezebb.

Neéhany tovabbi algoritmikusan eldonthetetlen probléméat emlitiink, az el-
donthetetlenség bizonyitasa nélkiil. Hilbert 1900-ban megfogalmazta az akko-
ri matematika 23 altala legizgalmasabbnak tartott problémajat. Ezek a prob-
lémék a szazad matematikdjanak fejlédésére igen nagy hatést gyakoroltak.
(Erdekes megjegyezni, hogy Hilbert tgy gondolta: problémaival évszazado-
kig nem fog boldogulni a tudomény; mara mindet lényegében megoldottak.)
Ezen problémak egyike volt a kdvetkezs (Hilbert 10. problémaja):

2.2.2. Probléma (Diophantoszi egyenlet). Adott egy egész egyiitthatos n
valtozos p(x1,...,xy,) polinom, dontsiik el, hogy van-e a p = 0 egyenletnek
egész szamokbol all6 megoldéasa?

(Diophantoszinak nevezziik az olyan egyenletet, melynek megoldéasat egész
szamokban keresstik.)

Hilbert idejében az algoritmus fogalma még nem volt ugyan tisztézva, de
az volt az elképzelése, hogy lehet talalni olyan, mindenki szaméara elfogad-
hato és mindig végrehajthato eljarast, mely adott Diophantoszi egyenletrol
eldonti, hogy megoldhato-e. Az algoritmus fogalméanak tisztézasa, és az elsd
algoritmikusan eldonthetetlen problémék megtalalasa utdn egyre inkabb az
valt valoszintivé, hogy a probléma algoritmikusan eldénthetetlen. Ezt a sejtést
Davis, Robinson és Myhill egy szamelméleti feladatra vezették vissza, melyet
végiil Matyijaszevics 1970-ben megoldott. Kideriilt tehat, hogy a diophantoszi
egyenletek megoldhatosaganak problémaja algoritmikusan eldénthetetlen.

Megemlitiink egy fontos algebrai problémat is. Legyen adva n szimbo6lum:

ai,...,a,. Az altaluk general szabad csoporton az ai,...,an, afl, coyant
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jelekbdl alkotott mindazon (véges) szavak halmazat értjiik, melyekben nem
fordul el6 kozvetleniil egymas utan a; és a; ' (semmilyen sorrendben). Két
ilyen sz6t tigy szorzunk 0ssze, hogy egymas utan irjuk, és az esetleg egymas
mellé keriils a; és a; ! szimbolumokat ismételten eltoroljiik. Meg kell gondolni,
de ez nem nehéz, hogy az igy definialt szorzas asszociativ. Az iires szot is
megengedjiik, ez lesz a csoport egységeleme. Egy sz6t megforditva és minden
a; jelet kicserélve a{l—re (és viszont), kapjuk a szo6 inverzét. Ebben a nagyon
egyszerd strukturaban eldonthetetlen az alabbi probléma:

2.2.3. Probléma (Csoportok szoprobléméaja). Adott az aq,...,a, szimbo-
lumok &ltal generalt szabad csoportban n+1 sz6: aq,...,q, és B. Benne
van-e 3 az aq, ..., a, altal generélt részcsoportban?

Egy probléma a topologia teriiletérsl. Legyenek e ..., e, az n-dimenzios
euklideszi tér egységvektorai. A 0,eq,...,e, pontok konvex burkat standard
szimplexnek nevezziik. A szimplex lapjai a {0, e, ..., e,} halmaz részhalma-
zainak konvex burkai. Poliédernek nevezziik a standard szimplex lapjaibol 4116
tetszbleges Osszefliggs halmaznak az egyesitését. Alapvetd topologiai kérdés
egy P poliéderrel kapcsolatban a kdvetkezd:

2.2.4. Probléma (Poliéderek sszehtizhatosiga). Osszehtizhato-e egy adott
poliéder (folytonosan, mindig dnmagan beliil maradva) egy pontta?

Ezt pontosan tugy definidljuk, hogy kijeloliink a poliéderben egy p pon-
tot, és tgy akarjuk a poliéder minden pontjat (mondjuk a 0 idéponttol az 1
idépontig) mozgatni a poliéderen beliil, hogy az végiil a p pontba jusson, és
kézben a poliéder ,ne szakadjon szét”. Jelolje F(z,t) az x pont helyzetét a ¢
idépontban (0<t<1). Ekkor tehat F: P x [0,1] — P olyan (két valtoz6jaban
egylitt) folytonos leképezés, melyre F(x,0)=x és F(x,1) =p minden z-re. Ha
ilyen F' létezik, akkor azt mondjuk, hogy P dsszehizhato. Ez a tulajdonsag
azonban eldoénthetetlen.

Végiil még egy, a dominéproblémahoz hasonléan egyszertinek latszo prob-
léma. Szotarnak neveziink véges sok (u;,v;); 1 <i < N part, ahol minden i-re
u; € X és v; € L.

2.2.5. Probléma (Post szoproblémaja). A bemenet egy szotar. Van-e olyan
mondat, ami mindkét nyelven ugyanazt jelenti (ha a betiik6zokts! eltekin-
tiink) ? Azaz van-e az indexeknek olyan i1, 1s, ..., i) sorozata, hogy

Uiy Ujy ++ - Ujpe = Vi Vigy - - .UiK?

Megleps modon ez a tulajdonag is eldonthetetlen.
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2.3. Kiszamithatosag a logikAban

2.3.1. Godel nemteljességi tétele

A matematikusoknak mindig is az volt a meggy6z&désiik, hogy egy tokéletes
részletességgel leirt bizonyitas helyességét minden kétséget kizardan le lehet
ellendrizni. Mar Arisztotelész megkisérelte formalizalni a levezetés szabéalyait,
de a helyes formalizmust csak a XIX. szazad végén talalta meg Frege és
Russell. Ezt Hilbertnek koszénhetSen ismerték el, mint a matematika alapjat.
Ebben a fejezetben réviden ismertetjiik a logikai eldonthetdség legfontosabb
eredményeit.

A matematika mondatokat hasznal, allitasokat bizonyos matematikai ob-
jektumokrol. A mondatok egy véges abécébdl alkotott ,ertelmes” véges betii-
sorozatok (amiket eddig szavaknak hivtunk). Fel fogjuk tenni, hogy a monda-
tok halmaza (amit itt is nyelvnek hivunk) eldonthetd, hiszen meg kell tudnunk
kiilonboztetni a (forméalisan) értelmes mondatokat az értelmetlen karakterso-
rozatoktol. Ezenkiviil feltessziik, hogy létezik egy algoritmus, mely minden ¢
mondatbdl kiszamit egy 1 mondatot, amit a ¢ negdltjinak hivunk.

A T mondat egy bizonyitisa egy P karaktersorozat, ami azt ,mutatja’,
hogy T igaz. Egy T formdlis rendszer vagy més néven elmélet egy algoritmus,
mely egy adott (P,T) parrdl eldonti, hogy P helyes bizonyitasa-e a T-nek.
Az olyan T mondatokat, melyekre létezik 7T szerint helyes bizonyitas, a T
elmélet tételeinek hivjuk.

2.3.1. Példa. Alljon az £, nyelv az ,l(a,b)” és ,I'(a,b)” alakt mondatokbél,
ahol a és b természetes szamok. Az l(a,b) és az I'(a,b) mondatok legyenek
egymaés negaltjai. Bemutatunk egy lehetséges 71 elméletet. Hivjuk aziomdk-
nak azon ,l(a,b)” alaki mondatokat, melyekre b =a+1. Egy I(z,y) mondat
bizonyitasa egy S, ..., S, mondatsorozat, ahol S, =1(z,y) és amely teljesiti
az alabbi feltételt: ha az S; a sorozat i. mondata, akkor vagy axiéoma vagy
pedig léteznek 1 <j, k <i és a, b, c egészek, melyekre S;=,i(a, b)”, Si=,l(b, c)”
és S;=,l(a, c)”. Ebben az elméletben minden olyan I(a, b) alakt mondat tétel,
melyre a < b.

Egy elméletet konzisztensnek hivunk, ha nincs olyan mondat, hogy 6 is és a
negaltja is tétel. Az inkonzisztens (nem konzisztens) elméletek érdektelenek,
de néha nem lehet eldonteni egy elméletrél, hogy konzisztens-e.

Egy S mondatot a T elmélettd] fiiggetlennek hivunk, ha sem S, sem negalt-
ja nem tétel T-ben. Egy konzisztens elmélet teljes, ha nincsen téle fiiggetlen
mondat.

Példaul a fenti példaban szerepls 71 nem teljes, mert nem bizonyithaté sem
1(5,3), sem 1'(5,3). De konnyen teljessé tehetjiik, ha hozzévessziik axidméanak
az l'(a,a) és l'(a+1, a) alaka mondatokat, és egy I’(a, b) mondat bizonyitasat
is a fentiekhez hasonléan definialjuk.
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A nemteljesség egyszertien annyit jelent, hogy az elmélet a vizsgalt rend-
szernek csak bizonyos tulajdonsagait hatarozza meg; a tobbi fiigg attol, hogy
melyik (az elmélet 4ltal meghatéarozott tulajdonsidgokkal rendelkezs) rend-
szert tekintjiik. Tehat bizonyos elméleteknél, ahol fenn akarunk tartani némi
szabadsagot, nem is akarjuk, hogy teljesek legyenek. De ha egy bizonyos rend-
szer tulajdonsagait akarjuk minél pontosabban lefrni, akkor teljes elméletre
toreksziink. Példaul a természetes szamokhoz szeretnénk egy teljes rendszert,
melyben igy minden réluk szolo igaz allitas bizonyithato. A teljes elméletek-
nek megvan az a kellemes tulajdonsiaga, hogy barmely &llitds igazsagat el
tudjuk donteni egy egyszerd algoritmussal:

2.3.1. Tétel. Ha eqy T elmélet teljes, akkor létezik egy algoritmus, mely
minden S mondathoz vagy S-re, vagy S negdltjira ad egy bizonyitdst.

Bizonyitds. Az algoritmus sorban felsorolja az Gsszes véges P karaktersoro-
zatot és mindegyikrél megnézi, hogy nem bizonyitasa-e S-nek vagy a ne-
galtjanak. El6bb-utobb fel fogja sorolni az egyiknek a bizonyitasat, hiszen
a teljesség miatt tudjuk, hogy valamelyik 1étezik. Egyébként a konzisztencia
garantalja, hogy csak az egyikre létezik bizonyitas. O

Tegytik fel, hogy a természetes szamokhoz akarunk csinalni egy teljes el-
méletet. Mivel az 6sszes karaktersorozatokrol, matrixokrol, Turing-gépekrél
sz6l6 allitas belekodolhatd a természetes szamokba, ezért az elméletnek az
ezekr6l szo6l6 mondatokat is el kell tudnia dontenie, hogy igazak-e.

Legyen £ a természetes szamok egy felsorolhaté részhalmaza, mely nem
eldonthetd. (Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy ilyen nyelv létezik.) A T
aritmetikai elmélet minimdlisan megfeleld, ha minden n természetes szamra
az elméletben benne van egy ¢, mondat, mely azt az allitast fejezi ki, hogy
»n € L7, Ezenkivill még megkoveteljiik, hogy ez az allitas akkor és csak akkor
legyen tétel T-ben, ha igaz.

Egy természetes kdvetelmény, hogy a természetes szamok egy teljes el-
mélete legyen minimalisan megfelels, azaz hogy az ,n € L” tipustu egyszert
allitasok megfogalmazhatok és bizonyithatok legyenek benne. (A kovetkezd
alfejezetben majd adunk egy ilyen minimalisan megfelels elméletet.) Most
maéar be tudjuk latni a matematika egyik leghiresebb tételét, mely a filozofu-
sok kedvence:

2.3.2. Tétel (Godel nemteljességi tétele). Minden minimdlisan megfeleld
elmélet nemteljes.

Bizonyitds. Ha az elmélet teljes lenne, akkor a 231l tétel szerint minden
n € L alakt mondat eldonthetd lenne benne, de ez ellentmond annak, hogy
L algoritmikusan eldénthetetlen. O
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Megjegyzések. 1. Az el6z6 bizonyitasbol az is kovetkezik, hogy minden mi-
nimalisan megfelels elmélethez létezik olyan n szam, melyre az ,,n ¢ L7 allitas
igaz és megfogalmazhato, de nem bizonyithato. Ha tovabbi, erésebb feltéte-
leket is megkoveteliink a T elmélettsl, akkor mas mondatokrol is belathato,
hogy nem bizonyithatok; Godel megmutatta, hogy alkalmas feltételek mellett
a T elmélet konzisztenciajat allit6 mondat sem bizonyithaté a 7 elméletben.
Ezt Godel masodik nemteljességi tételének hivjak, de itt ennek bizonyitasaval
nem foglalkozunk.

2. Godel nemteljességi tételei 3-4 évvel a kiszamithatosag fogalma el6tt szii-
lettek.

2.3.2. Els6rendii logika

Formuldk Bemutatunk egy formalis rendszert, melyet a legalkalmasabbnak
vélnek a matematika leirasara. Egy els6rendi nyelv az alabbi szimboélumok-
bél épitkezik:

— Megszamlalhato sok valtozojel: z,y, z, x1, 2, . . ., melyek a leirni kivant
univerzum elemeit jelolik.

— Néhany fiiggvényjel, mint f, g, h,+,-, f1, f2,.... Mindegyikhez hozza
van rendelve egy természetes szdm, mely meghatarozza az argumen-
tumainak szaméat. Azokat a fliggvényeket, melyekre ez a szam 0, kons-
tansnak hivjuk. Ezek az univerzum valamely fix elemét jelolik. Néhany
fliggvénynél, mint példaul a +-nal, az argumentumokat nem a fligg-
vényjel utan, hanem a hagyomanyos modon a fliggvényjel koré irjuk.

— Néhany relacidjel, mint =,<,>,C,D,P,Q, R, P1, P, ..., melyeknek
szintén meg van hatarozva az argumentumaik szama. Néhany relacio-
jelnél, mint példaul a <-nél, az argumentumokat nem a relaciéjel utan,
hanem a hagyoméanyos modon a relaciojel koré irjuk. Az egyenldség
(,;=") egy kitlintetett relaciojel.

— Logikai mtveletek: =, V, A, =, <, .. ..
— Kvantorok: V, 3.
— Zarojelek: (,).

Egy kifejezést ugy kapunk, hogy néhany konstansjelre és valtozojelre al-
kalmazunk néhany fiiggvényt. Pl.: (z+2)+y vagy f(f(z,v), g(c)) kifejezések
(itt 2 egy konstans).

Primformuldnak hivjuk a P(t1,...,t;) alaka allitasokat, ahol P relacidjel
és t;-k kifejezések. Pl.: z+y < (z-2)+1 egy primformula.

Egy formula logikai miiveletekkel Osszekapcsolt primformulakbol Aall,
melyek elé még tetszés szerint frhatunk Va és Jx kvantorokat. Példaul:
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Ve(r <y)= 3zg(c,z) vagy ¢ = xVy =y formulak. A Jy(Vz(F) = G) for-
muldban az F részformulat az x kvantor hatdskérének hivjuk. Egy x valtozo
eléfordulasat egy formuldban kotottnek mondjuk, ha benne van valamely
kvantor hataskorében, egyébként pedig szabadnak. Egy formulat, melyben
nincsenek szabad (eléfordulast) valtozok, mondatnak hivunk. Egy mondat a
valtozok kiértékelésétsl fiiggetleniil vagy igaz, vagy hamis.

Az A formulaban az x valtozod helyettesithetd a t kifejezéssel, kivéve, ha a
t-ben van olyan valtozo, mely szerepel A-ban kvantor utan és a hatéskorében
benne van z egy szabad eléfordulasa (pl. a (Jy(x>y))V(2=0) formuldban az
x nem helyettesithet§ y-nal). Ha z helyettesithetd t-vel A-ban, akkor jelolje
Alt/z] a helyettesitést, ami azt jelenti, hogy x minden szabad el6fordulasakor
x helyett ¢-t frunk. Pl.: Ha A=(z<3—x) és t=(y?), akkor A[t/x]=(y?<3—y?).

Mostantél minden vizsgalt formalis rendszer elsérendi nyelv lesz, tehat
csak abban térnek el egymastol, hogy mik benniik a fliggvény- és valtozojelek.

Toébb természetes mod is van, hogy egy elsérendid nyelv kifejezéseit és
formulait interpretaljuk. Egy interpretacié utan minden mondat vagy igaz
lesz, vagy hamis. Egy interpretacié egy adott halmaz, az univerzum eleme-
it, fiiggvényeit és relacioit rendeli hozza az els6rendi nyelv konstansjeleihez,
fiiggvényjeleihez és relacidjeleihez.

2.3.2. Példa. Tekintsiik azt a nyelvet, melynek a konstansjelei ¢y és c1,
ezenkiviil pedig még van benne egy kétvaltozos f fliggvényjel. Egy lehetséges
interpretacio a természetes szamok halmaza, co=0, ¢c;=1 és f(a,b)=a+b. Egy
masik lehetséges interpretacioban a halmaz {0,1}, ¢ =0, ¢; = 1 tovabbra is,
de f(a,b) =a-b. Vannak olyan mondatok melyek mindkét esetben igazak, de
vannak, amik nem. Példaul mindkét interpretacioban igaz a Vo (Vy(f(z,y) =
= f(y,x))) mondat, de az f(c1,c1) = ¢1 csak az egyikben igaz.

Egy adott T elmélet nyelvének interpretaciojat 7 modelljének hivjuk, ha
az Osszes T-beli axioma (és emiatt az Osszes tétel is) igaz benne. A fenti
példa mindkét interpretacidja egy modellje volt az egyetlen axiomabol allo
Ti = {vVz(Vy(f(z,y) = f(y,z)))} elméletnek.

Régota ismert, hogy egy bizonyitas helyességét ellendrzé algoritmusnak
nem kell fiiggenie az altala vizsgalt elmélettsl; csak az elmélet axiémaéit kell
betaplalnunk neki. Ezt az algoritmust szokas ,,jozan paraszti észnek” hivni. Az
els6rendii logikaban ezt el6szor Russell és Whitehead formalizalta a Principia
Mathematica cimii konyvében a huszadik szazad elején. Ennek a fejezetnek a
végén vazolni fogunk egy ilyen algoritmust. Godel 1930-ban bebizonyitotta,
hogy ha az A axidmarendszerbdl (ami véges sok mondat) kovetkezik a T' mon-
dat az 6sszes lehetséges interpretéacio esetén, akkor T be is bizonyithat6 A-bol
(a Principia Mathematica szerinti definicié szerint). Ennek a kovetkezménye
az alabbi tétel:
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2.3.3. Tétel (Godel teljességi tétele). Legyen P az dsszes olyan (A, T) pdr
halmaza, hogy A véges sok mondat és a T mondat minden olyan interpretd-
cioban igaz, melyben a A-beli mondatok igazak. Ekkor P felsorolhatd.

Tarski bebizonyitotta, hogy a valos szamok algebrai elmélete (és ennek
kovetkezményeként az Euklideszi geometria is) teljes. Ezzel szemben a ter-
meészetes szamok elméletei, koztiik a minimalisan megfelelk, nemteljesek. (A
valos szamok algebrai elméletében nem beszélhetiink ,tetsz6leges egész szam-
rol”; csak ,tetszsleges valos szamrol”). A 223711 tétel garantalja, hogy létezik
algoritmus, mely eldénti, hogy egy, a valos szamokrol sz6l6 mondat igaz-e. Az
eddig ismert ilyen algoritmusok a gyakorlatban hasznalhatatlanok lassisaguk
miatt, de még fejlédnek.

Bizonyitasok: ezt a fogalmat eddig csak attételesen hasznéltuk, most for-
mélisabb leirdsat adjuk.

A bizonyitds Fi,...,F, formulak sorozata, ahol mindegyik formula vagy
axioma, vagy a korabbi formulakbol kaphato az alabbi szabalyok valamelyi-
kével. Ezekben a szabalyokban A, B és C tetsz6leges formulak, x pedig egy
valtozo.

Egy végtelen sok formulabol all6 halmazrol meg fogjuk kovetelni, hogy
minden axiémarendszerben benne legyen; ezeket fogjuk logikai axiomdknak
hivni. Ezek nem feltétleniil mondatok, lehetnek benniik szabad véltozok is.
Ezek megadasa el6tt, sziikségiink van még néhany definiciora.

Legyen F'(Xy,...,X,) olyan Boole-formula, mely az X1, ..., X,, valtozok
tetszbleges kiértékelése mellett igaz. Legyenek o1, ..., ¢, tetszdleges formu-
lak. Ekkor az F(p1,...,p,) alaka formulakat tautoldgidknak hivjuk.

Rendszeriink logikai axiémaéi az aldbbi csoportokba tartoznak:

Tautoloégiak: Minden tautoldgia axiéma.

EgyenlGségi axiomak: Legyenekty,...,t, ésu1,...,u, kifejezések, f fiigg-
vényjel és P relaciojel, melyek argumentumainak szama n. Ekkor az
alabbiak axiomak:

(tl =ui NNty :un)
(tl =u A\ Aty :un)

= f(tl,...,tn)zf(ul,...,un),
= (P(tl,...,tn)(:)P(ul,...,un))

A I definiciéja: Minden A formuléra és z axiéméara a Jr A < —Vz - A for-
mula axiéma.

Specializaci6: Ha a t kifejezés helyettesitheti az x valtozot az A formulaban,
akkor Vr A = Aft/x] axioma.
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A rendszernek két levezetési szabalya van:

Modus ponens: A = B-bdl és B = C-bdl kovetkezik A = C.

Altalanositas: Ha az z valtozonak nincs szabad eléfordulasa az A formu-
laban, akkor A = B-bdl kiévetkezik A = Vz B.

Megjegyzés. Az altalanositési szabaly azt mondja ki, hogy ha B igaz anél-
kiil, hogy barmit is kikétnénk x-rél, akkor igaz barmely z-re. Ez nem ugyanaz,
mint hogy B = VzB igaz.

A fenti rendszerre a Godel teljességi tétel egy erdsebb verzidja is igaz.

2.3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy A mondatok egy halmaza és T egy mondat,
mely minden interpretdcicban igaz, melyben a A-beli mondatok mind igazak.
Ekkor T bebizonyithatd, ha a A-beli mondatokat is hozzdvessziik a fenti axi-
omdkhoz.

Egy egyszerii aritmetikai elmélet és a Church-tézis. Az N elmélet
két konstansjelet, a 0-t és az 1-et tartalmaz, valamint két fiiggvényt, az Ossze-
adast és a szorzast, ezenkiviil pedig még a < relacidjelet. Csak véges sok nem
logikai axiéma van benne, melyek mind kvantormentesek.

—((z+1) = 0).
1+x=14y = T=y.
z+0 = .
z+(14vy) = 1+ (z+y).
z-0 = 0.
z-(1+y) = (x-y)+.

—(z < 0).
r<(l+y) & (z<y)V(z=y).
(x<y)Vv (z=y) V(y<w).

2.3.5. Tétel. Az N elmélet minimdlisan megfeleld. Tehdt létezik az aritme-
tikanak egy végesen axiomatizdalt minimadlisan megfeleld konzisztens elmélete.

Ennek kovetkezménye Church aldbbi tétele, mely azt mutatja, hogy nincs
olyan algoritmus, mely eldonti egy formularol, hogy igaz-e.

2.3.6. Tétel (Az igazsagok eldonthetetlenségi tétele). Az dires azidmarend-
szerbdl levezethetd P mondatok halmaza eldonthetetlen.
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Bizonyitds. Legyen N az aritmetika egy miniméalisan megfelels konzisztens
elméletének véges axibmahalmaza, és legyen M az a mondat, melyet ugy ka-
punk, hogy ezt a véges sok axiomat 6ssze-ES-eljiik és az univerzalis kvantor-
ral az Osszes szabad valtozojat lekotjiik. Emlékeztetiink, hogy a ,,miniméalisan
megfelel” fogalom definiciojaban hasznaltuk a természetes szamok egy L
nem eldonthetd, de felsorolhaté halmazat. Az aritmetikdnkban irjuk fel azt a
Q(n) formulat, mely azt mondja, hogy M = (n € L£). Akkor és csak akkor lesz
,n€L” bizonyithato M-ben, ha Q(n) bizonyithato az iires axiémarendszerbdl.
Marpedig a tétel utani els6 megjegyzésbsl kovetkezik, hogy van olyan
n, melyre ,n € £’ nem bizonyithaté N-ben, tehat Q(n) sem bizonyithato az
az lres axiomarendszerbdl. O






3. fejezet
Tar és 1d6

Az egyes feladatok algoritmikus megoldhatosaga igen messze lehet a gyakoria-
ti megoldhatosagtol. Mint latni fogjuk, van olyan algoritmikusan megoldhatd
feladat, amelyet n hosszisagi bemenet esetén nem lehet pl. 22" -nél kevesebb
lépésben megoldani. Kialakult ezért az algoritmusok elméletének egyik {6 aga,
mely az egyes feladatok algoritmikus megoldhatosagat bizonyos erdforras-
korlatozasok mellett vizsgalja. A legfontosabb eréforras-korlatozasok az idd
és a tar.

Ebben a fejezetben a Turing-gépekrdl feltessziik, hogy van egy bemenet-
szalagjuk (errdl csak olvasnak, tehét az elss szalagon a fej nem tud irni, és a
bemenetet hatarolo = jelektdl kifelé nem mehet), egy kimenet-szalagjuk (erre
csak irnak, azaz az utolso fej alatti betiitél nem fligghet a miikédés), és k> 1
tovabbi munkaszalagjuk. Indulaskor csak a bemenet-szalagra van irva egy >
feletti szo.

Egy T Turing-gép iddigénye az a timer(n) fliggvény, mely a gép lépés-
szaménak maximumat adja meg n hosszisagi bemenet esetén. Feltessziik,
hogy timer(n) >n (a gépnek el kell olvasnia a bemenetet; ez nem okvetleniil
van igy, de csak trivialis eseteket zarunk ki ezzel a feltevéssel). A spacep(n)
tarigény-figgvényt ugy definidljuk, mint a gép munkaszalagjain azon kiilon-
b6z6 mezSk maximalis szaméat az n hosszusagli bemenetek esetén, melyekre
a gép ir. (Igy a bemenet és a kimenet altal elfoglalt mezdket nem szamitjuk
a tarba.)

Azt mondjuk, hogy a T Turing-gép polinomidlis, ha idGigénye legfeljebb
f valamely f polinomra, vagyis van olyan ¢ > 0 konstans, hogy T idSigénye
O(n®). Egy algoritmus polinomialis, ha létezik ezt megvalositdo polinomialis
Turing-gép. Hasonloan definidlhatjuk az exponencialis Turing-gépeket (algo-
ritmusokat), melyek idGigénye O(2"") valamely ¢ > O-ra), valamint a polino-
mialis tarigényd algoritmusokat (Turing-gépeket) stb.

o1
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Azt mondjuk, hogy egy £ C 3§ nyelv iddbonyolultsiga f(n), ha a nyelv
egy legfeljebb f(n) id6igényt Turing-géppel eldonthets. Az f(n) idébonyo-
lultsagn nyelvek osztalyat DTIME( f(n))-nel jeloljiik. (A ,D” betd arra utal,
hogy determinisztikus algoritmusokat tekintiink; a késébbiekben nemdeter-
minisztikus és véletlent hasznalé hasznalé algoritmusokat is fogunk targyal-
ni.) Mindazon nyelvek osztélyat, melyek polinomialis Turing-géppel eldont-
hetsk, PTIME-mal vagy egyszertien P-vel jeloljiik. Hasonloan definidljuk egy
nyelv tdrbonyolultsdgdt, és a DSPACE(f(n)) nyelvosztalyokat és a PSPACE
(polinomialis tarral eldonthets) nyelvosztalyt.

A Turing-géppel definialt id6- és tarigény elméleti vizsgalatokra alkalmas;
a gyakorlatban jobban hasznalhato (jobban kozeliti a valosagot), ha erre a cél-
ra a RAM-gépet hasznaljuk. Az[I.31] és tételekbol kovetkezik azonban,
hogy a legfontosabb bonyolultsagi osztalyok (polinomialis, ill. exponencialis
id6 és tar) szempontjabol mindegy, hogy melyik gépet hasznaljuk a definici-
6ban.

3.1. Polinomidalis idd

A gyakorlatban fontos algoritmusok koziil igen sok polinomialis idejd (ro-
viden polinomi4lis). A polinomialis algoritmusok gyakran matematikailag is
igen érdekesek, mély eszkozoket hasznélnak. Ebben a jegyzetben nem célunk
ezek attekintése; csak néhany egyszert, de fontos specialis algoritmust tér-
gyalunk, részben a fogalom illusztralasa, részben néhany fontos alapgondolat
bevezetése céljabol. Megjegyzendd, hogy a polinomialis algoritmus fogalma
nem valtozik, ha a Turing-gép helyett a RAM-gépet tekintjiik.
a) Kombinatorikai algoritmusok. Polinomialisak a grafelméletben hasz-
nalt legfontosabb algoritmusok: Gsszefiiggdség-teszt, legrovidebb ut keresése,
maximalis folyam keresése (Edmonds-Karp vagy Dinic-Karzanov modszer-
rel), ,magyar modszer”, Edmonds péarositas algoritmusa stb. Ezek egyike-
masika meglehetGsen nehéz, és ezek az algoritmusok mas targyak (grafelmélet,
operaciokutatéas) anyaganak fontos részei. Ezért itt nem foglalkozunk velitk
részletesen.
b) Aritmetikai algoritmusok. Polinomialisak az alapvetd aritmetikai mii-
veletek: egész szamok Osszeadéasa, kivonasa, szorzésa, maradékos osztasa.
(Emlékezziink ra, hogy egy n egész szam, mint bemenet hossza az n binaris
jegyeinek szama, vagyis logn.) Mindezekre polinomialis ideji (az Osszeadés
és kivonas esetén linearis, a szorzas és osztas esetén kvadratikus ideji) al-
goritmust az altalanos iskolaban tanulunk. Trivilis, de alapvets aritmetikai
miveletként tartjuk szamon két szdm nagysag szerinti 6sszehasonlitasat is.
Természetesen ez is elvégezhetd linearis idében (lasd még a[@l fejezetben).
Szamelméleti és algebrai algoritmusoknél kényelmes néha az aritmetikai
miuveleteket szdmolni; a RAM-gépen ez annak felel meg, hogy a program-
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nyelvet a szorzassal és a maradékos osztassal bévitjiik, és nem a futasi idét,
hanem a lépésszamot nézziik. Ha (a bemenet hosszaban mérve) polinomialis
szamu miveletet végziink, és ezeket legfeljebb polinomiélis sok jegyl szamo-
kon, akkor algoritmusunk (futasi id6ben mérve is) polinomialis lesz.

Az alapvetd, polinomialis ideji aritmetikai algoritmusok kozott kell még
megemliteni az euklideszi algoritmust két természetes szam legnagyobb kzos
osztojanak megkeresésére:

Euklideszi algoritmus. Adott két természetes szam, a és b. Valasszuk ki a
nemnagyobbikat, legyen ez, mondjuk, a. Ha a = 0, akkor a és b legnagyobb
kozos osztodja lnko(a, b) =b. Ha a # 0, akkor osszuk el b-t maradékosan a-val,
és legyen a maradék r. Ekkor Ilnko(a,b) = Inko(r, a), és igy elegendd a és r
legnagyobb ko6zos osztdjat meghatarozni.

3.1.1. Lemma. Az euklideszi algoritmus polinomidlis ideji. Pontosabban,
O(loga+logbd) aritmetikai mdveletbdl dall, melyeket max(a,b)-nél nem na-
gyobb természetes szamokon kell végezni.

Bizonyitds. Mivel 0 < r < b, az euklideszi algoritmus el6bb-utébb véget ér.
Belatjuk, hogy polinomialis idében ér véget. Ehhez azt vegyiik észre, hogy
b>a+r>2r ésigy r<b/2. Ezért ar <ab/2. Tehat [log(ab)] iteracié utan a két
szam szorzata kisebb lesz, mint 1, és igy valamelyikiik 0, vagyis az algoritmus
véget ér. Nyilvanvald, hogy minden iteracié polinomialis idében elvégezhets
(egy darab maradékos osztassal). (]

Erdemes megjegyezni, hogy az euklideszi algoritmus nemcsak a legnagyobb
ko6z0s oszto értékét adja meg, hanem olyan p, ¢ egész szamokat is szolgéltat,
melyekre Inko(a,b) = pa+ gb. Ehhez egyszertien az algoritmus sorén kisza-
mitott szamok mindegyének egy ilyen elSallitasat is nyilvantartjuk. Ha a’ =
=pra+qib és b = paa+ q2b, és mondjuk b'-t osztjuk maradékosan a’-vel:
b =ha'+71', akkor 1’ = (p2 — hp1)a+ (g2 — hq1)b, igy megkapjuk az 4j r’ szam
eléallitasat is p'a+¢'b alakban.

3.1.1. Feladat. Legyen 1<a<b, és jelolje Fj a b-nél nem nagyobb Fibonacci-
szamok koziil a legnagyobbat (a Fibonacci-szdmokat az Fy=0, F1 =1, F1=
= F) + Fj,—; rekurzi6 definidlja). Bizonyitsuk be, hogy az (a,b) parra alkal-
mazott euklideszi algoritmus legfeljebb k aritmetikai lépés utan véget ér.

Megjegyzés. Az euklideszi algoritmust néha a kovetkezd iteracioval adjak
meg: Ha a = 0, akkor készen vagyunk. Ha a > b, akkor cseréljiik meg a sza-
mokat. Ha 0 < a < b, akkor legyen b := b—a. Bar matematikailag 1ényegében
ugyanaz torténik, ez az algoritmus nem polinomidlis: Mar az lnko(1,b) ki-
szamitasadhoz is b iteraciora van sziikség, ami a bemenet méretében (logbd)
exponenciilisan nagy.
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Az Osszeadas, kivonés, szorzas miveletek a modulo m vett maradékoszté-
lyok gytirtijében is elvégezhetSk polinomialis id6ben. A maradékosztalyokat a
legkisebb nemnegativ maradékkal reprezentaljuk. Ezeken, mint egész szdmo-
kon elvégezziik a miiveletet, majd egy maradékos osztéast kell még elvégezni.

Ha m primszam, akkor az osztést is elvégezhetjiik a modulo m vett ma-
radékosztalyok testében polinomialis id6 alatt (ez nem maradékos osztas!).
Altalanosabban, a modulo m maradékosztalygytiriiben el tudjuk végezni egy
m-hez relativ prim szdmmal az osztast polinomialis id6ben. Legyen 0 <a,b <
<m, Inko(m,b) =1. Az a: b osztés elvégzése azt jelenti, hogy olyan 0 <z <m
egész szdmot keresiink, melyre

br=a (mod m).

Az euklideszi algoritmust a b és m szamok legnagyobb k6z6s osztdjanak kisza-
mitaséara alkalmazva olyan p és q egész szamokat kapunk, melyekre bp+mg=1.
Igy bp=1 (mod m)), vagyis b(ap) = a (mod m)). Igy a keresett 2 hanyados
az ap szorzat m-mel vett osztasi maradéka.

Az euklideszi algoritmusnak még egy alkalmazasat emlitjiik. Tegyiik fel,
hogy egy x egész szamnak (melyet nem ismeriink) ismerjiik az egymashoz re-
lativ prim my, ..., mj modulusokra vett x1, ..., z; maradékat. A kinai mara-
déktétel szerint ez egyértelmten meghatarozza xz-nek az mi ... my szorzatra
vett osztasi maradékat. De hogyan lehet ezt kiszamitani?

Elegends a k = 2 esettel foglalkozni, mert altalanos k-ra az algoritmus
ebbdl rekurzidval adddik, tehat legyen m = mims. Van olyan ¢ és g2 egész
szam, melyre * = 1 +qimy és * = T3+ gams. igy To — X1 = 1M1 — @2Ma.
Ez az egyenlet természetesen nem hatarozza meg egyértelmtien a gq; és g2
szamokat, de az is elegendd lesz szamunkra, hogy az el6z6ekhez hasonléan,
az euklideszi algoritmus segitségével tudunk olyan ¢} és ¢} egész szamokat
talalni, melyekre o —x1 = ¢fm1 — ¢hme. Legyen ugyanis ' =1 +¢jmi =2+
+ghma. Ekkor ' =2 (mod my) és 2’ =z (mod ma), és ezért 2’ =z (mod m).
Azonban ilyen ¢f és ¢} egész szamokat az euklideszi algoritmus valéban ad,
ha lefuttatjuk az Inko(m,mz) =1 feladatra.

Erdemes a hatvanyozas miiveletérdl is foglalkozni. Mivel a 2" szamnak mar
a leirasadhoz is exponencialisan sok jegy kell (ha a bemenet hosszat, mint n
kettes szamrendszerbeli jegyeinek szamat értelmezziik), igy ez természetesen
nem szamithato ki polinomialis id6ben. Mas a helyzet azonban, ha modulo m
akarjuk a hatvanyozast elvégezni: ekkor a® (modulo m) is egy maradékosztaly,
tehat leirhato logm jellel. Megmutatjuk, hogy nemcsak, hogy leirhat6, hanem
ki is szamithato polinomialisan.

3.1.2. Lemma. Legyen a,b és m hdrom természetes szam. Ekkor a® (mo-
dulo m) kiszdmithatd polinomidlis iddben, pontosabban O(logb) aritmetikai
mdvelettel, melyeket O(logm+loga) jegyi természetes szamokon végzink.
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3.1.3. Algoritmus. Irjuk fel b-t 2-es szamrendszerben: b= 2"t + ... 427,
ahol 0<ry <...<rg. Nyilvanvald, hogy ri <logb és ezért k<logb. Marmost az
a? (mod m) maradékosztalyokat (0 <t <logb) ismételt négyzetreemeléssel
kénnyen meg tudjuk kapni, majd ezek koziil a k megfelel§ szamot szorozzuk
Ossze. Természetesen minden mitiveletet modulo m végziink, vagyis minden

szorzas utédn egy maradékos osztast is elvégziink. O

Megjegyzés. Nem ismeretes, hogy kiszamithato-e polinomialis idében a!
modulo m, vagy (}) modulo m.

c) Linearis algebrai algoritmusok. Polinomiélisak az alapvetd lineéris
algebrai algoritmusok: vektorok dsszeadasa, skaléris szorzasa, matrixok szor-
zésa, invertaldsa, determinédnsok kiszamitasa. E két utobbi feladat esetében
ez nem trivialis, igy ezekkel kiilon foglalkozunk itt is, illetve az invertéalassal
még részletesebben a[@ fejezetben.

Legyen A = (a;;) tetszdleges n x n-es egész szamokbol allo matrix. ElG-
szor is gondoljuk meg, hogy det(A) polinomialis kiszamitasa nem eleve le-
hetetlen, azaz az eredmény felirhaté polinomialis sok szamjeggyel. Legyen
K =max |a;j|, ekkor az A felirdsahoz sziikséges bitek N szama legalabb n?+
+log K. Mésrészrdl nyilvan

|det(A)| <n! K",
igy det(A) felirasahoz elegendd
log(n! K™) < n(logn+log K) < N?

bit. Igy tehat det(A) felirhaté polinomidlisan sok szamjeggyel. Mivel A1
minden eleme A két aldetermininsanak a hanyadosa, igy A~! is felirhato
polinomialisan sok szdmjeggyel.

3.1.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha A egész szamokbol allo négyzetes
matrix, akkor det(A) felirasahoz legfeljebb annyi bit kell, mint A felirasa-
hoz. [Utmutatas: Ha A sorvektorai ay, ..., a,, akkor |det(A)| < |ai|-- - |an]
(Hadamard-egyenlStlenség).]

A determinans kiszamitasara az un. Gauss-eliminacié a szokasos eljarés.
Ezt agy tekintjik, mint a méatrix als6 haromszégmatrixsza transzforméalasat
oszlopmiiveletekkel. Ezek a determinanst nem valtoztatjak meg, és a kapott
haromszégmatrixra csak a f6atloban levs elemeket kell 6sszeszorozni, hogy a
determinanst megkapjuk. (Az inverz méatrixot is konnyd megkapni ebbdl az
alakbol; ezzel kiilon nem foglalkozunk.)

Gauss-eliminacié. Tegyiik fel, hogy méar elértiik, hogy az i-edik sorban
csak az elsG i pozicioban van nem-0 elem (1 <7 <t). Szemeljiik ki az utolso
n —t oszlop egy nem-0 elemét (ha ilyen nincs, megallunk). Rendezziik at a



56 3. TAR ES IDO

sorokat és oszlopokat gy, hogy ez az elem a (t+1,t+1) pozicioba keriiljon.
Vonjuk ki a (¢t+1)-edik oszlop (ai41,i/a1+1,¢+1)-szeresét az i-edik oszlopbol
(i=t+1,...,n).

Mivel a Gauss-eliminacio egy iteracidja O(n?) aritmetikai miivelettel jar,
és n iterdciot kell végrehajtani, ez O(n?) aritmetikai miiveletet jelent. Problé-
ma azonban az, hogy osztanunk is kell, és pedig nem maradékosan. Véges test
felett ez nem jelent problémat, de a racionalis test esetén igen. Azt feltettiik,
hogy az eredeti A matrix elemei egészek; de az algoritmus menetkézben ra-
cionalis szamokbol all6 matrixokat produkal. Milyen alakban taroljuk ezeket
a méatrixelemeket? A természetes valasz az, hogy egy egész szamokbol allo
szamparokként (ezek hanyadosa a racionalis szam).

De megkoveteljiik-e, hogy a tortek egyszertsitett alakban legyenek, vagyis
a szamlalojuk és nevezGjiik relativ prim legyen? Ezt megtehetjiik, de akkor
minden métrixelemet minden iteracié utan egyszertsiteniink kell, amihez egy
euklideszi algoritmust kellene végrehajtani. Ez ugyan polinomialis idében el-
végezhetd, de igen sok tobbletmunka, j6 volna elkeriilni. (Természetesen be
kell még latnunk, hogy egyszertsitett alakban a szereplé szamlaloknak és
nevez6knek csak polinomialisan sok jegye lesz.)

Megtehetnénk azt is, hogy nem koétjiik ki, hogy a matrixelemek egyszertisi-
tett alakban legyenek. Ekkor két racionalis szam, a/b és ¢/d Gsszegét, ill. szor-
zatét egyszertien a kivetkez formulaval definialjuk: (ad+be)/(bd), (ac)/(bd).
Ezzel a megéllapodassal az a probléma, hogy a menet kozben el6alld szam-
lalok és nevezdk igen nagyok (nem polinomidlis jegyszamuak) lehetnek!

Meg tudunk azonban olyan eljarést is adni, mely a térteket részben egysze-
risitett alakban tarolja, és igy mind az egyszertisitést, mind a jegyek szdma-
nak tiulzott névekedését elkeriili. Evégett elemezziik kissé a Gauss-eliminécio
kozben elGalld matrixokat. Feltehetjiik, hogy a kiszemelt elemek rendre a
(1,1),...,(n,n) pozicibban vannak, vagyis nem kell sorokat, oszlopokat per-

mutélnunk. Jelolje (a(]?)

i ) (ahol 1 <4, j<n) a k iterdci6 utdn kapott matrixot.
Egyszertiség kedvéért a végiil kapott matrix féatlojaban levs elemek legye-
nek dy,...,d, (igy d; = a%). Jelolje D®) az A matrix els6 k sora és oszlopa
altal meghatarozott részmatrixot, és jelolje Dg?) (k+1<4i,7<n) azels6 k
és az i-edik sor, valamint az els6 k és a j-edik oszlop &ltal meghatéarozott

részmatrixot. Nyilvan D) = D,(Ci_l).

3.1.4. Lemma. "
S _ det(D;; )
7 det(D®)
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Bizonyitds. Ha det(Dg?)) értékét kiszamitjuk Gauss-eliminacioval, akkor a

féatlojaban rendre a dy, ..., dg, az(-;c) elemeket kapjuk. Igy tehat

det D¥) =dy ... dy-all).
Hasonl6é meggondolassal adédik, hogy
det DM =dy -...-dy.
E két egyenletet egymassal elosztva kapjuk a lemma allitésat. O

E lemma szerint a Gauss-eliminacioban fellépé minden tort nevezdje és
szamlaloja (alkalmas egyszertsités utan) az eredeti A matrix egy-egy rész-
métrixanak a determinansa. Igy a menetkdzben kapott tértek leirasahoz (egy-
szertisités utan) biztosan elegendd polinomialisan sok jegy.

De nem sziikséges menet kozben tortek egyszerisitéseit szamolni. A Gauss-
eliminéci6 alapjan fennall, hogy i, j > k esetén

(k+1) (k) az('fck)Jrlangl,j
e R
A1kt

és ebbdl a[3.1.4]l lemma felhasznalasaval:
k k k k
det(D{?) det(DY), 1) —det(DY) ) det(DY), )
det(Dj, ")

det(D{FY) =

Ez a formula tgy tekinthets, mint egy rekurzio a det(DEf)) szamok kiszami-
tasara. Mivel a bal oldalon egész szam all, ezért az osztést el tudjuk végezni.
A fenti meggondolésok szerint a hanyados jegyeinek szama polinomialis a
bemenet méretéhez képest.

Megjegyzések. 1. A Gauss-eliminacioban fellépd tortekkel kapcesolatos prob-
léma orvoslasara két tovabbi lehet&séget is érdemes megemliteni. Megtehet-
jik (s6t a szamitogépes realizacio szempontjabol ez a természetes megoldas),
hogy a szamokat korlatos pontossagi ,kettedes tortekkel” kozelitjiik; mond-
juk p ,kettedes jegyet” engedve meg a ,kettedes vessz§” utan. Ekkor az ered-
mény csak kozelits, de mivel elére tudjuk, hogy a determinans egész szam,
ezért elegendd azt 1/2-nél kisebb hibaval meghatarozni. A numerikus analizis
eszkozeivel meghatarozhato, hogy mekkoranak kell p-t valasztani ahhoz, hogy
a végeredményben levs hiba kisebb legyen, mint 1/2. Kideriil, hogy O(nN)
jegy elegendd, és ezért ez az eljaras is polinomialis algoritmushoz vezet.

A harmadik lehet8ség azon az észrevételen alapszik, hogy ha m>2-| det(A)|,
akkor elegendd det(A) értékét modulo m meghatéarozni. Mivel tudjuk, hogy
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|det(A)] < 2V, elegendé m gyanant olyan primszamot valasztani, mely na-
gyobb, mint 2V*+1. Ez azonban nem kénnyti (v6. a ,Randomizalt algoritmu-
sok” cimii[Bl fejezettel), ezért ehelyett m-et kiilonb6z6 kis primek szorzatanak
valaszthatjuk: m=2-3-...-pg, ahol k=1+ N megfelel. Ekkor det(A) maradé-
kat modulo p; minden ¢-re konnyen kiszamithatjuk a maradékosztaly-testben
elvégzett Gauss-eliminacioval, majd det(A) maradékat modulo m a kinai ma-
radéktétellel szamithatjuk ki.

Ez az utobbi modszer szamos méas esetben is jol alkalmazhato. Ugy is
tekinthetjiik, mint az egész szamoknak egy, a kettes (vagy tizes) szamrend-
szert6l kiilonboz6 kodolasat: az n természetes szdmot a 2, 3 stb. primekkel
vett osztasi maradékaval kodoljuk (ez ugyan végtelen sok bit, de ha eldre
tudjuk, hogy a szamolas kézben nem fordul el M-nél nagyobb természetes
szam, akkor elegendd az els6 k primet tekinteni, melyek szorzata nagyobb,
mint M). Ebben a kodolasban az aritmetikai alapmiveletek igen egyszertien
(parhuzamosan) elvégezhet6k, de a nagysag szerinti 6sszehasonlitis nehézkes.

2. A polinomiélis ideji algoritmusok kiilonosen fontos szerepét magyarazza az
is, hogy megadhatok olyan természetes szintaktai feltételek, melyek egy algo-
ritmus polinomialis voltaval ekvivalensek. Polinomiélisak az olyan programok
pl. Pascal-ban, melyekben nincsen ,,goto”, ,repeat” és ,while” utasitas, és a
Jfor” utasitasok felsé hatara a bemenet mérete (megforditva is igaz: minden
polinomialis algoritmus programozhato igy).

3.2. Egyéb bonyolultsagi osztalyok

a) Exponencialis id6. Az ,Jsszes eset” végignézése gyakran vezet exponen-
cialis idejd algoritmusokhoz (vagyis olyan algoritmusokhoz, melyeknek id6-
igénye 2"" és 2 kozé esik, ahol a, b > 0 konstansok). Példaul ha meg akarjuk
hatarozni, hogy egy G graf cstucsai kiszinezhetsk-e 3 szinnel (agy, hogy szom-
szédos csicesok kiilonbozs szintdek legyenek), akkor a trivialis algoritmus az,
hogy végignézziik az Ssszes szinezést. Ez 3" eset végignézését jelenti, ahol n a
graf csticsainak a szama; egy eset magaban O(n?) id6t igényel. (Sajnos erre a
feladatra lényegesen jobb — nem exponenciélis idejd — algoritmus nem ismere-
tes, s6t bizonyos értelemben nem is varhato, mint azt latni fogjuk a kévetkezd
fejezetben. Azt is latni fogjuk azonban, hogy a grafszinezés az exponencialis
idejti probléméak egy igen specialis osztalyaba esik.)

b) Linearis id6. T6bb alapvets aritmetikai algoritmus (két szam Gsszeadésa,
Osszehasonlitasa) linearis idejt.

A lineéaris idejd algoritmusok f6leg ott fontosak, ahol nagymérett bemene-
teken viszonylag egyszeri feladatokat kell elvégezni, igy szamos adatkezelési
algoritmus linearis idejd. Fontos linearis idejti grafalgoritmus a mélységi ke-
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resés. Ennek segitségével tobb nemtrivialis grafelméleti probléma (pl. sikba-
rajzolas) is megoldhato linearis idében.

Kuvdzilinedris idejlinek nevezik az olyan algoritmust, melynek id&igénye
O(n(log n)¢), ahol ¢ konstans. A legfontosabb kvazilinearis id6ben megold-
hat6é probléma a sorbarendezés, melyre tobb O(n log n) ideji algoritmus
is ismert. Fontos kvazilinearis algoritmusokat taldlhatunk a geometriai algo-
ritmusok és a képfeldolgozas teriiletén (pl. egy n elemd sikbeli ponthalmaz
konvex burka ugyancsak O(n log n) lépésben hatarozhato meg).

¢) Polinomialis tar =PSPACE. Nyilvanvaléan polinomialis tarigény min-
den polinomialis idejd algoritmus, de a polinomialis tar lényegesen altaldno-
sabb. Az a) pontban targyalt trividlis grafszinezési algoritmus tarigénye csak
polinomialis (s6t linearis): ha a szinezéseket lexikografikus sorrendben nézziik
végig, akkor elegendd azt nyilvantartani, hogy melyik szinezést vizsgaljuk, és
azt, hogy mely élekrdl ellenériztiik mar, hogy nem kétnek-e 6ssze azonos szint
pontokat.

Polinomiélis tarigényti algoritmusra a legtipikusabb példa egy jatékban az
optimalis 1épés meghatarozasa az Osszes lehetséges folytatas végigvizsgala-
saval. Feltessziik, hogy a jaték barmely adott helyzete egy n hosszisigi z
szoval irhato le (tipikusan a figurak helyzetével a tablan, beleértve, hogy ki
1ép, és esetleg egyéb informéciot, pl. a sakknal azt, hogy lépett-e mar a kiraly
stb.). Ki van tlintetve egy kezd6 helyzet. Azt is feltessziik, hogy a két jatékos
felvaltva lép, és van arra algoritmusunk, mely két adott helyzetre megmond-
ja, hogy az els6bdl legalis-e a mésodikba lépni, mondjuk polinomialis id6ben
(elegends volna azt feltenni, hogy polinomialis tarral, de meglehet&sen unal-
mas az olyan jaték, melyben annak eldontése, hogy egy 1épés legélis-e, tobb,
mint polinomialis id6t igényel). Ha egy helyzetben nincs legalis lépés, ak-
kor eldonthetd polinomialis id6ben, hogy ki nyert (a dontetlentsl egyszertiség
kedvéért eltekintiink). Végiil feltessziik, hogy a jaték legfeljebb n¢ lépésben
mindig véget ér.

Ekkor az Gsszes lehetséges lejatszasok végignézése, és minden helyzetre an-
nak meghatérozasa, hogy ki nyer, csak polinomialis tarat (bar altalaban expo-
nencialis id6t) vesz igénybe. Tegyiik fel, hogy egy adott x¢ helyzetrdl akarjuk
eldonteni, hogy nyer6 vagy veszt6 helyzet-e (a lépésen kiovetkezd szempont-
jabol). Helyzeteknek egy g, 1, ...,z sorozatit részjdtéknak nevezzik, ha
minden z; helyzetbdl x4 1-be legalis lépés vezet. A gép egy adott pillanatban
egy részjaték lehetséges folytatasait elemzi. Fenntartjuk, hogy xg,x1,...,x;
(0 <i< k) lehetséges folytatasai koziil azok, melyek x;11-nél kisebbek (az n
hosszusagu szavak lexikografikus rendezésére nézve), ,rossz 1lépések”, azaz az
g, X1, .., &; utdn lépésen 1évs jatékos veszit, ha ide 1ép, vagy pedig a lépés
illegalis.

Egy adott k index esetén az algoritmus végignézi az Osszes n hosszisagu
szot lexikografikus sorrendben, hogy legalis folytatasai-e xi-nak. Amikor egy
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ilyet talal, az lesz xpy1, és az igy kapott eggyel hosszabb részjatékot vizs-
galjuk. Ha mar nem talal ilyet, akkor a vizsgalt részjaték bizonyos helyzeteit
,nyerd helyzetnek” jeloli meg (a lépésen levs jatékos szaméara), az alabbiak
szerint : eldonti, hogy x;-ban ki nyer. Ha a lépésen lev§ jatékos nyer, akkor xy,
nyers helyzet; ha a masik, akkor x;_1 nyerd helyzet. Legyen i az a legkisebb
index, melyre mar tudjuk, hogy nyerd helyzet. Ha ¢ = 0, akkor tudjuk, hogy
a jatékban a kezdd nyer. Ha ¢ > 1, akkor x;_1-bdl ide 1épni rossz lépés volt.
Megnézi ezért az algoritmus, hogy lehet-e x;_1-bél legalisan olyan helyzetbe
lépni, mely x;-nél lexikografikusan nagyobb. Ha igen, legyen y az els6 ilyen; az
algoritmus az xg, 1, . .., Ti—1,y részjaték vizsgalataval folytatodik. Ha seme-
lyik z;-nél lexikografikusan nagyobb helyzet sem legalis 1épés x;_1-b6l, akkor
x;_1-bol minden legalis lépés ,rossz”. Igy ha i = 1, akkor a kezdsallapotban
a kezd§ veszit, és készen vagyunk. Ha i > 2, akkor z;_o-t nyerd helyzetként
jelolhetjiik meg.

Ugyancsak polinomiélis tarral, de exponencialis idével miikédik a ,trivialis
Osszeszamlalas” a legtobb leszamlalési feladat esetén. Példaul adott G grathoz
meg akarjuk hatarozni a G harom szinnel val6 szinezéseinek a szamat. Ekkor
végignézhetjiikk az Osszes szinezéseket, és valahanyszor egy szinezés legalis,
1-et adunk egy szamlalohoz.

3.2.1. Feladat. Egy kvantifikalt Boole-formula egy olyan Boole-formula,
melyben a Va és Jdx kvantorokat is hasznalhatjuk. Bizonyitsuk be, hogy an-
nak eldontése, hogy egy adott kvantifikilt Boole-formula kielégithets-e, a
PSPACE-ben van.

d) Lineéaris tar. A tarigény szempontjabol a polinomialis id6h6z hasonléan
alapvets osztaly. Ilyenek a grafalgoritmusok koziil azok, melyek leirhatok a
pontokhoz és élekhez rendelt cimkék valtoztatasaval: pl. Gsszefliggség, ,,ma-
gyar modszer”, legrovidebb tut, optimalis folyam keresése. Ilyen a korlatos
pontossagi numerikus algoritmusok tobbsége. Manapsag az adatbanyaszat-
ban a hatalmas mennyiségi adatok miatt szinte kizarolag csak linearis tarat
hasznalo algoritmusokat hasznalnak.

Példaként irjuk le Turing-gépen a szélességi keresést. Ennek az algorit-
musnak bemenete egy (iranyitatlan) G graf és egy v € V(@) cstcs. Kimenete
G-nek egy olyan F' feszit6faja, melyre minden x pontra az x-et v-vel Gssze-
kots F-beli ut az Osszes G-beli utak koziil a legrovidebb. Feltessziik, hogy
a G graf ugy van megadva, hogy rendre minden csticsihoz meg van adva a
csucs szomszédainak listdja. Az algoritmus soran minden z ponthoz minden
lépésben vagy a ,cimkézett” vagy az ,atvizsgalt” cimke van hozzarendelve.
Kezdetben nincs atvizsgalt pont, és csak v cimkézett. Menet kozben a cim-
kézett, de nem atvizsgalt pontok neveit egy kiilon szalagon, a ,sor” szalagon
taroljuk, egy masik szalagon (az ,F” szalagon) pedig a cimkézett pontokat,
mindegyik utdn zarojelben felirva azt is, hogy melyik pontbol jutottunk el
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hozza. A gép a cimkézett, de nem atvizsgalt pontok koziil elolvassa az elsd
pont nevét (legyen ez u), majd ennek szomszédai koziil keres olyat, amely még
nincsen cimkézve. Ha talal, akkor ennek a nevét felirja a ,sor” szalag és az ,,F”
szalag végére, az utébbin uténa irva zaréjelben, hogy ,,u”. Ha végigvizsgalta
u Osszes szomszédjat, akkor u-t letorli a ,sor” szalag elejérdl. Az algoritmus
megall, ha a ,sor” szalag tires. Ekkor az ,F” szalagon szerepld parok a keresett
F fa éleit adjak.

Nyilvanvalo, hogy ennek az algoritmusnak a tarigénye csak O(n) darab

log n jegytd szam, ennyi tar (konstans tényez&tol eltekintve) pedig mar a
csticsok neveinek lefrasdhoz (és igy a graf megadasahoz) is kell.
e) Logaritmikus tar =LOGSPACE. Ez szintén egy kozponti jelentGségt,
igen sokat vizsgalt osztaly. Egyrészt fiiggvények kiszamitasanal hasznos ez a
korlatozas (emlékeztetiink ra, hogy se a csak olvashat6 bemeneti, se a csak
irhaté kimeneti szalag nem szamit bele a tarba!), masrészt eldontési prob-
lémak esetén is érdekes (ez esetben szimplan L a megfelel§ osztaly jelolése,
tehat melybe azok a nyelvek tartoznak, amelyeket el lehet donteni O(logn)
tarral). 2004-ben egy attors eredmény volt, amikor Reingold megmutatta,
hogy az alabbi probléma L-ben van: a bemenet egy G iranyitatlan graf, és
ennek két csiicsa: s és t. El kell donteni, hogy van-e Gt s-bél t-be, azaz hogy
egy komponensben vannak-e. (Erdekes modon az iranyitott grafokra vonat-
koz6 analdg problémara nem ismert, hogy L-ben van-e, s6t inkdbb varhato,
hogy erre a kérdesre a vélasz ,nem”).

3.2.2. Feladat.  a) Adjunk logaritmikus tarat hasznalé algoritmust, amely

eldonti egy szorol a { (, ) } kételemd abécé felett, hogy helyesen zaro-
jelezett-e.

b) Adjunk logaritmikus tarat hasznalo algoritmust, amely eldonti egy szo6-
rola { (, [, ), ] } négyelemt abécé felett, hogy helyesen zardjelezett-e.

3.2.3. Feladat. Labirintus a kockas papiron: a bemenet egy n X n-es nulla-
egy matrix, sorfolytonosan leirva, minden métrix-sor végén egy vesszG. A
matrix 1 értékid elemein definidlunk egy grafot: két csics ssze van kotve, ha
(vizszintesen vagy fligg6legesen) szomszédosak a méatrixban. Adjunk LOG-
SPACE algoritmust, mely megszamolja ezen graf komponenseinek a szamat.

3.2.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy f és g logaritmikus tarban szamithato
fliggvények. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a kompozicidjuk is kiszamithato lo-
garitmikus tarban.
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3.3. Altalanos tételek a tar- és idébonyolultsag-
rol

Ha egy L nyelvhez van olyan L-et eldont6 T" Turing-gép, melyre minden elég
nagy n-re timer(n) < f(n) (ahol f(n) > n minden n-re), akkor olyan L-et
felismerd Turing-gép is van, melyre ez az egyenl6tlenség minden n-re fennéall.
Kis n-ekre ugyanis a nyelv eldontését a vezérlGegységre bizhatjuk.

Varhato, hogy a gép tovabbi bonyolitdsa aran az idGigényeket csokkenteni
lehet. A kovetkezs tétel mutatja, hogy valoban tetszéleges konstans faktorral
lehet a gépet gyorsitani, legalabbis, ha az idGigénye elég nagy (a beolvasasra
forditott id6t nem lehet ,megtakaritani”).

3.3.1. Tétel (Linearis Gyorsitasi tétel). Minden T Turing-géphez és ¢ > 0-
hoz taldlhato olyan S Turing-gép, mely ugyanazt a nyelvet dénti el, és melyre
times(n) < ¢- timep(n) +n.

Bizonyitds. Egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy T-nek egy munkaszalagja
van (a bizonyitas hasonldan szolna k szalagra is). Feltehetjiik, hogy ¢ = 2/p,
ahol p egész szam.

Legyen az S Turing-gépnek egy bemenet-szalagja. Ezenkiviil vegyiink fel
2p—1 ,induld” szalagot és 2p — 1 munkaszalagot. Szamozzuk ezeket kiilon-
kiilon (1—p)-t8l (p—1)-ig. Az ¢ sorszami (indul6 vagy munka-) szalag j-edik
mezejének indexe legyen a j(2p—1)+i szam. A t index( indulo, ill. munkamezd
majd a T gép bemenet-, ill. munkaszalagjan a t-edik mezdének fog megfelelni.
Legyen még S-nek egy kimenet-szalagja is.

Az S gép miikodését azzal kezdi, hogy bemenet-szalagjarol az x bemenet
minden bettijét atmasolja az indulé szalagok megfelels indexd mezejére, majd
minden fejet visszaallit a 0-adik mezére. Ett6l kezdve az igazi” bemenet-
szalaggal nem torédik.

Az S gép minden tovabbi lépése a T gép p egymas utani lépésének fog
megfelelni. A T gép pk lépése utdn a bemenet-szalag és a munkaszalag feje
alljon a t-edik, ill. s-edik mezén. Ugy fogjuk tervezni az S gépet, hogy ilyenkor
az S gép indulo, ill. munkaszalagjainak minden mezején ugyanaz a jel alljon,
mint a T gép megfelels szalagjanak megfelels mezején, a fejek pedig a T-
beli t—p+1,...,t+p—1 indexd induld, ill. s—p+1,...,s+p—1 indexd
munkamezGkon allnak. Feltessziik, hogy az S gép vezérlGegysége azt is ,tudja”,
hogy melyik fej all a t-nek, ill. s-nek megfelel6 mezén. Tudja tovabba, hogy
mi a T vezérlGegységének belss allapota.

Mivel S vezérlGegysége nemcsak azt latja, hogy T vezérlGegysége ebben a
pillanatban mit olvas az indul6 és munkaszalagjan, hanem az ett6l legfeljebb
p—1 tavolsagra levé mezdGket is, ki tudja szamitani, hogy a kévetkezs p 1épés
soran T fejei merre 1épnek és mit frnak. Mondjuk p lépés utan T fejei a ¢t +1,
ill. s+ j pozicioban lesznek (ahol mondjuk 7, j > 0). Nyilvan 4, j < p. Vegyiik
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észre, hogy kozben a ,munkafej” csak az [s —p+1, s+ p—1] intervallumban
valtoztathatta meg a munkaszalagra irt jeleket.

Ezek utan S vezérlGegysége a kovetkezGket tegye: szamitsa ki és jegyez-
ze meg, hogy mi lesz T vezérlGegységének bels6 allapota p 1épéssel késGbb.
Jegyezze meg, hogy melyik fej all a (t+1), ill. (s+j) pozicionak megfelels
mezén. A munkaszalagokon irassa at a jeleket a p lépéssel késbbi helyzetnek
megfelelGen (ez lehetséges, mert minden, az [s—p+1, s+p— 1] intervallumba
es6 indextd munkamezdn all fej). Végiil a [t—p+1,t+¢—p] intervallumba es6
indext indulo fejeket és a [s—p+1, s+ j— p| intervallumba es6 index{ mun-
kafejeket 1éptesse egy hellyel jobbra; igy az azok altal elfoglalt mezdk indexei
at+p,t+i+p—1], il [s+p,s+j+p—1] intervallumot fogjak kitolteni,
ami a helyben marado fejekkel egyiitt kiadja a [t+i—p+1,t+i+p—1], ill.
[s+7—p+1,s+j+p—1] intervallumot.

Ha T a tekintett p 1épés alatt a kimenet-szalagra ir (0-t vagy 1-et) és leall,
akkor tegye S is ezt. Ezzel megkonstrualtuk az S gépet, mely (a kiindulasi
mésolastol eltekintve, ahol a lépésszam n+n/p < n+timer(n)/p) p-edannyit
lép, mint 7', és nyilvan ugyanazt a nyelvet donti el. o

3.3.1. Feladat. Ha a munkaszalagok szamat csak eggyel novelhetjiik, de az
abécéhez vesziink hozza 1j jeleket (azaz az S gép egy bGvebb ¥/ abécé felett
miikodik), akkor is igaz a tétel.

3.3.2. Feladat. Minden T Turing-géphez és ¢ > 0-hoz talalhat6é olyan S
Turing-gép, mely ugyanazt a nyelvet donti el, és melyre

spaceg(n) < [c-spacep(n)] .

Trivialis, hogy egy k-szalagos Turing-gép tarigénye nem nagyobb, mint
id6igényének k-szorosa (hiszen egy lépésben legfeljebb k& mezére torténik
iras). Tehat ha egy nyelvre £ € DTIME(f(n)), akkor van olyan (a nyelv-
t6l fiiggs) k konstans, hogy £ € DSPACE(k - f(n)). (Az abécé bovitésével
DSPACE(k- f(n)) = DSPACE(f(n)), az el6z6 feladat alapjan), és igy kovet-
kezik, hogy DTIME(f(n)) C DSPACE(f(n)). Méasrészt az id6igény nem na-
gyobb, mint a tarigény egy exponencialis fliggvénye, feltéve, hogy a tarigény
legalabb log n. Ugyanis nem allhat el6 pontosan ugyanaz a memoria-helyzet,
a fejek helyzetét és a vezérlGegység allapotat is figyelembe véve, egynél t6bb-
szor ciklizalas nélkiil. Pontosabban szdmolva, a kiillonb6z6 memoéria-helyzetek
szama legfeljebb c- f(n)*+1m/ (™ (ahol m =|¥|; itt felhasznaltuk, hogy a be-
meneti szalagon a fej csak jobbra lépkedhet, és ezért ha mar elérte az n-edik
pozicion 1évs els6 * betiit, utdna a poziciéja érdektelen, valamint, hogy a
kimeneti fej helyzete ebbdl a szempontbol nem szamit).

Mivel a Linearis Gyorsitasi tétel (a B3] tétel) szerint egy nyelv idébo-
nyolultsdga konstans szorzétol nem fiigg, és itt a fels§ korlatban c, k és m
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konstansok, kovetkezik, hogy ha f(n) >logn és L € DSPACE(f(n)), akkor
L € DTIME((m+1)/(). Tehat DSPACE(f(n)) C |J DTIME(c/(™).

c=1

3.3.2. Tétel. Van olyan f(n) figgvény, hogy minden eldonthetd nyelv benne
van a DTIME(f(n)) osztdlyban.

Bizonyitds. Osszesen csak megszamlalhato sok Turing-gép van, igy persze az
olyan Turing-gépek halmaza is megszamlalhato, melyek minden bemenetre
megallnak. Legyen ezek egy felsorolasa 11, T5, .. .. Definialjuk f-et a kovetke-
zGképpen:

f(n):= max timer, (n).

Ha L eldénthets, akkor van olyan j, hogy 7} eldonti L-et, n > j esetén
timer, (n) < f(n) id6ben. De ekkor (egy korabbi megjegyzés szerint) van olyan
T Turing-gép is, mely minden n-re legfeljebb f(n) idében donti el L-et. O

Egy eldonthets nyelv id6-bonyolultsidga (és ezért, a fentiek miatt, a tar-
bonyolultsaga is) akdrmilyen nagy lehet. Pontosabban:

3.3.3. Tétel. Minden kiszamithato f(n) figguényhez van olyan eldénthetd
L nyelv, mely nem eleme DTIME(f(n))-nek.

Megjegyzés. Ebbdl persze rogton kovetkezik, hogy az el6z6 tételben konst-
rualt f fiiggvény nem kiszamithato.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonlé annak bizonyitasdhoz, hogy a megallési
probléma eldonthetetlen. Feltehetjiik, hogy f(n)>n. Legyen T egy kétszala-
gos univerzalis Turing-gép és alljon £ mindazokbol az = szavakbol, melyekre
igaz az, hogy T két szalagjara x-et irva, T legfeljebb f(|x|)® lépésben meg-
all. Nyilvanvalo, hogy £ eldénthetd, mivel f(n)3 is kiszamithato egy tjabb
szalagon, és lépésenként eggyel cstkkentve csak észre kell venni, ha 0 lett.
Tegyiik fel marmost, hogy £ € DTIME(f(n)). Ekkor van olyan Turing-
gép (valahany, mondjuk k szalaggal), mely L-et f(n) id6ben eldonti. Ebbdl
a korabban emlitett modon (az tétel) csindlhatunk olyan egyszalagos
Turing-gépet, mely L-et cf(n)? id6ben eldénti. Modositsuk a gépet tigy, hogy
ha egy = sz6 L-ben van, akkor mikodjon a végtelenségig, mig ha x € 3§ —
— L, akkor &lljon meg. Legyen ez a gép S, ez szimuldlhaté T-n valamely
ps (csak S-t6l fiiggs konstans hosszi) programmal tgy, hogy T az (z,ps)
bemenettel akkor és csak akkor &ll meg, ha S az x bemenettel megall, és
ilyenkor cg-c- f(]x])? 1épésen beliil all meg. Nyilvan van olyan ng szam, hogy
n>ng esetén cg-c- f(n)? < f(n)3. A ps program végére egy kis elkiilonithets
szemetet irva, kapunk egy p programot, mellyel T szintén szimulalja S-et
(ugyanannyi idében, mivel a szemetet sose olvassa el), de |p| > no.
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Marmost 2 eset lehetséges. Ha p € £, akkor — £ definicidja miatt —a T gép
mindkét szalagjara p-t frva, az f(|p|)® idén beliil megall. Mivel a p program
S-et szimulalja, kévetkezik, hogy S a p bemenettel f(|p|)® idén beliil megall.
Ez azonban lehetetlen, mert S L-beli bemenetre egyaltalaban nem all meg.

Masrészt ha p¢ L, akkor — S konstrukci6ja miatt — az S gép els6 szalagjara
p-t irva, az cf (|p|)? id6 alatt megall. Igy T is megall f(|p|)® id6 alatt. De akkor
p € L az L nyelv definici6ja miatt.

Ez az ellentmondas mutatja, hogy £ ¢ DTIME(f(n)). O

Egy f:Z4+ — Z, fuggvényt teljesen iddkonstrudlhatonak neveziink, ha van
olyan T' Turing-gép, mely minden n hosszt bemeneten pontosan f(n) lépést
végez. Ennek a furcsa definiciénak értelme az, hogy teljesen id6konstrualhaté
fliggvényekkel konnyen lehet Turing-gépek lépésszamat korlatozni: Ha van
egy Turing-gépiink, mely minden n hossztisdgi bemeneten pontosan f(n)
lépést végez, akkor ezt beépithetjiilk barmely mas Turing-gépbe, mint Orét:
szalagjaik a bemenet-szalag kivételével kiilonbozdek, és az egyesitett Turing-
gép minden 1épésben mindkét gép miikodését végrehajtja.

Nyilvanvalo, hogy minden teljesen idékonstrualhato fiiggvény kiszamitha-
t6. Masrészt konnyen lathato, hogy n2,2", n! és minden ,ésszert” fiiggvény
teljesen id6konstrualhato. Az alabbi lemma altalaban is garantalja sok telje-
sen idSkonstruédlhato fiiggvények 1étezését.

Nevezziik az f:7Z —7Z4 figgvényt jol szamolhatonak, ha van olyan Turing-
gép, mely f(n)-et az n bemeneten O(f(n)) idé alatt kiszamitja. Ezek utan
kénnyen bizonyithatoé az alabbi lemma:

3.3.4. Lemma. a) Minden jol szamolhaté f(n) fiigguényhez van olyan
teljesen iddékonstrudlhats g(n) figguény és ¢ konstans, melyre f(n) <
<g(n)<ec-f(n).

b) Minden teljesen iddkonstrudlhaté g(n) figgvényhez van olyan jol szd-
molhatd f(n) figgvényés c konstans, melyre g(n) < f(n) <c-g(n).
¢) Minden kiszamithatd f fiigguényhez van olyan teljesen idékonstrudlhato
g fiigguény, melyre f < g. O
3.3.3. Feladat. Bizonyitsuk be ezt a lemmat.

E lemma alapjan a legtSbb esetben egyformén hasznalhatjuk a teljesen id6-
konstrualhato és a jol szamolhato fliggvényeket. A szokast kévetve az elSbbit
hasznaljuk.

A B33 tétel bizonyitasanak tovabbi finomitasaval (felhasznalva az
alfejezet [[2.8 feladatanak allitasat) igazolhato a kovetkezo:

3.3.5. Tétel (Id6-hierarchia tétel). Ha f(n) teljesen idékonstrudlhato és
g(n)-logg(n) = o(f(n)), akkor van olyan nyelv DTIME( f(n))-ben mely nem
tartozik DTIME(g(n))-be. O
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3.3.4. Feladat. Bizonyitsuk be ezt a tételt.

Azt mondja ez a tétel, hogy ,,t6bb” id6ben tobbet tudunk kiszamolni, ha a
,L0bb” fogalmét jol definialjuk. Megjegyezziik, hogy az analoég Tar-hierarchia
tétel még élesebben igaz, elég a g(n) = o(f(n)) feltevés.

Az f(n) fiiggvény teljesen idskonstrualhato volta igen fontos szerepet jat-
szik az el6z6 tételben. Ha ezt elejtjiik, akkor tetsz6legesen nagy ,hézag” lehet
f(n) ,alatt”, amibe nem esik semmilyen nyelv id6-bonyolultsaga:

3.3.6. Tétel (Hézag tétel). Minden kiszdmithaté ¢(n) > n fiigguényhez van
olyan kiszamithato f(n) figguény, hogy

DTIME(4(/(n))) = DTIME(/ (n)).
Van tehat olyan kiszamithato f fiiggvény, melyre
DTIME(f(n)?) = DTIME(f(n)),
st olyan is, melyre
DTIME(2%") = DTIME(f (n)).

Erdemes megjegyezni, hogy ezek szerint olyan kiszamithato f fiiggvény is
van, melyre
DTIME(f(n)) = DSPACE(f(n)).

Bizonyitds. Rogzitsiink egy kétszalagos univerzalis Turing-gépet. Jeldlje
7(z,y) azt az id6t, amennyit T az elsd szalagra z-et, a masodikra y-t irva
szamol. (Ez lehet végtelen is.) A bizonyitas lelke az alabbi konstrukcio.

3.3.7. Allitas. Van olyan h kiszdmithato fiiggvény, hogy minden n > 0-ra és
minden x,y € X§-ra, ha |z|, |y| <n akkor vagy 7(z,y) < h(n) vagy 7(z,y) >
> ((h(n)))>.
Ha a
P(n) = max{7(z,y) : ], ly| <n,7(x,y) véges}

fliggvény kiszamithato volna, akkor ez trividlisan megfelelne a feltételeknek.
Ez a fiiggvény azonban nem kiszamithato (feladat: bizonyitsuk be!). Ezért
a kovetkezd ,konstruktiv valtozatat” vezetjliik be: adott n-re induljunk ki a
t = n+1 id8korlatbol. Rendezziik az dsszes (x,y) € ¢, |z, |y| < n part egy
sorba. Vegyiik a sor els6 (x,y) elemét, és futtassuk a gépet ezzel a bemenettel.
Ha ¢ idén beliil megall, akkor az (x,y) part dobjuk ki. Ha s 1épésben megall,
ahol t < s < ¢(t)3, akkor legyen ¢ :=s és az (x,y) part megint csak dobjuk ki.
(Itt kihasznaltuk, hogy ¢(n) kiszamithato.) Ha a gép még ¢(t)3 1épés utan
sem &llt le, akkor allitsuk meg és tegyiik az (z,y) part a sor végére. Ha a
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soron egyszer végigmentiink anélkiil, hogy egyetlen part is kidobtunk volna,
akkor alljunk meg, és legyen h(n) :=t. Ez a fliggvény nyilvan rendelkezik az
allitasban megfogalmazott tulajdonsaggal.

Megmutatjuk, hogy az igy definialt h(n) fiiggvényre

DTIME(h(n)) = DTIME(¢(h(n)).

Tekintsiink evégett egy tetszéleges £ € DTIME(¢(h(n))) nyelvet (a masik
iranyn tartalmazas trivialis). Megadhaté ehhez tehat egy olyan Turing-gép,
mely L-et ¢(h(n)) idében eldonti. Megadhato ezért olyan egyszalagos Turing-
gép, mely L-et ¢(h(n))? idsben eldonti. Ez az utobbi Turing-gép szimulalha-
t6 az adott T univerzalis gépen, ha annak mésodik szalagjira valamilyen p
programot frunk, |p|-#(h(n))? idében. Igy ha n elég nagy, akkor T minden
(y,p)(Jy| <n) alakt bemeneten legfeljebb ¢(h(n))? ideig dolgozik (itt kihasz-
naltuk, hogy ¢(n) > n és h(n) > n). Ekkor azonban h(n) definici6ja miatt
minden ilyen bemeneten legfeljebb h(n) ideig dolgozik. Tehat ez a gép az
adott programmal (amit beletehetiink a vezérlGegységbe, ha akarjuk) h(n)
id6 alatt eldonti az £ nyelvet, vagyis £ € DTIME(h(n)). O

A tétel kovetkezményekeént latjuk, hogy van olyan kiszamithato f(n) figg-
vény, hogy
DTIME((m+1)f™) = DTIME(f(n)),

és igy
DTIME(f(n)) = DSPACE(f(n)).

Egy adott feladatra altalaban nincsen ,legjobb” algoritmus, s6t a kdvetkezd
meglepd tétel igaz.

3.3.8. Tétel (Gyorsitasi tétel). Bdrmely kiszdmithato g(n) figgvényhez lé-
tezik olyan eldonthetd L nyelv, hogy minden L-et eldontd T Turing-géphez
létezik olyan L-et eldontd S Turing-gép, melyre g(timeg(n)) < timer(n).

A Linearis Gyorsitasi tétel minden nyelvre vonatkozott; ez a tétel csak
a létezését mondja ki tetszGlegesen ,gyorsithatd” nyelvnek. Altalaban egy
tetszGleges nyelvre linearisnél jobb gyorsitds nem varhato.

Bizonyitds. A bizonyitas lényege az, hogy minél bonyolultabb gépeket en-
gediink meg, annal tobb informaciot ,beégethetiink” a vezérlgegységbe. Igy
a gépnek csak a hosszabb bemenetekkel kell ,érdemben” foglalkoznia, és a
nyelvet Ggy akarjuk megcsinalni, hogy ezeken egyre kénnyebb legyen. Nem
lesz elég azonban csak a ,rovid” szavak L-hez tartozasat vagy nem tartozaséat
beégetni, hanem ezekrdl tobb informaciora is sziikség lesz.
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Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy g(n) > n, és hogy g
teljesen idGkonstrualhaté fliggvény. Definialjunk egy h fliggvényt a

h(0) =1, h(n) = (g(h(n—1)))’

rekurzioval. Kénnyen lathato, hogy h(n) monoton névekvs (sét nagyon gyor-
san noévekvd), teljesen id6konstrualhato fiiggvény. Rogzitsiink egy univerzalis
To Turing-gépet példaul két szalaggal. Jelolje 7(x,y) azt az id6t, amit Tp
az (x,y) bemeneten dolgozik (ez lehet végtelen is). Nevezziik az (x,y) part
(2, € 23) wgvorsnak’, ha [y] < [a] és 7(z,y) < h(|z] —|y).

Legyen (x1,x2,...) a szavak pl. lexikografikus sorbarendezése; kivalasz-
tunk bizonyos i indexekre egy-egy y; szot a kovetkezGképpen. Azi=1,2,...
indexekre sorba nézziik meg, hogy van-e olyan y sz0, melyre (z;,y) gyors, és
melyet még nem vélasztottunk ki; ha van ilyen, legyen y; egy legrovidebb.
Alljon £ mindazon z; szavakbol, melyekre y; létezik, és a Ty Turing-gép az
(x4, y;) bemeneten azzal all le, hogy els6 szalagjan a ,,0” szo all. (Vagyis me-
lyeket Ty az y; programmal nem fogad el.)

El6szor is belatjuk, hogy £ eldonthetd, s6t minden k természetes szamra
x € L eldonthetd h(n —k) lépésben (ahol n = |z|), ha n elég nagy. Az z;
szorol eldonthetjiik azt, hogy benne van-e, ha eldontjiik, hogy y; létezik-e,
megtalaljuk y;-t (ha létezik), és az (z;, y;) bemeneten futtatjuk a Ty Turing-
gépet h(|zi| —|ys|) ideig.

Ez az utobbi mar magaban tal sok, ha |y;| < k; ezért azokrdl az (x;,y;)
parokrol, melyekre |y;| < k, listat készitlink (ez rogzitett k-ra rogzitett véges
lista), és ezt elhelyezziik a vezérlGegységben. Ez tehat azzal kezdi, hogy az
adott x sz6t megnézi, nincs-e ebben a listaban egy par elsé elemeként, és ha
benne van, elfogadja (ez az x elolvasasén feliil csak 1 lépés!).

Tegyiik fel tehat, hogy x nincs a listaban és x = x;. Ekkor y;, ha létezik,
k-nal hosszabb. Kiprobalhatjuk az dsszes (z;,y) bemenetet (k < |y| < |z;| <
<n), hogy ,gyors™e, és ehhez csak |L|?"*T1.h(n—k—1) id6 kell (beleértve
h(|z| — |y|) kiszamitasat is). Ha ezt ismerjiik, akkor y; is megvan, és azt is
latjuk, hogy Ty elfogadja-e az (x;,y;) part. A h(n) fliggvény olyan gyorsan
nd, hogy ez kisebb, mint h(n—k).

Maésodszor azt igazoljuk, hogy ha egy y program a Ty gépen eldonti az
L nyelvet (vagyis minden x € ¥*-ra megéall, és elsg szalagjara l-et vagy 0-t
ir aszerint, hogy x a L nyelvben van-e), akkor y nem lehet egyenld egyik
kivalasztott y; szoval sem. Ez a szokasos ,diagonalizalasi” gondolatmenettel
kovetkezik: ha y; = y, akkor vizsgaljuk meg, hogy x; a £ nyelvben van-e.
Ha igen, akkor Tp-nak az (x;,y;) parra ,1-et kell eredményiil adnia (mert
y = y; eldonti L-et). De ekkor £ definicidja szerint z;-t nem tessziik bele.
Megforditva, ha x; ¢ L, akkor azért maradt ki, mert Ty az (z;,y;) bemenetre
»17-et ad valaszul; de ekkor x; € L, mert az y = y; program eldonti L-et.
Mindkét esetben ellentmondést kapunk.
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Harmadszor belatjuk, hogy ha az y program a Ty gépen eldénti L-et, akkor
csak véges sok x szora lehet (z,y) ,gyors”. Tegyiik fel, hogy (x;,y) ,gyors”.
Mivel az y; valasztasakor y rendelkezésre allt (nem volt korabban kivalasztva),
ezért erre az i-re kellett, hogy valasszunk y;-t, és a ténylegesen kivalasztott
y; nem lehetett hosszabb, mint y. Igy ha (xj,y) gyors valamely j-re, akkor
ly;] < |yl|, ami csak véges sok lehetSség.

Ezek utan tekintsiink egy tetszéleges L-et eldonté T' Turing-gépet. Eh-
hez csinalhatunk olyan egyszalagos 77 Turing-gépet, mely ugyancsak L-et
dénti el, és melyre timer, (n) < (timez(n))2. Mivel Ty univerzalis gép, van
olyan y program, mellyel Ty a Ti-t szimulalja, tgy, hogy (legyiink békezi-
ek) 7(z,y) < (timez(|z|))® minden elég hosszi = széra. A fent bizonyitottak
szerint azonban véges sok x kivételével 7(z,y) > h(|z|—|y|), és igy timer(n) >
> (h(n—[y])!/3.

Igy a fent megkonstrualt S Turing-gépre, mely L-et h(n—|y|—1) lépésben
eldonti, fennall

timer(n) > (h(n—[y))"/* > g(h(n—|y|— 1) > g(times(n)). O






4. fejezet

Nemdeterminisztikus
algoritmusok

Ha egy algoritmus megold egy problémét, akkor (implicite) arra is bizonyité-
kot szolgéltat, hogy a valasza helyes. Néha sokkal egyszertibb (révidebb, at-
tekinthetbb) bizonyiték is kaphato, mint amelyet az algoritmus figyelemmel
kisérésével kapunk. Példaul a ,magyar modszer” az altala megtalalt parositas
maximalitdsidra a Koénig-tételen keresztiil szolgaltat egyszertd bizonyitékot:
egy, a parositassal azonos elemszamu lefogo ponthalmazt (vo6. a tétel-
lel).

Meg is fordithatjuk ezt, és vizsgéalhatjuk a bizonyitékot anélkiil, hogy t6-
rédnénk vele, hogy hogyan lehet megtalalni. Ennek a szemléletnek t6bb irany-
ban van haszna. Egyrészt, ha mar tudjuk, hogy a kivant algoritmusnak milyen
jellegii bizonyitékot kell szolgéltatnia, ez segithet az algoritmus megalkotasa-
ban is. Masrészt, ha tudjuk, hogy egy feladat olyan, hogy a valasz helyessé-
gének bizonyitéka sem adhato meg pl. adott id6én (vagy taron) beliil, akkor
az algoritmus bonyolultsagara is alsé becslést kapunk. Harmadszor, aszerint
osztalyozva a feladatokat, hogy mennyire konnyi a valaszra a helyességét
rabizonyitani, igen érdekes és alapvet§ bonyolultsagi osztalyokat kapunk.

Ezzel a gondolattal, melyet nemdeterminizmusnak neveznek, tobb fejezet-
ben is fogunk talalkozni.

4.1. Nemdeterminisztikus Turing-gépek
Egy nemdeterminisztikus Turing-gép csak annyiban kiilonbézik egy determi-

nisztikustél, hogy minden helyzetben a vezérlGegység allapota és a fejek altal
leolvasott jelek tobb lehetséges 1épést is megengedhetnek. Pontosabban: egy
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nemdeterminisztikus Turing-gép egy T = (k, 3, T, ®) rendezett 4-es, ahol k >
> 1 egy természetes szam, 3 és I' véges halmazok, x € ¥, START, STOPe T’
(eddig ugyantigy, mint a determinisztikus Turing-gépnél), és

®C (TxTF) x (T'x Tk x{-1,0,1}F)

tetsz6leges relacio. A gép egy legdlis szamoldsa 1épéseknek egy sorozata, ahol
minden lépésben (ugyantgy, mint a determinisztikus Turing-gépnél) a ve-
zérlGegység 1) allapotba megy at, a fejek 0j jeleket irnak a szalagokra, és
legfeljebb egyet 1épnek jobbra vagy balra. Ekézben fenn kell allni a kdvet-
kez6knek: ha a vezérlGegység allapota a 1épés el6tt g € T" volt, és a fejek a
szalagokrol rendre a hq, ..., hx € 3 jeleket olvastak, akkor az 1j ¢’ allapotra,
a leirt h,...,h}, jelekre és a fejek e1,...,e, € {—1,0,1} lépéseire teljesiil:

(g1, s hiy g Ry, Ry e, ... ex) €D,

Egy nemdeterminisztikus Turing-gépnek ugyanazzal a bemenettel tehat sok
kiilonboz6 legalis szdmolasa lehet.

Akkor mondjuk, hogy a T" nemdeterminisztikus Turing-gép t idében elfo-
gadja az x € X szo6t, ha az els6 szalagjara x-et, a tobbire az iires szdt irva,
van a gépnek ezzel a bemenettel olyan legalis szamolasa, mely legfeljebb ¢
lépésbol all, és megallaskor az els6 szalag 0 poziciojaban az ,17 jel all. (Le-
hetnek tehat mas legélis szamolasok, melyek sokkal tovabb tartanak, esetleg
meg sem allnak, vagy a szot elutasitjak.) Hasonloan definialjuk azt, ha a gép
az L nyelvet s tar felhasznalasaval fogadja el.

Azt mondjuk, hogy a T nemdeterminisztikus Turing-gép felismeri az £ C
C ¥* nyelvet, ha £ pontosan azokbdél a szavakbol all, melyeket T elfogad
véges id6ben. Ha ezenfeliill a gép minden x € £ szot f(|z]) id6ben elfogad
(ahol f:Z4 — Z4), akkor azt mondjuk, hogy a gép L-et f(n) idSben isme-
ri fel (hasonléan definidljuk az f(n) tarral valo felismerhetGséget). Az f(n)
id6ben [tarral] nemdeterminisztikus Turing-géppel felismerhetd nyelvek osz-
talyat NTIME(f(n)) [NSPACE (f(n))} jeloli.

A determinisztikus osztalyoktol eltéréen, egy £ nyelv nemdeterminisztikus
felismerhetdsége nem jelenti, hogy a komplementer nyelv (3§ — L) is felismer-
hets (alabb latni fogjuk, hogy erre minden felsorolhatd, de nem eldonthets
nyelv példa). Ezért bevezetjiik a co-NTIME(f(n)) és co-NSPACE(f(n)) osz-
talyokat: egy £ nyelv akkor és csak akkor tartozik a co-NTIME(f(n)) [co-
NSPACE(f(n))] osztalyba, ha a ¥ — £ komplementer nyelv az NTIME(f(n))
[NSPACE(f(n))] osztalyba tartozik.

Megjegyzések. 1. Természetesen a determinisztikus Turing-gépek specialis
nemdeterminisztikus Turing-gépeknek is tekinthetdk.

2. A nemdeterminisztikus Turing-gépekkel nem kivanunk semmilyen valodi
szamoloeszkozt sem modellezni; ezek a gépek bizonyos értelemben a feladatok
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pontos kitizésének és nem a megolddsdnak eszkozei. Példaul az a feladat, hogy
wvan-e egy grafban Hamilton-kor”, csak azzal egyiitt értelmes, ha hozzavessziik
a Hamilton-kor definiciojat is.

3. A nemdeterminisztikus Turing-gép egy szituacidoban tobbféle lépést te-
het; ezeken nem tételeztiink fel semmilyen valészintiségeloszléast, tehat nem
beszélhetiik egy szamolas valoszintségérsl. Ha ezt tennénk, akkor a rando-
maizdlt Turing-gépekrdl beszélnénk, melyekrsl az Bl fejezetben lesz sz6. Ezek,
a nemdeterminisztikus gépekkel ellentétben, gyakorlatilag is fontos szamitasi
eljarasokat modelleznek.

4. Emlitettiik, hogy ha egy nemdeterminisztikus Turing-gép egy adott beme-
netet t 1épésben elfogad, akkor lehetnek sokkal hosszabb, akar végtelen legalis
szamolésai is. Ha a t id6korlat a bemenet hosszanak jol szamolhato fliggvénye,
akkor betehetiink a gépbe egy ,,6rat”, mely a szamolast ¢ lépés utén leallitja.
Igy modosithatnank a definiciot tgy, hogy minden legalis szamolas legfeljebb
t idejt, és ezek kozil legalabb egy elfogadja a szot.

4.1.1. Tétel. A nemdeterminisztikus Turing-géppel felismerhetd nyelvek pon-
tosan a felsorolhatd nyelvek.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy az L nyelv felsorolhato. Ekkor a 2ZT.11
lemma szerint van olyan 7' Turing-gép, mely akkor és csak akkor &ll meg
véges id6 mulva egy x bemeneten, ha x € £. Médositsuk T-t ugy, hogy ha
megall, akkor el6tte irjon az els6 szalag 0 mezejére 1-est. Nyilvan T-nek akkor
és csak akkor van x-et elfogadd legélis szamolasa, ha = € L.

Megforditva, tegyiik fel, hogy L felismerhet6 egy nemdeterminisztikus T
Turing-géppel, megmutatjuk, hogy felsorolhaté. Feltehetjiik, hogy £ nem
iires, és legyen a € £. Alljon £# a T Turing-gép Gsszes véges legalis szamola-
saibol (1épésrgl-lépésre leirva alkalmas kodolasban, hogy mi a vezérlSegység
allapota, melyik fej hol van, mit olvas, mit ir, merre lép). Nyilvanvalo, hogy
L# eldonthets. Legyen S egy olyan Turing-gép, mely egy y bemenetre eldon-
ti, hogy az L£#-ben van-e, és ha igen, akkor olyan legalis szamolést ir-e le,
mely egy x szét elfogad. Ha igen, nyomtassa ki az x sz6t; ha nem, nyomtassa
ki az a sz6t. Nyilvanvalo, hogy az S &ltal definialt kiszamithato fiiggvény
értékkészlete éppen L. O

4.2. Nemdeterminisztikus algoritmusok bonyo-
lultsaga

Rogzitsiink egy véges Xy abécét, és tekintsiink egy efeletti £ nyelvet. Elgszor
azt vizsgaljuk meg, hogy mit is jelent, ha £ nemdeterminisztikus Turing-
géppel bizonyos idében felismerhet§. Megmutatjuk, hogy ez azzal fiigg Gssze,
hogy mennyire egyszert ,rabizonyitani” egy szoéra, hogy L-ben van.
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Azt mondjuk, hogy L-nek tanija az Lo nyelv, amennyiben x € £ akkor és
csak akkor, ha van olyan y € X sz0, hogy x&y € Ly (itt & egy 0] jel, mely
az x és y szavak elvalasztasara szolgal).

Pontosabban, az £ nyelvnek f(n) hosszisdgi, g(n) idejd tanija az Lo
nyelv, ha tantja, és egyrészt Lo € DTIME(g(n)), masrészt minden x € L-re
van olyan y € Xf sz0, hogy |y| < f(|z]) és x&y € Lo.

4.2.1. Tétel. Legyen f jol szamolhato fiiggvény és g(n) > n.

a) Minden £ € NTIME(f(n)) nyelvnek van O(f(n)) hosszusdgd, linedris
ideji tanija.
b) Ha egy L nyelunek van f(n) hosszisdgi, g(n) idejd tanija, akkor
L e NTIME(g(n+1+ f(n))).

Bizonyitds. a) Legyen T az L nyelvet f(n) idében felismerd nemdeterminisz-
tikus Turing-gép, mondjuk két szalaggal. A LIl tétel bizonyitdsanak minta-
jara, rendeljiik hozza minden x € £ széhoz a T egy olyan legalis szamolasdnak
a lefrasat, mely x-et f(|x|) id6ben elfogadja. Nem nehéz olyan Turing-gépet
csinalni, mely egy N hossztsagu leirasrol O(N) lépésben eldonti, hogy az egy
legélis szamolés leirasa-e, és ha igen, akkor ez a szamolas az x szot fogadja-e
el. Igy az z-et elfogado legélis szamolasok leirasai alkotjak a tantt.

b) Legyen Ly az £ nyelv f(n) hosszisagu, g(n) idejd tantja, és tekintstink
egy olyan S determinisztikus Turing-gépet, mely Lo-t g(n) id6ben eldonti.
Konstrualjunk egy nemdeterminisztikus 7" Turing-gépet, mely a kdvetkezst
teszi. Ha elsé szalagjara « van irva, akkor elszor (determinisztikusan) kisza-
mitja f(|z]) értékét, és ennyi l-est ir a masodik szalagra. Ezutan x végére
ir egy & jelet, majd atmegy az egyetlen olyan allapotba, melyben miikodése
nemdeterminisztikus. Ennek soran egy legfeljebb f(|z|) hosszisagt y szot ir
az x& sz6 utan. Ezt agy teszi, hogy amig a masodik szalagon 1-est olvas,
[20] +1 legalis lépése van: vagy leirja az abécé valamely bettjét az els§ sza-
lagra, jobbra 1ép az els§ szalagon, és balra a masodik szalagon, vagy nem ir
semmit, hanem atmegy egy tj START2 allapotba. Ha a mésodik szalagon
iires mezdt olvas, mindenképpen a START?2 allapotba megy at.

A START?2 allapotban a gép az els§ szalagon a kezdémezdre allitja a fejet,
letorli a masodik szalagot, majd az S Turing-gépnek megfelelgen miikodik.

Ennek a T gépnek akkor és csak akkor van z-et elfogado legalis szamolasa,
ha van olyan legfeljebb f(|x|) hossziusagt y € g sz06, melyre S az x&y sz6t
elfogadja, vagyis ha z € £. Nyilvanvald, hogy ennek a legélis szdmolasnak a
lépésszéma legfeljebb O (f(|])) +g (|o[+1+ f(|z])) = O (g (|z|+ 1+ f(|z])).

O

4.2.2. Kovetkezmény. Tetszdleges L C X nyelvre az aldbbi tulajdonsdgok
ekvivalensek :
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i) L felismerhetd nemdeterminisztikus Turing-gépen polinomidlis iddben.
it) L-nek van polinomidlis hosszisdgu és idejd tanija. O

Megjegyzés. Bizonyitas, s6t pontos megfogalmazas nélkiill megemlitjiik,
hogy ezek a tulajdonsagok azzal is ekvivalensek, hogy az L nyelvnek adhato
a halmazelmélet axidbmarendszerében olyan definicidja, hogy minden z € £
szora az az allitas, hogy ,,x € L7, bebizonyithaté a halmazelmélet axiémaibol
|z|-ben polinomialis szamu lépésben.

A kovetkezményben kimondott tulajdonsaggal rendelkezé nyelvek
osztalyat NP-vel jeloljik. Azon £ nyelvek, melyekre 3§ — £ € NP, alkotjak
a co-NP osztalyt. A kévetkezd alfejezetben latni fogjuk, ezek az osztalyok
alapvetGek, a gyakorlat szempontjabol fontos algoritmikus problémak nagy
részét tartalmazzak.

Mint emlitettiik, ezeknél a feladatosztalyoknal nem a feladat megoldasa,
hanem kitiizése konny(: szamos fontos nyelv a tantjaval van megadva, pon-
sok peéldat fogunk latni a kovetkezs pontban). Ilyen esetben nemcsak azt kér-
dezhetjiik, hogy egy adott x sz6 L-ben van-e (vagyis, hogy létezik-e olyan y,
hogy |y| < f(n) és z&y € Ly), hanem igen gyakran szeretnénk egy ilyen y-t
el6 is allitani. Ezt a feladatot az £ nyelvhez tartoz6 keresd feladatnak nevez-
ziik. Természetesen egy nyelvhez sok kiilénb6z6 keresé feladat tartozhat. A
keres6 feladatnak akkor is lehet értelme, ha a megfelels dontési feladat tri-
vialis. Példaul minden szamnak létezik primfelbontéasa, de ezt nem konnyt
megtalalni.

Mivel minden determinisztikus Turing-gép tekintheté nemdeterminiszti-
kusnak, nyilvanval6, hogy

DTIME(f(n)) € NTIME(f(n)).

Annak az analégiajara, hogy van felsorolhato, de nem eldonthetd nyelv (vagy-
is id6- és tarkorlatozas nélkiil a nemdeterminisztikus Turing-gépek ,eréseb-
bek”), azt varjuk, hogy itt szigora tartalmazés érvényes. Ez azonban csak
nagyon speciélis esetekben van bebizonyitva (pl. linearis fiiggvények esetén
Paul, Pippinger, Trotter és Szemerédi igazoltdk). A kovetkezs alfejezetek-
ben részletesen targyalni fogjuk a legfontosabb specialis esetet, a P és NP
osztalyok viszonyét.

A nemdeterminisztikus id6- és tarbonyolultsagi osztalyok kozott az alabbi
egyszerd Osszefliggések allnak fenn:

4.2.3. Tétel. Legyen f jol szamolhato fiiggvény. Ekkor
NTIME(f(n))C DSPACE(f(n))C NSPACE(f(n))CUesoDTIME(2¢/ (™),

Bizonyitds. A masodik tartalmazas trivialis, az els6hoz a konstrukeio lényege,
hogy egy nemdeterminisztikus Turing-gép Osszes legélis szamolasat egymaés
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utan kiprébélhatjuk gy, hogy mindig csak annyi helyet hasznalunk, amennyi
egy szamolashoz kell; ezenfeliil kell még némi hely annak nyilvantartasédhoz,
hogy hol tartunk az esetek kiprobalasaban.

Pontosabban ez igy frhato le: Legyen T egy olyan nemdeterminisztikus
Turing-gép, mely az £ nyelvet f(n) id6 alatt felismeri. Mint emlitettiik, felte-
hetjiik, hogy T barmely legalis szamolasa legfeljebb f(n) lépésbdl all, ahol n
a bemenet hossza. Modositsuk T' miikodését agy, hogy (valamely x bemenet-
re) elGszor mindig a lexikografikusan legelss legalis 1épést valassza (rogzitjiik
T" és X egy-egy rendezését, ekkor jol definialt a legalis lépések lexikografiku-
san rendezése). Adunk a gépnek egy 1j ,nyilvantartd” szalagot, melyre felirja,
hogy milyen legalis 1épéseket valasztott. Ha ez a szamolds nem végzédik x
elfogadasaval, akkor a gép ne alljon meg, hanem a nyilvantart6 szalagon ke-
resse meg az utolso olyan lépést (mondjuk ez a j-edik), amit megvaltoztathat
lexikografikusan nagyobbra, és hajtson végre egy legalis szamolast tgy, hogy
a j-edik lépésig a nyilvantarto szalagon felirt legalis 1épéseket teszi, a j-edik
lépésben a lexikografikusan réakovetkezst, ezek utan pedig a lexikografiku-
san legels6t (és persze ennek megfelelGen irja at a nyilvantarto szalagot). A
visszalépéseknél persze a T szalagjainak a tartalmat is vissza kell allitani, ez
pl. kénnyd, ha a nyilvantarté szalagra azt is felirjuk, hogy egy-egy lépésben
milyen bettiket irt at a gép.

A modositott, immar determinisztikus Turing-gép az eredeti gép minden
legalis szamolasat végigprobalja, és kozben csak annyi tarat hasznal, mint az
eredeti gép (ami legfeljebb f(n)), plusz a nyilvantarto szalagon hasznalt hely
(ami ismét csak O(f(n)).

Végiil a harmadik tartalmazas belatasahoz legyen T=(k, X, T, ®) egy olyan
nemdeterminisztikus Turing-gép, mely L-et f(n) tarral felismeri. Feltehetjiik,
hogy T-nek csak egy szalagja van. Végig akarjuk probalni T' Gsszes legalis
szamolasét. Kicsit vigyazni kell, mert T-nek egy legélis szamolasa akar 2¢/ (")
lépésig tarthat, és igy akar 927/ (™ legalis szamolas lehet; ennyi szdmolas vé-
gigvizsgalasara mar nincs idénk.

Hogy a végigvizsgalast jobban szervezziik, a helyzetet egy graffal szem-
léltetjiik a kovetkezSképpen. Rogzitsiik a bemenetek n hosszat. A gép egy
helyzetén egy (g, p, h) harmast értiink, ahol g €T, —f(n) <p < f(n) és h €
e X2+ A ¢ allapot a vezérlSegység allapota az adott lépésben, p szam
mondja meg, hogy hol van a fej, h pedig megadja a szalagon levé jeleket
(mivel csak legfeljebb f(n) tarigényd szamitasok érdekelnek minket, ezért
elég 2f(n)+1 mez6t tekinteni). Lathato, hogy a helyzetek szama legfeljebb
IT|f (n)|Z|?f()+1 = 20(/(m) Minden helyzetet kodolhatunk egy-egy ¥ feletti
O(f(n)) hosszisagu szoval.

Készitsiik el marmost azt az irdnyitott G grafot, melynek cstcsai a hely-
zetek, és az u csucsbol a v cstucsba rajzoljunk nyilat, ha az u helyzetbdl a
v helyzetbe a gép egy legdlis 1épése vezet. Vegyiink fel egy vy csicsot, és
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htizzunk vg-hoz élt minden olyan ,helyzetbdl”, melyben a gép a STOP éalla-
potban van, és a szalagja 0-adik mezején 1 all. Jeldlje u, az x bemenetnek
megfelels indulo helyzetet. Az x sz6 akkor és csak akkor van £-ben, ha ebben
az iranyitott grafban vezet u,-bél vg-ba irdnyitott ut.

A G grafot 20U/(") id6 alatt meg tudjuk konstrualni, majd (pl. szélességi
kereséssel) O(|V(G)[2) =29 (") id§ alatt el tudjuk dénteni, hogy tartalmaz-e
uz-b6l vp-ba irdnyitott utat. O

Az alabbi érdekes tétel azt mutatja, hogy a tarigényt nem csokkenti nagyon
lényegesen, ha nemdeterminisztikus Turing-gépeket is igénybe vesziink:

4.2.4. Tétel (Savitch tétele). Ha f(n) jol szdmolhato figguény, és f(n) >
> logn, akkor minden £ € NSPACE(f(n)) nyelvhez van olyan ¢ > 0, hogy
L € DSPACE(cf(n)?).

Bizonyitds. Legyen T = (1,3, T, ®) egy olyan nemdeterminisztikus Turing-
gép, mely L-et f(n) tarral felismeri. Tekintsiik az el6z6 bizonyitasban leirt
G grafot; el akarjuk donteni, hogy tartalmaz-e u,-b6l vg-ba iranyitott utat.
Természetesen ezt a grafot nem akarjuk teljes egészében megkonstrualni, mert
igen nagy. Ezért ugy tekintjiik, hogy egy ,orakulummal” van megadva. Ez
itt most annyit tesz, hogy két pontrdl egyetlen lépésben el tudjuk donteni,
hogy vezet-e kozottiik él. Pontosan ez igy fogalmazhaté meg: Bévitsiik ki a
Turing-gépek definiciojat. Egy ordkulumos Turing-gépen olyan Turing-gépet
értiink, melynek egy kiilon speciélis szalagjat az orakulum szamara foglaljuk
le. A gépnek van még harom kiilonleges allapota, ,ORAKULUM-KERDES”,
LORAKULUM-IGEN” és ,ORAKULUM-NEM”. Ha a gép az ,ORAKULUM-
KERDES” allapotba jut, akkor a kovetkezs allapota vagy az ,ORAKULUM-
IGEN?, vagy az ,ORAKULUM-NEM” lesz attol fiiggden, hogy az orakulum-
szalagjan levé u, v csiicsnevekre vezet-e él u-bol v-be.

4.2.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy ordkulummal adott egy G irdnyitott grif a
t hossziusdgu szavak halmazdn. Ekkor létezik olyan ordkulumos Turing-gép,
mely adott u, v csicsokhoz és q természetes szdmhoz legfeljebb O(qt+qlog q)
tar felhaszndldsdval eldonti, hogy vezet-e G-ben u-bdl v-be legfeljebb 29 hosszi-
sagu 1ranyitott it.

A megszerkesztends Turing-gépnek két szalagja lesz az ordkulum-szalagon
kiviil. Indulaskor az elsé szalag az (u, ¢) part, a méasodik a (v, ¢) part tartal-
mazza. A Turing-gép miikodése soran mindkét szalag néhany (z,r) part fog
tartalmazni, ahol x egy cstcs neve, r < ¢ pedig egy természetes szam.

Legyen (x,r) és (y,s) a két szalagon 1év6 utolso par. A gép arra keres
valaszt, hogy x-bdl y-ba vezet-e legfeljebb 2P hossztsagu ut, ahol p=min{r, s}.
Ha p=0, akkor a valasz egy orakulum-kérdéssel megvalaszolhatoé. Egyébként
az els6 szalag végére egy (w,m) part frunk, ahol m = p—1, w pedig egy
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cstics neve, és rekurzive meghatarozzuk, hogy van-e w-bél y-ba legfeljebb 2
hosszusaga ut. Ha van, felirjuk (w,m)-et a masodik szalag végére, letoroljiik
az els6 szalag végérdl, és meghatarozzuk, hogy van-e z-bdl w-be legfeljebb 2™
hosszusaga at. Ha van, akkor letoroljiik (w, m)-et a masodik szalag végérél:
tudjuk, hogy van z-bdl y-ba legfeljebb 2P hosszusagu ut. Ha akar x és w, akar
w és y kozott nincsen legfeljebb 2™ hosszusagi ut, akkor a lexikografikusan
kovetkezd w-vel probalkozunk. Ha méar minden w-t végigprobaltunk, tudjuk,
hogy z-bél y-ba nem vezet legfeljebb 2P hosszisagu tut.

Konnyt belatni, hogy mindkét szalagon a felirt parok masodik elemei bal-
rol jobbra csokkennek, és igy a szalagokra legfeljebb ¢ par keriil. Egy par
O(t+logq) jelet igényel, igy a felhasznalt tar csak O(gt + qlogq). Ezzel a
lemmat bebizonyitottuk.

Visszatérve a tétel bizonyitasdhoz, vegyiik észre, hogy az, hogy a G graf
két cstucsa kozott vezet-e él, tar igénybevétele nélkiill konnyen eldonthets;
ezt az eldontést tgy is tekinthetjiik, mint egy orakulumot. Igy a Lemma
alkalmazhato t,q = O( f (n)) értékekkel, és azt kapjuk, hogy legfeljebb ¢t +
+qlogq = O( f (n)2) tarral eldonthets, hogy egy adott u, pontbol vezet-e
irAnyitott at vo-ba, vagyis, hogy az = sz6 L-ben van-e. o

Mint megjegyeztiik, igen a fontos a polinomiélis tarral determinisztikus
Turing-gépen eldénthets nyelvek PSPACE osztalya. Kézenfekvs volna beve-
zetni az NPSPACE osztalyt, mely a polinomiélis tarral nemdeterminisztikus
Turing-gépen felismerhets nyelvek osztalya. Savitch tételének alabbi kovet-
kezménye mutatja azonban, hogy ez nem vezetne 4j fogalomhoz:

4.2.6. Kovetkezmény. PSPACE = NPSPACE. O

4.3. Példak NP-beli nyelvekre

A tovabbiakban, ha grafot mondunk, akkor t6bbszoros és hurokél nélkiili, an.
egyszert grafot értiink alatta. Egy ilyen graf egyértelmten leirhato adjacencia-
métrixanak {64tlo feletti részével, mely sorfolytonosan irva egy {0,1}*-beli
sz6t alkot. Igy grafok egy tulajdonsagat tgy tekinthetjiik, mint egy {0,1}
feletti nyelvet. Beszélhetiink tehat arrol, hogy egy graf-tulajdonsag NP-ben
van. (Vegyiik észre, hogy ha a grafot méas szokésos modon adnank meg, pél-
déul dgy, hogy minden pontra megadjuk szomszédainak a listajat, akkor a
graf-tulajdonsagok NP-beli volta nem valtozna. Ezeket a reprezentaciokat
ugyanis konnyt egymasbol polinomialis idében kiszamitani.) Ilyen modon
NP-ben vannak az alabbi graf-tulajdonsagok:

a) Osszefiiggdség. Tani: (’2’) ut, minden pontparra egy-egy. Egy még rovi-
debb tani: eqy feszitdfa.
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b) Nemésszefiiggsség. Tani: a ponthalmaz egy valodi részhalmaza, melyet
nem kot Gssze él a tobbi ponttal.

c) Sikbarajzolhatosag. A természetes tant egy konkrét lerajzolas; a graf-
elméletbdl ismert tétel, hogy ez mindig megvaldsithato tugy, hogy az élek
egyenes szakaszok, és igy elegendd a csucsok koordinatait megadni. Vigyazni
kell azonban, mert a graf lerajzoldsaban a csticsok koordinatai esetleg igen
sokjegyl szamok lesznek, igy a tana hosszara tett kikotés nem teljestil. (Be
lehet bizonyitani, hogy minden n csicsu sikbarajzolhat6 graf agy is sikbaraj-
zolhat6, hogy minden éle egyenes szakasz, és minden csiics koordinatai logn
bittel leirhatoak.)

Megadhat6 azonban a sikbarajzolas kombinatorikusan is. Legyen G egy n
pontt, m éld, és az egyszeriiség kedvéért 6sszefiiggs sikbarajzolt graf. Minden
orszagra megadjuk a hatarolo zart élsorozatot. Ebben az esetben a megadott
élsorozat-rendszerrél elegendd azt ellendrizni, hogy minden él pontosan ket-
t6ben van benne, és az élsorozatok szama m—n+2. Az, hogy ilyen élsorozat-
rendszer létezése sziikséges feltétele a sikbarajzolhatosagnak, az Fuler-féle
formulabol kovetkezik :

4.3.1. Tétel. Ha eqy dsszefiiggd sikgrdf pontjainak szdma n, éleinek szdma
m, akkor orszdgainak szdma m—n+2. O

Az elégségességhez kicsit nehezebb topologiai eszkézok kellenek, ezeket itt
nem részletezziik.

d) Sikba nem rajzolhat6sag. Az alabbi alapvets grafelméleti tételt lehet
felhasznalni:

4.3.2. Tétel (Kuratowski tétele). Egy grdf akkor és csak akkor rajzolhato
sikba, ha nem tartalmaz olyan részgrdfot, mely élek felosztdsdval jon létre a
teljes 5-sz0gbol vagy a hdrom-hdz-hdrom-kuit grdfbol. O

Ha a graf nem sikbarajzolhat6, akkor erre ez a részgraf szolgalhat tantuként.
e) Teljes parositas létezése. Tand: a parosités.
f) Teljes parositas nem létezése. A tanit paros grafok esetén a kovetkezd
alapvetd tétel alapjan adhatjuk meg:

4.3.3. Tétel (Frobenius—Konig-tétel). Egy G pdros grdfban akkor és csak
akkor van teljes pdarositds, ha ugyanannyi ,alsé” €és ,felsé” pontja van, és az
,alsd” pontjai kozil vdlasztott barmely X ponthalmaznak legaldbb | X| szom-
szédja van. O

Igy ha a paros grafban nincsen teljes parositas, akkor arra a tételbeli fel-
tételt megsérté X halmaz a tan.

Altalanos grafra egy ugyancsak alapvets, bar némileg bonyolultabb tételt
hasznalhatunk:
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4.3.4. Tétel (Tutte tétele). Fgy G grdfban akkor és csak akkor van teljes
pdrositds, ha a graf pontjainak barmely X halmazdt elhagyva, a maradék grdaf
pdratlan pontszami dsszefiiggd komponenseinek szdma legfeljebd | X|. O

Igy ha a grafban nincsen teljes parositéas, akkor arra egy olyan X ponthal-
maz a tanu, melyet elhagyva tul sok paratlan komponens keletkezik.

g) Hamilton-kor létezése. Tani: a Hamilton-kor.
h) Harom szinnel valé szinezhet8ség. Tanui: a szinezés.

Ezek koziil az a)-f) tulajdonsidgok P-ben vannak. Ez a) és b) esetében egy-
szertien belathato (szélességi vagy mélységi keresés). A ¢) és d) tulajdonséagra
polinomialis ideji sikbarajzolési algoritmust elszér Hopcroft és Tarjan, egy-
szerti linearis idejit pedig kés6bb Schnyder adott meg. Az e) és f) tulajdon-
sagra paros graf esetén a ,magyar modszer” alkalmazhato (Kénig), amelyet
stlyozott esetre Kénig és Egervary munkai alapjan Kuhn irt le, altaldnos gra-
fokra pedig Edmonds algoritmusa. A g) és h) tulajdonsdgokra nem ismeretes
polinomialis idejt algoritmus (erre a kivetkezs alfejezetben meég vissztériink).

A szamelméletben és algebraban is igen sok probléma tartozik az NP osz-
talyba. Minden természetes szamot tekinthetiink ugy, mint egy {0,1}*-beli
szt (kettes szdmrendszerben felirva a szamot). Ebben az értelemben NP-
ben vannak az alabbi tulajdonsagok:

i) Osszetettség. Tani: egy valodi oszto.

j) Primség. Itt lényegesen nehezebb a megfelel tantt megtalalni. Az alabbi
alapvetd szamelméleti tételt hasznaljuk:

4.3.5. Tétel. Egy n > 2 egész szdm akkor és csak akkor prim, ha van olyan
a természetes szim, melyre a1 =1 (mod n) de a™#1 (mod n) ha 1<m<
<n-—1. (]

E tétel alapjan azt szeretnénk, hogy arra, hogy n prim, az a szam legyen a
tani. Mivel nyilvanvalo, hogy az a szdmnak csak n-nel vett osztasi maradéka
jatszik szerepet, mindig lesz olyan a tant is, melyre 0 < a < n. Igy tehat a
tant hosszéara tett kikotésiink rendben is volna: a-nak nincsen tobb szamje-
gye, mint k, az n jegyeinek szama. A lemma alapjan ellenérizni lehet
polinomialis id6ben a

a”'=1 (mod n) (4.1)

feltételt is. Sokkal nehezebb kérdés azonban, hogy hogyan ellenérizziik a to-
vabbi feltételeket :
a™#1 (modn), [1<m<n-1]. (4.2)

Minden konkrét m-re ez ugyantugy megtehet polinomialis id6ben, mint 1]
ellendrzése, de ezt (latszolag) n — 2-szer, tehat k-ban exponenciilisan sok-
szor kell megtenniink. Felhasznaljuk azonban azt az elemi szamelméleti tényt,
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hogy ha[LT]teljesiil, akkor a legkisebb olyan m =my, mely [£2}t megsérti (ha
van ilyen egyaltalan), (n—1)-nek osztéja. Azt is konnytd belatni, hogy ekkor
A2t mo minden (n—1)-nél kisebb t5bbszorose is megsérti. Igy ha n—1 prim-
felbontasa n—1 = pi'py? ... p;t, akkor valamely m = (n—1)/p; is megsérti
[A32lt. Elegends tehat az ellendrizni, hogy minden 1 <4 < t-re

a"Y/Pi£ 1 (mod n).

Méarmost nyilvanvalo, hogy t < k, és igy legfeljebb k értékre kell L2+ ellen-
6rizni, melyet az el6z&ekben leirt moédon Gsszesen polinomiélis id6ben meg
lehet tenni.

Van azonban még egy nehézség: hogyan szamitjuk ki n —1 primfelbonta-
sat? Ez magaban nehezebb probléma, mint eldénteni, hogy egy szam prim-e.
Megtehetjiik azonban, hogy magat a primfelbontast is a ,tanthoz” soroljuk;
ez tehat az a szamon kiviil a p1, 71, .. ., pt, r+ szamokbol all (ez konnyen latha-
toan legfeljebb 3k bit). Ekkor mar csak az a probléma, hogy ellendrizni kell,
hogy ez valoban primfelbontas-e, vagyis hogy n—1=pi" ...p;* (ez kénnyt),
és hogy p1,...,p; valoban primek. Ehhez rekurzive igénybe vehetjiikk magét
az itt targyalt eljarast.

Ellendrizni kell azonban, hogy ez a rekurzié polinomiélisan hosszu tantkat
ad és polinomialis idében eldonthets, hogy ezek tényleg tantk. Jelolje L(k)
az gy definialt tant maximalis hosszat k jegyd szamok esetén. Ekkor a fenti

rekurzioé szerint .
k) <3k+Y  L(k:)
i=1

ahol k; a p; prim jegyeinek szama. Mivel p; ... p; <n—1<n, kovetkezik, hogy
ki+.. . +Ek <k
Az is nyilvanvalo, hogy k; <k—1. Ezek alapjan a fenti rekurziobol kovetkezik,

hogy L(k) < 3k?. Ez ugyanis nyilvanvalo k = 1-re, és ha mér tudjuk minden
k-nal kisebb szamra, akkor

L(k) <3k+ZL <3k+23k2
i=1

t
< 3k+3(k-— 12 <3k+3(k—1)-k <3k

Hasonléan lehet igazolni, hogy egy jelsorozatrél polinomialis idében eldént-
hets, hogy a fenti modon definialt tant-e.

k) Korlatos oszt6 létezése. Az n szamrol nem elég eldonteni, hogy prim-e,
hanem ha azt talaljuk, hogy nem prim, akkor egy valddi osztojat is szeret-
nénk megtalalni. (Ha ezt a feladatot meg tudjuk oldani, akkor a teljes prim-
felbontast ennek ismétlésével meg tudjuk kapni.) Ez a feladat nem igen-nem



82 4. NEMDETERMINISZTIKUS ALGORITMUSOK

probléma, de nem nehéz atfogalmazni ilyen feladatta: Adott két természetes
szam: n és k; van-e n-nek k-ndl nem nagyobb valddi osztdja? Ez a feladat
nyilvanvaléan NP-ben van (tant: az oszt6).

NP-ben van azonban a komplementer nyelv is, vagyis mindazon (n, k) pa-
rok halmaza, melyekre az all, hogy n minden valédi osztoja nagyobb, mint k.
Erre tant ugyanis n-nek a primfelbontasa, mellékelve minden primtényezdrél
annak a tanujat, hogy az prim.

Nem ismeretes, hogy a korlatos o0szto6 létezése P-ben van-e. 2002-ben Agra-
wal, Kayal, és Saxena bebizonyitottak, hogy a Primség eldéntési probléma
P-ben van, ennek ellenére ez az eredmény sem vitt kozelebb a fenti kérdés
megvalaszolédsahoz.

1) Polinom reducibilitasa a racionalis test felett. Tani: egy valodi osz-
t6. Meg kell itt azonban gondolni, hogy egy valodi oszt6 felirasahoz sziikséges
bitek szama korlatozhato az eredeti polinom felirasdban szerepld bitek szama-
nak egy polinomjéaval. (Ennek bizonyitasat nem részletezziik.) Megmutathato
az is, hogy ez a nyelv P-ben is benne van.

Egy Az < linearis egyenl6tlenségrendszert (ahol A m sord és n oszlopt
egész matrix, b pedig m elemi oszlopvektor) tekinthetiink a 07, 17, ,,)” és ;"
jelekbdl allo abécé feletti szonak pl. tgy, hogy az elemeit kettes szamrend-
szerben adjuk meg, és sorfolytonosan irjuk le, minden szam utén vesszét,
minden sor utan pontosvesszét irva. Linearis egyenl6tlenségrendszerek alabbi
tulajdonsagai NP-ben vannak:

m) Megoldas létezése. Itt nyilvanvaléan adodik tantnak a megoldas, de
vigyazni kell: be kell 1atni, hogy ha egy egész egyiitthatos linearis egyenl6t-
lenségrendszer megoldhaté, akkor a racionalis szdmok koérében is megoldhato,
éspedig 1gy, hogy a megoldas szamlaléinak és nevezdinek csak polinomialis
szamu szamjegye van. Ezek a tények a linearis programozéas elméletének alap-
jaibol koévetkeznek.

n) Megoldas nem létezése. A linearis programozasbol ismert alapvetd
tételt hasznaljuk fel:

4.3.6. Lemma (Farkas-lemma). Az <b akkor és csakis akkor nem oldhatd
meg, ha az yA=0, yb=—1, y > 0 egyenldtlenségrendszer megoldhatd. O

Ennek alapjan a megoldas nem létezésére a lemméban szereplé masik
egyenlGtlenségrendszer megoldasanak megadasaval tantsithatjuk.

o) Egész megoldas létezése. Itt is maga a megoldas a tand, de a)-hoz
hasonlé meggondolasokra van sziikség, melyek itt bonyolultabbak (Votyakov
és Frumkin eredménye).

Erdemes megjegyezni, hogy a linedris programozds alapprobléméaja, ti. line-
aris feltételek mellett linearis célfiiggvény optimumanak megkeresése, konnyen
visszavezethetd§ a linearis egyenl6tlenségrendszerek megoldhatosaganak kér-
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désére. Hasonloan, optimélis egész megoldas keresése visszavezethets egész
megoldas létezésének az eldontésére.

Hosszt ideig nem volt ismeretes, hogy a linearis egyenlStlenségrendszerek
megoldhatosdganak probléméja P-ben van-e (a kozismert szimplex-mo6dszer
nem polinomialis). Az els6 polinomialis algoritmus erre a feladatra Hacsijan
ellipszoid-mo6dszere volt. Ennek a modszernek az ideje azonban igen magas
foku polinomra vezetett, ezért gyakorlatban nem versenyezhetett a szimplex-
modszerrel, mely ugyan a legrosszabb esetben exponencialis, de atlagosan
(a tapasztalat szerint; ill. bizonyos eloszlasokra bizonyitottan is) sokkal gyor-
sabb, mint az ellipszoid-modszer. Azdta tobb polinomialis ideji linearis prog-
ramozasi algoritmust is talaltak, ezek koziil Karmarkar modszere a szimplex
modszerrel a gyakorlatban is felveszi a versenyt.

Linearis egyenl&tlenségrendszerek egész szamokban valdé megoldasara nem
ismeretes polinomidlis algoritmus, s6t ilyen algoritmus nem is varhato (lasd
a kovetkezs pontot).

Az el6z6 példakat vizsgalva, érdemes az alabbi megallapitasokat tenni:

— Sok NP-beli tulajdonsag tagadasa is NP-beli (vagyis a megfelel§ nyelv
komplementere is NP-ben van). Ez a tény azonban altalaban nem tri-
vidlis, s6t a matematika kiillénb6z6 agaiban sokszor a legalapvet&bb
tételek mondjak ki ezt egyes nyelvekrsl (Kuratowski, Frobenius—Kénig,
Tutte tétele, Farkas lemmaja).

— Igen sokszor az a helyzet, hogy ha egy tulajdonsagrol (nyelvrdl) ki-
deriil, hogy NPNco-NP-ben van, akkor el6bb-uté6bb az is kideriil, hogy
P-ben van. Példaul ez tortént teljes parositasok létezésével, sikbarajzol-
hatosaggal, linearis egyenl6tlenségrendszer megoldésaval. Nagy erével
folytak a vizsgalatok a primteszteléssel kapcsolatban. Végiil 2002-ben
Agrawal, Kayal, és Saxena bebizonyitottak, hogy ez a probléma is P-
ben van.

— Ha NP-t a ,felsorolhatd”, P-t pedig az ,eldonthets” analogonjanak te-
kintjiik, akkor azt varhatjuk, hogy mindig ez a helyzet. Erre azonban
jelenleg nem ismert bizonyités, s6t nem is igen varhato, hogy igaz legyen
teljes altalanossagban.

— Mas NP-beli problémékkal az a helyzet, hogy megoldésuk polinomialis
idében reménytelennek tinik, igen nehezen kezelheték (Hamilton-kor,
graf-szinezés, linearis egyenlGtlenségrendszer egészértékid megoldésa).
Nem tudjuk bebizonyitani, hogy ezek nincsenek P-ben (nem tudjuk,
hogy P=NP fennall-e); azonban mégis bebizonyithat6 olyan egzakt tu-
lajdonsaguk, mely mutatja, hogy nehezek. Ezzel foglalkozunk a kovet-
kez6 pontban.

— Sok olyan NP-beli probléma van, melyet ha meg tudunk oldani, akkor
a (termeészetes modon) hozzarendelhetd keress feladatot is meg tudjuk
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oldani. Példaul ha polinomiélis idében el tudnank donteni, hogy egy
grafban van-e Hamilton-kor, akkor a kovetkezSképpen tudunk ugyan-
csak polinomidlis id6ben Hamilton-kort keresni: addig hagyjunk el éle-
ket a grafbol, amig csak marad Hamilton-kér. Amikor megakadunk, a
maradék graf éppen egy Hamilton-kor kell, hogy legyen. Hasonlo egy-
szeri fogasokkal vezethets vissza a 3 szinnel valé szinezhet&ségnek stb.
megfelels keresd feladat a dontési feladatra. Ez azonban nem mindig van
igy. Példaul hiaba tudjuk polinomialis id6ben eldonteni, hogy egy szdm
prim-e, nem sikeriilt ezt egy valodi oszt6 megtalalasanak probléméjara
alkalmazni.

Természetesen vannak érdekes nyelvek méas nemdeterminisztikus bonyo-
lultsagi osztalyokban is. A nemdeterminisztikus exponencidlis idé (réviditve
NEXPTIME) osztaly tgy definidlhato, mint az NTIME(2"") osztalyok uniéja
minden ¢ > 0-ra. Egy példat Ramsey tételével kapcsolatban fogalmazhatunk
meg. Legyen G egy graf; a G-hez tartozd R(G) Ramsey-szdm az a legkisebb
N >0, melyre fennall, hogy akarhogyan is szinezziik az N csiicsu teljes graf éle-
it két szinnel, valamelyik szin tartalmazza G-nek egy példanyat részgrafként.
Alljon £ azokbol a (G, N) parokbol, melyekre R(G) > N. A (G, N) bemenet
mérete (ha G-t mondjuk adjacencia-métrixa irja le) O(|V(G)|? +1log N).

Méarmost £ € NEXPTIME, mert annak, hogy (G,N) € L, tantja a G
éleinek egy 2 szinnel szinezése, melyben nincs egyszinii G, és ez a tulajdonsag
O(NV(&I) idében ellendrizhets, ami exponenciélis a bemenet méretében (de
nem rosszabb). Masrészrsl determinisztikusan nem tudunk jobb algoritmust
(G,N) € L eldontésére, mint duplan exponencidlist. A trivialis algoritmus,
aminél lényegesen jobb sajnos nem ismeretes, végignézi az N csticsu teljes
graf éleinek minden 2 szinnel valé szinezését, és ezek szama 2N (N—1)/2,

4.4. NP-teljesség

Azt mondjuk, hogy az £, CX7 nyelv polinomidlisan visszavezethetd az Lo CX}
nyelvre, ha van olyan polinomialis id6ben kiszamithato f:¥7 — X3 fliggvény,
hogy minden z € ¥ szoéra

T €L — f(i[:) € Lo.
Kozvetlentil ellenérizhets a definicié alapjan, hogy ez a relacid tranzitiv:

4.4.1. Allitas. Ha £, polinomidlisan visszavezethetd Ly-re, és Ly polinomid-
lisan visszavezethetd Ls-ra, akkor L1 is polinomidlisan visszavezethetd Ls-ra.
O

Azt, hogy egy nyelv P-ben van, tgy is kifejezhetjiik, hogy polinomialisan
visszavezethet6 az {1} nyelvre. Valamint megfogalmazhatjuk az alabbit:
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4.4.2. Allitas. Ha egy nyelv P-ben van, akkor minden rd polinomidlisan
visszavezethetd nyelv is P-ben van. Ha egy nyelv NP-ben van, akkor minden
rd polinomidlisan visszavezethetd nyelv is NP-ben van. O

Egy NP-beli £ nyelvet NP-teljesnek neveziink, ha minden NP-beli nyelv
polinomialisan visszavezethetd L-re. Ezek tehat a ,legnehezebb” NP-beli nyel-
vek. Ha egyetlen NP-teljes nyelvrsl meg tudnank mutatni, hogy P-ben van,
akkor kovetkezne, hogy P=NP. Nyilvanvalé az alabbi észrevétel is:

4.4.3. Allitas. Ha eqy NP-teljes £1 nyelv polinomidlisan visszavezethetd eqy
Lo € NP nyelvre, akkor Lo is NP-teljes. O

Egyaltalan nem nyilvanvalo, hogy létezik NP-teljes nyelv. Els6 célunk,
hogy megadjunk egy NP-teljes nyelvet; utdna (ennek méas nyelvekre vald po-
linomidlis visszavezetésével, a A3l allitas alapjan) sok mas problémarol is
bebizonyitjuk, hogy NP-teljes.

Egy Boole-polinomot kielégithetdnek neveziink, ha az altala definialt Boole-
fliggvény nem azonosan 0. A Kielégithetdség Probléma az, hogy adott f Boole-
polinomroél dontsiik el, hogy kielégithets-e. A probléméat altaldban abban az
esetben tekintjiikk, amikor a Boole-polinom egy konjunktiv normalformaval
van megadva.

4.4.1. Feladat. Mikor kielégithets egy diszjunktiv normalforma?

4.4.2. Feladat. Adott egy G graf és harom szin, 1, 2 és 3. Minden v csticshoz
és i szinhez vezessiink be egy x[v,i] logikai értéket. Irjunk fel olyan B kon-
junktiv normalformat az x[v, ] valtozokkal, mely akkor és csak akkor igaz,
ha

a) van olyan szinezése a csucsoknak az adott 3 szinnel, hogy z[v, 4] akkor
és csak akkor igaz, ha v szine 7;

b) az el6z6 szinezésrdl még azt is megkoveteljiik, hogy szomszédos csiicsok
szine kiilonb6z6 legyen.

4.4.3. Feladat. Azt mondjuk, hogy egy kvantifikilt Boole-formula Fj-ban
van, ha a kvantorok a formula elején talalhatok, és maximum k-szor valtunk
az egzisztencialis és az univerzalis kvantor kozott. Legyen Ly az Fy-beli igaz
formulék halmaza. Bizonyitsuk be, hogy ha P=NP, akkor minden k-ra L €P.

Minden konjunktiv normalformat ugy is tekinthetiink, mint az ,,z”, ,,07,
D700 )7 WA 6s V7 Jelekbdl Allo abécé feletti szot: a valtozok indexeit
kettes szamrendszerben irjuk fel, pl. az (z1 ATz Axg)V (T1 Axe) konjunktiv
normalformanak a kovetkezs szo felel meg: (x1 A—-x11Ax110)V (-x1 Az10).
Jelolje SAT a kielégithet6 konjunktiv normalforméak altal alkotott nyelvet.

4.4.4. Tétel (Cook tétele). A SAT nyelv NP-teljes.
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Bizonyitds. Legyen L tetsz6leges NP-beli nyelv. Ekkor létezik olyan T =
=(k, X, T, ®) nemdeterminisztikus Turing-gép és léteznek olyan ¢, ¢c; >0 egész
szamok, hogy T L-et c¢1-n° id6ben felismeri. Feltehetjiik, hogy k= 1. Tekint-
stink egy tetsz6leges hy ... h, € 35§ szot. Legyen N = [¢q-n¢]. Vezessiik be az
alabbi valtozokat:

x[t, g] (0<t<N, geTl),
ylt, p] (0<t<N, =N <p<N),
z[t, p, h] (0<t<N,—-N<p<N,hel).

Ha adott a T" gép egy legalis szamolasa, akkor adjuk ezeknek a valtozoknak
a kovetkezs értéket: x[t, g] igaz, ha a t-edik lépés utén a vezérlGegység a g
allapotban van; y[t, p] igaz, ha a t-edik lépés utan a fej a szalag p-edik mezején
tartozkodik; z[t,p, h] igaz, ha a t-edik lépés utan a szalag p-edik mezején
a h jel all. Nyilvanvald, hogy az x,y, z valtozok a Turing-gép szamolasat
egyértelmiien meghatarozzak; azonban nem fog a valtozok minden lehetséges
értéke a Turing-gép egy szdmolasdnak megfelelni.

Konnyen felirhatok olyan logikai 6sszefiiggések e valtozok kozott, amelyek
egyiittvéve azt fejezik ki, hogy ez egy olyan legalis szamolas, mely hy ... hy,-
et elfogadja. Fel kell irni, hogy minden lépésben a vezérlgegység valamelyik
allapotban van:

\ zlt,g]  (0<t<N);
gel
és nincsen két allapotban:

Tt g]VT[t,g']  (9#g €l; 0<t<N).

Hasonloéan felirhatjuk, hogy a fej minden lépésben egy és csakis egy helyen
van, és a szalag minden mezején egy és csakis egy jel all. Felirjuk, hogy a gép
kezdetben a START, a szamolas végén a STOP allapotban van, és a fej a 0
mez6rél indul:

2[0,START]=1,  z[N,STOP|=1,  y[0,0]=1.

és hasonldan, hogy kezdetben a szalagon a h;...h, bemenet, a végén a 0
mezén az 1 jel all:

z[0,i—1,h) =1 (1<i<n)
z[0,i—1,%]=1 (1 <0 vagy i>mn)
2[N,01] = 1.

Ki kell tovabba fejezniink a gép szamolasi szabalyait, vagyis, hogy minden
g9 €T, hheX ee{-101}, —-N<p<N é 0<t< N esetén, ha
(9.h,g', W ,€) & ®, akkor

(z[t, g]Vylt, p] v z[t,p, ]V alt+1, ] Vylt+1, p+e] Vz[t+1,p, B]),
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és hogy ahol nem all a fej, ott a szalag tartalma nem valtozik:
(ylt:p]V[t,p, AV 2[t+1,p, h]).

Ezeket az Osszefiiggéseket A jellel 6sszekapcsolva olyan konjunktiv normalfor-
mat kapunk, mely akkor és csak akkor elégithetd ki, ha a T Turing-gépnek van
legfeljebb N idejd h; ... h,-et elfogadd szamolasa. Konnyt ellendrizni, hogy
a leirt konstrukci6é adott hq ... h, esetén polinomialis id6ben elvégezhets. [

Kényelmes lesz a tovabbiakban, ha a kielégithetdség probléma két speciélis
esetére is megmutatjuk, hogy NP-teljes. Nevezziik réviden k-formdnak a kon-
junktiv k-normélformat, vagyis az olyan konjunktiv normalformét, melynek
minden tényezGjében legfeljebb k literal fordul els. Jelolje kSAT a kielégithe-
t6 k-formak altal alkotott nyelvet. Jelolje tovabba SAT-k azt a nyelvet, mely
azon kielégithetd konjunktiv normélformakbol 4ll, melyekben minden valtozo
legfeljebb k elemi diszjunkcioban fordul els.

4.4.5. Tétel. A 3SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitds. Uj valtozok bevezetésével a SAT nyelvet polinom idében vissza-
vezetjiik a 3SAT nyelvre. Legyen adva egy B konjunktiv normaélforma, és
tekintsiik ennek egy elemi diszjunkciojat. Ez felirhatdé E = z1 V...V z; alak-
ban, ahol minden z; egy literal. Vezessiink be k 14j valtozot, y¥, . .. yf—t, és
irjuk fel a
yrVE,  grVa
és
viVZEL oy VT, BV Va (i=2.0k)

elemi diszjunkciokat (ezek azt ,fejezik ki”, hogy y¥ = 21 és yF = yF |V 2z,
vagyis hogy y¥ = 21 V...V 2;). Ezeket és az yF egytagt elemi diszjunkciokat
minden F-re A jelekkel egyméashoz fiizve egy olyan 3-normalformét kapunk,
mely akkor és csak akkor elégithetd ki, ha a kiindulasul vett B konjunktiv
normaélforma kielégithetd. O

Természetesen vetédik fel a kérdés, hogy miért éppen a 3SAT problémét
tekintettiik. A 4SAT, 5SAT stb. problémak nehezebbek, mint a 3SAT, igy
természetesen ezek is NP-teljesek. Masrészt azonban az alabbi tétel mutatja,
hogy a 2SAT probléma mér nem NP-teljes (legalabbis, ha P#£NP). (Azt is
illusztralja ez, hogy gyakran a feladatok feltételeinek kis modositéasa polino-
mialisan megoldhato feladatbol NP-teljes feladathoz vezet.)

4.4.6. Tétel. A 2SAT nyelv P-ben van.

Bizonyitds. Legyen B egy 2-norméalforma az x1, ..., x, valtozokon. Konstru-
aljunk meg egy G iranyitott grafot a kévetkezdképpen. Cstucsai legyenek az
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Osszes literdlok, és kossiik 0ssze a z; literalt a z; literallal, ha Z;V z; egy elemi
diszjunkci6 B-ben. Vegyiik észre, hogy ekkor ebben a grafban z;-bdl is vezet
él Z;-be.

Tekintslik ennek az iranyitott grafnak az erdsen dsszefliggé komponense-
it; ezek azok a pontosztalyok, melyeket tigy kapunk, hogy két pontot egy
osztalyba sorolunk, ha koztitkk mindkét iranyban vezet irdnyitott ut.

4.4.7. Lemma. A B formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha G egyetlen
erdsen dsszefiiggd komponense sem tartalmaz egyszerre eqy vdltozot és annak
a negdltjdt.

Ebbdl a lemmabdl a tétel allitasa mar kdvetkezik, mert egy irdnyitott graf
erésen Osszefiiggé komponensei kénnyen megkeresheték polinomialis idében.

A lemma bizonyitasadhoz elGszor is jegyezziik meg, hogy ha egy érték-
adas a B formulat kielégiti, és ebben az értékadésban egy z; literal ,igaz”,
akkor minden olyan z; literdl is ,jigaz”, melybe z;-bdl él vezet: ellenkezé eset-
ben az Z;V z; elemi diszjunkci6é nem volna kielégitve. Ebbdl kovetkezik, hogy
egy erdsen Osszefliggd komponens pontjai vagy mind ,jigazak”, vagy egy sem.
De ekkor nem szerepelhet egy komponensben egy valtozé és a negaltja.

Megforditva, tegyiik fel, hogy semelyik erdsen sszefiiggd komponens sem
tartalmaz egyiitt egy valtozot és a negéltjat. Tekintsiink egy x; valtozot. A
feltétel szerint x; és T; kozott nem vezethet mindkét iranyban iranyitott tut.
Tegyiik fel, hogy egyik irdnyban sem vezet. Ekkor huzzunk egy 1j élt x;-bdl
T;-ba. Ett6l nem sériil meg az a feltevésiink, hogy egyetlen ergsen Osszefiig-
g6 komponens sem tartalmaz egy pontot a negaltjaval egyiitt. Ugyanis ha
létrejonne egy ilyen erdsen Osszefliggé komponens, akkor ennek tartalmaznia
kellene az 14j élt, de ekkor z; és T; is ebbe a komponensbe tartoznénak, és
ezért lenne a grafban T;-bol x;-be vezets iranyitott ut. De ekkor ez az ut az
eredeti grafban is megvolna, ami lehetetlen.

Ezt az eljarast ismételve behuzhatunk tehat 0j éleket (méghozzé egy-egy
valtozobol a negaltjahoz) agy, hogy a kapott grafban minden véltozo és a
negaltja kozott pontosan egy iranyban vezet iranyitott tt. Legyen marmost
x; = 1 akkor és csak akkor, ha T;-bol x;-be vezet irdnyitott ut. Azt allitjuk,
hogy ez az értékadas minden elemi diszjunkciot kielégit. Tekintslink ugyanis
egy elemi diszjunkciot, mondjuk z; V z;-t. Ha ennek mindkét tagja hamis
volna, akkor — definici6 szerint — vezetne iranyitott Gt z;-bél Z;-ba és z;-bdl
z;-ba. Tovabbéa a graf definicidja szerint, Z;-bol él vezet z;-be és Z;-bol él
vezet z;-be. Ekkor viszont z; és Z; egy Osszefliggé komponensben vannak, ami
ellentmondaés. O

4.4.8. Tétel. A SAT-3 nyelv NP-teljes.

Bizonyitds. Legyen B = E1 AN Es A\ ...\ E,, tetszéleges konjunktiv normél-
forma. Feltehetjiik, hogy az elemi diszjunkciokban csak kiilonb6z6 valtozok
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vannak. Helyettesitsiik az F; diszjunkcidban szerepls z; valtozot egy j y;
valtozoval, és vegyiik hozza az igy kapott kifejezéshez 4j elemi diszjunkcioként
a kovetkez6ket minden j-re:

1,2 2., 3 —1\,-m 1
Yi VY yiVys, Ly VYT YtV

Nyilvanvalo, hogy igy olyan konjunktiv normélformat kapunk, melyben min-
den valtozé legfeljebb haromszor fordul eld, és mely akkor és csak akkor
elégithetd ki, ha B kielégithetd. O

4.4.4. Feladat. Definialjuk a 3SAT-3 nyelvet, és bizonyitsuk be, hogy NP-
teljes.

4.4.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy a SAT-2 nyelv P-ben van.

4.5. Tovabbi NP-teljes problémak

A tovabbiakban kiilonb6z6 fontos nyelvekrdl fogjuk megmutatni, hogy NP-
teljesek. Ezek tobbsége nem logikai jellegdi, hanem ,mindennapos” kombina-
torikai, algebrai stb. problémakat irnak le. Ha egy £ nyelvrél megmutatjuk,
hogy NP-teljes, akkor kovetkezik, hogy L csak akkor lehet P-ben, ha P=NP.
Bar ez az utobbi egyenlség nincs megcafolva, eléggé altalanosan elfogadott
az a hipotézis, hogy nem igaz (vagy legalabbis nem bizonyithato a jelenleg
elfogadott axiomarendszerekben). Ezért egy nyelv NP-teljességét ugy tekint-
hetjiik, mint annak erételjes jelzését, hogy az nem donthets el polinomialis
id6ben.
Fogalmazzunk meg egy alapvetd kombinatorikai feladatot :

4.5.1. Probléma (LEFOGASI FELADAT). Adott egy véges S halmaz rész-
halmazainak egy {41, ..., A, } rendszere, és egy k természetes szam. Van-e
olyan legfeljebb k elemii részhalmaza S-nek, mely minden A;-t metsz?

4.5.1. Tétel. A LEFOGASI FELADAT NP-teljes.

Bizonyitds. Visszavezetjiik a 3SAT-ot erre a problémara. Adott B konjunktiv
3-normalformahoz megkonstrualunk egy halmazrendszert a kovetkezéképpen:

az alaphalmaz legyen a B-beli valtozojelek és negaltjaik halmaza: {x1,. .., z,,
T1,...,Tpn}. B minden tényezGjéhez tekintsiik a benne felléps valtozojelek és

negalt valtozojelek halmazat, és ezenkiviil az {z;,T;} halmazokat. Ennek a
halmazrendszernek az elemei akkor és csak akkor foghatok le legfeljebb n
ponttal, ha a norméalforma kielégithetd. O

A lefogasi feladat NP-teljes marad akkor is, ha a halmazrendszerre kiilon-
b6z6 megszoritasokat tesziink. A fenti konstrukciobol lathato, hogy a lefogasi
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feladat mar olyan halmazrendszerre is NP-teljes, mely legfeljebb haromele-
mi halmazokbol all. (Latni fogjuk kicsit késsbb, hogy azt is elérhetjiik, hogy
csak kételemii halmazok — vagyis egy graf élei — szerepeljenek.) Ha a SAT
nyelvet el@szor a SAT-3 nyelvre vezetjiik vissza a 4.8 tétel szerint, és erre
alkalmazzuk a fenti konstrukciot, olyan halmazrendszert kapunk, melyre az
alaphalmaz minden eleme legfeljebb 4 halmazban van benne. Kissé bonyo-
lultabban visszavezethetnénk a feladatot olyan halmazrendszer lefogaséra is,
melyben minden elem legfeljebb 3 halmazban van benne. Ennél tovabb mar
nem mehetiink: ha minden elem legfeljebb 2 halmazban van benne, akkor a
halmazlefogési probléma polinomialis idében megoldhat6 (lasd a fel-
adatot).

A lefogasi feladattal konnyen lathatéan ekvivalens az alabbi probléma
(csak az .elemek” és ,részhalmazok” szerepét kell felcserélni):

4.5.2. Probléma (LEFEDESI FELADAT). Adott egy véges S halmaz részhal-
mazainak egy {A1,..., A} rendszere és egy k természetes szam. Kivalaszt-
hato-e k halmaz ugy, hogy egyesitésiik az egész S halmaz legyen?

A fentiek szerint ez mar akkor is NP-teljes, ha az adott részhalmazok
mindegyike legfeljebb 4 elemfi.
Tovabbi fontos feladat halmazrendszerekre az alabbi feladatpar:

4.5.3. Probléma (k-PARTICIO FELADAT). Adott egy véges S halmaz rész-
halmazainak egy {Ai,..., A} rendszere és egy k természetes szam. Kiva-
laszthato-e olyan { A;, , . .., A;, } részrendszer, mely az alaphalmaz egy partici-
ojat adja (vagyis diszjunkt halmazokbol all, és egyesitése az egész S halmaz)?

4.5.4. Probléma (PARTICIO FELADAT). Adott egy véges S halmaz részhal-
mazainak egy {Ai,..., A} rendszere. Kivalaszthato-e olyan {4;,,..., 4;, }
részrendszer, mely az alaphalmaz egy particidjat adja?

4.5.2. Tétel. A k-PARTICIO FELADAT és a PARTICIO FELADAT NP-teljes.

Bizonyitds. A legfeljebb 4 elemi halmazokkal valo fedés problémajat (melyrol
mar tudjuk, hogy NP-teljes) vezetjiik vissza a k-PARTICIO problémara. Adott
tehéat egy véges S halmaz legfeljebb 4 elemi részhalmazainak egy rendszere
és egy k természetes szadm. El akarjuk donteni, hogy kivalaszthato-e k darab
az adott halmazok koziil ugy, hogy egyesitésiik az egész S legyen. Csapjuk
hozza a rendszerhez az adott halmazok Gsszes részhalmazait (itt hasznaljuk
ki, hogy az adott halmazok korlatosak: ettél a halmazok szama legfeljebb 24=
=16-szorosara ng). Nyilvanvalo, hogy ha az eredeti rendszerbdl k darab lefedi
S-et, akkor a boévitett rendszerbdl alkalmas k darab S-nek egy particidjat
adja, és viszont. Ezzel belattuk, hogy a k-particié feladat NP-teljes.
Masodszorra a k-PARTICIO feladatot a PARTICIO feladatra vezetjiik vissza.
Legyen U egy S-t6l diszjunkt k elemt halmaz. Uj alaphalmazunk legyen
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SUU, a halmazrendszer halmazai pedig legyenek az A;U{u} alakd halmazok,
ahol u € U. Nyilvanvald, hogy ha ebbdl az 4j halmazrendszerbdl kivalaszt-
hatok az alaphalmaz egy particidjat alkoté halmazok, akkor ezek szama k,
és S-be es@ részeik S-nek egy particiojat adjak k halmazra. Megforditva, S
minden k darab A; halmazra torténd particioja az SUU halmaznak az aj hal-
mazrendszerbeli halmazokra torténd particiojat szolgaltatja. igy a PARTICIO
feladat is NP-teljes. O

Ha az adott halmazok kételemiiek, akkor a PARTICIO feladat éppen a teljes
parositas létezésének probléméja, és igy polinomidlis id6ben megoldhat6. De
megmutathato, hogy mar 3 elemt halmazokra a PARTICIO feladat NP-teljes.

Most egy alapvets grafelméleti feladattal, a szinezési problémaval foglal-
kozunk. Emlitettiik, hogy ez a feladat polinomiélis id6ben megoldhato, ha
két sziniink van. Ezzel szemben:

Lathato, hogy a lefogasi feladat mar olyan halmazrendszerre is NP-teljes,
mely legfeljebb haromelemt halmazokbol all. Latni fogjuk, hogy azt is elérhet-
jiik, hogy csak kételemi halmazok (vagyis egy graf élei) szerepeljenek. El6bb
azonban egy mésik alapvets grafelméleti feladattal, a szinezési problémaéaval
foglalkozunk. Emlitettiik, hogy ez a feladat polinomialis id6ben megoldhato,
ha két sziniink van. Ezzel szemben:

4.5.3. Tétel. Grdfok 3 szinnel vald szinezhetdsége NP-teljes probléma.

Bizonyitds. Legyen adva egy B konjunktiv 3-forma; megkonstrualunk hozza
egy G gréafot, mely akkorés csak akkor szinezheté ki harom szinnel, ha B
kielégithetd.

A @ graf pontjai kozé elszor is felvessziik a literalokat, és minden valtozot
Osszekotiink a negéltjaval. Felvesziink még két pontot: u-t és v-t, és 6sszekot-
jikk ket egymaéssal, valamint u-t Osszekotjiik az Osszes negalatlan és negalt
valtozoval. Végiil, minden z;, V z;, V 2z;, elemi diszjunkcidhoz felvesziink még
egy-egy Otszoget; ennek két szomszédos csicsat v-vel kotjiik Gssze, a mésik
harom csicsat pedig rendre z;,-gyel, z;,-vel és z;,-mal. Azt allitjuk, hogy az
igy megkonstruélt G graf akkor és csakis akkor szinezhetd ki harom szinnel,
ha B kielégithets (Il abra).

A bizonyitasban kulcsszerepet jatszik az alabbi konnyen belathato észre-
vétel: ha valamely z;, Vz;, V2, elemi diszjunkciéra a z;,, 2i,, 2i; és v pontok
ki vannak szinezve harom szinnel, akkor ez a szinezés akkor és csakis akkor
terjeszthetd ki a megfelels 6tszogre legalis szinezésként, ha a négy pont szine
nem azonos.

Tegyiik fel elgszor is, hogy B kielégithets, és tekintsiink egy megfelels ér-
tékadast. Szinezziik pirosra azokat a literalokat, melyek ,igazak”, és kékre a
tObbit. Szinezziik u-t sargara, v-t pedig kékre. Mivel minden elemi diszjunkci-
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4.1. 4bra. Visszavezetési konstrukeio pl. az (T1 VT2 Vag)A(x1 Ve VT3)
formulahoz

6ban kell, hogy legyen egy piros pont, ez a szinezés kiterjeszthet6 az 6tszogek
pontjaira legalis szinezésként.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a G graf harom szinnel szinezhets, és te-
kintsiik egy ,legélis” szinezését pirossal, kékkel és sargaval. Feltehetjiik, hogy
a v pont kék, az u pont pedig sédrga. Ekkor a literdloknak megfelel pontok
csak kékek és pirosak lehetnek, és minden valtozoé és a negaltja koziil az egyik
piros, a masik kék. Abbol, hogy az 6tszogek is ki vannak szinezve, kovetkezik,
hogy minden elemi diszjunkciéban van egy piros pont. De ez azt is jelenti,
hogy ,jigaznak” véve a piros pontokat, egy olyan értékadast kapunk, mely B-t
kielégiti. O

Konnyen kovetkezik az el6z6 tételbsl, hogy barmely &k > 3 szdmra a grafok
k szinnel valé szinezhetGsége is NP-teljes.

A 571 tétel bizonyitasanal megkonstrualt halmazrendszerben legfeljebb
harom elemi halmazok voltak, éspedig azért, mert a 3SAT problémét vezet-
tiik vissza lefogasi feladatra. Mivel a 2SAT probléma P-ben van, azt varhat-
nank, hogy kételemii halmazokra a lefogasi probléma is P-ben van. Megje-
gyezziilk, hogy ez a specidlis eset kiilonosen érdekes, mert itt grafok éleinek
lefogasarol van szo. Eszrevehetjiik, hogy egy lefogd ponthalmazbél kimarado
pontok fliggetlenek (nem megy koztiik él), és megforditva. Ezért minimélis le-



4.5. TovABBI NP-TELJES PROBLEMAK 93

fogb halmaz helyett maximalis fiiggetlen halmazt is kereshetiink, ami szintén
alapvets grafelméleti feladat. Igen-nem kérdésként megfogalmazva:

4.5.5. Probléma (FUGGETLEN PONTHALMAZ FELADAT). Adott egy G graf
és egy k természetes szam, van-e G-ben k fliggetlen pont?

Sajnos azonban ez a probléma sem kénnyebb lényegesen, mint az &ltalanos
lefogési feladat:

4.5.4. Tétel. A FUOGGETLEN PONTHALMAZ FELADAT NP-teljes.

Bizonyitds. Visszavezetjiik ra a 3 szinnel val6 szinezhetGség probléméjat. Le-
gyen G tetsz6leges n ponta graf, és konstrualjuk meg a H grafot a kovetke-
z6képpen: Vegyiik G-nek harom diszjunkt példanyat, Gi-et, G-t és Gs-at,
és kossiik Gssze a harom példany egymésnak megfelels pontjait. Legyen H a
kapott graf, ennek tehat 3n pontja van.

Allitjuk, hogy a H grafban akkor és csak akkor van n fiiggetlen pont, ha
G harom szinnel szinezhetd. Valéban, ha G harom szinnel, mondjuk pirossal,
kékkel és sargaval kiszinezhets, akkor a piros pontoknak megfelel6 Gi-beli,
a kék pontoknak megfelel6 Ga-beli, és a sarga pontoknak megfelel§ G3-beli
pontok egyiittvéve is fiiggetlenek a H grafban, és szamuk éppen n. A meg-
forditas ugyanigy lathato be. O

Megjegyzés. A fiiggetlen ponthalmaz probléma (és ugyanigy a halmazrend-
szer lefogasanak feladata) csak akkor NP-teljes, ha a k szam is része a beme-
netnek. Nyilvanvalé ugyanis, hogy ha k-t rogzitjiik (pl. k=137), akkor egy n
ponti gréfra polinomidlis idében (az adott példidban O(n'37) idsben) eldént-
hetd, hogy van-e k fliggetlen pontja. Mas a helyzet a szinezhet&séggel, ahol
mar a 3 szinnel valé szinezhet&ség is NP-teljes.

4.5.1. Feladat. Igazoljuk, hogy annak eldontése is NP-teljes, hogy egy adott
2n ponti grafban van-e n pontu fliggetlen ponthalmaz.

4.5.2. Feladat. Igazoljuk, hogy annak eldontése is NP-teljes, hogy egy G graf
kromatikus szama egyenls a legnagyobb teljes részgrafjanak pontszamaval.

4.5.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy halmazrendszer olyan, hogy az
alaphalmaz minden eleme legfeljebb 2 halmazban van benne, akkor a ra vo-
natkozd LEFOGASI FELADAT polinomidlisan visszavezethets a parositas prob-
lémara.

4.5.4. Feladat. Igazoljuk, hogy ,hipergrafokra” mar a 2 szinnel val6 szi-
nezhetdség is NP-teljes: Adott egy véges S alaphalmaz és részhalmazainak
egy {A1,..., A} rendszere. Kiszinezhet6-e S 2 szinnel ugy, hogy minden A;
mindkét szint pontot tartalmazzon?
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Igen sok mas fontos kombinatorikai és grafelméleti probléma is NP-teljes:
Hamilton-kor 1étezése, a pontok diszjunkt haromszogekkel valo lefedhetésége
(2-szbgekre ez a parositas problémal), adott pontparokat dsszekotd pontdisz-
junkt utak létezése stb. Garey és Johnson (1979) kényve szazaval sorol fel
NP-teljes problémaéakat.

A kombinatorikan kivil is szdmos NP-teljes probléma ismert. Ezek koziil
talan a legfontosabb a kévetkezs:

4.5.6. Probléma (DIOPHANTOSZI EGYENLOTLENSEG-RENDSZER). Adott
egy Ax < b egész egyiitthatos linearis egyenlGtlenségrendszer, el akarjuk don-
teni, hogy van-e megoldasa egész szamokban. (A matematikiban a ,diophan-
toszi” jelz6 arra utal, hogy egész szamokban keressiik a megoldast.)

4.5.5. Tétel. A DIOPHANTOSZI EGYENLOTLENSEG-RENDSZER megoldhato-
saga NP-teljes probléma.

Bizonyitds. Azt, hogy a probléma NP-ben van, mar lattuk (igaz, bizonyitas
nélkiil) a3l alfejezet 0) pontjaban. Legyen adva egy B 3-forma az 1, ...z,
véaltozokon. Irjuk fel az alabbi egyenlGtlenségeket :

0<z; <1 minden i-re,

Tiy +Tip +x4y > 1 minden z;, Va;, Va,, elemi diszjunkciora,
Tiy + Ty +(1—x4,) > 1 minden x;, Vx;, VT;, elemi diszjunkciora,
i+ (1 —zpy)+(1—24,) > 1 minden z;, VT;, VT;, elemi diszjunkciora,

(1—z; )+(1—z;, )+(1—x;,)>1  minden T;, VT, VT;, elemi diszjunkciora.

Nyilvanvalo, hogy ennek a lineéaris egyenl&tlenségrendszernek a megoldasai
pontosan a B-t kielégit6 értékadasok, igy a 3SAT probléméat visszavezettiik a
linearis egyenl6tlenség-rendszerek egész szamokban valé megoldhatosaganak
problémajara. O

A bizonyitasbdl kittinik, hogy linearis egyenl6tlenségrendszerekre méar a 0-
1 értéktd megoldas 1étezésének probléméja is NP-teljes. Valojaban még ennek
egy igen speciélis esete is NP-teljes. (Igy a fenti bizonyitas felesleges volt;
mégis leirtuk azért, hogy lassuk, milyen természetesen lehet logikai feltéte-
leket egész szadmokra vonatkozo egyenlGtlenségekké atfogalmazni. Az ilyen
atfogalmazas az egész értéki linearis programozas sok gyakorlati alkalmaza-
sanak az alapja.)

4.5.7. Probléma (RESZLETOSSZEG PROBLEMA). Adottak az aq,...,a, és
b természetes szamok. Van-e az [m] = {1,2,...,m} halmaznak olyan I rész-
halmaza, melyre az ), _; a; 6sszeg pontosan b?

4.5.6. Tétel. A RESZLETOSSZEG PROBLEMA NP-teljes.
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Bizonyitds. A PARTICIO problémat vezetjiik vissza a RESZLETOSSZEG prob-
lémara. Legyen {Ay,...,Apn} az S={0,...,n—1} halmaz részhalmazainak
egy rendszere, el akarjuk dénteni, hogy van-e olyan részrendszere, mely S-nek
egy particiojat adja. Legyen ¢ = m+ 1, és rendeljik hozza minden A; hal-
mazhoz az a; = EjeAi ¢’ szamot. Legyen tovabba b=14¢q+...+¢" L. Azt
allitjuk, hogy A;, U...UA;, akkor és csak akkor partici6ja az S halmaznak,
ha

ail—l—...—i-aik :b

A ,csak akkor” trivialis. Megforditva, tegyiik fel, hogy a;, +. . .+a;, =b. Legyen
¢; azon A, halmazok szama, melyek a j elemet tartalmazzak (0 <j<n-—1).
Ekkor

i, +...+a;, ZZdjqj.
J

Mivel b egyértelmiien irhato fel ¢ alapi szamrendszerben, kovetkezik, hogy
d; =1, vagyis A;, U...UA,;, particidja S-nek. O

Ez az utébbi probléma j6 példa arra, hogy a szamok koédolasa jelents-
sen tudja befolyasolni az eredményeket. Tegyiik fel ugyanis, hogy minden a;
szam agy van megadva, hogy ez a; bitet igényel (pl. egy a; hosszt 1...1
sorozattal). Ezt roviden tgy mondjuk, hogy undris jelolést hasznalunk. Ez-
zel a bemenet hossza természetesen megnd, igy az algoritmusok 1épésszama
viszonylag (mivel ennek fiiggvényében mérjiik) kisebb lesz.

4.5.7. Tétel. Undris jeldlés esetén a részletosszeq probléma polinomidlisan
megoldhatd.

(A linearis egyenlGtlenség egész szamokban valéo megoldhatosaganak alta-
lanos probléméja unaris jelolés esetén is NP-teljes; ezt a fenti visszavezetés
mutatja.)

Bizonyitds. Minden 1 <p<m-re meghatarozzuk mindazon ¢ természetes szé-
mok T}, halmazat, melyek el6allnak a;, +...4+a;, alakban, ahol 1 <¢; <...<
<1 < p. Ezt a kovetkez§ trividlis rekurzidval tehetjiik meg:

TOZ{O}, Tp+1:TpU{t+CLp+1 : tETp}.

Ha mér T,,-et meghatéroztuk, akkor csak azt kell megnézniink, hogy b € T,,
teljesiil-e.

Be kell latnunk, hogy ez az egyszert algoritmus polinomialis. Ez azonnal
adodik abbol az észrevételbsl, hogy T, C {0,...,> ", a;}, igy a T, halmazok
mérete polinomialis a bemenet méretében, ami most . a;. (]
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Megjegyzések. 1. NP-nehéznek nevezik az olyan f fiiggvényt, mely nem
sziikségképpen van NP-ben, de melyre minden NP-beli probléma visszavezet-
het6 abban az értelemben, hogy ha az f fliggvény értékének a kiszamitésat
hozzavesszitk a RAM-gép utasitasaihoz (s igy egyetlen lépésnek tekintjiik),
akkor barmely NP-beli probléma polinomialis idében megoldhaté. Minden
NP-teljes nyelv karakterisztikus fliggvénye NP-nehéz, de vannak olyan NP-
nehéz karakterisztikus fiiggvényi nyelvek is, melyek hatarozottan nehezeb-
bek, mint barmely NP-beli probléma (pl. az n x n-es GO tablan egy allasrol
annak eldontése, hogy ki nyer). Van sok fontos NP-nehéz fiiggvény, mely nem
0-1 értékii. Az operacidkutatas igen sok diszkrét optimalizalasi problémaéaja-
rol deriilt ki, hogy NP-nehéz. Igy NP-nehéz az utazoiigynok probléma (egy
graf minden éléhez egy ,koOltség” van hozzarendelve, és keressiink miniméa-
lis koltségii Hamilton-kort), a Steiner-probléma (az el6z6 feltételek mellett
keressiink minimalis koltségili Gsszefliggd részgrafot, mely adott csticsponto-
kat tartalmaz), a hatizsak probléma, az litemezési problémak nagy része stb.
Sok leszamlaléasi probléma is NP-nehéz, pl. egy grafban a teljes parositasok
szamanak, a Hamilton-korok szamanak, vagy a legélis szinezések szaménak
megallapitasa.

2. Tapasztalati tény, hogy a legtébb felvet§dé NP-beli problémarol vagy az
deriil ki, hogy NP-teljes, vagy az, hogy P-beli. Nem sikeriilt eddig sem P-be,
sem az NP-teljesek kozé elhelyezni az alabbi problémékat:

a) Adott n természetes szamnak van-e k-ndl nem nagyobb osztdja ?
b) Két adott grdf izomorf-e?

3. Ha egy problémarol kideriil, hogy NP-teljes, akkor nem remélhetjiik, hogy
olyan hatékony, polinomialis idejd algoritmust tudunk talélni ra, mint pl. a
pérositas probléméra. Mivel ilyen problémék gyakorlatilag igen fontosak le-
hetnek, nem adhatjuk fel ket egy ilyen negativ eredmény miatt. Egy-egy
NP-teljes probléma koriil kiilonbo6z6 tipust részeredmények tomege sziiletik:
specialis osztalyok, melyekre polinomidlisan megoldhato (pl. ilyen osztaly a
konstans favastagsagu grafok osztalya, melyen beliil sok nehéz probléma — pl.
a kromatikus szdm meghatarozasa, vagy a Hamilton-kor létezése — lineéris
idében megoldhato); exponencialis, de nem tal nagy bemenetekre jol hasz-
nalhato6 algoritmusok; heurisztikak, melyek nem adnak pontos eredményt, de
(bizonyithatoan vagy tapasztalatilag) jo kozelitést adnak.

Néha azonban a feladatnak éppen a bonyolultsiga az, ami kihasznalhato:
lasd a Kriptografiarol szolo fejezetet.

4.5.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a SAT nyelv visszavezethets arra a
specialis esetre, amikor a formulaban minden valtozé legalabb egyszer el6for-
dul negaltan és negalatlanul is.
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4.5.6. Feladat. A GRAF BEAGYAZASI FELADATban adott egy grafokbdl al-
16 (G1,G2) rendezett par. A kérdés az, hogy Ga-nek van-e Gi-gyel izomorf
részgrafja. Bizonyitsuk be, hogy ez a feladat NP-teljes.

4.5.7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a LEFOGASI FELADAT polinom id6ben
megoldhato olyan halmazrendszerek esetén, ahol a (véges) alaphalmaznak
minden elemét maximum 2 halmaz tartalmazza.

4.5.8. Feladat. A 0—1 EGESZERTEKU PROGRAMOZASI FELADATban az a;;
ésh; (1=1,...,m, j=1,...,n) bemeneteket egy tablazatban kapjuk, és az
a feladatunk, hogy eldontsiik, hogy a

Zaijszbi (izl,...,m)
j=1

egyenletrendszernek van-e 0—1-értékd megoldasa (az x; valtozokon). A RESZ-
LETOSSZEG FELADAT ennek specidlis esete, amikor is m = 1.

Vezessiik vissza a 0—1 EGESZERTEKU PROGRAMOZASI FELADATot a RESz-
LETOSSZEG FELADATra/!

4.5.9. Feladat. Az OSSzZEG KETTEBONTASI FELADAT a kdvetkezs. Adott
egész szamok egy A={ay,...,a,} halmaza, talaljunk egy olyan I részhalma-
zat az [n] = {1,2,...,n} halmaznak, hogy >, ; a; = Zje[n]\l a;. Bizonyitsuk
be, hogy ez a feladat NP-teljes.

4.5.10. Feladat. A rogzitett hatard dominé feladat a kovetkezd B nyelv. B
szavai T'&né& s alaktak, ahol T reprezentalja a hasznalhaté dominé tipusokat,
n egy természetes szam, s pedig dominok egy 4n—4 hosszu sorozata. T'&né&s
pontosan akkor van B-ben, ha az n X n-es négyzetnek van a T-beli dominokkal
olyan fedése, hogy a hatéar (a bal also sarokbol 6ramutato jarasaval ellenkezd
iranyban haladva) pont az s sorozat domino6ibol all. Bizonyitsuk be, hogy B
NP-teljes.

4.5.11. Feladat. Tekintsiik a kovetkezd domind lerakasi feladatot. Adott
dominok egy véges halmaza, koztiik egy kitlintetett dominoval. A feladat egy
binarisan adott n inputra eldonteni, hogy az n x n-es négyzet kirakhato-e
ezekkel a dominokkal gy, hogy a négy sarokba a kitiintetett dominé ke-
riiljon. Bizonyitsuk be, hogy van olyan domin6csomag, mellyel ez a feladat
NEXPTIME-teljes.






5. fejezet

Randomizalt algoritmusok

A [ fejezetben idéztitkk a Church-tézist: minden ,algoritmus” (a sz6 heu-
risztikus értelmében) megvalosithato6 pl. egy Turing-gépen. Ez azonban nem
teljesen igaz: ha egy algoritmusban megengedjiik a ,forintfeldobést”, vagy-
is véletlen szam generalasat elemi 1épésként, akkor bizonyithatéan képesek
lesziink olyan feladatok megoldasara, melyekre a Turing-gép nem (ezt a
fejezetben mutatjuk meg). Mas esetekben a véletlen valasztas az algoritmu-
sokat jelentGsen meggyorsitja. Erre latunk példakat ebben a fejezetben.

Mivel igy 1j, er6sebb matematikai gépfogalmat nyeriink, ennek megfelel
bonyolultsigi osztélyok is bevezethetSk. Ezek koziil néhany legfontosabbat
targyalunk a fejezet végén.

5.1. Polinomazonossag ellendrzése

Legyen f(x1,...,2n) egy n-valtozos raciondlis egylitthatés polinom, mely
legfeljebb k-adfoku. (Egy tobbvaltozos polinom foka a benne szerepls tagok
fokanak maximuma, és egy tag foka a benne szerepld kitevsk Osszege). El sze-
retnénk donteni, hogy f, mint n-valtozos fliggvény azonosan 0-e. A klasszikus
algebrabol tudjuk, hogy egy polinom akkor és csak akkor azonosan 0, ha za-
rojeleit felbontva, minden tag ,kiesik”. Ez a kritérium azonban nem mindig
alkalmazhato jol. Példaul elképzelhetd, hogy a polinom zardjeles alakban van
adva, és a zarojelek felbontésa exponencialisan sok taghoz vezet. J6 volna
olyan polinomokra is mondani valamit, melyek megadasaban az alapmtvele-
teken kiviil mas miveletek, pl. determinans kiszamitasa is szerepelhet.

Az alapgondolat az, hogy a valtozok helyébe véletlenszertien valasztott
szamokat irunk, és kiszamitjuk a polinom értékét. Ha ez nem 0, akkor ter-
mészetesen a polinom nem lehet azonosan 0. Ha a kiszamitott érték 0, akkor
lehet ugyan, hogy a polinom nem azonosan 0, az azonban igen kis valészini-
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ségi, hogy ,beletalaltunk” egy gyokébe; igy ilyen esetben megéllapithatjuk,
hogy a polinom azonosan 0; kicsi a valoszintisége, hogy tévediink.

Ha a valtozoknak pl. a [0,1] intervallumban egyenletes eloszlas szerint va-
lasztott valos értékeket tudnank adni, akkor a hiba valészintisége O volna.
Valojaban azonban diszkrét értékekkel kell szamolnunk ; ezért azt tessziik fel,
hogy a valtozok értékeit egy [0, N| intervallum egész szamai koziil valasztjuk
egyenletes eloszlas szerint. Ekkor a tévedés valoszintisége mar nem lesz 0, de
kicsi lesz, ha IV elég nagy. Erre vonatkozik a kévetkezd alapvet eredmény :

5.1.1. Lemma (Schwartz—Zippel-lemma). Ha f nem azonosan nulla, n-
vdltozos, legfeljebb k-adfoki polinom, és a & (i=1,...,n) értékek a [0, N—1]
intervallumban egyenletes eloszlds szerint véletlenszeriden €és egymdstol fiig-
getleniil vdlasztott egész szamok, akkor

k
Pr(f(€1,-. &) =0) < &
Bizonyitds. Az allitast n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk be. n=1-re az
allitas igaz, mert egy k-adfoku polinomnak legfeljebb k gyoke lehet. Legyen

n > 1, és rendezziik f-et x; hatvanyai szerint:
f=fo+ frei+ foxi +.. 4 fad,

ahol fo,..., ft az x4, ..., x, viltozok polinomjai, f; nem azonosan 0, és t <k.
Marmost

Pr(f(&1,...,6) =0)=
Pr(f(&1,....&) =01 fi(&es... an) =0)-Pr(fi(&a, ..., &) =0)+
+Pr(f(€1s--,6n) =0 fil€2, .-+, 8n) #0)-Pr(fu(€2,. .., &) #0)
<Pr(fi(§2,---,6n) =0)+Pr(f (&1, .-, 6n) =0 | filé2,...,&n) #0).

Itt az els6 tagot az indukcios feltevésbdl tudjuk megbecsiilni, a masodik tag
pedig legfeljebb t/N (mivel & fliggetlen a o, . . ., &, valtozoktol, igy ha azokat
agy rogzitjik, hogy f; #0 és igy f mint z; polinomja nem azonosan 0, akkor
legfeljebb ¢/N annak a valoszintisége, hogy &, gyoke legyen). Igy
kE—t t k
P L) =0 < —+—= < —. O
M) =0 S T S
Ezek alapjan a polinom azonosan 0 voltanak eldontésére a kévetkezs vé-
letlent hasznald, randomizdlt algoritmus adodik:

5.1.2. Algoritmus. Szamitsuk ki f(&1,...,&,)-t a [0,2k] intervallumban
egyenletes elosztés szerint véletlenszertien és egymastol fiiggetleniil valasztott
egész &; értékekkel. Ha nem 0 értéket kapunk, megallunk: f nem azonosan 0.
Ha 0 értéket kapunk, megismételjiik a szamitast. Ha 100-szor egymés utan
0-t kapunk, megallunk, és azt mondjuk, hogy f azonosan 0.
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Ha f azonosan 0, akkor ez az algoritmus ezt is allapitja meg. Ha f nem
azonosan 0, akkor minden egyes iteracional — Schwartz és Zippel lemmaja
szerint — 1/2-nél kisebb annak a valészintisége, hogy 0-t kapunk eredményiil.
100 fiiggetleniil megismételt kisérletnél 271%0-nal kisebb annak a valészint-
sége, hogy ez mindig bekovetkezik, vagyis, hogy az algoritmus hibasan azt
allitja, hogy f azonosan 0.

Ahhoz, hogy az algoritmust valéban végre tudjuk hajtani, két dolog kell:
egyrészt fliggetlen véletlen szamokat kell tudni generélni (ezt most feltessziik,
hogy megvalésithato, éspedig a generdlandé szdmok bitjeinek szdméban po-
linomialis id6ben), méasrészt f-et ki kell tudni értékelni polinomiélis idében
(az input mérete az f ,definiciojanak” hossza; ilyen lehet pl. explicit zarojeles
kifejezés, de mas is, pl. determinans alak).

A modszer alkalmazasara meglep§ példaként egy pérositas-algoritmust
mutatunk be. (A parositas problémat a [l fejezetben mar targyaltuk.) Le-
gyen G paros graf A és B szin-osztalyokkal, A={a1,...,a,}, B={b1,...,b,}.
Minden a;b; élhez rendeljiink hozza egy xz;; valtozot. Konstrudljuk meg az
nxmn-es M = (m;;) matrixot a kovetkezéképpen:

Tij, ha aibj S E(G),
M s =
* 0, egyébként.

Ennek a méatrixnak a determinénsa szoros kapcsolatban all a G graf parosi-
tasaival, mint azt Kénig Dénes észrevette Frobenius egy munkajat elemezve

(v6. a3 tétellel):

5.1.3. Tétel. A G pdros grifban akkor és csak akkor van teljes pdrositds, ha
det(M) £ 0.

Bizonyitds. Tekintsiik a determinans egy kifejtési tagjat:

EM1r1)M2r(2) - - Mnr(n)s

ahol 7 az 1,...,n szdmok egy permutécidja. Hogy ez ne legyen 0, ahhoz
az kell, hogy a; és br(;) minden i-re dssze legyenek kitve; més szoval, hogy
{a1br(1y, . .. anbr(n)} teljes parositas legyen G-ben. Igy ha G-ben nincs teljes
pérositas, a determinéns azonosan 0. Ha G-ben van teljes parositas, akkor
minden ilyennek megfelel egy-egy nem-0 kifejtési tag. Mivel ezek a tagok
nem ejtik ki egyméast (barmely kettd tartalmaz két kiillonbozs valtozot), a
determindns nem azonosan 0. o

Mivel det(M) az M matrix elemeinek olyan polinomja, mely polinomialis
iddben kiszamithato (pl. Gauss-eliminacioval), ebbdl a tételbsl polinomialis
ideji randomizalt algoritmus adodik a parositds probléméra péaros grafok-
ban. Azt korabban méar emlitettiik, hogy erre a problémara létezik polino-
mialis idejd determinisztikus algoritmus is (a ,magyar modszer”). Az itt tar-
gyalt algoritmusnak az az egyik el6nye, hogy igen egyszertien programozhato
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(determinans-szamitas altalaban van a konyvtarban). Ha ,gyors” matrixszor-
zési eljaradsokat alkalmazunk, ez a randomizalt algoritmus aszimptotikusan
kicsit gyorsabb, mint a leggyorsabb ismert determinisztikus: O(n*?) helyett
O(n?%) id6 alatt végrehajthato. Legfébb érdeme azonban az, hogy jol parhu-
zamosithato, mint azt a[I0l fejezetben latni fogjuk.

Hasonlo, de kicsit bonyolultabb mddszerrel nemparos grafokban is eldont-
hetd, hogy van-e teljes parositas. Legyen V = {v1,...,v,} a G graf ponthal-
maza. Rendeljink megint minden v;v; élhez (ahol i < j) egy z;; valtozot, és
konstrualjunk egy antiszimmetrikus n x n-es T' = (t;;) méatrixot a kovetkezd-
képpen:

Zij, ha viv; € E(GQ), és i<,
tij =19 —xj, havw;€E(G), ési>j,
0, egyébként.

Tutte-t6l szarmazik a fent idézett Frobenius-Ké&nig-féle tétel kovetkezo
analogonja, melyet bizonyitas nélkiil idéziink:

5.1.4. Tétel. A G grdfban akkor és csak akkor van teljes pdrositds, ha
det(T) #£0. O

Ebbdl a tételbdl, a paros graf esetéhez hasonléan egy polinomiélis idejid
randomizalt algoritmus adodik annak eldontésére, hogy GG-ben van-e teljes
parositas.

5.2. Primtesztelés

Legyen m péaratlan természetes szam, el akarjuk donteni, hogy prim-e. Az
el6z6 fejezetben lattuk, hogy ez a probléma NPNco-NP-ben van. Az ott leirt
tanik azonban (legalabbis egyelére) nem vezettek polinomialis idejd prim-
teszthez. Ezért most el6szor az Osszetettségnek egy 1j, bonyolultabb moédon
valo NP-leirasat (tanasitasat) adjuk meg.

Idézziik fel az Gn. ,kis” Fermat-tételt: Ha m prim, akkor minden 1 < a <
< m—1 természetes szamra a™ ! —1 oszthaté m-mel. Ha — adott m mellett
— egy a szamra a™ ! —1 oszthat6é m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a kielégiti
a Fermat-feltételt.

A minden 1 <a <m—1 szamra megkdvetelt Fermat-feltétel jellemzi is pri-
meket, mert ha m Osszetett szam, és a-nak barmely olyan szamot valasztunk,
mely m-hez nem relativ prim, akkor ™! —1 nyilvinval6an nem oszthato m-
mel. Természetesen nem tudjuk a Fermat-feltételt minden a-ra ellendrizni;
ez exponencialis id6t igényelne. Kérdés tehat, hogy milyen a-kra alkalmaz-
zuk? Vannak olyan m Osszetett szamok (az tn. pszeudo-primek), melyekre
a Fermat-feltétel minden m-hez relativ prim a szamra teljesiil; ezekre kiilo-
nosen nehéz lesz a feltételt megsérté a szamot talalni. (Ilyen pszeudo-prim
példaul az 561 =3-11-17.)
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Idézziik fel, hogy egy m szammal azonos osztasi maradékot ad6 egész sza-
mok halmazat modulo m maradékosztdilynak nevezziik. A maradékosztaly pri-
mitiv, ha elemei m-hez relativ primek (ez nyilvan egy maradékosztaly minden
elemére egyszerre teljesiil, mint ahogyan a Fermat-feltétel is).

Erdemes megjegyezni, hogy ha m nem pszeudo-prim, akkor a modulo m
primitiv maradékosztalyoknak legfeljebb a felére teljesiil a Fermat-feltétel.
(A nem primitiv maradékosztalyok egyikére sem). Az olyan a primitiv mara-
dékosztalyok ugyanis, melyek a Fermat-feltételt kielégitik, a szorzésra nézve
részcsoportot alkotnak. Ha ez a részcsoport valodi, akkor indexe legalabb 2,
igy a primitiv maradékosztélyoknak legfeljebb a felét tartalmazza.

Igy ha m nem pszeudo-prim, akkor a kivetkezs egyszerti randomizalt prim-
teszt muikodik: ellendrizziik, hogy egy véletlenszerten véalasztott 1 <a<m—1
szam kielégiti-e a kis Fermat-tételt. Ha nem, tudjuk, hogy m nem prim. Ha
igen, akkor ismételjiik meg az eljarast. Ha 100-szor egymastoél fiiggetlentil
azt talaltuk, hogy a kis Fermat-tétel teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy m
prim. Elsfordulhat ugyan, hogy m Osszetett, de ha nem pszeudo-prim, akkor
minden lépésben 1/2-nél kisebb volt annak a valoszintisége, hogy a feltételt
kielégits a-t taldltunk, és igy 27190-nal kisebb annak a valdszintisége, hogy
egymas utan 100-szor ez bekdvetkezzen.

Sajnos ez a modszer pszeudo-primekre cs6d6t mond (azokat nagy valoszi-
ntiséggel primeknek taldlja). gy a Fermat-feltételt kissé modositjuk. Irjuk fel
az m— 1 szamot 2FM alakban, ahol M péaratlan. Azt mondjuk, hogy egy a
szam megsérti a Miller—Rabin-feltételt, ha az

aM -1, M +1, ®™M +1, a*M+1, ..., a2k71M—|—1

szamok egyike sem oszthaté m-mel. Mivel ezeknek a szorzata éppena™ -1,
minden olyan a szam, mely a Miller-Rabin-feltételt megsérti, megsérti a
Fermat-feltételt is (de nem megforditva, mert m lehet Osszetett, és igy le-
het osztoja egy szorzatnak anélkiil, hogy barmelyik tényezéjének is osztdja
volna).

5.2.1. Lemma. Akkor és csak akkor elégiti ki minden 1 <a <m—1 egész
szam a Miller—Rabin-feltételt, ha m primszdm.

Bizonyitds. 1. Ha m Gsszetett, akkor barmely valodi osztdja megsérti a Miller—
Rabin-feltételt.

II. Tegyiik fel, hogy m prim. Ekkor a Fermat-feltétel szerint barmely 1 <
< a < m természetes szamra a™ ! — 1 oszthaté m-mel. Ez a szam azonban
szorzatta bonthato:

a1t 1= (@M~ 1)@ +1)(@®M + 1) (@™ +1).. (a2 M 1),

Igy (ismét felhasznalva, hogy m prim) ezen tényezék valamelyike is oszthato
kell, hogy legyen m-mel, vagyis a kielégiti a Miller—Rabin-feltételt. O
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Az algoritmus kulcslépése az az eredmény, hogy — a Fermat-feltétellel el-
lentétben — a Miller-Rabin-feltételt Gsszetett szamokra a maradékosztalyok
tobbsége megsérti:

5.2.2. Lemma. Ha m dsszetett szdm, akkor modulo m a primitiv maradék-
osztdlyoknak legaldabb fele megsérti a Miller—Rabin-feltételt.

Bizonyitds. Mivel a lemma igazsagit nem pszeudo-primekre mar belattuk,
igy a tovabbiakban feltehetjiik, hogy m pszeudo-prim. ElGszor is belatjuk,
hogy ekkor m pératlan és négyzetmentes. Ha m paros volna, akkor m —1
megsértené a Fermat-feltételt, mert (m—1)""1 = —1 (mod m). Tegyiik fel,
hogy egy p primre p* osztja m-et valamilyen k > 1-re, de p**! mar nem.
Konny latni, hogy ekkor a=m/p—1 megsérti a Fermat-feltételt, ugyanis ha
a™ 1-et kifejtjiikk a binomialis tétel szerint, akkor minden tag oszthaté lesz
pk-val, kivéve a két utolsot, tehat a™ L= —(m—1)(m/p)+1=(m/p)+1#1
(mod p*). Persze igy m sem oszthatja (a™ 1—1)-et.

Legyen m primfelbontasa p; ...p; (t>2). Allitjuk, hogy minden i-re p; — 1
osztoja (m —1)-nek. Tegyiik fel, hogy ez nem all, akkor m—1= (p; —1)q+r,
ahol 1<r<p;—1. A tétel szerint van olyan p;-vel nem oszthat6 a szam,
melyre a” —1 nem oszthato p;-vel. A kinai maradéktétel szerint van olyan b
modulo m maradékosztély, hogy b=a (mod p;), és minden 1 < j <t értékre
amely kiilonb6zik i-t6l b=1 (mod p;). Ez a b nyilvan primitiv maradékosztaly,
ésbml=gm"l=(aPi 19" =a"#1 (mod p;), és igy b™ 1 —1 nem oszthato
pi-vel, tehat m-mel sem. Ez ellentmond annak, hogy m pszeudo-prim.

Legyen / az a legnagyobb kitevs melyre a p; — 1 szamok egyike sem osztoja
2¢ M-nek. Mivel a p; — 1 szamok parosak, M pedig paratlan, ilyen ¢ létezik,
és mivel minden i-re p; — 1 osztoja 2% M-nek, ezért 0 < ¢ < k. Az ¢ definiciéja
szerint van olyan i, hogy pi—1 osztoja 2¢T 1 M-nek és ezért p; osztoja (a® M —1)-
nek minden primitiv a maradékosztalyra és minden ¢ < s < k-ra. Ekkor viszont
p; nem lehet osztoja (a2 M 4-1)-nek és igy m sem osztoja (a® M +1)-nek. Tehat
ha a olyan primitiv maradékosztaly, mely kielégiti a Miller—Rabin-feltételt,
akkor m sziikségképpen osztéja az a™ —1, a™ +1, a®M +1, ..., a?M 4
+ 1 szamok valamelyikének. Ezért minden ilyen a-ra m vagy az els6 [+1 db
(aQEM —1) szorzatanak, vagy az (a2£M+1)-nek osztoja. Nevezziik a modulo m
2M =1 (

primitiv a maradékosztalyt ,elss fajtanak”, ha a mod m), és ,masodik

fajtanak”, ha a2 ™ = —1 (mod m).

Becsiiljiik meg el6szor az els6 fajta maradékosztalyok szaméat. Tekintsiink
egy 4, 1 <i <t indexet. Mivel p; — 1 nem osztoja a 2¢M kitevonek, 2¢ =
=(pi—1)g+r, ahol 1<r<p;,—1. A tétel szerint van olyan p;-vel nem

oszthatd ¢ szam, melyre ¢” — 1 nem oszthat6 p;-vel. De ekkor

= (PN =" #1 (mod py),
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és igy ¢! —1 nem oszthato p;-vel. Ugyancsak hasznaltuk mar azt a gondo-
latmenetet, hogy ekkor a modulo p; primitiv maradékosztilyoknak legfeljebb
a fele olyan, hogy a™ ! — 1 oszthat6é p;-vel. A kinai maradéktétel szerint
kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés van a p; ...p; szorzatra mint modu-
lusra vett primitiv maradékosztéilyok és a p1,...,p; primekre vett primitiv
maradékosztaly-t-esek kozott. Igy modulo py ... p; a primitiv maradékoszta-
lyoknak legfeljebb 2t-ed része olyan, hogy mindegyik p; osztoja (aQEM —1)-nek.
Ezért a modulo m vett primitiv maradékosztélyoknak legfeljebb (2¢)-ed része
olyan, hogy m oszt6ja (aQEM —1)-nek.

Konnyt latni, hogy két masodik fajta maradékosztaly szorzata elsé fajta.
Igy a masodik fajta maradékosztalyokat egy rogzitett maradékosztallyal vé-
gigszorozva kiilonbo6z6 elsé fajta maradékosztalyokat kapunk, tehét a masodik
fajta maradékosztalyok szama legfeljebb akkora, mint az elsé fajtajuake. Igy
a kett egyiitt is a primitiv maradékosztalyoknak legfeljebb 2!~ 1-edrészét, és
igy legfeljebb felét teszi ki. O

5.2.3. Lemma. Adott m-rdl és a-rol polinomidlis idében eldénthetd, hogy a
kielégiti-e a Miller—Rabin-feltételt.

Ehhez csak a B2 lemméat kell emlékezetbe idézni: a® maradéka modulo
¢ kiszamithaté polinomiélis id6ben. E harom lemma alapjan a kovetkezs
randomizalt algoritmus adhaté primtesztelésre:

5.2.4. Algoritmus. Véletlenszertien valasztunk egy a szamot 1 és m—1
kozott, és megnézziik, hogy kielégiti-e a Miller—Rabin-feltételt. Ha nem, akkor
m Osszetett. Ha igen, 4 a-t valasztunk. Ha 100-szor egymas utén teljesiil a
Miller-Rabin-feltétel, akkor azt mondjuk, hogy m prim.

Ha m prim, akkor az algoritmus biztosan ezt mondja. Ha m Gsszetett, ak-
kor a véletlenszertien valasztott a szam legalabb 1/2 valoszintiséggel megsérti
a Miller-Rabin-feltételt. Igy szaz fiiggetlen kisérlet soran 2719-nal kisebb
annak a valoszintisége, hogy egyszer sem sériil meg a Miller—Rabin-feltétel,
vagyis hogy az algoritmus azt mondja, hogy m prim.

Megjegyzések. 1. Ha az algoritmus azt taldlja, hogy m Osszetett, akkor —
érdekes modon — nem abbdl latjuk ezt, hogy egy osztojat talalja meg, ha-
nem (lényegében) abbol, hogy megsérti a Miller—-Rabin-feltételt. Ha a szam
a Fermat-feltételt nem sérti meg, akkor m nem lehet a a™ —1,a™ +1,a?M +
+1,a*M41,..., a2’ "M 11 szamok mindegyikéhez relativ prim, igy ezekkel
vett legnagyobb kozos osztoit kiszamitva, valamelyik egy valodi oszto lesz.
Nem ismeretes (sem determinisztikus, sem randomizalt) polinomilis algorit-
mus arra, hogy ha a Fermat-feltétel is megsériil, egy valodi osztot talaljunk.
Ez a feladat gyakorlatban is lényegesen nehezebb, mint a primség eldonté-
se. A kriptografiarol szolo fejezetben latni fogjuk, hogy ennek a tapasztalati
ténynek fontos alkalmazasai vannak.



106 5. RANDOMIZALT ALGORITMUSOK

2. Megprobalhatunk adott m-hez a Miller—Rabin-feltételt megsérté a-t nem
véletlen valasztassal, hanem az 1, 2 stb. szamok kiprébalasaval keresni. Nem
ismeretes, hogy ha m Gsszetett, milyen kicsi az elsd ilyen szam. Felhasznalva
azonban az analitikus szamelmélet egy évszazados sejtését, az un. Altalanosi-
tott Riemann-hipotézist, meg lehet mutatni, hogy nem nagyobb, mint log® m.
Igy ez a determinisztikus primtesztelés polinomiélis idejt, ha az Altalanosi-
tott Riemann-hipotézis igaz.

3. Végiil 2002-ben Agrawal, Kayal, és Saxena bebizonyitottak, hogy a prim-
tesztelés probléma P-ben van.

Az el6z6ekben megismert primtesztelési algoritmust felhasznalhatjuk arra,
hogy adott n szadmjegyl primszamot keressiink (mondjuk kettes szamrend-
szerben). Valasszunk ugyanis véletlenszertien egy k szamot a [2771 27 —1]
intervallumbol, és ellendrizziik, hogy prim-e, mondjuk legfeljebb 27190 va-
l6szintiségid hibaval. Ha igen, megallunk. Ha nem, 4j k szdmot valasztunk.
Méarmost a primszamok elméletébdl kovetkezik, hogy ebben az intervallum-
ban nemcsak, hogy van primszam, de a primszamok szama elég nagy: aszimp-
totikusan (loge)2"~!/n, vagyis egy véletlenszertien vilasztott n jegyt szam
kb. (loge)/n valoszintséggel lesz prim. Ezért a kisérletet O(n)-szer ismételve
mar igen nagy valdsziniséggel talalunk primszamot.

Ugyanigy valaszthatunk véletlen primet minden elég hosszu intervallum-
bol, pl. az [1,2"] intervallumbol.

Megjegyzés. Ugyan Agrawal, Kayal, és Saxena tétele alapjan a primtesz-
telésrdl tudjuk, hogy P-ben van, ez azonban nem sokat segit n jegytd prim
keresésében. (Ha Cramér sejtése igaz lenne, miszerint p,y1—pp = O(log2 n)
— ahol p,, jeloli az n. primet, — akkor persze tudnank talalni determinisztikus
polinomialis ideji primgeneratort is, de a kriptografiai alkalmazésok célja-
ra ez sem lenne megfelel§, hiszen altalaban fontos, hogy minden alkalommal
az eddigiektol eltérs primet talaljunk.) Tehat az ilyen feladatokra egyel6re a
randomizécio6 egyel6re alapvetének latszik, és ha mér a keresésre hasznéljuk a
randomizaciot, akkor semmi nem indokolja, hogy a tesztelésre ne hasznaljuk.

5.3. Randomizalt bonyolultsagi osztalyok

Az el6z6 két pontban olyan algoritmusokat targyaltunk, melyek véletlen szé-
mokat hasznaltak fel. Most az ilyen algoritmusokkal megoldhato feladatoknak
definialjuk egy osztalyat.

Elgszor a megfelels gépet definialjuk. Legyen T = (k, X, T, o, 8,7) egy de-
terminisztikus Turing-gép, melynek a szokasos k szalagjan kiviil van egy 0.
specialis csak olvashato szalagja is, melyen a 0. mez6t6l kezdve minden me-
zGjében 0 vagy 1 talalhato. Erre a szalagra tgy fogunk gondolni, mint amely
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egy végtelen hosszu véletlen bitsorozatot tartalmaz (persze egy t 1épés utan
leallé Turing-gép csak az els§ t bitet tudja innen elolvasni, azért kell en-
nek a szalagnak végtelennek lennie, hogy minden bemenet-hossztsig esetén
legyen ,elegendd” véletlen bitje a gépnek). Az ilyen ,véletlen szalag™gal ella-
tott Turing-gépet randomizalt Turing-gépnek nevezziik. Az ilyen Turing-gép
minden egyes szdmolasdnak van bizonyos valészintsége, amelyet persze agy
értjiik, hogy a 0. szalag mezdire fiiggetleniil sorsoltunk 0-t vagy 1-et, 1/2
valoszintdséggel.

A gép ugyanazon az x bemeneten tobbféleképpen miikédhet a 0. szalag
tartalmanak fliggvényében. Mi csak olyan randomizalt Turing-gépekkel fog-
lalkozunk, amelyek egy eldontési feladathoz késziiltek. Azt mondjuk, hogy a
randomizalt Turing-gép egy adott = € 3§ bemenetet p valoszintséggel fogad
el, ha egyrészt ledllaskor az utolsé szalag 0. mezGjén mindig vagy 0 vagy 1
all; masrészt annak a valoszintisége, hogy itt 1 all, pontosan p.

Azt mondjuk, hogy a randomizalt Turing-gép gyengén eldont (vagy Monte
Carlo értelemben eldont) egy L nyelvet, ha minden x € £ esetén legalabb 3/4
valoszintiséggel elfogadja az x bemenetet, x ¢ £ esetén pedig legfeljebb 1/4
valoszintiséggel elfogadja az x bemenetet. Roviden: legfeljebb 1/4 a valdszi-
niisége annak, hogy hibas valaszt ad.

Példainkben ennél erGsebb értelemben hasznéaltunk randomizalt algorit-
musokat: azok legfeljebb az egyik iranyban tévedhettek. Azt mondjuk, hogy
a randomizalt Turing-gép elfogad egy L nyelvet, ha minden x bemenetre x & L
esetén az x szot mindig elutasitja, z € £ esetén pedig legalabb 1/2 annak a
valoszintsége, hogy az = szot elfogadja.

Azt mondjuk, hogy a randomizalt Turing-gép erdsen eldont (Las Vegas
értelemben eldont) egy L nyelvet, ha minden x € ¥* széra 1 valoszintiséggel
helyes valaszt ad. (Mivel minden véges hosszusagu konkrét szamolas valoszi-
niisége pozitiv, igy itt a 0 valoszintiségi kivétel nem lehet az, hogy a gép rossz
valasszal all meg, hanem csak az, hogy végtelen ideig miikodik.)

Randomizalt Turing-gépnél meg lehet kiilonboztetni minden bemenetre a
legrosszabb szamolas lépésszamat (egy adott bemenetre a lehetséges véletlen
szalag tartalmak esetén végrehajtott lépések szaméanak a maximumat), és a
varhato lépésszamot (a lépésszam varhato értékét). Mindazon nyelvek oszta-
lyat, melyet randomizéalt Turing-gépen polinomiélis varhat6é idében gyengén
el lehet donteni, BPP-vel (Bounded Probability Polynomial) jeldljiik. Mind-
azon nyelvek osztalyat, melyet randomizalt Turing-gépen polinomiélis varha-
t6 idSben fel lehet ismerni, RP-vel (Random Polynomial) jeloljiik, valamint
azon nyelvek osztalyat, melyeket randomizalt Turing-gépen polinomialis var-
hat6 id6ben erdsen el lehet donteni, ZPP-vel (Zero-error Probabilistic Poly-
nomial) jeloljiik. Nyilvanvalé, hogy BPP D RP D ZPP D P.

A gyenge eldontés definiciojaban szerepls 3/4 konstans 6nkényes: ehelyett
barmilyen 1-nél kisebb, de 1/2-nél nagyobb szédmot is mondhatnank anélkiil,
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hogy pl. a BPP osztaly valtozna (1/2-et méar nem: ekkora valoszintiségi helyes
valaszt mar pénzfeldobéssal adhatunk). Ugyanis ha a gép 1/2 < ¢ <1 valdszi-
niiséggel ad helyes valaszt, akkor ismételjiik meg az x bemeneten a szdmolast
fliggetleniil ¢t-szer, és a legtobbszor adott valaszt tekintsiik valasznak. A nagy
szamok torvényébdsl kdnnyen lathato, hogy annak a valészintisége, hogy ez a
vélasz hibas, kisebb, mint ¢}, ahol ¢; csak a c-t6l fiiggd 1-nél kisebb konstans.
Elég nagy t-re ez tetszGlegesen kicsivé tehets, és ez a varhato lépésszamot
csak konstans szorzoval noveli meg.

Hasonléan belathato, hogy az elfogadas definicidjaban szerepls 1/2 kons-
tans is helyettesithetd volna barmilyen 1-nél kisebb pozitiv szammal.

Végiil még azt jegyezziik meg, hogy a BPP és RP osztalyok definiciojaban
szerepl6 varhato lépésszam helyett tekinthetnénk a legrosszabb lépésszamot
is; ez sem valtoztatna meg az osztilyokat. Nyilvanvald, hogy ha a legrosszabb
lépésszam polinomialis, akkor a varhato lépésszam is az. Megforditva, ha a
varhato 1épésszam polinomialis, mondjuk legfeljebb |z|?, akkor a Markov-
egyenlGtlenség szerint annak a valoszintisége, hogy egy szamolas t6bb, mint
8|x|? ideig tart, legfeljebb 1/8. Igy beépithetiink egy szamlalot, mely a gépet
8|x|? 1épés utan leallitja, és az eredményszalagra 0-t ir. Ez a hiba valészinii-
ségét legfeljebb 1/8-dal néveli meg.

Ugyanez a ZPP osztalyra mar nem ismeretes: itt a legrosszabb futasi id6
korlatozasa mar determinisztikus algoritmushoz vezetne, és nem ismeretes,
hogy ZPP egyenls-e P-vel.

Megjegyzés. Definidlhatjuk a randomizalt RAM-gépet is: ennek van egy
kiilén w rekesze, melyben mindig 1/2 valoszintiséggel 0 vagy 1 all. A program-
nyelvhez hozza kell még venni az y := w utasitast. Valahadnyszor ezt hajtjuk
végre, a w rekeszben 1j véletlen bit jelenik meg, mely az el6z6 bitektsl tel-
jesen fliggetlen. Nem nehéz belatni, hogy az igy definidlt gép polinomiélisan
ekvivalens a fent definialt Turing-gép modellel.

Lathato, hogy minden RP-beli nyelv NP-ben van. Trividlis, hogy a BPP
és ZPP osztalyok komplementalasra zartak: minden £ nyelvvel egyiitt tar-
talmazzak a 3§ — L nyelvet is. Az RP osztily definicioja nem ilyen, és nem
is ismeretes, hogy ez az osztaly zart-e a komplementalasra. Ezért érdemes
definidlni a co-RP osztaly: Egy £ nyelv co-RP-ben van, ha a X§ — £ komple-
menter nyelv RP-ben van.

Az NP osztalynak hasznos jellemzését adtak a ,tanuk”. Egy analog tétel
az RP osztalyra is all:

5.3.1. Tétel. Egy L nyelv akkor és csak akkor van RP-ben, ha létezik olyan
L' € P nyelv és olyan f(n) polinom, hogy
o) L={zex:3yes |yl = f(lal), oky € L'}, és
b) ha x € L, akkor az f(|x]) hosszisdgu y szavaknak legaldbb fele olyan,
hogy &y € L.
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Bizonyitds. Hasonloé az NP-re vonatkozo tétel bizonyitasahoz. O

Az RP és ZPP osztalyok kapcsolata szorosabb, mint ahogyan — az NP és
P osztalyok analogiaja alapjan — varnank:

5.3.2. Tétel. Egy L nyelvre az aldbbiak ekvivalensek:
i) L€ ZPP;
it) L€ RPNco-RP;

iii) Van olyan polinomidlis (legrosszabb) ideji randomizdlt Turing-gép, mely
az eredményszalagra az ,,17 és ,07 jeleken kivil a ,FELADOM” szdt is
irhatja; az ,,1”7 és ,,0” vdlaszok soha nem hibdsak, vagyis x € L esetén
vagy ,1” vagy ,FELADOM”, x & L esetén pedig vagy ,,0” vagy ,FEL-
ADOM?” az eredmény. A ,FELADOM” vdlasz valdszintisége legfeljebb
1/2 lehet.

Bizonyitds. Nyilvanvald, hogy i)==ii). Ugyancsak konnyen lathato, hogy
il)=iii): Adjuk be x-et egy olyan randomizalt Turing-gépnek, mely L-et
polinomialis idében elfogadja, és egy olyannak is, mely 3§ — L-et fogadja el
polinomialis idében. Ha a ketts ugyanazt a valaszt adja (pl. z € L), akkor az
biztosan korrekt. Ha eltérd valaszt adnak, akkor ,feladjuk”. Ekkor valamelyik
tévedett, és igy ennek a valoszintsége legfeljebb 1/2.

Végiil iii)==1) belatasahoz nem kell méast tenni, mint a iii)-beli 7 Turing-
gépet ugy modositani, hogy a ,FELADOM?” valasz helyett induljon tGjra. Ha
Ty lépésszama egy = bemeneten 7, és a feladas valoszintiisége p, akkor ugyan-
ezen a bemeneten a modositott gép varhato 1épésszama

> T
t—1
;c (1 c)tT—l_C§2T. O
A korabbi alfejezetekben lattuk, hogy az Osszetett szamok ,nyelve” RP-
ben van. Ennél tobb is igaz: el6szor Adleman és Huang megmutatték, hogy
ez a nyelv ZPP-ben is benne van, majd 2002-ben Agrawal, Kayal, és Saxena
bizonyitottak, hogy P-ben van. A masik fontos példankra, a nem azonosan 0
polinomokra csak annyi ismeretes, hogy RP-ben vannak. Az algebrai (elss-
sorban csoportelméleti) problémak kozott is sok olyan van, mely RP-ben, ill.
ZPP-ben van, de polinomiélis algoritmus nem ismeretes a megoldéasara.

Megjegyzés. A véletlent hasznalo algoritmusok nem tévesztenddSk Gssze az
olyan algoritmusokkal, melyeknek teljesitményét (pl. 1épésszamanak varhato
értékét) véletlen bemenetre vizsgaljuk. Mi itt a bemenetek halmazan nem
tételeztiink fel valoszintiségeloszlast, hanem a legrosszabb esetet tekintettiik.
Algoritmusoknak bizonyos eloszlasbol szarmazo véletlen bemeneteken varha-
t6 viselkedésének vizsgélata igen fontos, de nehéz és meglehetGsen gyermek-
cip6ben jaro teriilet, amivel itt nem foglalkozunk.
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Megjegyzés. Sokan ugy gondoljak, hogy BPP=P, és még tobben hiszik,
hogy ZPP=P. Nem sok elddntési probléma ismert, ami ZPP-ben van, de
jelenleg nem tudjuk, hogy P-ben van-e; egy példa a kévetkezG: a bemenet
egy p prim, egy 0 <y <p és egy 1 <1 <logp egész szam. Dontsiik el, hogy
a legkisebb olyan pozitiv x egész szam i-edik bitje egyes-e, melyre 22 =y
(mod p), mar amennyiben ilyen létezik, ha nem létezik, akkor utasitsunk el.
L. még a[(Z43] problémat.

5.3.1. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy kisérlet p valoszintiséggel sikeres. Mu-
tassuk meg, hogy n® kisérletet elvégezve adhatd p-re egy p becslés, melyre
annak a valoszintisége, hogy |p—p| > +/p(1—p)/n legleljebb 1/n. (Segitség:
hasznaljuk a Csebisev-egyenl6tlenséget.)

5.3.2. Feladat. Egy valos a mennyiséget szeretnénk kiszamitani tgy, hogy
rendelkezésiinkre all egy randomizélt algoritmus, mely megad egy olyan A
becslést (amit egy valoszintiségi valtozonak tekintiink), melyre annak a valo-
szintisége, hogy |A—a|>1 legfeljebb 1/20. Mutassuk meg, hogy az algoritmust
t-szer meghivva kiszdmithaté egy B becslés, melyre annak a valdszintisége,
hogy |B —al| > 1 legfeljebb 2.

5.3.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy valaki ad nekiink harom n x n-es matrixot
A-t, B-t és C-t (melyekben maximum ¢ bites egész szamok vannak), és azt
allitja, hogy AB = C'. Tl elfoglaltak vagyunk ennek ellenérzéséhez, és ezért
helyette a kovetkez6t tessziik. Valasztunk egy véletlen n hossza x vektort,
mely elemeit egyenletesen valasztjuk a [0,1,..., N —1] intervallumbol, és azt
ellendrizziik, hogy A(Bxz)=Cx teljesiil-e. Ha igen, akkor elfogadjuk az allitast,
kiilonben elutasitjuk.

— Milyen nagy legyen N, hogy a téves elfogadas valoszintisége 0,01 ala
csOkkenjen 7

— Hasonlitsuk 6ssze a randomizalt algoritmusunk idébonyolultségat az
AB-t kiszamit6 determinisztikuséval!

5.3.4. Feladat. Irjuk le formalisan, hogy mit jelent az, hogy egy randomizalt
RAM-gép elfogad egy nyelvet, és bizonyitsuk be, hogy ez pontosan akkor
lehetséges, ha egy randomizalt Turing-gép elfogadja azt.

5.3.5. Feladat. Nevezziink egy Boole-formulat robusztusnak, ha vagy nem
kielégithets, vagy van 2" /n? darab kielégits értékadasa. Adjunk polinomialis
randomizélt algoritmust robusztus Boole-formulék kielégithet&ségének ellen-
Orzésére.



6. fejezet

Informaciés bonyolultsag
(a véletlen bonyolultsagelméleti

fogalma)

A valoszintiségszamitas matematikai megalapozasa Hilbert mar emlitett (1.
al2.2] alfejezetben) hires problémaéi kozott szerepel. Erre az els6 fontos kisérle-
tet von Mises tette, aki egy 0-1 sorozat véletlen voltat akarta definialni, azzal,
hogy a 0-k és 1-ek gyakorisaga megkédzelit6leg azonos, és ez minden pl. szam-
tani sorozat szerint vélasztott részsorozatra is igaz. Ez a megkozelités akkor
nem bizonyult elég hatékonynak. Mas iranyban indult el Kolmogorov, aki a
véletlen fogalmat mértékelméletileg alapozta meg. Elmélete a valoszintiség-
szamitas szempontjabol igen sikeres volt, de voltak olyan kérdések, melyeket
nem tudott megfogni. Igy példaul egyetlen 0-1 sorozat véletlen voltarol a
mértékelméletre alapozott valdszintiségszamitasban nem beszélhetiink, csak
sorozatok egy halmazanak valdszintiségérdl, holott hétkdznapi értelemben pl.
a FejFejFejFej. . . sorozatrol elég nehezen hihetd, hogy egy véletlen pénzdoba-
las eredménye. Kolmogorov és Chaitin a 60-as években felelevenitették von
Mises gondolatat, bonyolultsdgelméleti eszkézoket hasznalva. Eredményeik
érdekessége tulmutat a valészintiségszamitas megalapozasan; az adattarolas
alapvets fogalmainak tisztazasahoz is hozzajarul.

6.1. Informaciés bonyolultsag
Rogzitsiink egy ¥ abécét, és legyen, mint korabban, ¥y =% — {x}. Kényelmes

lesz Yo-t a {0,1,...,m—1} halmazzal azonositani. Tekintsiink egy ¥ feletti
kétszalagos univerzélis T' Turing-gépet. Azt mondjuk, hogy egy ¥¢ feletti ¢

111
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sz6 (program) a T gépen kinyomtatja az x szot, ha a T gép masodik szalag-
jara g-t irva, az els6t iliresen hagyva, a gép véges sok lépésben megall dgy,
hogy az els6 szalagjan az x sz6 all. Mindjart jegyezziik meg, hogy minden x
sz0 kinyomtathato T-n. Ugyanis van olyan egyszalagos (eléggé trivialis) S,
Turing-gép, mely lires szalaggal indulva nem csindl mést, mint erre az x sz6t
irja. Ez a Turing-gép szimulalhato T-n egy ¢, programmal, mely ezek szerint
z-et nyomatja ki.

Egy x € X§ s26 (T-re vonatkozo) bonyolultsdgdn a legrovidebb olyan sz
(program) hosszat értjiik, mely T-n az = szot nyomatja ki. Az x sz6 T-re
vonatkozo bonyolultsagat Kr(x)-szel jeloljik.

Az z-et kinyomtatd programot ugy is tekinthetjik, mint az z sz6 egy
,kodjat”, ahol maga a T Turing-gép a dekddolast végzi. Egy ilyen programot
az x sz6 Kolmogorov-kodjinak nevezziik. Egyelére nem tesziink feltevést arra
vonatkozoan, hogy ez a dekodolas (vagy a kodolas, azaz a megfelel§ program
megtaldlasa) mennyi ideig tarthat.

Azt szeretnénk, ha ez a bonyolultsag az x sz6 egy jellemz§ tulajdonsaga
lenne, és minél kevésbé fiiggne a T géptSl. Sajnos konnyd olyan univerzalis
T gépet csinalni, ami nyilvanvaldan ,jigyetlen”. Példaul minden programnak
csak minden masodik jelét hasznéalja fel, a kozbiils6 betiikon ,atsiklik”: ekkor
kétszer olyan bonyolultnak definidl minden z sz6t, mint ha ezeket a betiiket
le se kellene irni.

Megmutatjuk azonban, hogy ha bizonyos — eléggé egyszeri — feltevéseket
teszlink a T gépre, akkor mar nem lesz lényeges, hogy melyik univerzalis
Turing-gépet hasznaljuk a bonyolultsag definialasara. Durvan szolva elég azt
feltenniink, hogy minden 7-n végrehajthaté szamitas bemenetét beadhatjuk
a program részeként is. Ennek pontositasaként feltessziik, hogy a & betd
eleme az abécének (pl. & = m —1; itt a jelentése az lesz, hogy innentdl az
adatok kovetkeznek), melyre az all, hogy

a) minden egyszalagos S Turing-gép szimulalhat6 a T gépen egy olyan
programmal, mely az & betiit nem tartalmazza, és

b) ha a T' gép els6 szalagjara semmit, a masodik szalagjara pedig egy olyan
szot irunk, mely az & bet(it tartalmazza, tehat ami igy irhato: x&y, ahol az
x sz6 mar nem tartalmazza az & betiit, akkor a gép akkor és csak akkor all
meg, mint ha y-t az els6 szalagra és z-et a méasodik szalagra irva inditottuk
volna el, és megallaskor az els6 szalagon ugyanaz all.

Konnyt 1atni, hogy minden univerzalis Turing-gép moédosithaté tgy, hogy
az a) és b) feltevéseknek eleget tegyen. A tovabbiakban mindig feltessziik,
hogy univerzalis Turing-gépiink ilyen tulajdonsagu.

6.1.1. Lemma. Létezik olyan (csak T-t6l fiiggd) cr konstans, hogy Kr(z) <
<l|z|+er.
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Bizonyitds. T univerzalis, tehét az a (trivialis) egyszalagos Turing-gép, mely
semmit sem csindl (azonnal megall), szimulalhato rajta egy po programmal.
Ekkor viszont barmely z € ¥j széra, a po&x program az x szét fogja kinyom-
tatni a T gépen. Igy cr = |po|+ 1 megfelel a feltételeknek. O

Megjegyzés. Kissé vigyazni kellett, mert nem akartuk megszoritani, hogy
milyen jelek fordulhatnak el§ az x szoban. PL. a legtobb programozasi nyel-
ven a PRINT "x" utasitds nem jo az olyan z szavak kinyomtatasara, melyek
tartalmazzak az idézdGjelet. Az érdekel benniinket, hogy az x szot az adott
abécében mennyire lehet tomoren kodolni, és igy nem engedjiik meg az dbécé
bévitését. A fentiekben az & betiit csak a programban tiltottuk meg, azaz a
T masodik szalagjan az & beti els6 el6fordulasa hatarolja el az adatrészt.

Most bebizonyitunk egy alapvetd lemmat, mely azt mutatja, hogy a bo-
nyolultsag (a fenti feltételek mellett) nem fiigg nagyon az alapul vett géptdl.

6.1.2. Tétel (Invariancia tétel). Legyen T és S aza) ésb) feltételeknek eleget
tevd univerzdlis Turing-gép. Ekkor van olyan crs konstans, hogy bdrmely x
szora |Kr(z) —Kg(x)| < crs.

Bizonyitds. Az S kétszalagos Turing-gép miikddését szimulalhatjuk egy egy-
szalagos S1 Turing-géppel ugy, hogy ha S-en valamely ¢ program egy x szot
nyomtat ki, akkor S; szalagjara ¢-t irva, az is megall véges sok lépésben,
éspedig tgy, hogy a szalagjara = van irva. Tovabbmenve, az S; Turing-gép
miikodését szimulalhatjuk T-n egy olyan pg, programmal, mely az & betiit
nem tartalmazza.

Legyen marmost x tetszéleges Xi-beli sz0, és legyen g, egy legrévidebb
olyan program, mely S-en x-et kinyomtatja. Tekintslik 7-n a pg, &g, progra-
mot: ez nyilvan x-et nyomatja ki, és hossza csak |q,|+crs, ahol crs=|ps, |+1.
Igy tehat

KT(CL') < Ks(ib)-f—CTs.

Az ellenkezd iranyn egyenlGtlenség hasonloan adodik. O

Ennek a lemménak az alapjan most méar T-t rogzitettnek tekintjiik, és a
tovabbiakban nem irjuk ki a T" indexet. (Igaz, hogy igy K(z) csak egy additiv
konstans erejéig van meghatarozva, de ez a tovabbiakban nem lesz zavaro,
allitasaink tetszoleges lerogzitett T univerzalis gép esetén igazak lesznek).

A kovetkezo tétel mutatja, hogy az optimalis kod algoritmikusan nem ke-
reshet§ meg.

6.1.3. Tétel. A K(z) figgvény nem kiszdmithato.

Bizonyitds. A bizonyitas lényege egy klasszikus logikai paradoxon, az un.
ir6gép-paradoxon. Ez egyszertien igy fogalmazhato: ,legyen n a legkisebb 100-
nél kevesebb jellel nem definialhaté szam”. Ezzel éppen most definialtuk n-et
100-n4l kevesebb jellel!
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Tegytik fel marmost, hogy K () kiszamithato. Legyen ¢ alkalmasan megva-
lasztando természetes szdm. Rendezziik ¥ elemeit novekvs sorrendbe. Jeldlje
x(k) a k-adik szot e szerint a rendezés szerint, és legyen zg a legelsd olyan
sz6, melyre K(zp) > c. Feltéve, hogy gépiink Pascal nyelven programozhato,
tekintsiik az alabbi egyszerd programot:

var k: integer;
function x(k: integer): integer;

function Kolm(k: integer): integer;

begin
k:=0;
while Kolm(k) < ¢ do k:=k+1;
print x(k);

end.

Ez a program nyilvan zo-t nyomatja ki. A program hosszanak a meghataroza-
sanal hozza kell venni az x(k) és Kolm(k) =K (z(k)) fliggvények kiszamitasat;
ez azonban 0Osszesen is csak log c+ konstans szamu jel. Ha c-t elég nagynak
vessziik, ez a program c-nél kevesebb jelbsl all, és xp-t nyomtatja ki, ami
ellentmondaés. O

A tétel egyszeri alkalmazasaként Gj bizonyitast nyeriink a megallasi prob-
léma eldonthetetlenségére. Miért is nem lehet ugyanis K(z)-et a kovetke-
z6képpen kiszamitani? Vegyiik sorban a szavakat, és nézziik meg, hogy T
masodik szalagjara ezeket irva, ugy all-e le, hogy az elsé szalagra x van irva.
Tegyiik fel, hogy van olyan program, mely egy adott programrol eldénti, hogy
azt irva a méasodik szalagra, T véges sok 1épésben megall-e. Ekkor azokat a
szavakat, melyekkel T ,elszall”, eleve ki tudjuk sziirni, ezekkel nem is probal-
kozunk. A maradék szavak koziil a legelsének a hossza, mellyel T' az = szot
kinyomtatja, lesz K(z).

Az el6z6 tétel szerint ez az ,algoritmus” nem mikddhet; csak az lehet
azonban a baja, hogy nem tudjuk kisztirni a végtelen ideig fut6é programokat,
vagyis a megallasi probléma nem doénthet§ el.

6.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a K(x) fiiggvényt még megkozelitsleg
sem tudjuk kiszamitani a kdvetkezd értelemben: Tetszoleges f kiszamithato
fiiggvényre, nem létezhet olyan algoritmus, mely minden x szo6hoz egy ~(x)
természetes szdmot szamol ki ugy, hogy minden z-re

K(z) <7(x) < f(K(z)).
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6.1.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan algoritmus, mely minden
adott n szdmhoz olyan n hossztusagu x 0-1 sorozatot konstrual, melyre K(z)>
> 2logn.

6.1.3. Feladat. Ha egy f: X — Z kiszAmithat6 fiiggvényre f < K, akkor
f korlatos.

ABT3 téetellel és alG. 11l feladattal szembeallithatoan megmutatjuk, hogy
a K(z) bonyolultsig majdnem minden z-re igen jol megkozelithets. Ehhez
el@szor is pontositanunk kell, hogy mit értiink ,majdnem minden” z-en. Te-
gyiik fel, hogy a bemeng szavakat véletlenszertien kapjuk; mas szoval, minden
x € X szonak van egy p(z) valoszintsége. Errél tehat annyit tudunk, hogy

p(I) =0, Z p(I) =1

TEX]

Ezen feliil csak annyit kell feltenniink, hogy p(z) algoritmikusan kiszdmitha-
to. Egy ilyen tulajdonsagu p fiiggvényt kiszamithato valdszinidségeloszlasnak
neveziink. Egyszerti példat ad ilyen valoszintiségeloszlasra a p(z)=2"*, ahol
rp a novekvs rendezés szerinti k-adik sz0; vagy a p(x) = (m+1)"1%1=1,

6.1.4. Tétel. Minden kiszamithato p valdsziniségeloszlashoz van olyan algo-
ritmus, amely minden x széhoz kiszamitja az x egy f(x) Kolmogorov-kddjdt,
és erre a kddra | f(z)| —K(z) vdrhatd értéke véges.

Bizonyitds. Legyen 1,2, ..., a Xj-beli szavaknak az a sorbarendezése, mely-
re p(x1) > p(x2) > ..., és az azonos valdszintiségi szavak mondjuk lexikogra-

fikusan noévekvs sorrendben vannak.

6.1.5. Allitas. Az i indexhez az x; sz6 algoritmikusan kiszdmithato.

Az dllitas bizonyitdsa. Legyenek y1,¥s,... a szavak lexikografikusan noévek-
vGen rendezve. Rogzitett ¢ mellett legyen k rendre i, ¢+ 1,...; adott k-hoz
szamitsuk ki a p(y1),...,p(yr) szamokat és legyen 7y ezek koziil az i-edik
legnagyobb. Nyilvan m; < w41 <... < p(z;). Tovabba, ha

(*)  ply)+.. . +plyr) > 1 -7,

akkor a tovabbi szavak kozott mi-nal nagyobb valészintiségi méar nem lehet,
igy 7 = p(x;) és x; az elsd olyan y; sz6 (1 <j <k), melyre p(y;) = 7.

Igy sorra véve a k=i, i+1,... értékeket, megallhatunk, ha (x) teljesiil.
Mivel (x) bal oldala 1-hez tart, a jobb oldal pedig monoton nemnévekvs, ez
el6bb-utobb bekovetkezik. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. o

Visszatérve a tétel bizonyitasara, az allitAsban szerepld algoritmus prog-
ramja az ¢ szammal egylitt az x; sz6 egy f(x;) Kolmogorov-kodjat szolgal-
tatja. Megmutatjuk, hogy ez a kdd kielégiti a tétel kdvetelményeit.
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Nyilvan |f(z)| > K(z). Tovabba | f(z)| —K(x) varhato értéke
Zp z;) (1f (@) - K Zp i) (| f(zi)| —log,, i)+

+ Zp(:vi)(logm i—K(z;)).

Itt |f(x;)| =log,, i+ ¢ a konstrukcié miatt (¢ konstans), és K(z;) < |f(x;)],
hiszen f(z;) egy specialis Kolmogorov-kod, tehat a varhato érték nem negativ.
Tekintsilik a fenti Gsszeg els6 tagjat:

> p(@i)(|f ()| —log,, i) Zp z;)c = c.
=1

A maésodik tagban az Osszeget noveljiik, ha a K(x;) szamokat névekvs sor-
rendbe rendezziik at (mivel a p(x;) egyiitthatok csokkennek). Legyen z; a
szavak egy ilyen rendezése, tehat ahol K(z1) <K(z2) <.... Ekkor a megno-
velt masodik tag: Y p(z;)(log,, i —K(z;)). Azon = szavak szadma, melyekre
i=1

K(z) =k, legfeljebb mF. Tehét azon x szavak szama, melyekre K(z) <k, leg-
feljebb 1+m+m?+...+m* <mF*'. De ez pont azt jelenti, hogy i <mX(z:)+1
azaz K(z;) > log,, i—1.

S (@) (@) —K (@) < e+ 3 plas) (08, i—K(z0) <+ 3 plag) =c+1.
i =1 =1
O

6.2. Onkorlatozo informéacios bonyolultsag

A Kolmogorov-kod, ha szigorian vessziik, kihasznal a g dbécén kiviil is egy
jelet: a programszalag olvasasakor a program végét arrél ismeri fel, hogy a

«” jelet olvassa. Modosithatjuk a fogalmat gy, hogy ez ne legyen lehetséges:
a programot olvaso fejnek nem szabad tulszaladnia a programon.

Egy olyan szot, melyet a kétszalagos univerzélis T Turing-gépiink program-
szalagjara irva, a fej soha nem is probal a programon kiviili mezét olvasni, dn-
korldtozonak neveziink. A legrévidebb x-et kinyomtato onkorlatozéd program
hosszat Hr(x)-szel jeloljiik. Ezt a modositott informécios bonyolultsagfogal-
mat LEVIN és CHAITIN vezették be. Konnyt belatni, hogy az Invariancia-tétel
most is érvényes, és ezért ismét elég az index nélkiili H(z) jelolést hasznélni.
A K és H fiiggvények nem térnek el nagyon, ahogy azt a kovetkezd lemma
mutatja. Emlékezziink ra, hogy m = |Xo|.
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6.2.1. Lemma. K(z) <H(z) <K(z)+2log,, K(z)+O(1).

Bizonyitds. Az els6 egyenlétlenség trivialis. A masodik bizonyitédsahoz tekint-
slink egy p programot, mely x-et kétszalagos univerzalis T Turing-gépiinkon
kinyomtatja. Legyen n = |p|, és legyen az n szam m alapa szamrendszerbeli
alakja wuy ...uy, valamint legyen u = u10us0...u;011. Ekkor az up széban
az u prefix egyértelmiien rekonstrualhato, és ebbdl a sz6 hossza megallapit-
hato anélkiil, hogy tulszaladnank a végén. Nem nehéz ezek alapjan egy T’
univerzalis Turing-gépet konstruélni, mely ,lefejti” ebbdl a programbol u-t,
és utdna a méasodik feje mindig a p programon beliil tartézkodik. O

6.2.1. Feladat. Konstrualjuk meg a T gépbdl a T' gépet.

Az eddigiek alapjan ugy ttinhet, hogy a H fiiggvény a Kolmogorov-bo-
nyolultsag egy apréd technikai véltozata. A kiévetkezd lemma egy lényeges
kiilonbséget mutat kozottiik.

6.2.2. Lemma. a) . m ¥® = 4o,
b) Som HE) <1,

Bizonyitds. Az a) allitas a lemméabol azonnal kovetkezik. A b) allitas
bizonyitasa végett tekintsiik minden x szonak egy optimalis f(z) kodjat. Az
6nkorlatozas miatt ezek egyike sem lehet egy masiknak kezddszelete (prefixe);
igy b) azonnal adodik a kovetkezs egyszert, de fontos informécioelméleti
lemméabol:

6.2.3. Lemma. Legyen £ CX{ olyan nyelv, melynek egyik szava sem prefize
a mdsiknak, és legyen ismét m = |So|. Ekkor Y. m~I¥l <1,
yeL

Bizonyitds. Valasszunk a 3y abécébdl véletlenszerten, fiiggetleniil és egyen-
letes eloszlas szerint aj,as,... bettket; alljunk meg, ha a kapott sz6 L-ben
van. Annak a valészintisége, hogy egy y € £ szot kapunk, éppen m~1¥! (hiszen
y kezdGszeletén nem allunk meg a feltevés szerint). Mivel ezek egymast kizaro
események, a lemma allitasa kovetkezik. O

A B2T és lemmak néhany kovetkezményét fogalmazzak meg az
alabbi feladatok:

6.2.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy a [G.2.Il lemma alabbi élesitése mar
nem igaz: H(z) <K(x)+log,, K(z)+O(1).

6.2.3. Feladat. A H(x) fiiggvény nem kiszamithato.

A kovetkezs tétel azt mutatja, hogy a H(z) fliggvény jol kozelithetd.



118 6. INFORMACIOS BONYOLULTSAG

6.2.4. Tétel (Levin kodolasi tétele). Legyen p egy kiszdmithatd valdszind-
ségeloszlds Xf-on. Ekkor minden x széra H(z) < —log,, p(x)+O(1).

Bizonyitds. Nevezziik m-adikusan raciondlisnak azokat a raciondlis szdmo-
kat, melyek felirhatok tgy, hogy nevezgjik m-nek hatvanya. A [0,1) inter-
vallum m-adikusan raciondalis szdmai m alapi szamrendszerben 0,a; ...ay
alakban frhatok, ahol 0 < a; <m—1.

Osszuk fel a [0,1) intervallumot balrél zart, jobbrol nyilt, rendre p(z1),
p(x2), ... hossztusagn J(x1), J(z2),... intervallumokra (ahol xq,z3,... a X
* novekvs rendezése). Minden olyan z € 3§ szohoz, melyre p(z) > 0, lesz
olyan 0,a; ...ar m-adikusan raciondlis szam, melyre 0,a1...a; € J(x) és
0,a1 ... (ax+1l) € J(x). Egy legrovidebb ilyen tulajdonsagui ay ... aj sorozatot
nevezzink az x sz6 Shannon—Fano-kddjinak.

Azt allitjuk, hogy minden x sz6 a Shannon—Fano-kodjabol konnyen kisza-
mithat6é. Valoban, adott a4, ..., ax sorozathoz ¢ =0,1,2,... értékekre rendre
megnézziik, hogy 0,a; ...a; és 0,a; ... (a;+1) ugyanabba a J(z) intervallum-
ba esnek-e; ha igen, kinyomtatjuk xz-et és megéllunk. Vegyiik észre, hogy ez a
program 6nkorlatozo : nem kell tudnunk el6re, hogy milyen hossza a kéd, és ha
ai...ay egy x sz6 Shannon—Fano-kodja, akkor soha nem fogunk az a; ... ax
sorozat végén til olvasni. Igy tehat H(z) nem nagyobb, mint a fenti algo-
ritmus (konstans hosszisagi) programjanak és az x Shannon—Fano-kodjanak
egylittes hossza; errdl konnyd latni, hogy legfeljebb —log,, p(x)+0O(1). O

E tételbdl kovetkezik, hogy H(z) és —logmp(z) eltérésének varhato értéke
korlatos (v6. a[6.1.4l tétellel).

6.2.5. Kovetkezmény. A[6.2.]] tétel feltételeivel

> p(x)|H(z)+log,, p(x)| = O(1).

Bizonyitds. Jelolje |z|+ a z-t, ha z pozitiv, és 0-t kiilonben; valamint
|z|- a (—z)-t, ha z negativ, és 0-t kiilonben.

" p(@)[H(x) +log,, p() =

= p(@)[H(z)+log,, p(z)|+ + Y p(z)[H(z)+log,, p(z)| .
Itt az els6 Osszeg a[6.2.4] tétel szerint becsiilhets:

> p(@)[H(z) +log,, p(x)|+ <Y p(2)0(1) = O(1).
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A masodik Gsszeget igy becsiiljiik:
H(x)+1o )| < m~H@)—log,,p(z) _ m—H(@)
Em D <

és igy al6.2.2] lemma szerint

> p(@)|H(z)+log,, p(z)|- <Y m @ <1, O

6.3. A véletlen sorozat fogalma

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy ¥¢ = {0,1}, vagyis 0-1 sorozatok bonyo-
lultsédgaval foglalkozunk.

Durvan szolva, akkor akarunk egy sorozatot véletlennek tekinteni, ha nincs
benne szabalyossag. Itt a szabalyossagot azzal fogjuk meg, hogy az a sorozat
gazdasagosabb kodolasara adna lehetdséget, tehat a sorozat bonyolultsdga
kicsi volna.

Nézziik el6szor, hogy mekkora az ,atlagos” 0-1 sorozat bonyolultsaga.

6.3.1. Lemma. Azon n hosszisdgi x 0-1 sorozatok szdma, melyekre K(z) <
<n—k, kisebb, mint 27 F+1,

Bizonyitds. A legfeljebb n—k hosszisagu kodok szama legfeljebb 1+2+. ..+
4277k < 2n=k+l oy csak 2" F+1nél kevesebb sorozatnak lehet csak ilyen
kodja. =

6.3.2. Kévetkezmény. Az n hosszusdgu 0-1 sorozatok 99%-dnak a bonyo-
lultsaga nagyobb, mint n—8. Ha véletlenszerien vdlasztunk egy n hosszisdgi
x 0-1 sorozatot, akkor 1—2719 walgsziniséggel |K(z)—n| < 100.

A tétel szerint algoritmikusan lehetetlen megtalalni a legjobb kodot.
Vannak azonban olyan, konnyen felismerhets tulajdonsagok, melyek egy szo-
rol azt mutatjak, hogy az a hosszanal hatékonyabban koédolhaté. Egy ilyen
tulajdonsagot mutat a kévetkezs lemma.

6.3.3. Lemma. Ha eqy n hosszisdgu x 0-1 sorozatban az 1-esek szama k,
akkor

K(z) <log <Z> +logn+logk+ O(loglogn).
Legyen k =pn (0<p<1), akkor ez igy becsiilhetd:

K(z) < (~plogp—(1—p)log(1—p))n+O(logn).
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Specialisan, ha k > (1/24¢)n vagy k < (1/2—¢)n, akkor
K(z) <en+0(logn),

ahol c=—(1/2+4¢)-log(1/2+¢)—(1/2—¢)-log(1/2—¢) csak e-tol fliggs 1-nél
kisebb pozitiv konstans.

Bizonyitds. x-et megadhatjuk dgy, mint ,lexikografikusan a t-edik olyan n
hosszuségu 0-1 sorozat, mely pontosan k db 1-est tartalmaz”. Mivel a k db
1-est tartalmazo, n hosszuségu 0-1 sorozatok szdma (Z), a t, n és k szamok
leirasahoz csak log (Z) +logn+log k bit kell, de a harom szamot szét kell tudni
valasztani, ehhez kell tovabbi 4loglogn+ O(1) bit (a kodolasi triikkk kitala-
lasat az olvasora bizzuk, 1. szintén a feladatot). A megfelel§ sorozatot
kivalaszté programhoz pedig tovabbi konstans szamu bit elég.

A binomialis egyiitthato becslése a valoszintiségszamitasbol ismert moédon
torténik. O

Legyen = végtelen 0-1 sorozat, és jeldlje x, az els6 n eleme altal alko-
tott kezddszeletét. Az x sorozatot informatikusan véletlennek nevezzik, ha
K(z,)/n — 1 ha n — oo. Megmutathat6, hogy minden informatikusan
véletlen sorozat kielégiti a nagy szdmok térvényeit, a kiilonboz6 statisztikai
teszteket stb. Itt most csak a legegyszertibb ilyen eredményt tekintjiik. Je-
16lje a,, az x,, sorozatban az l-esek szamat, ekkor az el6z6 lemméabol rogton
adodik a kovetkezd tétel:

6.3.4. Tétel. Ha x informatikusan véletlen, akkor an/n — 1/2 (n — o).

Kérdés, hogy a ,véletlen” sorozat definicidéja nem tul szigort-e, van-e egy-
altalan informatikusan véletlen sorozat. Megmutatjuk, hogy nem csak hogy
van, de majdnem minden sorozat ilyen. Pontosabban a kovetkezé igaz:

6.3.5. Tétel. Legyenek a végtelen x 0-1 sorozat elemei egymdstdl fiiggetlentil
1/2 waldszindséggel 0-k vagy 1-ek. Ekkor az x sz6 1 valdsziniséggel informa-
tikusan véletlen.

Bizonyitds. Jelolje A, azt az eseményt, hogy K(x,) <n—2logn. A B3]
lemma szerint Pr(4,) <2'721°¢" =2/n? ésigy a > - Pr(A,) dsszeg kon-
vergens. De ekkor a Borel-Cantelli-lemma szerint 1 valoszintiséggel csak véges
sok A, esemény kovetkezik be. Tehat annak a valoszintisége 1, hogy van olyan
no termeészetes szam, hogy minden n>ng-ra K(z,)>n—2logn. Minden ilyen
esetben K(z,,)/n — 1. O

Megjegyzés. Ha az x sorozat elemeit egy algoritmus generalja, akkor
Zn-et megadhatjuk ennek a programjaval (ami konstans hosszisagi) és az
n szdmmal (amihez logn bit kell). Ilyen sorozatra tehat K(z,) igen lassan
(logaritmikusan) né, tehat  nem informatikusan véletlen.
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6.4. Kolmogorov-bonyolultsag, entrépia és kédo-
las

Legyen p = (p1,...,pm) €gy valdszinidségeloszlds, vagyis olyan nemnegativ
vektor, melyre ). p; = 1. Ennek az entrdpidja a

m

H(p) = Z —pilog p;

=1

mennyiség (ha p; =0, akkor a p; log p; tagot is 0-nak tekintjiik). Vegyiik észre,
hogy ebben az dsszegben minden tag nemnegativ, igy H(p) > 0; egyenlség
akkor és csak akkor all, ha valamelyik p; értéke 1, a tobbi pedig 0. Kénnyd
(1/m,...,1/m) eloszlas, és ennek entropiaja logm.

Az entropia az informéacidelmélet alapfogalma, és ebben a jegyzetben nem
foglalkozunk vele részletesen, csak a Kolmogorov-bonyolultsaggal valé kap-
csolatat targyaljuk. Legyen ismét m = |Xg|. Mar talalkoztunk az entropiaval
0-1 sorozatokra a lemmaban, de ott nem nevesitettiikk. Ez a lemma
konnyen altaldnosithato tetszéleges dbécére:

6.4.1. Lemma. Legyen x € ¥} és |x| =n, jelolje pn a h € ¢ betd relativ
gyakorisdgadt az x széban. Legyen p= (ppn : h € Xo). Ekkor

K(x) < %n—l—O(mlogn/logm). O

Legyen £ C X* eldonthets nyelv, és tegyiik fel, hogy csak az L-beli sza-
vakhoz akarunk ket kinyomtaté révid programot, ,kddot” talalni. Keresiink
tehat minden x € L szohoz olyan f(z) € {0,1}* programot, mely 6t kinyom-
tatja. Az f: L— X fliggvényt kddnak nevezziik. A kod témorsége az n(n) =
=max{|f(z)|:x € L, |z| <n} fiiggvény. Nyilvanvalo, hogy n(n) > max{K(z):
cx €L, |z| <n}.

Konnyen nyerhetiink als6 korlatot barmely kod tomorségére. Jelolje £, az
L nyelv legfeljebb n hossziségi szavainak halmazat. Ekkor nyilvanvalé, hogy

n(n) = log|Ln|.

Ezt a becslést informdcidelméleti korldtnak nevezziik.

Ez az als6 becslés (additiv allandotol eltekintve) éles. Egyszertien kodol-
hatunk minden x € £ sz6t azzal, hogy az £ nyelv hanyadik eleme a névekvs
rendezésben. Ha az n hosszisagi x sz6 a t-edik elem, akkor ehhez logt <
<log|L,| bit kell, meg még konstans szadmu bit (annak a programnak a
leirasa, mely ¥* elemeit lexikografikusan sorba veszi, megnézi, hogy melyik
tartozik L-be, és ezek koziil a t-ediket kinyomtatja).
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Erdekesebb kérdésekhez jutunk, ha kikétjiik, hogy a szobol a kod, és meg-
forditva, a kodbél a kodolt sz6 polinomialisan kiszamithatd legyen. Més szo-
val: kerestink olyan £’ nyelvet, és két polinomialisan kiszamithato fliggvényt:

f:L—r, g: L — L,

hogy fog=r1id. és melyre minden x € L-re |f(x)| az |z|-hez képest ,r6vid”.
Egy ilyen fiiggvény-part polinomidlis idejd kédnak neveziink. (Természetesen
tekinthetnénk a polinomialis id6korlat helyett més bonyolultsagi megszoritast
is.)

Bemutatunk néhany példat arra, amikor polinomialis ideji kod is kozel
tud kertilni a informécidelméleti korlathoz.

6.4.1. Példa. Korabban a lemma bizonyitdsaban hasznaltuk azon n
hosszisaga 0-1 sorozatoknak, melyekben pontosan m darab l-es van, azt
az egyszer kodolasat, melynél egy sorozat kddja az, hogy lexikografikusan
hanyadik. Belatjuk, hogy ez a kédolas polinomialis.

A 0-1 sorozatok helyett egy n elemii halmaz részhalmazait tekintjiik. Le-
gyen ai>as>...>am, a{0,...,n—1} halmaz lexikografikusan t-edik m elemii
részhalmaza, ahol minden részhalmazt csokkenGen rendeziink a lexikografikus
rendezéshez. Ekkor

t:1+(Z}L>+(maf1)+...+<af>(*)

Valéban, ha {b;,...,b,} az {a1, ..., a;nm } halmazt lexikografikusan megelszi,
akkor valamely i-re b; <a; de minden j <i esetén b;=a;. Az ilyen tulajdonsagu
{b1,..., by} halmazok szama éppen (mf;ﬁﬂ). Ha ezt minden i-re 6sszegezziik,
megkapjuk a (%) formulat.

A (%) formula n-ben polinomialis idében kénnyen kiszamithato. Megfordit-
va, ha t < (:711) adott, akkor ¢ konnyen felirhaté (%) alakban: binaris kereséssel
megkeressiik a legnagyobb a; természetes szdmot, melyre (‘:ﬁ) <t—1,majd a
legnagyobb as-t, melyre (%) <t—1—(7!) stb. Ezt csindljuk m lépésig. Az

igy kapott szamokra fennall, hogy a; > aq .. .; valoban, példaul a; definicidja
szerint (‘“7:1) = (‘:ﬁ) + (nfjl) >t—1,igy (nfjl) >t—1— (‘;}L), ahonnan a; > as.

Hasonléan adédik, hogy a,, > 0 és hogy m lépés utan nincs ,maradék”, vagy-
is () fennall. Igy tehat adott ¢-re polinomialis id6ben kiszamithato, hogy
melyik a lexikografikusan t-edik m elemt részhalmaz.

6.4.2. Példa. Tekintsiik a fakat, pl. adjacencia-matrixukkal megadva (de
lehetne méas ,értelmes” leiras is). Igy a fa pontjainak adott sorrendje van,
amit agy is fogalmazhatunk, hogy a fa pontjai 0-t6l (n — 1)-ig meg vannak
szamozva. Két fat akkor tekintiink azonosnak, ha valahanyszor az i-edik és
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j-edik pontok 6ssze vannak kotve az els6ben, akkor 6ssze vannak kétve a mé-
sodikban is és viszont (igy ha egy fa pontjait dtszamozzuk, esetleg kiillonbozd
fahoz jutunk). Az ilyen fakat szdmozott faknak nevezziik.

Nézziik meg elGszor, mit mond az informacidéelméleti alsdé becslés, vagyis
hény fa van. Erre vonatkozik a kévetkez6 klasszikus eredmény :

6.4.2. Tétel (Cayley tétele). Az n ponti szdmozott fik szdma n™ 2.

Igy az informacioelméleti becslés szerint barmilyen kodolasnal legalabb egy
n pontd fanak legalabb [log(n"~2)] = [(n—2)logn] hosszi kodja kell, hogy
legyen. Vizsgéljuk meg, hogy ez az als6 korlat elérhetS-e polinomialis idejt
koddal.

a) Ha a fakat adjacencia-matrixukkal kodoljuk, az n? bit.

b) Jobban jarunk, ha minden fat az éleinek a felsorolaséaval adunk meg. Ek-
kor minden cstucsnak egy ,nevet” kell adni; mivel n csiics van, adhatunk
minden csiicsnak egy-egy [logn] hosszusagi 0-1 sorozatot név gyanant.
Minden élt két végpontjaval adunk meg. Igy az élek felsorolasahoz kb.
2(n—1)logn bit kell.

¢ ) Megtakarithatunk egy 2-es faktort b)-ben, ha a faban kitiintetiink
egy gyokeret, mondjuk a 0 pontot, és a fat azzal az (a(1),...,a(n—1))
sorozattal adjuk meg, melyben «(i) az i pontbol a gyokérhez vezets ut
els6 belss pontja (az i apja”). Ez (n—1)[logn] bit, ami mér majdnem
optimalis.

d) Ismeretes azonban olyan eljaras is, az un. Priifer-kod, mely bijekciot
létesit az n pontt szamozott fak és a 0,...,n—1 szdmok n — 2 hosszi-
sagt sorozatai kozott. (Ezzel Cayley tételét is bizonyitja.) Minden ilyen
sorozatot tekinthetiink egy természetes szam n alapt szamrendszerbeli
alakjanak; igy az n pontt szamozott fakhoz egy-egy 0 és n™ 2 kozot-
ti ,sorszamot” rendeliink. Ezeket a ,sorszamokat kettes szdmrendszer-
ben kifejezve olyan kddolast kapunk, mely minden fa koédja legfeljebb
[(n—2)logn| hosszisagu.

A Priifer-kod a c) eljaras finomitasanek tekinthets. Az 6tlet az, hogy az
[i, ()] éleket nem i nagysaga szerint rendezziik, hanem kicsit méasként.
Definialjuk az (i1, . . . , i) permutéciot a kovetkezsképpen: legyen i; a fa
legkisebb végpontja; ha i1, ..., mar definidlva vannak, akkor legyen
ik4+1 az i1,...,1 pontok elhagyasa utan visszamarado6 graf legkisebb
végpontja. (A 0-t nem tekintjiik végpontnak.) Legyen i, = 0. Az igy
definialt ip-kal tekintsiik az («(i1),...,a(in—1)) sorozatot. Ennek az
utolséd eleme 0 (ugyanis az i,—1 pont ,apja” csak az i, lehet), igy ez
nem érdekes. A maradék (a(i1),...,a(in—2)) sorozatot nevezzik a fa
Priifer kédjanak.
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6.4.3. Allitas. A fa Priifer-kédja meghatdrozza a fit.

Ehhez elegendd belatni, hogy a Priifer-kod az iy, .. ., 4, sorozatot megha-
tarozza; tudniillik akkor mar ismerjiik a fa éleit (az [ix, «(ix)] parokat). Az
i1 a fa legkisebb végpontja, igy meghatarozasahoz elegends azt megmutatni,
hogy a Priifer-kédroél leolvashato, hogy melyek a végpontok. De ez nyilvan-
val6: pontosan azok a pontok végpontok, melyek nem ,apjai” mas pontnak,
tehat melyek nem fordulnak els az a(iy), ..., a(i,_2),0 szamok kozdtt. Igy
tehat ¢; egyértelmtien meg van hatarozva.

Feltéve, hogy i1, ...,ix_1-r6l mar tudjuk, hogy a Priifer-kod egyértelmii-
en meghatarozza 6ket, az el6z6 meggondolédshoz hasonldéan adoédik, hogy iy

a legkisebb olyan szdm, mely nem fordul eld sem az i1,...,15—1, Sem az
alig)y...,a(in) szamok kézott. Igy iy is egyértelmten meg van hatarozva.

6.4.4. Allitas. Minden (by, ..., b, o) sorozat (1 <b; <n) elddll mint egy fa
Priifer-kodja.

Az el6z6 bizonyitas otletét felhasznalva, legyen b,_1 = 0, és definialjuk az
i1,...,1, permutaciot azzal a rekurzidval, hogy legyen iy a legkisebb olyan
szam, mely sem az i1,...,%k_1, sem a bg,..., b, szadmok kozott nem fordul
el (1 <k<n-1), i, pedig legyen 0. Kossiik dssze ip-t br-val minden 1 <
<k <n—l-re, és legyen v(iy) = by,. Igy egy n—1 élti G grafot kapunk az

1,...,n pontokon. Ez a graf dsszefiiggd, mert minden i-re (i) késébb van
az i1,...,u, sorozatban, mint 4, és ezért az (i,v(4),v(v(7)),...) sorozat egy

olyan ut, mely -t a 0 ponttal koti 6ssze. De ekkor G n—1 éld Osszefiliggs graf,
tehat fa. Az, hogy G Priifer-kédja éppen az adott (b1,...,b,—2) sorozat, a
konstrukciébol nyilvanvalé.

6.4.3. Példa. Tekintsiik most a szamozatlan fakat. Ezeket gy definialhat-
juk, mint szamozott fak ekvivalencia-osztalyait, ahol két szamozott fat ek-
vivalensnek tekintiink, ha izomorfak, vagyis alkalmas atszamozassal ugyanaz
a szamozott fa valik beléliik. Feltessziik, hogy egy-egy ilyen ekvivalencia-
osztalyt egy elemével, vagyis egy szamozott faval adunk meg (hogy konkrétan
melyikkel, az most nem lényeges). Mivel minden szamozatlan fa legfeljebb n!
féleképpen szamozhato (szamozésai nem biztos, hogy mind kiilénb6zsk, mint
szamozott fak!), ezért a szAmozatlan fak szama legaldbb n"~2/n!, ami elég
nagy n-ekre nagyobb, mint 2"~2. Igy az informacioelméleti alsé korlat leg-
alabb n—2. (Pélya Gyorgy egy nehéz eredménye szerint az n pontt fak szama
aszimptotikusan cq c§n3/ 2, ahol ¢ és ¢y bonyolultan definialhato6 konstansok.)

Maésrészt a kovetkezs kodolasi eljarast alkalmazhatjuk. Legyen adott egy
n ponta F fa. Jarjuk be F-et a ,hosszaban keresés” szabélya szerint: Legyen
o a 0 szamu pont, és definialjuk az x1,xs, ... pontokat a kovetkezGképpen:
Ha van x;-nek olyan szomszédja, mely még nem szerepel a sorozatban (i >0),
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akkor legyen x;11 ezek koziil a legkisebb szamu. Ha nincs, és x; # xq, akkor
legyen z;y1 az x;-bdl zp-ban vezetd tton az z; szomszédja. Végiil ha z; =z
és minden szomszédja szerepelt mar a sorozatban, akkor megallunk.

Konnyt belatni, hogy az igy definialt sorozatra az [z;, x;11] parok kozott a
fa minden éle szerepel, méghozza mindkét irdnyban pontosan egyszer. Ebbsl
kovetkezik, hogy a sorozat hossza pontosan 2n — 1. Legyen marmost €; = 1,
ha z;y; messzebb van a gyokértsl, mint x;, és ¢; = 0 egyébként. Konnyd
meggondolni, hogy az epe;1 ...ca,—3 sorozat egyértelmtien meghatarozza a
fat; a sorozaton végighaladva, 1épésrol 1épésre megrajzolhatjuk a grafot, és
megkonstrualhatjuk az x; ... x; sorozatot. Az (i+1)-edik lépésben, ha ¢; =1,
akkor egy 0j pontot vesziink fel (ez lesz x;y1), és Osszekotjiik x;-vel; ha e; =0,
akkor x;41 legyen az x;-nek az z( ,felé” esé szomszédja.

Megjegyzések. 1. Ennél a kdédolasnal egy fahoz rendelt kod fiigg a fa sza-
mozasatol, de nem hatarozza azt meg egyértelmien (csak a szamozatlan fat
hatarozza meg).

2. A kodolas nem bijektiv: nem minden 0-1 sorozat lesz egy szamozatlan fa
kodja. Eszrevehetjiik, hogy

a) minden kodban ugyanannyi 1-es van, mint 0, tovabba

b) minden kod minden kezd@szeletében legalabb annyi 1-es van, mint 0-as.

(az 1-esek és 0-k szamanak kiilonbsége az els6 i szam kozott az x; pontnak a
0-t6l vald tavolsagat adja meg). Konnyd belatni, hogy megforditva, minden
a)-b) tulajdonsagu 0-1 sorozathoz talalhato olyan szamozott fa, melynek ez
a kodja. Nem biztos azonban, hogy ez a fa, mint szamozatlan fa, éppen ezzel
a szamozassal van adva. Ezért a kod még az a)-b) tulajdonsagi szavakat
sem hasznalja mind fel (attol fliggen, hogy az egyes szamozatlan fakat mely
szamozasukkal adtuk meg).

3. Az a)-b) tulajdonsagi 2n—2 hosszusagu 0-1 sorozatok szama ismert kombi-
natorikai tétel szerint %(27?:12). Megfogalmazhatunk olyan fa-fogalmat, mely-
nek éppen az a)-b) tulajdonsagi sorozatok felelnek meg: ezek a gyokeres
sikfdak, melyek keresztez6dés nélkiil vannak lerajzolva a sikban gy, hogy egy
specialis csticsuk — a gyokeriik — a lap bal szélén van. Ez a lerajzolas minden
cstucs fiai (a gyokértsl tavolabb levd szomszédjai) kozott egy rendezést ad meg
Sfelilrdl lefelé”; a lerajzolast ezekkel a rendezésekkel jellemezziik. A fent leirt
kodolas gyokeres sikfakban is elvégezhets és bijekciot hoz létre koztiik és az
a)-b) tulajdonsagu sorozatok kozott.

6.4.1. Feladat. a) Legyen z egy olyan 0—1 sorozat, mely nem tartalmaz
3 egymast kdvets 0-t. Bizonyitsuk be, hogy K(z) < 0,99|x|+ O(1).

b) Talaljuk meg a lehetd legjobb konstanst a 0,99 helyére. (Segitség: meg
kell mutatnunk, hogy hany ilyen sorozat van. Jelolje A(n), illetve B(n)
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a O-ra, illetve l-re végz6d6 n-hosszu ilyen sorozatok szamat. Milyen
kapcsolat fedezhets fel az A(n) és a B(n) sorozatok kozott?)

¢) Adjunk polinom idejd témoritési/kicsomagolasi eljarast, mely minden

ilyen sorozat hosszat legalabb 1%-kal csokkenti.
6.4.2. Feladat. a) Bizonyitsuk be, hogy tetszsleges két x,y € X% szora
K(zy) <2K(z)+K(y)+c
teljestiil, ahol ¢ az informacios bonyolultsag definiciéjaban szerepls uni-
verzalis Turing-géptdl fiigg.

b) Mutassuk meg, hogy az erésebb és sokkal természetesebbnek tiing
K(zy) <K(z)+K(y)+c
egyenl6tlenség hamis.

6.4.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy a K(z) definiciojaban hasznalt univerzalis
Turing-gép két betiis a4bécén irt programokat hasznél, és s betiis dbécén ad
kimenetet.

a) Bizonyitsuk be, hogy K(z) < |z|log s+ O(1)

b) Bizonyitsuk be, hogy rdadasul vannak olyan f és g polinom idejd fligg-
vények, melyek egy n hosszu x szt egy nlog s+ O(1) hossziba visznek
és vissza, tovabba g(f(z)) = .

6.4.4. Feladat. a) Adjunk felss korlatot egy n valtozos Boole-fliggvények
Kolmogorov-bonyolultsagara!

b) Adjunk als6 korlatot a legbonyolultabb Boole-fiiggvény Kolmogorov-
bonyolultsagara!

c) A fenti két eredmény segitségével talaljunk egy olyan L(n) szamot,
melyre létezik olyan n valtozos Boole-fiiggvény, hogy egy azt kiszamito
Boole-halozat mérete legalabb L(n)

6.4.5. Feladat. Nevezziink egy z végtelen 0 — 1 sorozatot (informatikusan)
er6sen véletlennek, ha n—H(z,,) feliilrdl korlatos. Bizonyitsuk be, hogy min-
den informatikusan erésen véletlen sorozat egyben gyengén véletlen is.

6.4.6. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy majdnem minden 0—1 sorozat erdsen
véletlen.



7. fejezet

Pszeudovéletlen szamok

Mint lathattuk, szdmos fontos algoritmus hasznal véletlen szamokat (vagy
ezzel ekvivalensen fiiggetlen véletlen biteket). De vajon hogyan tehetiink szert
ilyen bitekre?

Egyik lehetséges forras a szamitogépen kiviil van. Valodi véletlenszam-
sorozatokat kaphatunk példaul a radioaktiv bomlasbol. Am a legtobb eset-
ben ez nem jol hasznalhato, mert nincs olyan gyors fizikai eszkoziink ami
a szamitogépek sebességével generdl az érmefeldobasnak megfelels véletlen
biteket.

Igy kénytelenek vagyunk szamitogéppel elsallitani a véletlen biteket. Vi-
szont a véletlen informacidelméleti fogalmabol kovetkezik, hogy egy hosszi
sorozat, melyet egy rovid program general, sosem lehet valodi véletlen so-
rozat. Ezért kénytelenek vagyunk olyan algoritmusokat hasznélni melyek ha
nem is igazi véletlen, de véletlenszert sorozatokat allitanak el§ (ezeket ne-
vezziik pszeudovéletlenszam-generatoroknak). Ugyanakkor Neumann (az els
matematikusok egyike aki ezek hasznélatét javasolta) megjegyezte, hogy bar-
ki aki hasznalja ezen véletlennek kinéz& sorozatokat, sziikségszertien ,btint”
kovet el. Ebben a fejezetben megértjiik, hogy miként védhetjiik ki ennek a
sulyosabb koévetkezményeit.

A gyakorlati célokon kiviil méas okok miatt is vizsgaljak a pszeudovéletlen-
szam-generatorokat. Gyakran meg akarunk ismételni valamilyen szamitast.
Ennek kiilonb6z6 okai lehetnek, egyikiik a hibak ellenérzése. Ebben az eset-
ben, ha a véletlen szamaink forrasa valodi véletlen volt, akkor egyetlen lehetd-
ségiink hogy tjra ugyanazt a szamitast elvégezhessiik, hogy eltaroljuk ezeket.
Ez viszont esetleg sok tarhelyet igényel. Pszeudovéletlen szdmok esetén nem
ez az eset, hiszen elég a ,magot” eltarolnunk, ami sokkal kisebb helyen el-
fér. Egy masik sokkal fontosabb indok, hogy bizonyos alkalmazasoknal csak
annyit akarunk elérni, hogy a sorozat egy olyan valaki szdmara ,latsszon vé-
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letlennek”, aki nem tudja hogyan generaltuk. Ezen alkalmazasok Gsszességét
hivjuk kriptografiAnak, melyet egy késébbi fejezetben targyalunk.

A pszeudo-véletlen bitgenerdtorok azon az elven miikbdnek, hogy egy ,,mag-
nak” nevezett révid sorozatboél csindlnak egy hosszabb pszeudo-véletlen so-
rozatot. Megkdveteljiik, hogy polinom idében mtikodjon az algoritmus, és az
eredményiil kapott sorozatnak ,véletlenszertinek” kell lennie. Az elsG feltétel
miatt a Kolmogorov-bonyolultsag szoba sem johet, tehat teljesen 1j definiciot
kell adni a véletlenszertségre. A fejezet egyik 6 mondanivaldja az, hogy ez
pontosan definidlhat6. Durvan fogalmazva, nem szabad léteznie olyan poli-
nom idejd algoritmusnak, amely megkiilonboztetné egy valodi véletlen soro-
zattol. Egy masik tulajdonsag, melyet gyakran kénnyebb ellenérizni, hogy ne
tudja egy algoritmus se megjosolni egyik bitjét sem az el6zGek ismeretében.
Be fogjuk latni, hogy ez a két feltétel ekvivalens.

Miként készithetlink pszeudovéletlenszam-generatort? T6bb kiilénbo6zé ad
hoc algoritmusrdl (pl. hogy egy adott egyenlet megoldasanak kettes szam-
rendszerbeli alakjaban vessziik a biteket) kideriilt, hogy az altaluk generalt
sorozatok nem teljesitik az elvart feltételeinket. Egy altalanos modszer, mely
ilyen sorozatokat ad, az egyirdnyi figgvényeken alapul. Ezek olyan fiiggvé-
nyek melyeket konnyd kiszamitani, de nehéz megforditani. Mikézben ilyen
fiiggvények létezése nem bizonyitott (ebbdl kivetkezne, hogy P kiilonbozik
NP-t6l), szamos jelolt van, mely biztonsagos, legalabbis a jelenlegi techni-
kakkal szemben.

7.1. Klasszikus modszerek

Szamos véletlenszertinek 1atszo bitsorozatot elGallitd klasszikus modszert is-
meriink. Ezek egyike sem teljesiti elvarasainkat, melyeket a kovetkezs alfe-
jezetben fogalmazunk meg pontosan. Ennek ellenére, hatékonysaguk és egy-
szertiségiik folytan (fSként a linearis kongruenciat hasznalé generatorok, lasd
példa lent) jol hasznalhatok a gyakorlatban. Rengeteg praktikus infor-
maécio létezik ezek paramétereinek legmegfelel6bb megvalasztasarol, melyekbe
nem mélyediink bele, hanem Knuth kényvének 2. kdtetére hivatkozunk.

7.1.1. Példa. Az eltolds regiszterek a kovetkezd modon vannak definialva.
Legyen f:{0,1}" — {0,1} egy konnyen szdmolhato fiiggvény. Egy n bites
ag,ai, - ..,an—1 magbdl kiindulva, kiszdmoljuk a a,,an4+1,an+2,... biteket
az

ar = f(ak—1, k-2, ., ak—n)
rekurzioval. Az .eltolés regiszter” név abbdl a tulajdonsaghol szarmazik, hogy

csak n+1 bitet kell eltarolnunk: miutan eltaroltuk f(ao,...,an—1)-t a,-ben,
nincs sziikségiink tobbé ag-ra és eltolhatjuk ai-t ap-ba, as-t ai-be stb. Leg-
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fontosabb eset, mikor f egy linearis fiiggvény a 2-elemi test felett, a tovab-
biakban ezzel foglalkozunk.

Bizonyos esetekben az eltolas regiszter altal generalt bitek véletlennek lat-
szanak, legalabbis egy darabig. Természetesen az ag,ai,... sorozatban egy
id6 utan ismétlgdik valamely n egymas utani bit, és innent&l periodikus lesz
a sorozat. Ennek viszont nem kell asn el6tt bekovetkeznie, és valdoban, va-
laszthatd olyan lineéris fiiggvény, melyre a sorozat peridédusa 2.

A problémat az jelenti, hogy a sorozatnak van maéas rejtett szerkezete is a
periodicitason kiviil. Valoban, legyen

f(xo, ..., xn_1) =boxo+b1x1+...bp_1Tn—1

(ahol b; € {0,1}). Tegyiik fel, hogy nem ismerjiik a by,...,b,_1 egylittha-
tokat, viszont az eredményiil kapott sorozatnak ismerjik az els§ n bitjét
(an, ... ,a2,—1). Ekkor tekintsiik a kovetkezs, 2-elemd test feletti linearis
egyenletrendszert n egyenlettel és n ismeretlennel:

b0a0+b1a1—|—.. .bnflanfl = Qdp
b0a1—|—b1a2—|—. . .bn,lan = Qnp+1
boan—1+bian+...by_102,2 = azn_1

Ekkor, ha egyértelmtien meghataroztuk a b;-ket, akkor meg tudjuk mon-
dani minden tovabbi agy, a2nt1, ... elemét a sorozatnak.

Elsfordulhat persze, hogy az egyenletrendszer megoldésa nem egyértelmi,
mert az egyenletek Osszefiiggenek. Péld4ul, ha a 0,0, ...,0 magbdl indultunk,
akkor az egyenletek nem mondanak semmit. Megmutathato viszont, hogy egy
véletlen magbo6l indulva az egyenletek pozitiv valoszintiséggel meghatéarozzak
a b;-ket. Tehat a sorozat els6 2n elemének ismeretében a tobbi ,nem lat-
szik véletlennek” mar egy olyan megfigyel6 szamara sem, aki egy viszonylag
egyszeri (polinom idej) szamitast akar csak elvégezni.

7.1.2. Példa. A gyakorlatban legfontosabb pszeudovéletlenszam-generatorok
a linedris kongruencia generdtorok. Egy ilyen generator harom pozitiv egész
paraméterrel van megadva (a,b és m). Az X, magbdl kiindulva, melyre 0 <
< Xo <m-—1, a generator az X1, Xo,... egészeket a

Xi=aX;—1+b (mod m).

rekurzioval szamolja. Eredményként hasznélhatjuk az X;-ket, vagy pl. a ko-
zéps6 bitjeiket.
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Az deriil ki, hogy ezen generatorok altal kapott sorozatok is megjosolha-
tok polinom ideji szdmoléssal, polinom darab sorozatelem felhasznalasaval.
Am ezen algoritmusok nagyon bonyolultak, igy gyorsasaguk és egyszertiségiik
miatt a linearis kongruencia generatorok jok a legtobb gyakorlati alkalmazés-
ban.

7.1.3. Példa. Utols6 példaként nézziik a kettes szamrendszerbeli alakjat pl.
a v/b-nek:
V5 =10.001111000110111 . ..

Ez a sorozat eléggé véletlenszeriinek latszik. Természetesen nem hasznalhat-
juk mindig ugyanazt a szdmot, de valaszthatunk mondjuk egy n-bites a egé-
szet és ekkor legyen a kimenet \/a—|/a]. Sajnos ez a modszer is ,feltorhetd”
nagyon bonyolult (viszont polinom idejii) algoritmikus szamelméleti modsze-
rekkel.

7.2. A pszeudovéletlenszam-generator fogalma

Altalanossagban, egy pszeudo-véletlen bitgenerator atalakit egy révid, valo-
ban véletlen s sorozatot (a ,magot”) egy hosszabb g(s) sorozatta, amelyik
még mindig véletlenszerd. Hogy mennyire j6l hasznalhatéd a g(s) egy valodi
véletlen sorozat helyett, az attol fiigg, hogy mennyire hasznalja ki az adott
alkalmazas g(s) véletlen mivoltat. Meg fogjuk mutatni, hogy ez lényegében
attol fiigg, hogy az alkalmazéssal nagysagrendileg azonos idében mennyire
tudjuk tesztelni, hogy g¢(s) véletlenszert-e. Ha az alkalmazis képes végig-
nézni minden lehetséges magot, mely g(s)-t generalhatta, akkor megtaldlja
az igazit is, és nem sok véletlenszertiség marad. Ennek eléréséhez viszont
az alkalmazas esetleg tul sokaig kellene hogy fusson. Akkor akarunk egy g-t
pszeudo-véletlen bitgeneratornak hivni, ha semelyik polinom idében fut6 al-
kalmazas nem tudja megkiilonboztetni g(s)-t egy valodi véletlen sorozattol.

A pontos definicié kimondéasahoz elGkésziiletekre van sziikség. Azt mond-
juk, hogy egy f: Z4 — R fliggvény elhanyagolhatd, ha minden fix k-ra n— oo
esetén n¥ f(n) — 0. Szavakkal, f gyorsabban tart 0-hoz mint barmelyik poli-
nom reciproka. Jeloljiik ezt (a nagy O-hoz hasonléan) dgy, hogy

f(n) =NEGL(n).

Figyeljiik meg, hogy egy elhanyagolhato fliggvény barmilyen polinommal
megszorozva elhanyagolhaté marad, azaz

n"-NEGL(n) = NEGL(n)

minden fix r esetén.
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Tekintslink egy polinom idében szamithato G : {0,1}*—{0,1}* fliggvényt,
melyre feltessziik, hogy |G(z)| csak |z|-t6l fiigg és |z| < |G(z)| < |x|° egy ¢
konstansra. Egy ilyen fiiggvényt hivunk generdtornak. Legyen A egy polinom
ideji randomizalt algoritmus (Turing-gép), amely barmely z bemenetre ki-
szamit belSle egy A(z) bitet (a kimenetnél a 0 jelentése, hogy ,nem véletlen”,
mig az 1 jelentése, hogy ,véletlen” volt a bemenet). Rogzitsiink le egy n > 1
szadmot. Valasszuk z-et egyenletesen {0,1}"-bél és y-t egyenletesen {0,1}%V-
bél, ahol N = |G(z)|. Feldobunk egy érmét és az eredménytdl fiiggGen vagy
G(z)-et vagy y-t adjuk meg A-nak bemenetként. Akkor hivjuk A-t sikeresnek
(ezekre a véletlen valasztasokra nézve), ha vagy G(z) volt a bemenet és 0 a
kimenet, vagy pedig y volt a bemenet és 1 a kimenet.

Egy G generator (biztonsdgos) pszeudovéletlenszdm-generdtor, ha minden
polinom idejii randomizalt A algoritmusra, melynek bemenete egy z 0-1 so-
rozat és kimenete egy A(z) bit, annak valoszintisége, hogy A sikeres, leg-
feljebb 1/24+NEGL(n). Ez a feltétel azt jelenti, hogy G(z) atmegy minden
sertelmes” (polinom idében szdmolhato) teszten abban az értelemben, hogy
annak valoszintisége, hogy a teszt felismeri, hogy G(x) nem valodi véletlen,
elhanyagolhatéan nagyobb csak 1/2-nél (az 1/2 kénnyen elérhets véletlen ta-
lalgatéassal is). A definicioban a valoszintiséget z és y véletlen valasztasa, az
érmefeldobés, mely eldonti melyik (G(z) vagy y) lesz A bemenete és végiil A
bels6 érmefeldobasai szerint értjiik.

Ez a feltétel annyira erds, hogy nem is tudjuk, hogy biztonsagos vélet-
lenszam-generator létezik-e egyaltalan (ha igen, akkor P # NP, lasd a [[43]
feladatot). A kovetkezs alfejezetekben latni fogjuk, hogy bizonyos bonyolult-
sagelméleti feltételek esetén léteznek ilyen generatorok.

Ez a feltétel nagyon altalanos és egyéltalan nem vilagos, hogy hogyan lehet
ellenérizni. Yao kovetkezs tétele megad egy gyakran kényelmesebb modszert,
mellyel elddnthetd, hogy egy fliggvény biztonsagos véletlenszam-generétor-e.
Azt allitja, hogy ha a joslasra hasznalt algoritmus nem hasznal tul sok idét,
akkor G(x) barmely bitje szinte teljesen megjosolhatatlan az el6z6 bitekbdl.

Azt mondjuk, hogy a g generator megjosolhatatian, ha a kdvetkezd telje-
siil. Legyen n > 1 és valasszuk z-et egyenletesen {0,1}"-b6l. Legyen g(z) =
=(G1G, ... Gn. Itt minden G; egy-egy véletlen bit, viszont ezen bitek alta-
laban nem fiiggetlenek. Legyen i véletlen egész szam, egyenletes eloszlassal
valasztva {1,..., N}-bdl. Ekkor minden polinom ideji B randomizélt algo-
ritmus esetén, mely az n szdm mellett egy z € {0,1}% sorozatot fogad el be-
menetként és egy bitet ad kimenetként, teljesiil, hogy

Pr(B(n; Gi...Gi) = GM) = %—i—NEGL(n). (7.1)

Tehat ha B-t arra probaljuk hasznélni, hogy megjosoljuk G; ...Gn mind-
egyik bitjét az el6z6 bitekbdl, akkor csak elhanyagolhatoan nagyobb 1/2-nél
(amit véletlen talalgatéassal is elérhetiink) annak az esélye, hogy ez sikeriil.



132 7. PSZEUDOVELETLEN SZAMOK

7.2.1. Tétel (A. Yao). Egy g generdtor akkor és csak akkor biztonsdgos
véletlenszdm-generdtor, ha megjosolhatatian.

A tétel bizonyitéasa el6tt vegyiik észre a tétel egy érdekes kévetkezményét :
nyilvan, ha megforditjuk egy biztonsagos véletlenszam-generator kimenetét,
akkor egy maésik biztonsagos véletlenszam-generatort kapunk, mivel tetszéle-
ges olyan algoritmus, mely meg tudja kiilénb&ztetni az eredeti sorozatot egy
valodi véletlen sorozattol, a megforditottat is meg tudja, ha elgszor megfor-
ditja. Igy ha egy generator megjosolhatatlan, akkor a megforditottja is az (és
ez amugy a definiciobol nem latszik egybdl).

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy g nem megjésolhatatlan. Ekkor van egy po-
linom idej randomizalt B algoritmus, egy k > 0 konstans és végtelen sok n
érték, hogy egy véletlen i € {1,..., N}-re
P ' 1 1
r(B(n, Gy... GZ) = Gprl) > 5 + ﬁ
(ahol x € {0,1}™ egy egyenletesen véletleniil valasztott sorozat és g(x) =
=Gp...Gn).

Ekkor viszont a kovetkezs véletlenséget ellenérzs A tesztet tudjuk elvégez-
ni az y=y ...yn sorozatra: Valasszunk egy véletlen i€{1, ..., N} szamot. Ha
B(n;y1 ... yi) =yit1, akkor y-t ,nem véletlennek” mondjuk, ellenkez6 esetben
pedig ,véletlennek”.

Megmutatjuk, hogy ez a teszt miikodik. Tegyiik fel, hogy A-nak vagy egy
Ry ...Ry valodi véletlen sorozatot adunk vagy pedig g(z)-et (mindkettst
1/2-1/2 valoszintiséggel), ekkor a sikeres valasz valoszintsége

1
Pr(Bni Ry . R) # Rt ) + 5Pr(zs(n; G1...Gi)=Gip)
11,11 1) _1 1

2 2 2\2 nk) 2 2nk’

Miutan ez nem elhanyagolhatoéan nagyobb 1/2-nél, a generator nem bizton-
Sagos.

II. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan A algoritmus, mely végtelen sok n ér-
tékre megkiilonbozteti a pszeudo-véletlen g(xz) =G ... Gy sorozatot a valodi
véletlen r = Ry ... Rn sorozattdl, azaz az algoritmus sikerességének valoszi-
ntisége 1/2+n~* valamilyen k > 0 konstanssal. Megmutatjuk, hogy ebben az
esetben megjosolhatjuk az i. bitjét a Gy ...G y sorozatnak egy véletlen i-re.

Az A algoritmus sikerességének valoszintisége egy fix i esetén:

%Pr(A(r) =1)+ %PY(A(Q(‘T)) =0)
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(mivel a siker azt jelenti, hogy A elfogadja r-et, ha r volt a bemenete és
elutasitja g(x)-et, ha g(x) volt a bemenete). Ez egyenls

1 1
5+5 (Pr(Am) = 1) =Pr(A(g(@) = 1)),
és igy
Pr(A(r)=1)-Pr(A(g(z)) =1) > —. (7.2)
A B elérejelz6 algoritmus triikkje az, hogy az

yi:Gl...GiRH_l...RN

kevert sorozatokat adjuk A-nak bemenetként. Ekkor y° = r és yV = g(z).
Sziikségiink lesz még a

Zi = Gl . Gi_laiRH_l e RN

sorozatra is, ahol G; = 1—G;.
Tegyiik fel, hogy mar lattuk G; ... G;_1-et. Pénzérme feldobédsaval gene-
raljunk R; ... R, fiiggetlen véletlen biteket. Futtassuk A-t y*~'-en, és legyen

. . — Riu ha A(yl_l) = O’
B(n, Gi... Gz—l) = { Ri; egyébként

a joslatunk. Ekkor a joslat helyességének valoszintisége:
Pr(B jol josol) =Pr(G; = R; , A(y" ') =0)+Pr(G;=R;, Ay ') =1)=
Pr(A(y" 1 =0|G;=R;)-Pr(Gi=R;)+Pr(A(y" ')=1|G;=R;)-Pr(G;=R;)=

%Pr(A(yi) =0|Gi=Ri)+ %Pr(A(zi)

I
—
@
I
&
I

SPIAG) = 0)+ 5Pr(AG) = 1),

mivel ha G; = R;, akkor y*~! = ¢*, ha pedig G; = R;, akkor y'~! = 2%, és az
A(y*)=0 és A(z%)=1 események fiiggetlenek a G;= R; eseménytdl. Hasznaljuk
még ki, hogy

PrAW ) =0) = SPr(AW) =0)+ sPr(A() =0) =
= PHAG) =)~ SPH(AGD) = 1),

Az utolso tagot kifejezve és az el6zb egyenletbe beirva kapjuk, hogy

Pr(B jol josol) = % +Pr(A(y"H =1)-Pr(A(y") =1)
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minden rogzitett i-re igaz.
Véletlen i-t valasztva a jobb oldalt dtlagolnunk kell, igy

N
o1 o aN
Pr(B jol josol) = stN ; (Pr(.A(y )=1)—Pr(A(y*) = 1)) =
11 0y 1y Ny l 1
= S+ (PrAw”) =D -PrAEY) = 1)) > 3+ =
ami nem elhanyagolhat6an nagyobb, mint 1/2. O

Az imént ismertetett pszeudo-véletlen bitgeneratorok létezése kovetkezik
bizonyos (nem bizonyitott, de valoszintinek ting) bonyolultsagelméleti felté-
telezésekbdl. Ezeket targyaljuk a kovetkezs alfejezetekben.

7.3. Egyiranyn fiiggvények

Az egyiranyu fliggvény olyan fliggvény, melyet konnyt szamolni, de nehéz
megforditani. A pontos definici6 a kévetkezs:

7.3.1. Definici6. Egy f:{0,1}* — {0,1}* fliggvényt egyirdnyinak neveziink,
ha

L. létezik egy ¢ > 1 konstans, melyre |z|*/¢ < |f(z)| < |z|°;
II. f(z) szdmolhato polinom idében;

ITI. minden A polinom ideji randomizalt algoritmusra, mely 0-1 sorozato-
kat szamol 0 — 1 sorozatokbol, és egy véletlen y sorozatra, mely egyen-
letesen véletleniil van valasztva {0,1}"-bdl, teljesiil:

Pr(f(A(f(y))) = f(y)) = NEGL(n). (7.3)

A TI1. feltétel magyarazatra szorul. Ertelmezhetjiik ugy, hogy amennyiben
egy n hosszu véletlen y sorozatra kiszamitjuk f(y)-t és ezutan A segitségével
megprobaljuk kiszamitani f(y) 6sét, akkor a siker valoszintisége elhanyagolha-
t6. Vegylik észre, hogy nem tettiik fel, hogy f invertalhato, igy nem irhatjuk

azt, hogy A(f(y)) =y
De miért nem irhatjuk egyszertien azt, hogy

Pr(f(A(z)) = z) = NEGL(n) (7.4)

egy egyenletesen véletleniil valasztott z-re? A lényeg, hogy mivel f nem fel-
tétleniil raképezés, ezért lehet hogy a legtobb z sorozatot nem is veszi fel f.
Ekkor ez a valésziniiség kicsi lenne még akkor is, ha minden z-re amit felvesz
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f, az 6s konnyen szamolhato. Ezért (T3] azokat az eseteket nézi, amikor van
Gs, és azt irja eld, hogy ezekre nehéz az 6s meghatarozasa.

Az egyirdnyd permutdcid egy olyan egyiranyu fliggvény, mely egy-egy ér-
telmd és |f(x)| = |z| minden x esetén. Vilagos, hogy ebben az esetben (4]
és (3] ekvivalensek.

7.3.1. Tétel. Legyen g egy biztonsdgos véletlenszdm-generdtor és tegyik fel,
hogy N = |g(x)| > 2n, ahol n=|z|. Ekkor g egyirdnyi.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ mégsem egyiranyta. Ekkor létezik egy k& > 0
konstans, egy polinom idejii randomizalt A algoritmus és végtelen sok n érték,
melyre teljesiil, hogy egy egyenletesen véletleniil valasztott y € {0,1}"-ra

Pr(g(Alg(y)) = 9(v)) > —

nk’
Tekintsiik a kovetkezs véletlenséget ellenérzé B algoritmust: egy z € {0,1}V
sorozatot ,nem véletlennek” neveziink, ha g(A(z)) =z, egyébként pedig ,vélet-
lennek”. Ha B-nek bemenetként megadunk egy valodi véletlen r = Ry ... Ry
véletlen sorozatot vagy pedig g(x)-et (mindkettSt 1/2-1/2 valdszinidséggel),
akkor a sikeresség valoszintisége

SPr(g(AG) # 1)+ 3 Pr(g(Alg(e) = g(a)).

Az els6 tag nagyon kozel van 1/2-hez. Valoban, az 6sszes g(x)-szel megegyezs
hosszu sorozatok szama 2", teh&t annak valdszintsége, hogy r ezek egyike,
2n=N <27" amennyiben N >2n (és persze ha r hossza megfelels, még akkor
sem biztos, hogy egyenls g(A(r))-rel). A masodik tag legalabb 1/n* a feltétel
alapjan. A sikeresség valoszintsége tehét

1 1 1 +11>1+ 1
2 on 2nk 7 2 4Ank’

ami nem elhanyagolhatoan nagyobb 1/2-nél. O

A tétel megforditasaként megmutatjuk, miként lehet egy f egyiranyu per-
mutécio segitségével konstrudlni egy biztonsagos véletlenszam-generatort. (Ez
a konstrukcio Goldreicht6l és Levintsl szarmazik.) Két u=uy...u, és v =
= v1...v, azonos hosszusaga 0-1 sorozathoz definidljuk az u-v = ujvy B
D...Puyv, értéket, ahol @ a kizaro vagy (masképpen modulo 2 Gsszeadas)
miivelet.

Konstrualunk egy véletlenszam-generatort. Legyen f:{0,1}™ — {0,1}" egy
fiiggvény. Hazzunk szét egy (z,p) = ((z1,...,2n), (P1,-..,Dn)) véletlen soro-
zatot (a sorozat hossza 2n, tehat paros a kényelem kedvéért) egy N hossztu
pszeudo-véletlen sorozatta a kovetkezGképpen. Szamoljuk ki a

y' = fHx)
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sorozatokat t = 1,..., N-re (itt f* az f t-szeres iteracioja) és legyen
Gt :pyth(xup) = Gl C7'N

7.3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy [ egyiranyi permutdcio. Ekkor g egy bizton-
sagos véletlenszam-generdtor.

Bizonyitds. A[L2.7] tételt és a kimondasat kovetd megjegyzést felhasznalva
elég annyit bizonyitanunk, hogy minden 1 <i¢ < N és minden polinom ide-
ji B randomizalt algoritmus esetén, 1/2-nél csak elhanyagolhat6an nagyobb
annak valdszintsége, hogy a kimenete éppen G;, ha a bemenete Gy ... Giy1.
Legyilink nagylelktiiek és engedjiik meg az algoritmusnak, hogy ne csak ezen
biteket hasznalhassa, hanem az f!(x) sorozatot is minden ¢ > i+ 1-re, és még
a p sorozatot is (amikb6l Gy ...G,41 konnyen szamolhato). Ekkor viszont
nem kell megadnunk az fi+%(z), ..., f¥(x) sorozatokat, mert ezek konnyen
szamolhatok £+ (z)-bol.

Mivel f az {0,1}" egy permutécitja, az ft(x) vektor is egy permutacio, te-
hat egyenletes eloszlast {0,1}"-en minden t-re. Legyen y=f*(z) és 2=f1(z).
Mivel f egyiranyu, tudjuk, hogy nincs olyan polinomialis algoritmus, ami nem
elhanyagolhat6 valoszintséggel kiszamitana y-t z-bél.

Igy a B algoritmus z = f*+1(x)-b6l megtippeli G; =p- f~1(z) értékét. Bzt a
tippet jeloljiik B(p, z)-vel vagy simén B(p)-vel (a z-t6l valo fliggdség nem lesz
lényeges). Megmutatjuk, hogy tetszdleges olyan algoritmus, ami 1/2-nél nem
elhanyagolhatoan nagyobb valészintiséggel taldlja el a jo valaszt, az y=f~1(2)
sorozatot is nem elhanyagolhato valoszintiséggel ki tudja szamitani.

Bemelegitésként tegyiik fel, hogy van egy olyan B algoritmusunk, ami min-
den p-re jol megadja a p-y értéket. Ekkor y-t is konnytd kiszamitani, hiszen
az i-edik bitje éppen y; = e; -y = B(e;), ahol e; = 0°"110" "% (az az n hosszt
sorozat, melyben csak az i-edik bit 1).

Sajnos esetlinkben a helyzet bonyolultabb: nem lehetiink biztosak benne,
hogy B mindig p-y-t szamitja ki, csak azt tudjuk, hogy egy olyan tippet ad,
ami 1/2-nél egy kicsit tobbszor jo (ha p-re, y-ra és a B altal hasznalt Gsszes
lehetséges érmefeldobasra vonunk atlagot). Tehat nincs semmi garancia arra,
hogy az algoritmus helyes valaszt ad akkor, ha a nagyon specialis p=e; értéket
adjuk be neki.

A kovetkezo otlet az, hogy hasznaljuk azt, hogy minden p-re

yi=eiry=(pde) ydp-y.
Ez mutatja, hogy hasznéalhatnank y; tippjeként a
B(p®e;) ®B(p)

értéket. Mivel ha p-t véletlennek (azaz egyenletes eloszlassal {0,1}™-bdl) va-
lasztjuk, tudjuk, hogy 1/2-nél egy kicsi, de nem elhanyagolhato értékkel na-
gyobb az esélyiink arra, hogy p-y-t adja B(p), és mivel ekkor pde; is egyenletes
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eloszlast {0,1}™-ben, ezért ez all (pde;)-y-ra is. Sajnos ettdl még nagyon rossz
korlatot kapunk annak a valoszintiségére, hogy minden tipp jo.
A 16 Otlet a kovetkezd értékek hasznalata:

g(p) =B(p®ei)©p-y. (7.5)

Ha p-re B(p@®e;) jol tippel, akkor ez a bit pont y;, ha téved, akkor pe-
dig y,. Mivel atlagosan B gyakrabban tippel jol, mint rosszul, azt kapjuk,
hogy atlagosan azon v vektorok szama, melyekre ez y; legalabb (14 n~¢)-
szerese azokénak, melyekre 7;. Igy elég megmutatni, hogy mi a tobbsége a
g(p) biteknek.

Ezzel a modszerrel két gond van: elGszor is, nem tudjuk kiértékelni g(p)-t,
mivel a (3] képletben y ismeretlen. Masodszor pedig, til hossz ideig tarta-
na az 0sszes g(p) érték kiszamitasa, mely sziikséges annak eldontéséhez, hogy
a 0 vagy az 1 a tobbség.

Habér mar tgy tinik, hogy az elsé probléma is megoli a modszert, mi mégis
a masodikkal foglalkozunk el6bb, és meglep modon az Gtletet ad majd az
els6 megoldasara is.

Megprobalhatjuk y;-t mintavételezéssel megallapitani: valasszunk elég sok
P1,---,Pk egymastol fliggetlen véletlen vektort, és adjuk ki g(p1),...,9(pk)
koziil a tobbséget, mint az y;-re vonatkozé tippet. Ekkor valészintiségszami-
tasbdl (pontosabban a nagy szamok erds torvényébsl) tudjuk, hogy a tobbség
a mintaban nagy valoszintiséggel ugyanaz lesz, mint az 6sszes szam kozott.

A pontos szamolas standard valoszintiségszamitasi technikakat hasznal, de
a késgbbiek miatt végig megyiink rajta. Tegyiik fel, hogy (mondjuk) z; =0,
azaz a g(p) értékek tobbsége p Osszes lehetséges értékét tekintve 0, tehat azon
p vektorok szama amire g(p)=1egy M <(1/2—n"°)2" szam. A mintdban azt
varjuk, hogy g(p;) =1 koriilbelil kM2~ < (1/2 —n~°)k-szor tapasztalunk.
Ha a minta rossz kovetkeztetést ad, akkor

k
Zg(pg‘) >

)

|

és igy
. 2

Z(g(pj)—M27” >n" 2k, (7.6)
j=1
Legyen Z; = g(p;) — M27", ekkor E(Z;) =0, E(Z;Z) = E(Z;)E(Z;) =0, ha
J€ (mivel Z; és Z, fiiggetlenck), és E(Z7) = M27" — M?272" < 1. gy (T8)
bal oldaldnak varhatoértéke:
2

E(1D % =Y E(Z)-2 Y E(ZZ)<k.

i 1<j<t<n
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Igy a Markov egyenl6tlenség szerint (T8) k/(n~2°k?) = n?¢/k-nal kisebb va-
loszintséggel teljesiil.

Fontos megjegyezniink, hogy ahhoz, hogy a fenti kovetkeztetésre jussunk
nincs sziikségiink fliggetlen mintara, elég, ha a p1,...,pr vektorok paron-
ként fiiggetlenek. Ez azért jelentGs, mert paronként fliggetlen vektorok va-
lasztasahoz kevesebb ,véletlenség” kell. Pontosabban, legyen k = 2" — 1, ve-
gylnk r fliggetlen p1,...,p, vektort egyenletes eloszlassal {0,1}™-bdl, és le-
gyen prii1,...,pr ezek Osszes lehetséges linearis kombinacioja GF(2) felett
(mondjuk pry1 = p1 D P2, Prio = p1 B p2 @ p3 stb.; nem szamit milyen sor-
rendben irjuk fel 6ket). Ekkor kénnyen lathato, hogy a p1,...,pr vektorok
paronként fliggetlenek, és igy hasznélhatéak mintanak.

Eleve érdekes, hogy az érmefeldobason tudunk spérolni, viszont pq, ..., pg
fenti elGallitasanak van egy masik, sokkal fontosabb elénye: ennek segitségével
kiutat talalhatunk abbol a bajbol, hogy nem ismerjiik y-t a (Z.5]) formulaban.
Valoban, elég tudnunk py -y, ..., p.-y értékét (mivel ekkor p,1-y=p1-yBp2-y
stb.).

Tehat csak r bitnyi informaciora van sziikség y-rol. Ez sokkal kevesebb,
mint n, de hogy kaphatnank meg? A vélasz az, hogy sehogy. Egyszertien
kiprébaljunk az 6sszes lehetséges 0-bol és 1-bél 4116 r-est. Ez csak 27 =k+1=
= O(n°) esetet jelent. Minden probalkozasra megprobaljuk rekonstrualni y-t
a fent leirt modon. Tudni fogjuk, ha sikerrel jartunk, mivel ellendrizhetjiik,
hogy f(y)== teljesiil e a kapott y-ra, és ez nem elhanyagolhato valoszintiséggel
teljesiilni is fog. O

7.4. Egyiranyn fiiggvény jeloltek

A szamelmélet tobb egyiranyu fiiggvény jeloltet is a rendelkezésiinkre bocsat.
A tovabbiak soran a bemenetek és kimenetek hossza nem pontosan n, csak
polinomialis n-ben.

7.4.1. Probléma (A faktorizacios probléma). Jeloljon x két n hossza primet
(mondjuk a primségiik bizonyitasaval egyiitt). Legyen f(n,z) ezen két prim
szorzata. Az a probléma, hogy hogy f(n,x)-bdl hatarozzuk meg a két pri-
met, sok speciélis esetben megoldhaté polinom idében, de az esetek tobbsége
tovabbra is nehéz.

7.4.2. Probléma (A diszkrét logaritmus probléma). Adott egy p prim, p-nek
egy g primitiv gyoke és egy ¢ < p pozitiv egész, a kimenet pedig p, g és y =
=g’ mod p. Ennek a megforditasat nevezik diszkrét logaritmus problémanak,
mivel adott p, g,y esetén i-t keressiik, amit y-nak p-re vonatkozo diszkrét
logaritmusdnak vagy indexének is hivnak.

7.4.3. Probléma (A diszkrét négyzetgyok probléma). Adottak az m és x<m
pozitiv egészek, a fiiggvény kimenete m és y=22 mod m. Ennek megforditasa,
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hogy talaljuk meg azt az x szamot, melyre z2=y (mod m). Ez polinom idében

megoldhatd egy randomizélt algoritmussal, amennyiben m prim, altalaban
viszont nehéz megoldani.

7.4.1. Diszkrét négyzetgyokok

Ebben az alfejezetben a négyzetgyokvonas szamelméleti algoritmusat targyal-
juk.

A 0,1,...,p—1 egészeket (modulo p) maradékoknak hivjuk. Legyen p pa-
ratlan prim. Egy y-t akkor hivunk az z (modulo p) négyzetgyokének, ha

y*=x (mod p).

Ha x-nek van négyzetgyoke, akkor kvadratikus maradéknak hivjuk. Ha
nincs, akkor pedig kvadratikus nemmaradéknak.

Vilagos, hogy a 0-nak csak egy négyzetgyoke van modulo p, hiszen ha 3% =
=0 (mod p), akkor p|y? és mivel p prim, ezért p|y is teljesiil. Minden més x
maradék esetén, ha y az x négyzetgyoke, akkor p—y = —y (mod p) is az és

nincsen més. Valoban, ha 22 = x valamely z maradékkal, akkor p|y? — 22 =

= (y—2)(y+2) és igy ply—z vagy ply+z. Tehat z =y vagy z = —y.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy nem minden egésznek van négyzetgyoke mo-
dulo p, hiszen a négyzetre emelés a nemnulla maradékokat egy (p—1)/2 elemiti
részhalmazra képezi, igy a tobbi (p—1)/2 maradéknak nincs négyzetgyoke.

A kovetkezd lemma megad egy egyszerti modszert annak eldontésére, hogy
egy maradéknak van-e négyzetgyoke.

7.4.1. Lemma. FEgy x maradéknak akkor és csak akkor van mégyzetgyike,
ha
+P~D/2=1"(mod p). (7.7)

Bizonyitds. Ha x-nek van egy y négyzetgyoke, akkor
2PV/2=yp=l =1 (mod p)

kovetkezik a kis Fermat-tételbsl. A forditott irany bizonyitasahoz vegyiik
észre, hogy z(P~1/2 —1 foka (p—1)/2, ezért legfeljebb (p—1)/2 gytke van
modulo p (ezt hasonloképpen bizonyithatjuk, mint azt a jol ismert tételt, mi-
szerint egy n-ed foka polinomnak legfeljebb n valos gyoke van). Mivel minden
kvadratikus maradék gyoke z(P—1)/2 —1-nek, ezért egyetlen kvadratikus nem-
maradék sem lehet az. O

De vajon hogyan talalhatjuk meg egy négyzetgyokot? Némelyik primre
nem nehéz:

7.4.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy p=3 (mod 4). Ekkor minden x kvadratikus
maradék esetén xPH/% az & négyzetgyike.
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Valéban,
(x<p+1>/4)2 = /2 Z D2 = 5 (mod p). O

A p=1 (mod 4) eset ennél nehezebb és a megoldas véletlent is hasznal.
Igazabol a véletlenre csak a kdvetkez6 segédalgoritmusban van sziikség.

7.4.3. Lemma. Legyen p egy pdratlan prim. Ekkor van olyan randomizdlt
algoritmus mely polinom iddben taldl egy kvadratikus nemmaradékot modu-
lo p.

Ilyet tgy tudunk csinalni, hogy valasztunk egy véletlen z # 0 maradékot
és teszteljikk a [[4Tl lemma segitségével, hogy kvadratikus nemmaradék-e.
Ha nem, akkor valasztunk egy 1j z-t. Mivel a taldlat valoszintisége 1/2, ezért
atlagosan 2 probalkozéssal fogunk talalni egyet. O

Megjegyzés. Természetesen elkeriilhetjiik a véletlen hasznalatat, ha sorban
teszteljlik a 2,3,5,7, ... szamokat. EI6bb vagy utébb talalunk egy kvadratikus
nemmaradékot. Azt viszont nem tudjuk, hogy a legkisebb kvadratikus nem-
maradék megtalalhato-e ilyen moédon polinom idében. Sejtés, hogy O(log2 D)-
nél tobb lépés nem kell ezzel a moédszerrel sem.

Térjiink vissza arra a probléméra, hogy miként talalhatjuk meg egy x
maradék négyzetgyokét, ha a p primre p =1 (mod 4). Ekkor van olyan ¢
paratlan és k > 2 egész, hogy p—1 = 2*q.

Elgszor keresiink egy z kvadratikus nemmaradékot. Az 6tlet az, hogy kere-
siink egy paros hatvany z%-t, amire z92% =1 (mod p). Ekkor y = z(4t1/2
(mod p) négyzetgyoke z-nek, hiszen

Y= =2 (mod p).

Egy ilyen z-hatvanyt gy taldlunk, hogy keresiink minden j<k—1 egészhez

egy t; > 0 egészet gy, hogy

229,27 = (mod p). (7.8)
Ez j = 0-ra éppen megadja amit keresiink. Ha 7 = k— 1, akkor jo lesz a
tk—1 =q:
22 M2 = g0 1)/20-1 = (mod p),
miutan x kvadratikus maradék és a kis Fermat-tételbdl kovetkezden 2P~ =

=1 (mod p). Ez azt sugallja, hogy visszafelé konstrualjuk meg a t;-ket, azaz
j=k—2,k—3,... sorrendben.
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Tegyiik fel, hogy mar tudjuk t;-t (j > 0), és t;_1-t akarjuk megtalalni.
Tudjuk, hogy

pla¥ 12 1 = (:v2j71q22jtf - 1) (:v2j71q22jtf + 1)
Megnézziik, hogy a két tényezd koziil melyik oszthaté p-vel. Ha az elsd, akkor
tj—1 =1; jo, ha a masodik, akkor legyen

tio1=t;+2F771q.
Ez j6 valasztas, hiszen

J=1, ois. J—1, oiy. 1ok—1 J=1g 9i¢. (p—
22T a2 27 g 20427 g 27 27 (p 1)/2:(_1)(_1):17
mivel z kvadratikus nemmaradék.

Ezzel teljesen lefrtuk az algoritmust.

7.4.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy egész négyzetre emelése nem vélet-
lenszam-generator.

7.4.2. Feladat. Egy z sorozatra jelolje rev(x) az x megforditasat. Mutassuk
meg, hogy ha g(s) biztonsagos véletlenszam-generator, akkor rev(g(s)) is az.

7.4.3. Feladat. Ha P=NP, akkor nem létezik egyirdnyu fiiggvény.

7.4.4. Feladat. Tekintsiik a kovetkezs véletlenszam-generatort. A generator
egy n bites x egészet vesz magnak és a kimenete |23 /2" |. Mutassuk meg, hogy
ez a véletlenszam-generator nem biztonsagos.






8. fejezet
Dontési fak

Igen sok algoritmus logikai vaza egy faval irhaté le: a gyokérbsl indulunk,
és minden elagazasi pontban az hatarozza meg, hogy melyik élen megyiink
tovabb, hogy egy bizonyos ,teszt” milyen eredményt ad. Példaul a legtobb
sorbarendezési algoritmus idénként Gsszehasonlitdsokat tesz bizonyos elem-
péarok kozott, és aszerint folytatja a munkat, hogy az Gsszehasonlitdsnak mi
az eredménye. Feltessziik, hogy az elvégzett tesztek eredményeinek sorozata
minden sziikséges (a feladat szempontjabol lényeges) informéciot tartalmaz-
nak a bemenetrdl, vagyis ha egy végponthoz érkeztiink, akkor a kimenetet
maér csak le kell olvasnunk végpontrol. Az algoritmus bonyolultsagarol képet
ad a fa bonyolultsaga; pl. a fa mélysége (a gyokérbdl kiindulo leghosszabb ut
élszama) azt adja meg, hogy a legrosszabb esetben hany tesztet kell elvégez-
niink a futads soran. Természetesen minden algoritmust lefrhatunk trivialis,
1 mélységi faval (a gyokérben elvégzett teszt a végeredmény kiszamitasa);
ezért ennek az algoritmus-sémanak csak akkor van értelme, ha megszoritjuk,
hogy az egyes csticsokban milyen teszt végezhets el.

Latni fogjuk, hogy a dontési fak nemcsak egyes algoritmusok szerkezetét
teszik szemléletessé, hanem arra is alkalmasak, hogy als6 korlatot bizonyit-
sunk be a mélységiikre. Egy ilyen alsé korlat gy interpretalhatd, hogy a
feladat nem oldhaté meg (a legrosszabb bemenetre) ennél kevesebb lépés-
ben, ha feltessziik, hogy a bemenetrsl csak a megengedett teszteken keresztiil
nyerhetd informéacio (pl. sorbarendezésnél az adott szamokat csak egyméassal
hasonlithatjuk dssze, nem végezhetiink veliik aritmetikai miveleteket).

8.1. Dontési fakat hasznalé algoritmusok

Tekintsiink néhany egyszert példat.

a) Hamis pénz megtalalasa egykara mérleggel. Adott n kiilsére egy-
forma pénzdarabunk. Tudjuk, hogy mindegyiknek 1 gramm stlytanak kellene
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lenni; de azt is tudjuk, hogy egy hamis van kozottiik, mely kénnyebb a tob-
binél. Van egy egykart mérlegiink; ezen megmérhetjiik a pénzdarabok tet-
sz6leges halmazanak a silyat. Hany méréssel tudjuk eldonteni, hogy melyik
pénzdarab a hamis?

A megoldas egyszerii: egy méréssel a pénzdarabok tetszéleges halmazarol
el tudjuk donteni, hogy koztiik van-e a hamis. Ha [n/2] pénzdarabot tesziink
fel a mérlegre, akkor egy mérés utan méar csak legfeljebb [n/2] pénzdarab
koziil kell kivalasztani a hamisat. Ez a rekurzié [logn] lépésben ér véget.

Az algoritmust egy gyOkeres binaris faval jellemezhetjiik. Minden v cstics-
nak megfelel a pénzdaraboknak egy X, részhalmaza; ebbe a cstucsba érve mar
tudjuk azt, hogy a hamis pénz ebbe a részhalmazba esik. A gyokérnek az egész
halmaz, a végpontoknak 1 elemt halmazok felelnek meg. Minden v elagazasi
pontra az X, részhalmazt két részre osztjuk; ezek elemszama [|X,|/2] és
[|Xv]/2]. Ezek felelnek meg a v fiainak. Az elsét lemérve megtudjuk, hogy a
hamis pénz melyikben van.

b) Hamis pénz megtalalasa kétkara mérleggel. Ismét csak adott n
kiilsére egyforma pénzdarabunk. Tudjuk, hogy egy hamis van k6zottiik, mely
kénnyebb a tobbinél. Ezittal egy kétkart mérlegiink van, de silyok nélkiil.
Ezen 6sszehasonlithatjuk, hogy pénzdarabok két (diszjunkt) halmaza koziil
melyik a kdnnyebb, illetve, hogy egyenl§ek-e. Hany méréssel tudjuk eldonteni,
hogy melyik pénzdarab a hamis?

Egy mérés abbol all, hogy mindkét serpenySbe azonos szamu pénzdarabot
teszlink. Ha az egyik oldal kénnyebb, akkor abban a serpeny6ben van a ha-
mis pénz. Ha a két oldal egyforma sulyu, akkor a kimarad6 pénzek kozott
van a hamis. Legcélszertibb, ha mindkét serpenySbe [n/3] pénzdarabot te-
sziink; ekkor egy mérés utan mar csak legfeljebb |n/3] pénzdarab koziil kell
kivalasztani a hamisat. Ez a rekurzi6 [logs n| 1épésben ér véget.

Mivel egy mérésnek 3 lehetséges kimenete van, az algoritmust egy olyan
gyOkeres faval jellemezhetjiik, melyben az elagazasi pontoknak 3 fiuk van.
Minden v cstcsnak megfelel a pénzdaraboknak egy X, részhalmaza; ebbe a
cstcsba érve mar tudjuk azt, hogy a hamis pénz ebbe a részhalmazba esik.
(Mint fent, most is a gyokérnek az egész halmaz, a végpontoknak 1 elemi
halmazok felelnek meg.) Minden v elagazasi pontra az X, részhalmazt harom
részre osztjuk; ezek elemszama rendre [|X,|/3], [|Xv]/3] és | X, |—2[|X0]/3].
Ezek felelnek meg a v fiainak. Az els6 kett6t 6sszehasonlitva megtudjuk, hogy
a hamis pénz a harom rész koziil melyikben van.

8.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy kevesebb méréssel sem az a), sem a b)
feladatban nem lehet célt érni.

c) Sorbarendezés. Adott n elem, melyek (szamunkra ismeretlen modon)
rendezve vannak. Arra tudunk eljarast, hogy két elem sorrendjét eldontsiik;
ezt egy dsszehasonlitdsnak nevezziik és elemi lépésnek tekintjiik. Minél keve-
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sebb ilyen Osszehasonlitis arédn szeretnénk a teljes rendezést meghatarozni.
Erre az adatkezelési alapfeladatra igen sok algoritmus ismeretes; itt csak
olyan mélységig foglalkozunk a kérdéssel, amennyi a dontési fak illusztrala-
sdhoz sziikséges.

Nyilvanvalo, hogy (g) Osszehasonlitas elég: ezzel megtudhatjuk barmely
két elemrsl, hogy melyik a nagyobb, és ez meghatarozza a rendezést. Ezek
az Osszehasonlitasok azonban nem fiiggetlenek: a tranzitivitas alapjan bizo-
nyos parok sorrendjére 6sszehasonlitas nélkiil is kovetkeztethetiink. Valéban,
elegends >"7'_ [log k] ~ nlogn dsszehasonlitast tenni. Ez a legegyszertibben
igy lathato be: tegyiik fel, hogy az els6 n— 1 elem rendezését méar meghata-
roztuk. Ekkor csak az n-edik elemet kell ,beszturni”’, ami nyilvanvalé moédon
megtehetd [logn] Gsszehasonlitassal.

Ez az algoritmus, de barmely méas olyan sorbarendezé algoritmus is, mely
Osszehasonlitasokkal dolgozik, leirhato egy binaris faval. A gyokér megfelel az
els6 Gsszehasonlitasnak; ennek eredményétdl fiiggéen az algoritmus elagazik
a gyokér valamelyik fidba. Itt ismét egy Gsszehasonlitast végziink stb. Minden
végpont egy teljes rendezésnek felel meg.

Megjegyzés. A fenti sorbarendezd algoritmusnél csak az dsszehasonlitaso-
kat szamoltuk. Egy igazi programnal figyelembe kellene venni az egyéb mi-
veleteket is, példaul az adatok mozgatasat stb. A fenti algoritmus ebbdl a
szempontbol nem jo, mert minden egyes beszurasnél akar az 0sszes korabban
elhelyezett elemet meg kell mozgatni, és ez konstansszor n? tovabbi lépést je-
lenthet. Léteznek azonban olyan sorbarendezé algoritmusok, melyek Gsszesen
is csak O(nlogn) lépést igényelnek.

d) Konvex burok. Ami az adatkezeléseknél a sorbarendezés, az a geo-
metriai algoritmusok kérében n sikbeli pont konvex burkdnak a meghataro-
zésa. A pontok koordinatéaikkal vannak adva: p1 = (21,91),. . -, Pn = (Tn, Yn)-
Egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy a pontok dltaldnos helyzetiek, vagyis
nincsen 3 egy egyenesen. Meg akarjuk hatarozni azokat az i, ..., %k—_1, 1k =10
indexeket, melyekre p;,...,Dpi, ,,DPi, az adott ponthalmaz konvex burkanak
a cstcsai, ebben a sorrendben (az 6ramutatéd jarasa szerint) a konvex burok
mentén (mondjuk, a legkisebb abszcisszaju csticsbol indulva).

A | beszuras” otlete itt is ad egy egyszert algoritmust. Rendezziik sorba az
elemeket az x; koordinaték szerint; ez O(nlogn) id6ben megtehetd. Tegyiik
fel, hogy p1,...,p, mar ebben a sorrendben vannak indexelve. Hagyjuk el a
Pn pontot, és hatarozzuk meg a p1,...,p,—1 pontok konvex burkat: legyenek
ezek rendre a pj, ..., Pj,._1, P4, pontok, ahol jo = jm, =1.

Mérmost p,, hozzavétele abbdl 4ll, hogy a pj, ...pj;,. poligon p,-bdl Jat-
hato” ivét elhagyjuk, és helyette a p, pontot tessziik be. Hatarozzuk meg a
Djo - - - Dj,,, sorozat legelsd és legutolsé p,-bdl lathato elemét, legyen ez p;, és
pj,- Ekkor a keresett konvex burok pj, ... 0. PnDjy - - - Pjn-
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Ja

8.1. abra. Uj pont hozzavétele a konvex burokhoz

Hogyan lehet meghatarozni, hogy egy p;, cstcs lathat6-e p,-b6él? A p,_4
pont nyilvan a poligon csticsai kézott szerepel, és lathato p,-bél; legyen en-
nek indexe ¢, azaz p;, = pn—1. Ha s < t, akkor nyilvan p; akkor és csak
akkor lathato p,-bdl, ha p, a p; p;. ., egyenes felett van (lasd a BIl abrat).
Hasonl6an, ha s > t, akkor p; akkor és csak akkor lathaté p,-bél, ha p, a
Dj.Dj._, egyenes felett van. Igy minden ps-r6l O(1) lépésben el lehet dénteni,
hogy latszik-e p,-bsl.

Ezek alapjan binaris kereséssel O(logn) lépésben meg tudjuk hatarozni
a-t és b-t, és elvégezni a p,, pont ,beszirasat”. Ebbdl a rekurziobol O(n logn)
lépésszam algoritmus adodik.

Erdemes itt elkiiloniteni azokat a lépéseket, melyekben a pontok koordi-
nataival szamitasokat is végziink, a tobbi (kombinatorikus jellegt) 1épéstol.
Nem tudjuk ugyanis, hogy a pontok koordinatai mekkorak, nem kell-e tobb-
szOr0s pontossagi szamolas stb. A leirt algoritmust elemezve lathatjuk, hogy
a koordinatakat csak két formaban kellett figyelembe venni: a sorbarakasnal,
melynél csak Osszehasonlitasokat kellett tenni az abszcisszédk kozott, és an-
nak meghatérozasanal, hogy a p,, pont a p; és p; pontok altal meghatarozott
egyenes felett vagy alatt van-e. Ez utobbit ugy is fogalmazhatjuk, hogy meg
kell hataroznunk a p;p;pr hdromszog koriiljarasit. Ez az analitikus geometria
eszkozeivel tobbféleképpen is megtehets.

A leirt algoritmust ismét egy binéris dontési faval irhatjuk le: minden
csicsa vagy két adott pont abszcisszai 6sszehasonlitdsanak, vagy harom adott
pont altal alkotott haromszog koriiljarasa meghatarozasanak felel meg. A
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leirt algoritmus O(nlogn) mélységt fat ad. (Sok mas konvex burkot keres6
algoritmus is hasonlé mélységt dontési fara vezet.)

8.1.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy n valés szam sorbarendezésének problé-
maja linearis szami lépésben visszavezethets n sikbeli pont konvex burkanak
a meghatarozasara.

8.1.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy a fenti algoritmus masodik fazisa, vagy-
is a méar rendezett p1, . .., p, pontok konvex burkinak a meghatarozasa O(n)
lépésben is elvégezhetd.

A dontési fa fogalmanak formalizalasa végett legyen adott A, a lehetséges
bemenetek halmaza, B, a lehetséges kimenetek halmaza, és A-n értelmezett,
{1,...,k} értéki figgvényeknek, a megengedett teszt-fiigguényeknek egy F
halmaza. Egy dontési fa olyan gyokeres fa, melynek belss pontjainak (gyo-
kerét is beleértve) k fiuk van, végpontjai B elemeivel, tobbi pontja pedig
F-beli fiiggvényekkel van cimkézve. Feltessziik, hogy minden cstcsra a belgle
kiindulé élek meg vannak szdmozva valamilyen sorrendben.

Minden dontési fa meghataroz egy f: A — B fiiggvényt. Legyen ugyanis
a€A. A gyokérbdl kiindulva lesétalunk egy végpontba a kovetkezSképpen. Ha
a v bels§ pontban vagyunk, akkor kiszamitjuk a v-hez rendelt tesztfiiggvényt
az a helyen; ha értéke i, akkor a v cstcs i-edik fiara lépiink tovabb. Igy
eljutunk egy w végpontba; f(a) értéke a w cimkéje.

A kérdés az, hogy adott f fiiggvényhez mi a legkevésbé mély dontési fa,
mely f-et szamitja ki.

A legegyszeriibb esetben egy f(x1, ..., z,) Boole-fliggvényt akarunk kisza-
mitani, és minden teszt, amit a dontési fa csticsaiban elvégezhetiink, valame-
lyik valtozo értékének a leolvasasa. Ekkor a dontési fat egyszerinek nevezziik.
Minden egyszert dontési fa binaris, az elagazasi pontok a valtozokkal, a vég-
pontok pedig 0-val és 1-gyel vannak cimkézve. Vegyiik észre, hogy a sorba-
rendezésre vonatkozo dontési fa nem ilyen: ott a tesztek (Osszehasonlitasok)
nem fliggetlenek, hiszen a rendezés tranzitiv. Az f Boole-fliggvényt kiszamito
egyszerd dontési fa minimalis mélységét D( f)-fel jeloljik.

8.1.1. Példa. Tekintsiik az f(x1,x2,z3,24) = (21 Vra) A(x2Vas)A(z3Vay)
Boole-fiiggvényt. Ezt kiszamithatjuk pl. a2l abran lathato egyszerid dontési
faval, igy D(f) < 3. Kénnyd meggondolni, hogy D(f) = 3.

Minden dontési fa ugy is tekinthetd, mint egy kétszemélyes Barkochba-
szerd jaték. Az egyik jatékos (Adél) gondol egy a € A elemre, a méasik jatékos
(Béla) feladata, hogy meghatarozza f(a) értékét. Ehhez kérdéseket tehet fel
Adélnak. Kérdései azonban nem lehetnek tetszélegesek, hanem csak valamely
F-beli tesztfiiggvény értékét kérdezheti meg. Hany kérdéssel tudja kiszami-
tani a valaszt 7 Béla stratégiaja egy dontési fanak felel meg, Adél pedig akkor
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8.2. abra. Egyszertii dontési fa

jatszik optimélisan, ha valaszaival a gyokértsl legtavolabbi végpontba tere-
li Bélat. (Adél csalhat, csak rajt’ ne kapjak — vagyis valaszaihoz kell lennie
olyan a € A elemnek, amelyre mindegyik vilasza korrekt. Egyszerd dontési fa
esetén ez automatikusan teljesiil.)

Nemdeterminisztikus dontési fak

A fejezetben megismert gondolat, a nemdeterminizmus, mas bonyolultsag-
elméleti vizsgalatokban is segit. A dontési fa modellben ez igy fogalmazhato
meg (csak egyszert dontési fak esetével foglalkozunk). Legyen a kiszamitando
fiiggvény f:{0,1}"™ —{0,1}. A nemdeterminisztikus dontési-fa-bonyolultsagot
két szam jellemzi (ahhoz hasonloan, hogy a két nemdeterminisztikus polino-
mialis osztaly van: NP és co-NP). Minden z bemenetre, jeldlje D(f, z) azon
valtozok minimalis szamat, melyek értéke az f(x) értékét mar meghatarozza.
Legyen

Do(f) =max{D(f,z): f(x) =0},  Di(f) =max{D(f,z): f(z) =1}

Mas szoval Do(f) a legkisebb olyan széam, melyre fennall, hogy minden olyan
2 bemenetre, melyre f(x) = 0, lekérdezhets Do(f) valtozd dgy, hogy ezek
ismeretében a fiiggvény értéke meghatarozhato (az, hogy mely valtozokat
kérdezziik le, figghet az a-t6l). A D;(f) szam hasonloan jellemezhets. Nyil-
vanvalo, hogy

D(f) z max{Do(f), D1(f)}-
Az alabbi példakbol 1lathato, hogy itt nem sziikségképpen &ll egyenlGség.
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8.2.1. Példa. Legyen a teljes K,, graf minden e éléhez egy-egy x. Boole-
valtozo hozzarendelve. Ekkor minden értékadas egy n pontu grafnak felel
meg (azokat a parokat kotjiik ssze éllel, melyekhez tartozd véltozo értéke
1). Legyen f az az (g) valtozos Boole-fliggvény, melynek értéke 1, ha a be-
menetnek megfelel§ grafban minden csucs foka legalabb egy, és 0, ha nem
(vagyis, ha van izolalt pont). Ekkor Do(f) < n—1, hiszen ha a grafban van
izolalt pont, az ebbdl kiindulé n—1 élrdl elég tudni, hogy nincsenek a grafban.
Azt is kénnyt meggondolni, hogy n — 2 péar &sszekdtott, ill. nemosszekotott
voltabol még nem kovetkeztethetiink izolalt pontra, és igy

Do(f) =n—1.

Hasonléan, ha egy grafban nincs izolalt pont, akkor ezt mar n—1 él megléte
is bizonyitja (minden csticsbdl elég egy-egy bel6le kiindulo élt tudni, és az
egyik él 2 csicsot is lefed). Ha a bemenet graf egy n—1 agua csillag, akkor
(n—1)-nél kevesebb él nem is elég. Ezért

Dl(f) =n—1.

Tehat barmelyik eset &ll is fenn, n—1 szerencsés kérdés utan mar tudhatjuk a
valaszt. Ugyanakkor, ha el akarjuk donteni, hogy melyik eset all fenn, akkor
nem tudhatjuk el6re, hogy melyik éleket kérdezziik; megmutathato, hogy a
helyzet annyira rossz, amennyire csak lehet (lasd a 833l feladatot), vagyis

o= (3).

8.2.2. Példa. Legyen most G tetszGleges, de rogzitett n ponti graf, és min-
den cstucsdhoz rendeljiink hozza egy-egy valtozot. A valtozok egy 0-1 érték-
adésa a csticsok egy részhalmazanak felel meg (amelyekre az érték 1). Az f
fliggvény értéke legyen 0, ha ez a halmaz fiiggetlen a grafban, és 1 egyébként.
Ez a tulajdonsag Boole-formulaval is egyszeriien kifejezhets:

flar,..z)=\/ (@A)

iJEE(G)

Ha ennek a Boole-fliggvénynek az értéke 1 (vagyis a halmaz nem fiiggetlen),
akkor ez mar 2 cstcs lekérdezésébdl kideriil, de egyetlen pontébol persze nem,
vagyis

Di(f)=2.

Maésrészt ha bizonyos pontok lekérdezése utan biztosak vagyunk abban, hogy
a halmaz fliggetlen, akkor azok a pontok, melyeket nem kérdeztlink meg,
fliggetlen halmazt kell, hogy alkossanak. igy

Do(f) Zn—oz,
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ahol « a graf fiiggetlen pontjainak maximalis szama. Az is bizonyithaté (lasd
B30l tétel), hogy ha n prim, a grafnak van éle, de nem a teljes graf, és a graf
pontjainak ciklikus cseréje a grafot énmagéra képezi le, akkor

D(f) =n.

Latjuk tehat, hogy D(f) lényegesen nagyobb lehet, mint Do(f) és D1(f)
maximuma; tovabba az is lehetséges, hogy D1 (f) =2 és D(f) = n. Fennall
azonban a kovetkezd szép Osszefliggés:

8.2.1. Tétel. Minden nem konstans f Boole-fiigguényre
D(f) < Do(f)D1(f)-

Bizonyitds. Teljes indukciot alkalmazunk a valtozok n szamara vonatkozolag.
Ha n =1, az egyenl6tlenség triviélis.

Feltehetjiik, hogy f(0,...,0)=0. Ekkor kivalaszthato k< Dq(f) valtozo agy,
hogy azok értékét 0-nak rogzitve, a a fliggvény a tébbi valtozotol fiiggetlentil
0. Feltehetjiik, hogy az els6 k valtozo ilyen tulajdonsigu.

Ezek utan a kovetkez6 determinisztikus dontési fat tekintjiik: megkérdez-
ziikk az els6 k valtozo értékét, legyenek a kapott vélaszok aq,...,ar. Ezek
rogzitésével egy

9(Thg1s- @) = far, ..., 0k, Tty -y Tn)

Boole-fliggvényt kapunk. Nyilvanvalo, hogy Do(g) < Do(f) és D1(g) < D1(f).
Azt allitjuk, hogy az utébbi egyenlGtlenség élesithetd:

D1(g) < D1(f) -1

Tekintsiik g-nek egy (aky1,-..,a,) bemenetét, melyre g(aki1,...,a,) =1. Ez
az ai,...,ax bitekkel egyiitt az f Boole-fliggvény egy olyan bemenetét adja,
melyre f(a1,...,a,)=1. A D1(f) mennyiség definicidja szerint kivalaszthato
f-nek m < Di(f) véltozoja, mondjuk x;,,...,x;, ugy, hogy azokat az ay,
értékeken rogzitve, f értéke a tobbi valtozotol fiiggetleniil 1. Ezen m val-
tozd kozott el kell, hogy forduljon az elsé k valtozo valamelyike; ellenkezé
esetben f(0,...,0,ak41,...,a,) értéke 0 kellene, hogy legyen (az els6 k val-
tozd rogzitése miatt), de egyben 1 is (az x;,,...,x;,, rogzitése miatt), ami
ellentmondéas. Tehat a ¢ fliggvénynek az a1, ..., an helyen mar csak m—1
valtozojat kell rogziteni ahhoz, hogy az azonosan 1 fiiggvényt kapjuk. Ebbél
az allitas kovetkezik. Az indukcios feltevés szerint

D(g) < Do(9)D1(g) < Do(f)(D1(f)—1),

és igy
D(f) < k+D(g) < Do(f)+D(g) < Do(f)D1(f)- O
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A példdban egy diszjunktiv 2-normalforméaval tudtuk megadni a
fiiggvényt, és D1 (f) = 2 &llt fenn. Ez az egybeesés nem véletlen:

8.2.2. Allitas. Ha f kifejezhetd diszjunktiv k-normdlformdval, akkor Dy (f)<
< k. Ha f kifejezhetd konjunktiv k-normdlformdval, akkor Do(f) < k.

Bizonyitds. Elég az els6 allitast igazolni. Legyen a = (ay,...,a,) egy olyan
bemenet, amelyre a fliggvény értéke 1. Ekkor van olyan elemi konjunkcié a
diszjunktiv normélforma-alakban, melynek értéke 1. Ha azokat a valtozokat
rogzitjiik, melyek ebben a konjunkcidéban fellépnek, a tobbi valtozo értékétsl
fiiggetleniil a fliggvény értéke 1 lesz. O

Ennek a megforditésa is igaz:

8.2.3. Allitas. Eqy f nem konstans Boole-fiiggvény akkor és csak akkor fe-
jezhetd ki diszjunktiv [illetve konjunkti] k-normdlformdval, ha D1(f) < k
[illetve Do(f) < k].

Bizonyitds. A allitas alapjan elegendd azt belatni, hogy ha D1(f) =k,
akkor f kifejezhetd diszjunktiv k-normalformaval. Egy a € {0,1}™ értékadas-
ra, melyre f(a) =1, jelolje S, azon i indexek egy legfeljebb D;(f) méreti
halmazat, melyekre az x; = a; értékadas mar kikényszeriti, hogy f(x) értéke
1 legyen. Jeldlje b € {0,1} esetén 2% az x;-t, ha b= 1 és az x; tagadasit, ha

b= 0. Ekkor

a:f(a)=14€Sa

8.3. Als6 korlatok dontési fak mélységére

Emlitettiik, hogy a dontési faknak, mint szamitasi modelleknek az az érde-
miik, hogy nemtrivialis als6 korlatok adhatok a mélységiikre. El§szor azonban
egy majdnem trivialis als6 korlatot emlitiink, melyet informdcidelméleti becs-
lésnek is szokas nevezni.

8.3.1. Lemma. Ha f értékkészlete t elemi, akkor minden f-et kiszdmolo
k-adfoku déntési fa mélysége legaldbb log,. t.

Bizonyitds. BEgy k-adfokt regularis h mélységt gyokeres fanak legfeljebb k"
végpontja van. Mivel f értékkészletének minden eleme kell, hogy szerepeljen,
mint egy cstcs cimkéje, kovetkezik, hogy t > k" O

Alkalmazasként tekintsiink egy tetszsleges sorbarendezési algoritmust. En-
nek bemenete egész szamok egy ai,...,a, sorozata, kimenete az 1,2,...,n
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szamok egy 11,2, . .., 1, permuticioja, melyre igaz, hogy a;, <a;, <...<a;,.
A tesztfliggvények pedig két elemet hasonlitanak 6ssze:

1, haa;<ay, és
i(al,...,an) =
9ig (a1, an) { 0, haa;>aj.

Mivel n! lehetséges kimenet van, ezért barmely olyan binaris dontési fa mély-
sége, mely kiszamitja a teljes sorrendet, legalabb log(n!) ~ nlogn. Az els
alfejezet c) példajaban emlitett sorbarendezési algoritmus legfeljebb [logn]+
+[log(n—1)+...+[log 1] ~nlogn 6sszehasonlitast végez. (Megadhatok olyan
sorbarendezési algoritmusok is, pl. az an. Heapsort, melyek a t6bbi munkat —
adatok mozgatésa stb. — figyelembe véve is csak O(nlogn lépést végeznek.)

Ez a korlat sokszor igen gyonge; pl. ha egyetlen bitet kell kiszamitani,
akkor semmitmondé. Egy maésik egyszertd triikk alsé korlat bizonyitéséara a
kovetkez§ észrevétel.

8.3.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy van olyan a € A bemenet, hogy akdrhogyan
is vdlasztunk ki K tesztfiigguényt, mondjuk ¢1,...,¢x-t, van olyan a’ € A,
melyre f(a')# f(a), de ¢;(a’)=di(a) minden 1 <i< K esetén. Ekkor bdarmely
f-et kiszdmité dontési fa mélysége nagyobb, mint K. O

Alkalmazéasként nézziik meg, hogy hany Gsszehasonlitassal lehet n elem-
bdl a legnagyobbat kivalasztani. Tudjuk (kieséses bajnoksag!), hogy erre
n—1 6sszehasonlitas elég. A B3l lemma csak log n-et ad also korlatnak; de
a lemmat alkalmazhatjuk a kévetkezGképpen. Legyen a = (aq,...,an)
tetszbleges permutacidja az 1,2,...,n szamoknak, és tekintsiink K <n—1
osszehasonlitas-tesztet. Azok az {3, j} parok, melyekre a; és a; Osszehasonli-
tasra keriilt, egy G grafot alkotnak az {1,...,n} alaphalmazon. Mivel keve-
sebb, mint n—1 éle van, ez a graf nem Osszefiiggs. Legyen G az az Gsszefliggd
komponense, mely a maximalis elemet (a; = n-et) tartalmazza, és jelolje p a

G csucsainak szamat. Legyen a’ = (a},...,al) az a permutécio, melyben a
(G1 csucsainak megfelel§ pozicidkban az 1, ..., p szamok, a tébbi helyen a p+
+1,...,n szdmok allnak, kiilon-kiilon azonban ugyanolyan sorrendben, mint

az a permuticioban. Ekkor a-ban és a’-ben mashol van a maximalis elem, de
az adott K teszt ugyanazt adja mindkét permutaciora.

8.3.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy 2n+ 1 elem koziil a nagysag szerint
kozéps6 kivalasztasahoz legalabb 2n dsszehasonlitas kell, és (*) O(n) ossze-
hasonlitas elegendé.

A kovetkezSkben specialisabb dontési fak mélységére mutatunk néhany
becslést, melyek azonban érdekesebb modszerekkel torténnek. Az elsének
Best, Schrijver és van Emde-Boas, valamint Rivest és Vuillemin egy ered-
ményét emlitjiik, mely egyszert dontési fak mélységére ad szokatlan jellegi
alsé becslést.
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8.3.3. Tétel. Legyen f:{0,1}™ — {0,1} tetszéleges Boole-fiigguény. Jeldlje
N azon helyettesitések szdmdt, melyekre a fligguény értéke 1, és legyen 2¢
a legnagyobb 2-hatvdny, mely osztdja N-nek. Ekkor bdrmely f-et kiszdmito
egyszert dontési fa mélysége legaldbb n—t.

Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszéleges h mélységi egyszerd dontési fat, mely
kiszamitja az f fiiggvényt és ennek egy levelét. Itt m <h valtozé van régzitve,
ezért 2"~ olyan bemenet van, mely ehhez a levélhez vezet. Ezekhez ugyanaz
a fliggvényérték tartozik, igy az ehhez a levélhez vezets bemenetek koziil vagy
0, vagy 2"~ adja az 1 fiiggvényértéket. Ezek szdma tehat oszthato 27~ "-
val. Mivel ez minden levélre igaz, az 1 értéket addé bemenetek szama oszthato
2"_h-val, és ezért t > n—h. O

A fenti bizonyitas megfelels kiterjesztésével igazolhato a[8.3.3] tétel kovet-
kez6 altalanositasa; ennek részleteit feladatként az olvasora hagyjuk.

8.3.4. Tétel. Adott f n-vdltozés Boole-fiigguvényhez készitsik el a kovetke-
26 polinomot: Wy(t) => f(@1,...,z,)t" T ahol az dsszegezés minden
(1,...,2n)€{0,1}" értéksorozatra kiterjed. Ekkor, ha f kiszdmdthats h mély-
ségi egyszert dontési faval, akkor a W;(t) polinom oszthaté (t+1)"~"-val.
O

Egy n valtozos f Boole-fiiggvényt zdrkdzottnak neveziink, ha nem sza-
mithaté ki n-nél kisebb mélységti egyszerti dontési faval. A B33l tételbsl
kovetkezik, hogy ha egy Boole-fiigguvényhez pdratlan szdami olyan helyettesités
van, melyre az értéke 1, akkor a fligguény zdrkdzott. Ennek a ténynek egy al-
kalmazasat a[8.3.3] feladatban lathatjuk. A B34l tétel ennél tobbet is mond,
ha t =—1, h=n—1 helyettesitéssel alkalmazzuk: ha egy Boole-fiiggvény nem
zarkozott, akkor azon bemeneteknek, melyekre a fligguény értéke 1, pontosan
a fele tartalmaz pdratlan szdma 1-est.

Zarkozott fiiggvények egy masik fontos osztalyat szimmetria-feltételek ad-
jék. Egy n-valtozos Boole-fliggvényt szimmetrikusnak neveziink, ha valtozo-
inak barmely permutacioja a fiiggvény értékét valtozatlanul hagyja. Szim-
metrikus pl. az 1 Pro®... BTy, x1 VT2 V... VI, vagy az 1 A2 A... ATy
fliggvény. Egy Boole-fiiggvény akkor és csak akkor szimmetrikus, ha értéke
csak attol fiigg, hogy hany valtozoja 0, ill. 1.

8.3.5. Allitas. Minden nemkonstans szimmetrikus f Boole-figguény zdrko-
zott.

Bizonyitds. Mivel f nem konstans, van olyan 1< j <n, hogy ha j—1 valtozo
értéke 1, akkor a fiiggvény értéke 0, de ha j valtozo értéke 1, akkor a fiiggvény
értéke 1 (vagy megforditva).

Ezek alapjan Adélnak az alabbi stratégiat ajanlhatjuk: az elsé j—1 (kiilon-
b6z6 x; valtozd értékét kérdezd) kérdésre valaszoljon 1l-essel, a tobbire 0-val.
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Igy n—1 kérdés utan Béla nem tudhatja, hogy j—1 vagy j az egyesek széama,
vagyis nem tudhatja a fiiggvény értékét. O

A szimmetrikus Boole-fliggvények igen specialisak ; jelentGsen altalanosabb
a kovetkezs osztaly. Egy n-valtozos Boole-fiiggvényt gyengén szimmetrikus-
nak neveziink, ha barmely két x; és z; valtozojahoz van a valtozoknak olyan
permutécidja, mely x;-t x;-be viszi, de nem valtoztatja meg a fiiggvény érté-
két. Gyengén szimmetrikus, de nem szimmetrikus példaul az

(x1 Ax2)V(x2 AX3) V.. NV (Tpo1 AZp) V (Tp A21)

fliggvény.
Az alabbi kérdés (az un. altalanositott Aanderaa—Rosenberg-Karp-sejtés)
nyitott:

8.3.1. Sejtés. Ha egy nemkonstans monoton Boole-fiigguény gyengén szim-
metrikus, akkor zdrkozott.

ARIZA tétel alkalmazasaként megmutatjuk, hogy a sejtés igaz egy fontos
specialis esetben.

8.3.6. Tétel. Ha egy nemkonstans monoton Boole-fiigguény gyengén szim-
metrikus, €s vdltozdinak szdma egy p primszam, akkor zdrkozott.

Bizonyitds. Elegendd ehhez azt megmutatni, hogy a 834l tételben definiélt
U, polinomra ¥;(p—1) nem oszthaté p-vel. Felhasznaljuk ehhez el8szor is
azt a csoportelméleti eredményt, hogy S, egy tranzitiv részcsoportjdban van
p-edrendtd elem, ezért a valtozok alkalmas indexelése esetén az 1 — zo —
... — xp — x1 ciklikus csere nem véltoztatja meg a fliggvény értékét. Ezért
U (p—1) definiciojaban, ha egy tagban x1,...,z, nem mind azonos, akkor
beléle ciklikus cserével p tovabbi tag allithaté els, melyek mind azonosak.
Igy az ilyen tagok adaléka oszthatd p-vel. Mivel a fiiggvény nemkonstans és
monoton, kovetkezik, hogy f(0,...,0) =0 és f(1,...,1) =1, amibdl lathato,
hogy U s(p—1)-et a p-vel osztva a maradék (—1)P 0. O

Gyengén szimmetrikus Boole-fliggvényekre fontos példa barmely grdftu-
lajdonsdg. Tekintsiik egyszert (vagyis tobbszoros- és hurokélek nélkiili) gra-
foknak egy tetszéleges tulajdonsagat, pl. a sikbarajzolhatosagot; errél csak
annyit tesziink fel, hogy ha egy grafnak megvan ez a tulajdonsaga, akkor
minden vele izomorf grafnak is megvan. Egy n pontu grafot agy adhatunk
meg, hogy rogzitjiik a csucsait (legyenek ezek 1,...,n), és minden {i,j} C
C {1,...,n} parhoz bevezetiink egy z;; Boole-valtozot, melynek az értéke
1, ha i és j Ossze vannak kotve, és 0, ha nem. Ilymédon n ponta grafok
sikbarajzolhatosaga tgy tekinthets, mint egy (g) valtozos Boole-fiiggvény.
Maéarmost ez a Boole-fiiggvény gyengén szimmetrikus: barmely két parhoz,
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mondjuk {4, j}-hez és {u, v}-hez van a csticsoknak olyan permutacioja, mely
i-t u-ba és j-t v-be viszi. Ez a permutéacié a pontparok halmazén is indu-
kal egy permutaciot, mely az els6 adott pontpart a masodikba viszi, és a
sikbarajzolhatosagot nem valtoztatja meg.

A graftulajdonsagot trividlisnak nevezziik, ha vagy minden grafnak meg-
van, vagy egyiknek sincs meg. A graftulajdonsag monoton, ha valahanyszor
egy grafnak megvan, akkor minden olyan egyszert grafnak is megvan, mely
élek behuzasaval all els. A legtobb graftulajdonsag, melyet vizsgalunk (Gssze-
fiiggdség, Hamilton-kor 1étezése, teljes parositas létezése, szinezhetSség stb.)
monoton, vagy a tagadasa monoton.

Az Aanderaa—Rosenberg—Karp-sejtés eredeti forméjaban graftulajdonsa-
gokra vonatkozott:

8.3.2. Sejtés. Minden nemtrividlis monoton grdftulajdonsdg zdrkozott, vagy-
is minden olyan egyszerd dontési fa, mely eqy ilyen grdftulajdonsdgot dont el,
(5) mélységi.

Ez a sejtés szamos graftulajdonsagra be van bizonyitva (lasd az alabbi
feladatokat); altaldnos tulajdonsdgra annyi ismert, hogy a dontési fa Q(n?)
mélységi (Rivest és Vuillemin), és hogy a sejtés igaz, ha a pontok szama
primhatvany (Kahn, Saks és Sturtevant). Be van bizonyitva az analog sejtés
paros grafokra (Yao).

8.3.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy graf Osszefliggs volta zarkozott
tulajdonsag.

8.3.3. Feladat. a) Bizonyitsuk be, hogy ha n paros szam, akkor n rogzi-
tett ponton azon grafok szama, melyekben nincs izolalt pont, paratlan.

b) Ha n péaros, akkor az a graftulajdonsag, hogy egy n pontu grafban
nincsen izolalt pont, zarkozott.

c*) Ez az allitas paratlan n-re is igaz.

8.3.4. Feladat. Turnamentnek neveziink egy teljes grafot, melynek minden
éle irdnyitva van. Minden turnamentet leirhatunk (’2’) bittel, melyek meg-
mondjak, hogy a teljes graf egyes élei hogyan vannak iranyitva. Igy minden
turnament-tulajdonsag egy (’2’) valtozos Boole-fiiggvénynek tekinthetd.

Bizonyitsuk be, hogy az a turnament-tulajdonsag, hogy van 0 befok cstcs,
nem zarkozott.

A bonyolultabb dontési fak koziil fontosak az algebrai dontési fak. Ezek ese-
tében a bemenet n darab valés szam, x1,...,x,, és minden teszt-fliggvényt
egy polinom ir le; az eldgazasi pontokban haromfelé mehetiink aszerint, hogy
a polinom értéke negativ, 0, vagy pozitiv (néha ezek koziil csak kettét kii-
16nboztetiink meg, és igy csak kétfelé agazik a fa). Példa ilyen dontési fa
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hasznalatara a sorbarendezés, ahol a bemenet n valos szamnak tekinthetd, és
a tesztfiiggvényeket az x; —x; polinomok adjak.

Kevésbé trividlis példa n sikbeli pont konvex burkédnak a meghatarozasa.
Emlékezziink ra, hogy itt a bemenet 2n valos szam (a pontok koordintai), és
a tesztfiiggvényeket vagy két koordinata Osszehasonlitdsa, vagy egy harom-
sz0g koriiljarasanak meghatarozasa jelenti. Az (x1,y1), (v2,y2) és (x3,y3)
pontok akkor és csakis akkor alkotnak pozitiv koriiljarasa haromszoget, ha

X1 yl 1
T2 Y2 1|>0.
z3 ys 1

Igy ez egy masodfokt polinom elGjelének meghatarozasanak is tekinthetd.
ARl alfejezetben leirt algoritmus tehat olyan algebrai dontési fat ad, mely-
ben a tesztfiiggvényeket legfeljebb masodfoki polinomok adjak meg, és mely-
nek mélysége O(nlogn).

Algebrai dontési fak mélységére altalanos also korlatot ad Ben-Or kovet-
kez6 tétele. A tétel kimondasahoz el6rebocsatunk egy elemi topologiai fogal-
mat. Legyen U C R™. Az U halmaznak két pontjat ekvivalensnek nevezzik,
ha 6sszekdtheték U-ban haladé folytonos gorbével. Ennek az ekvivalencia-
relacionak az ekvivalencia-osztalyait az U halmaz (ivszerten) dsszefiiggd kom-
ponenseinek nevezziik.

8.3.7. Tétel (Ben-Or). Ha az U C R"™ halmaznak legaldbb N dsszefiiggd
komponense van, akkor minden olyan algebrai dontési fanak, mely eldonti,
hogy x € U igaz-e, és melynek minden teszt-fiigguénye legfeljebb d-ed foki
polinom, a mélysége legaldbb (log N)/(log(6d)) —n. Ha d =1, akkor minden
ilyen fa mélysége legaldbb logs N.

Bizonyitds. A bizonyitést eldszor az d=1 esetre adjuk meg. Tekintsiink egy h
mélységi algebrai dontési fat. Ennek legfeljebb 3" végpontja van. Tekintsiink
egy olyan végpontot, mely az x € U konklaziora jut. Az ide vezet§ uton
elvégzett tesztek eredményei legyenek mondjuk

pi(z) =0, ..., pj(x)=0, pj+1(z) >0, ...pp(x)>0.

Ennek az egyenlet- és egyenl6tlenség-rendszernek a megoldashalmaza legyen
K. Ekkor barmely x € K bemenet ugyanehhez a végponthoz vezet, és igy K C
C U. Mivel most minden egyes p; tesztfliggvény linearis, ezért K konvex, és
igy Osszefiiggs. Emiatt K az U halmaznak egyetlen Osszefiiggé komponensébe
esik. Tehat U kiilonb6z6 komponenseihez tartozé bemenetek a dontési fa
kiilonb6z6 végpontjaihoz vezetnek. Ezért N <3" ami az d=1 esetre vonatkozo
allitast bizonyitja.



8.3. ALSO KORLATOK DONTESI FAK MELYSEGERE 157

Az altalanos esetben a bizonyitas ott modosul, hogy K nem sziikségkép-
pen konvex, és igy nem is sziikségképpen Osszefliggs. Ehelyett felhasznalha-
tunk egy fontos eredményt az algebrai geometriabol (Milnor és Thom téte-
lét), melybdl kévetkezik, hogy K 6sszefiiggs komponenseinek szama legfeljebb
(2d)"*+". Ebbél az els6 részhez hasonléan adodik, hogy

N S 3h(2d)n+h S (6d)n+h,
amibdl a tétel allitasa kovetkezik. O

Alkalmazéasként tekintsiik az alabbi feladatot: adott n valos széam, xq, ...
..., Ty ; dontsiik el, hogy mind kiilonb6z6ek-e. Elemi 1épésnek tekintjiik ismét
két adott szdm, z; és x; Osszehasonlitasat. Ennek harom kimenetele lehet:
x; <xj, T; = xj, v; > xj. Mi a legkisebb mélységti dontési fa, mely ezt a
problémat megoldja?

Igen egyszertien meg tudunk adni nlogn mélységi fat. Alkalmazzunk
ugyanis az adott elemekre tetszéleges sorbarendezési algoritmust. Ha ekézben
barmikor két 6sszehasonlitandé elemre azt a valaszt kapjuk, hogy egyenldk,
akkor megallhatunk, mert tudjuk a véilaszt. Ha nem, akkor n logn 1épés utan
teljesen rendezni tudjuk az elemeket, és igy mind kiillénbo6zéek.

Lassuk be, hogy Q(nlogn) sszehasonlitas kell is. Tekintsiik a kovetkezd
halmazt:

U={(z1,...,%n): Z1,..., T, mind kiilénbéznek}.

Ennek a halmaznak pontosan n! osszefiiggé komponense van (egy kompo-
nensbe tartozik két m-es, ha ugyantgy vannak rendezve). Igy a B3.1 tétel
szerint minden olyan algebrai dontési fa, mely eldonti, hogy x €U, és melyben
a tesztfiiggvények linearisak, legalabb logs(n!) = Q(nlogn) mélységd.

Lathato, hogy nem tudnank ehhez képest lényegeset nyerni akkor sem, ha
kvadratikus, vagy barmely més korlatos fokt polinomot megengednénk teszt-
polinomként. Mivel barmely sorbarendezd algebrai dontési fa konnyen atala-
kithaté n szam kilonbozségének eldontésére, kovetkezik, hogy n elem sorba-
rendezéséhez korlatos foki teszt-polinomokat hasznalva (nlogn) mélységi
algebrai dontési fa kell.

Lattuk, hogy n altalanos helyzetd sikbeli pont konvex burkat meg lehet
hatarozni olyan nlogn mélységl algebrai dontési faval, melyben a teszt-
polinomok legfeljebb mésodfokiaak. Mivel a sorbarakas problémaja vissza-
vezethet§ a konvex burok meghatarozasara, kdvetkezik, hogy ez lényegében
a legjobb.

8.3.5. Feladat. a) Ha n? fokt polinomot is megengediink tesztfiiggvény-
nek, akkor 1 mélységii dontési fa is adhaté annak eldontésére, hogy n
szam kiilonbo6z6-e.
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b) Ha n-edfoki polinomot engediink meg tesztfiiggvény gyanant, akkor n
mélységl dontési fa adhato annak eldontésére, hogy n szam kiilonb6zs-
e.

8.3.6. Feladat. Adott 2n kiilonb6z6 valos szam: x1,...,Zn, Y1,-- -, Yn. El
akarjuk donteni, hogy igaz-e: nagysag szerint rendezve, barmely két y; kozott
van egy ;. Bizonyitando, hogy ehhez Q(nlogn) dsszehasonlitas kell.



9. fejezet

Algebrai szamitasok

Algebrai szamitésok elvégzése egy alapvetd algoritmikus feladat, melynek bo-
nyolultsdgelmélete analog a Turing-gépeken végzett szamitasok bonyolultsag-
elméletéhez, viszont bizonyos szempontboél sokkal nehezebb. Bizonyos algeb-
rai szamitasokkal (hatvanyozas, euklideszi algoritmus, modulo m szamolasok,
Gauss-eliminacio) mar talalkoztunk a Bl alfejezetben.

9.1. Algebrai szamitasi modellek

A szamitasok algebrai modelljében a bemenet egy (x1, . .., x,) valtozosorozat,
ahol a valtozok pl. valos értékeket vehetnek fel. A szamitéas soran algebrai mii-
veleteket végezhetiink (6sszeadast, kivonast, szorzast és osztéast). A kimenet
egy vagy tobb algebrai kifejezés a bemeneti valtozokon. A szamok tetszdleges
testbdl szarmazhatnak, de mi ebben a fejezetben &altalaban a valos szamok
testét hasznaljuk. Az [[L3 alfejezettel ellentétben most nem foglalkozunk a
szamok hosszaval, s6t még azzal sem, hogy véges modon leirhatoak-e (kivé-
telt képez ez aldl a szakasz és a szakasz vége, melyek a nagyon
nagy egész szamok szorzasaval foglalkoznak).

Kicsit pontosabban egy algebrai szdmitds olyan utasitasok sorozata, ahol
a k-adik utasitas a kovetkez6 harom valamelyike:

(Al) Rg==z; (1<j<mn) (egy bemeneti valtoz6 beolvasasa),

(A2) Ry =c (ceR) (egy konstans megadasa),

(A3) Ry =R;*R; (1<i,j<k) (aritmetikai mivelet),
(itt * az Osszeadast, kivonast, szorzast vagy osztéast jeloli). Az R; értéke-
ket a szamitas részeredményeinek hivjuk. A részeredmények egy bizonyos
(Riy, ..., Ry,) részsorozatat tekintjiik a szamitas eredményének. Gyakran ez
csak egy értékbdl all, ebben az esetben ez az utolsd részeredmény (hiszen

159
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a tovabbi utasitasok feleslegesek lennének). A szamitas hossza az (A2) és
(A3) tipusu utasitasok szama. Biztositanunk kell, hogy egyik olyan kifejezés
sem azonosan 0, amivel osztunk, és azt, hogy az algebrai szamitas eredménye
helyes, amennyiben nem osztunk nullaval.

Peldaul az z? —y? kifejezés a kovetkezé harom mrivelettel értékelhets ki:

Ri=z; Ry=y; R3=Ri-Ri; Ri=Ry-Ry; Rs=R3—Ry. (9.1)

Egy alternativ kiértékelés az ismert algebrai azonossigot hasznalva a kovet-
kez§:

Ri=2; Ro=vy; Rs=Ri1+Ry; Ry=R;—Re; Rs=Rs Ry (92)

Néha a konstanssal valé szorzast meg akarjuk kiilonboztetni két kifejezés
Osszeszorzasatol; mas szoval bevezetjiik a kovetkezs utasitast is:

(A4) Ry =cR; (ceR, 1<i<k) (konstanssal valo szorzas),

habar ez az utasitas megkaphato egy (A2) tipust és egy (A3) tipusi utasitas
egymas utan valo elvégzésébdl, de altalaban konnyebb (gyorsabban elvégez-
hets) mitiveletnek tekintjiik, ezért a megkiilonboztetés.

Gyakran arra a tényre is tekintettel akarunk lenni, hogy nem minden mt-
velet azonos koltségli: a beolvaséd 1épéseket nem szamoljuk, tovabba a kons-
tanssal szorzas, az dsszeadas és a kivonas (azaz a linedris mdveletek) altalaban
olcsobbak, mint a szorzas és az osztas (azaz a nemlinedris mdveletek). Pél-
daul, @) és (@2) ugyanannyi utasitasbol all, de az utéobbiban kevesebb a
szorzas. Latni fogjuk, hogy a nemlinearis mtiveletek szama gyakran jobban
hasznalhat6 az algoritmus bonyolultsdganak mérésére mind az algoritmus
tervezésekor, mind a lépések szaméra tett als6 korlat megadasakor.

Egy algebrai szamitas egy halozattal is leirhato. Egy algebrai hdlozat egy
aciklikus iranyitott graf. A forrasokat (azaz a 0 befoku csucsokat), bemeneti
cstcsoknak hivjuk. Minden bemeneti cstcshoz egy valtozot vagy egy kons-
tanst rendeliink. A nyeldket (azaz a 0 kifoku csucsokat), kimeneti csicsoknak
hivjuk. (A tovabbiakban leggyakrabban egyetlen kimeneti cstccsal rendel-
kez6 halozatokkal foglalkozunk.) A graf minden v nemforras csicsanak 2 a
befoka és valamelyik +, —, -, / miveleti szimbolummal van cimkézve, és ezt a
miiveletet végzi el a két bejove értéken (melyek sorrendje meg van hatarozva,
azaz tudjuk példaul, hogy melyik az osztandé és melyik az oszt6). Lasd a0l
abrat.

Minden algebrai szamitas megfeleltethets egy RAM-gépen (vagy egy uni-
verzalis Turing-gépen) fut6 algoritmusnak, amennyiben a bemenet racionalis
szamokbol all. Viszont ezen szamitasok koltségesebbek, hiszen ekkor a bit-
miiveleteket kell 6sszeszamolnunk, és a bemenet hossza, illetve egy-egy rész-
eredmény hossza nagy lehet. Ha biztositani akarjuk, hogy egy ilyen szamitas
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9.1. abra. A ([@1) és a [@2)) szamitasokat reprezentald algebrai halozatok.

polinomialis idében fusson, gondoskodnunk kell arrol, hogy a kapcsolodo al-
gebrai szamitas polinomialis hosszi (a bemeneti valtozok szamanak fliggvé-
nyében), és arrol is, hogy minden részeredmény hossza a bemenet hosszéanak
polinomjaval korlatozhaté legyen.

9.2. Szorzas

Els6ként szamok, polinomok és méatrixok szorzésaval (illetve ehhez kapcsolo-
déan matrixok invertalasaval) fogunk foglalkozni. A szamok szorzasa trivialis
mint algebrai szamitas (hiszen ebben a modellben egy lépésben elvégezhe-
t6), igy annak a hagyomanyos bonyolultsagat szamoljuk ki; bar ez kicsit
eltér a fejezet tovabbi részétsl, mégis az itt hasznalhato triikkok és modsze-
rek analdgak lesznek a matrixok és polinomok szorzasakor hasznélt algebrai
szamitasoknal hasznaltakhoz.

9.2.1. Nagy szamokon végzett aritmetikai miveletek

Tegyiik fel, hogy valamilyen aritmetikai mtiveletet akarunk elvégezni két na-
gyon nagy egész szamon, melyek t6bb ezer (esetleg sok millio) szamjegybdl
allnak, és ezt sokkal hatékonyabban szeretnénk csinédlni, mint azt az altalanos
iskolaban megtanultuk. (Negyven éve ez egy elméleti probléma volt, manap-
sdg mar sokkal fontosabb kérdés, mivel a kriptografia ilyen nagy szamokkal
dolgozik.) Az algoritmus analizisében csak a bemeneti bitek kozti mivele-
teket szamoljuk, és elfeledkeziink a szamitas szervezéséhez sziikséges egyéb
lépésekrsl. Ezaltal nem valtoztatunk az elvégzett munka hosszénak bemuta-
tasra keriil6 nagysagrendjén, viszont az analizist gép-fiiggetlenné tessziik.
Tegyiik fel, hogy a két szam binaris alakban all rendelkezésiinkre:

— 2 -1
U=Tp_1... 01Uy = Ug+2ur +2%us+...,+2" “uy_1

— 2 -1
V=Tp_1...0100 = Vo +2v1+2vo+...,+2" v, _1
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(az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy ugyanannyi bitbdl allnak). Az ered-
ményt is ilyen alakban varjuk, példaul szorzas esetén:

- 2 2n—1
W= UV = Wap_1 - - - WLWo = Wy +2w1 +2°wo +- - -+ 2" “way, 1

Osszeadasra és kivonasra nem kaphatunk lényegesen jobb id6t, mint amit
az iskolaban tanult 4n 1épésbdl all6 modszer ad, mar a két bemenet elolvasésa
is 2n id6t vesz igénybe. Viszont, némiképp meglepé modon, lényegesen mas
a helyzet szorzas esetében. A hagyomanyos modszer ekkor koriilbeliil n? bit
miiveletet igényel (v minden bitjét meg kell szoroznunk v minden bitjével;
bar ezek mind trividlisak binarisan, mégis le kell frnunk n? bitet).

Azt hihetnénk, hogy nem is lehet jobban csinélni, de val6jaban megsporol-
hatunk elég sok mtveletet. Egy egyszert otlettel kezdjiik. Tegyiik fel, hogy
n = 2m paros, ekkor a bemenetet felirhatjuk

u = 2mU1 +U0, v = 2mV1 +‘/0 alakban,

ahol Uy = Ugpm—_1.. Um, Up = Upm_1...ug, és hasonléan Vi = 03,1 ... U,
illetve Vo =0,,—1...vg. Ekkor

uv = 22U Vi +2"(Up Vi +Up Vo) + Up V.

Megprobéalhatnank ennek a formuldnak a segitségével a szorzatot rekurzivan
kiszamitani. Viszont latszik, hogy a kifejezés kiszamitasdhoz, még ha el is fe-
ledkeziink az 0sszeadésokrol, négy szorzast kell elvégezni m bites szamokon,
és konnyen lathato, hogy ezzel a bit-miiveletek szadméban nem lesz semmi
nyereségiink. A kulcs megfigyelés az, hogy egy kis algebraval haromra is le-
vihetjiik a szorzasok szamét. Mivel

UoVi+U1Vo = (U1 = Up) (Vo = Vi) +Uo Vo + U1 V7,
ezért kifejezhets a szorzat, mint
(22" 2™ U Vi + 2" (Us = Uo) (Vo — Vi) + (2™ + 1) Up V.

Ezzel a modszerrel két 2m-bites egész szam szorzésat harom, m-bites szamok
kozotti szorzasra valamint néhany osszeadésra és 2-hatvannyal vald szorzésra
redukaltuk. Konnyt utanaszamolni, hogy ezek a tovabbi miiveletek 0sszesen
legfeljebb 22m bit-miiveletet igényelnek.
Ha T'(m)-mel jeloljiikk két m-bites szdm szorzaséhoz szlikséges miiveletek
szamat, akkor tehat
T(2m) < 3T (m)+22m.

Ez az egyenl6tlenség indukcidval fels§ korlatot ad a bit-miiveletek szamara,
legalabbis abban az esetben, ha a bitek szama 2-hatvany:

T(2F) <3T(2F 1) 422.28 1 <. <3k 2202k 1432k 2. 43k
= 3% 4+22(3F —2%) < 23.3F.
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Ahhoz, hogy &ltalanos n-re két n-bites szam szorzatat kiszamoljuk, ,tomjiik
ki” az elejliket 0-kal, hogy bitjeik szamat felnoveljiik a kovetkezs 2-hatvanyig.
k = [logn]-re az algoritmusunk két n-bites szam szorzatét

T(n) <T(2%) < 23-3% < 23.3Flosn — 9. ploe3 < 9. 1585

bit-mivelettel szamitja ki.

Még ez, a szamok szorzasat az altalanos iskolaban tanultnédl gyorsabban
elvégezd algoritmus is 1ényegesen javithaté. Latni fogjuk, hogy bonyolultabb
modszerekkel (diszkrét Fourier-transzformaltak felhasznéalasaval) sokkal ke-
vesebb bit-miivelet is elég.

9.2.2. Matrixok szorzasa

Tegytik fel, hogy a kovetkezs (az egyszertiség kedvéért négyzetes) matrixokat
szeretnénk Osszeszorozni:

Ekkor a szorzat métrix:

C11 . Cin
C = : : , ahol ¢y =abij+- -+ ainbn;. (9.3)

3 gzorzast és

Ha a kijelolt mitveleteket a felirt modon végezziik el, az n
n?(n—1)~n3 osszeadast kovetel meg. Rendszerint a szorzasra dragdbb mitive-
letként gondolunk, mint az 6sszeadésra, igy hasznos lenne a szorzasok szdma-
nak csOkkentése, akar az 6sszeadasok szaméanak novelésével parhuzamosan is.
(Megleps modon viszont végiil az deriil majd ki, hogy az dsszeadasok szama
is csokken.)

Strassen észrevette, hogy 2 x 2 méatrixok szorzasakor a szorzasok szamat
7-re lehet csokkenteni a ([@3]) altal adott 8-rol az dsszeadasok (és kivonasok)

szamanak 4-r6l 18-ra valo novelése mellett. Képezziik ugyanis a kovetkezs 7
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szorzatot:

uo = (a11 +a22)(b11 +ba2),

ur = (ag1 +a22)b11,

ug = ay1(bia — ba2),

ug = agz(bar —b11),

ug = (@11 + a12)b2z,

us = (a1 —a11)(b11 +b12),

ug = (a12 — azz)(b21 +ba2). (9.4)

Ekkor ellendrizhets, hogy

€11 = U +u3 —uUsg +Us,
Co1 = U1+ U3,
C12 = U2+ Uy,

Co2 = U+ U — U1+ Us5. (95)

Bar a 14 extra Osszeadas elvégzése egy szorzas megsporolasaért nem tiinik
tal hasznosnak, latni fogjuk, hogy ez a pici haszon mégis jol kamatoztathato
a modszer nagyobb matrixokra valod kiterjesztésekor. Az egész szamok szor-
zasahoz hasonléan megmutatjuk, hogyan redukalhaté 2n x 2n-es matrixok
szorzasa n X m-es matrixok szorzasara. Legyenek A, B és C = AB egyarant
(2n) x (2n)-es matrixok, és vagjuk fel Gket négy n x n-es matrixra:

Ann A Bi1 Bz Cn Crz
A= <A21 A22> , B= <B21 B22> » O= <C21 022) '

Ekkor Cy; =AjB1j+Ai2Baj, és a (0.4) valamint a (@.3]) formulék segitségével
a négy részmatrix kiszamithaté n x n-es matrixokon végzett 7 szorzéassal és
18 Osszeadassal. (Szerencsére, a (@) és a ([@.5) formulak ellendrzése, amit az
olvasora bizunk, nem hasznalja a szorzas kommutativitasat, igy métrixokra is
érvényes marad.) Feltéve, hogy 2% x 2¥-0s matrixbol indulunk ki, ez a szétva-
gas rekurzivan elvégezhetd, mig 1 x 1-es matrixokat nem kapunk, melyek mar
egy szorzassal Osszeszorozhatoak. Amennyiben n nem 2-hatvany, kezdetben
csupa 0 sorok és oszlopok hozzéavételével felnovelhets a szorok és oszlopok
szama a legkozelebbi 2-hatvanyra.

Nyeriink valamit ezzel a sokkal bonyolultabb algoritmussal? Legyen M (n)
a szorzasok, valamint S(n) az 6sszeadasok szama, amikor az algoritmust n x
X n-es matrixokon futtatjuk. Ekkor

M(2n)=TM(n) és S(2n)=18n>+7S5(n).
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Vilagos, hogy M (1) =1, S(1) =0, és k szerinti indukcioval lathato, hogy
M@2F) =7 & S(2F) =6(7F —4%).
Legyen k = [logn], ekkor
M(n) = M(2F) = 7% < 7i+lo8n — 7plosT 7,281
valamint
S(n) < 42n'°87 < 42p281,

Latjuk, hogy mig n = 2-re Strassen modszere csak kicsi hasznot hozott a
szorzasok szamanak csokkentésében (és sokat vesztett az sszeadasok szamat
tekintve), a fenti iteraciéval mind a szorzasok szama, mind az Gsszeadasok
szama csOkkenthetd, legalabbis nagy méatrixokra.

Nem egyszeri megmagyarazni honnan jon (3.4]) és (@.5]) ; bizonyos értelem-
ben maig sincs rendesen megértve, mivel nyitott, hogy mennyire csékkenthets
n kitevGje a méatrix szorzas bonyolultsdgéaban hasonlé modszerekkel. A jelen-
leg legjobb algoritmus, mely Williamst6l szarmazik, O(n?3727) szorzast és
Osszeadast hasznal.

9.2.3. Matrixok invertalasa

Legyen B egy (2n) x (2n)-es matrix, amit ismét 4 részre osztunk:
Bi1 Bz
B= 9.6
(321 B22) (9:6)

B blokk-diagonalis alakra hozhat6, hasonléan egy 2 x 2 matrixhoz:

( I 0) (Bu Blg) (I —B;l1312><311 0 >
—By Byt I)\Bai Ba)\0 I 0  Byp—BuBj'Bia)’
(9.7)

Az egyszeriiség kedvéért legyen C = Bogy —B21B1_11B12. Ekkor B~ '-et kisza-
mitva kapjuk, hogy

g1_ (1 ~B'Bi2\ (B 0O I 0
0 I 0 C')\-BuB I

Bi' 4+ By B12C™ ' By By —Bp' B1oC™1
= (9.8)
—C™'Bu By} c!

Ez egy elég bonyolult formula, de segitségével lathato, hogy hogyan szamitha-
t6 ki egy (2n)x (2n)-es matrix inverze 2 invertalassal (a By; és C matrixokon),
6 matrix szorzéssal és 2 Osszeadassal (illetve kivonassal), melyek mindegyikét
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n X n-es matrixokon végezziikk. Ezt, mint a szamok szorzasanal, ismét rekur-
zivan hasznalhatnank, viszont van egy probléma: Honnan tudjuk, hogy Bi;
invertalhat6? Ez nem kovetkezik abbol, hogy B invertalhato.

Ennek a probléménak a feloldasdhoz alkalmazzuk a kévetkezd azonossagot :

ATl =(ATA) AT, (9.9)

Ez azt mutatja, hogy ha a B = AT A méatrixot tudjuk invertalni, akkor plusz
egy matrix szorzas aran A inverze is kiszamithat6. (Nem széamoljuk a transz-
ponalt kiszamitasanak koltségét, mivel ez csak szamok atpakolasabol all, nem
tartalmaz algebrai miiveletet.) Ha A nemszingularis, akkor B = AT A szim-
metrikus és pozitiv definit. Igy a (@6 felbontasban By is szimmetrikus és
pozitiv definit, tovabba, ([@7) miatt C is ilyen.

Ezeknek az észrevételeknek harom fontos kovetkezménye van. ElGszor is,
ezekbol kovetkezik, hogy By és C nemszingularisak, és igy By," és O~ a ([@.8)
formulaban értelmesek. Masodsorban az is kdvetkezik, hogy Bfll és C~! re-
kurziv kiszamitasakor mar végig szimmetrikus pozitiv definit matrixokat in-
vertalunk, és igy nincs sziikségiink t6bbszor a (@9) triikkre. Harmadszor igy
az is igaz, hogy Ba; = Bj,, aminek a segitségével két szorzast megsporol-
hatunk, mivel Boy By}' = (B! Bi2) ", illetve C~' By By}' = (B! B12C™ )7,
tehat nem kell Sket kiilon kiszamitanunk.

Jelolje I (n) egy n x n-es pozitiv definit matrix inverzének kiszdmitasahoz
sziikséges szorzasok minimalis szamat, és jeldlje L(n) két n x n-es méatrix
Gsszeszorzasahoz sziikséges szorzasok szamat. A (O.8) formula miatt

It(2n) <217 (n)+4L(n).
A szakaszban adott algoritmusbdl kapjuk, hogy
It (2 <21t (2)44.7F,
amibél indukcidval kapjuk, hogy
It (2k) <7k,

A (@3) formulat alkalmazva kapjuk, hogy egy nemszingularis 2% x 2%-0s mat-
rix inverze 3-7% szorzassal kiszamithaté. Mint a[0.2.2] szakaszban, ebbd] a ko-
vetkezd korlat kaphato altalanos n-re: egy n X n-es matrix maximum 21-n'°87
szorzas elvégzésével kiszamithato. Az Osszeadéasok szaméat is hasonlo moédon
korlatozhatjuk.

9.2.4. Polinomok szorzasa

Tegyiik fel, hogy az alabbi két n-ed foku egy valtozos polinomot szeretnénk
0sszeszorozni:

P(z)=ap+aix+---+anx”, és Q(z)=by+brx+---+bya".
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Ekkor a kovetkez§ szorzatot kell kiszamitanunk:
R(x) = P(2)Q(z) = co+e1x+ -+ 2™,
ahol az egyiitthatok:
c; = agb; +arbi_1+---+a;bg. (9.10)

Ezt a (co, . .., capn) sorozatot gyakran az (ao, ..., a,) és (bg,...,by) sorozatok
konvolicidjanak hivjak. Ezzel a képlettel az egyiitthatok meghatarozasahoz
(n+1)? szorzasra van sziikség.

Ennél iigyesebb modszer, ha felhasznaljuk, hogy be is helyettesithetiink a
polinomokba. Helyettesitsiik be pl. a 0,1, ...,2n értékeket. Méas szdval szamit-
suk ki a P(0), P(1),...,P(2n) és Q(0),Q(1),...,Q(2n) értékeket, majd ezek
R(j)=P(j)Q(j) szorzatait. Ebbsl R egyiitthatoit az alabbi egyenletrendszer
megoldasai adjak:

Co :R(O)
cot+cri+ea+---+con =R(1)
co+2cy +2202 +-- ._’_227102” = R(Q)

: (9.11)
co+(2n)er +(2n)%ca+- - -4 (2n)*"can = R(20)

Ez els6 ranézésre nem tiinik tul jo Stletnek, mivel a P(0), P(1),..., P(2n),
illetve a Q(0), Q(1),...,Q(2n) értekek kiszdmitasahoz is c-n? szorzas (és ha-
sonlo szamu sszeadas) kellett; az R(0), R(1),...R(2n) értékek meghatéaro-
zésahoz kell még 2n+1 szorzés, raadasul ezek utan n> nagysagrendd szorzas,
osztés és Osszeadas kell ([@IT) megoldasahoz, amennyiben Gauss-eliminaciot
hasznalunk (illetve kicsit kevesebb, ha a szakaszban targyalt kifinomul-
tabb modszereket hasznaljuk, de még ekkor is lényegesen tbb, mint n?). Vi-
szont mégis lathaté némi nyereség, ha a[@.1] alfejezetben leirtak alapjan meg-
kiilonboztetjiik a konstanssal valo szorzéast két valtozo Osszeszorzasatol (ahol
most a valtozoink a P és @ polinomok egyiitthatoi). Emlékezziink vissza,
hogy a konstanssal val6é szorzés az Osszeadéshoz hasonléan linearis mtivelet.
Igy mar a P(0), P(1),..., P(2n) és a Q(0),Q(1),...,Q(2n) értékek kiszami-
téasa, valamint a (@11 egyenletrendszer megoldésa csak linearis miiveleteket
hasznal. Igy a nemlinearis mtveletek szama Osszesen 2n+ 1.

Hasznos lenne a linearis miveletek szamanak csékkentése is. A legidGigé-
nyesebb része a fenti modszernek ([@.11) megoldasa; ehhez n3 nagysagrend
miivelet kell (amik mind linearisak, de akkor is sokan vannak), amennyi-
ben Gauss-eliminaciot hasznalunk. Kicsit tobbet kihasznalva az egyenletek
specialis struktirajabol, ez O(n?)-re csokkenthets. De még ennél is jobbat
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tudunk, ha észrevessziik, hogy igazabol a 0,1, ... ,2n értékek helyett tetszéle-
ges 2n+ 1 valos, vagy akar komplex szamot is behelyettesithetnénk. A
szakaszban latni fogjuk, hogy komplex egységgyokok helyettesitésével sokkal
hatékonyabb moédszer kaphat6é polinomok szorzasara.

9.2.5. A diszkrét Fourier-transzformalt

Legyen P(z) = ag+aiz+---+anz™ valos polinom, és rogzitsiink egy tetszo-
leges 7 > n szamot. Legyen € = e2™/7 az elsé r-edik egységgyok, és vegyiik a
kovetkezd helyettesitési értékeit P-nek:

ar = P(e®) = ap+a1e® + age®™ 4 -+ ane™* (k=0,...,7—=1). (9.12)

Az (ao,a1,...,a,-1) komplex szamsorozatot az (ag,as,...,a,) sorozat r-
ed rendd diszkrét Fourier-transzformadltjanak nevezziik. A kezdeti sorozathoz
gyakran hozzaftiziink r —n —1 nullat, hogy egy r hossza (ag,a1,...,a,-1)
sorozatot kapjunk.

A diszkrét Fourier-transzforméltaknak szamos érdekes tulajdonséaga és fon-
tos alkalmazasa van, melyek koziil csak azt a kett6t targyaljuk, ami polinomok
szorzashoz kapcsolodik.

A kovetkezs fontos alaptulajdonsagokkal kezdjiik. Az egyik az, hogy a
visszatranszformalas is hasonl6 képlettel torténik:

1
ak:;(&0+&15—k+d25—2k+...+dHE—<T—1>’€) (k=0,...,r—1). (9.13)

Ez ellendrizhetd ay, definiciojanak behelyettesitésével. A méasikhoz tegyiik fel,
hogy r >2n, és legyenek (by, ..., b._1), illetve (cg,...,cr—1) a Q(z) és R(x)=
= P(2)Q(z) polinomok egyiitthatoi, valamint legyenek (bo, . . ., by_1), illetve
(Coy...,¢r—1) ezek med rendi diszkrét Fourier-transzformaltjai. Mivel ay, egy
P-be val6 behelyettesités, azt kapjuk, hogy

e = apby. (9.14)

A diszkrét Fourier-transzformalt legfontosabb tulajdonséga, hogy gyorsan
kiszamolhat6; igy ez a modszer az egyik legfontosabb algoritmikus eszkoz
szamitédsoknal. Egy gyorsabb moédszer leirdsahoz tegyiik fel, hogy r=2s paros.
Az (ag, a1, ...,ar—1) sorozat (r-ed rendi) diszkrét Fourier-transzformaltja két
részre bonthato:

(r=1)k _

ak zao—l—alak—i—---—i—ar_la

_ (a0+a252k+. . ~—|—a25725(2572)k)+ak(a1 +a3€2k+. . ~—|—a2571a(2572)k).
(9.15)
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Itt a két zarojelben allo kifejezés maga is diszkrét Fourier-transzformélt: mi-

vel €2 az els s-edik egységgyok, a zarojeles kifejezések az (ag, as, . .., a2s_2),
illetve az (a1, as,...,azs—1) sorozatok s-ed rendd diszkrét Fourier-transzfor-

maltjai. Igy az r=2s-ed rendd diszkrét Fourier-transzformalt kiszamitasa re-
dukalhat6 két s-ed rendtd diszkrét Fourier-transzformalt kiszamitasara, amit
rekurzivan kiszamithatunk.

Mennyi munka kell ehhez? Jelolje K(r) az r-ed rendi diszkrét Fourier-
transzforméalt kiszamitasahoz sziikséges aritmetikai mtiveletek szamat. Re-
kurzivan ha r = 2s, akkor 2K (s) miivelet sziikséges a két kisebb diszkrét
Fourier-transzformalt kiszamitasdhoz. Sziikkség van még 2s—2 szorzasra € hat-
vanyainak kiszamitasdhoz. Ezek birtokdban még két miiveletetre van sziikség
[OI3) alkalmazasahoz minden k-ra, igy 6sszesen még 4s miivelet kell. Ezekbdl
kapjuk, hogy

K(2s) <2K(s)+6s.

Ha r=2" egy 2-hatvany, akkor ebbdl az egyenlGtlenségbdl indukcidval kapjuk,

hogy
K(2™) <3m-2™.

Altalanos r-re, a korabban mar latott modszerekkel és az m = [logr] vélasz-
tassal kapjuk, hogy

K(r) < K(2™) < 3(14logr)2't1o8" = 6(1+logr)r-.

Ez egy sokkal jobb korlat, mint a definiciobol kaphaté O(r?) miiveletszam.

Alkalmazéasként térjiink vissza az n-ed foku P és @ polinomok szorzésara.
Ez a szorzas elvégezhetd a polinomok r = 2n + 2-ed rendt diszkrét Fourier-
transzforméldsaval (amihez O(n log n) aritmetikai miivelet kell), majd a P(g*)
és Q(cF) értékek Gsszeszorzasaval (ami O(n) miiveletet igényel), és végiil az
inverz Fourier-transzformaltak kiszamitasaval, ami ugyanazzal a modszerrel
végezhetS, mint az ,elére” Fourier-transzformalas (tehat ez is megvalositha-
t6 O(nlogn) mivelettel). Tehat két n-ed foku polinom szorzata O(nlogn)
aritmetikai mtivelettel kiszamithato.

A diszkrét Fourier-transzformaltak masik alkalmazasaként megmutatjuk,
hogy két n-bites szam hogyan szorozhato ossze O(n log® n) bit-mivelettel.
(Ez a korlat kicsit tigyesebben szamolva O(nlognloglogn)-re javithato.) Az
Otlet az, hogy hasznaljuk a polinomok szorzésat. Legyenek u =w,—1 ... u1ug
és v =T,_1...0109 pozitiv egészek binaris alakban. Tekintsiik a kovetkezd
polinomokat:

U(x) = ug+uz+use? +---+up, 12" 'és

Viz)= vot+uvztueri+- - +u, 12"t
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Ekkor u=U(2) és v=V(2), és igy uwv =U(2)V(2). Lattuk, hogy az UV poli-
nomszorzat O(n logn) aritmetikai miivelettel kiszamithato. 2 behelyettesitése
tovabbi O(n) aritmetikai miveletet igényel.

Viszont most bit-mitivelettel akarunk szamolni, nem aritmetikai mtvelet-
tel. A kiszamitott egész szamok (a szorzat polinom 2n+1 db egyiitthatoja)
nem nagyobbak n-nél, és igy 2 behelyettesitése az UV polinomba maximum
O(nlogn) bit-miiveletet igényel.

A Fourier-transzformalt és annak inverzének kiszamitdsanal mar ovato-
sabbnak kell lenniink, mivel az egységgytkok komplex irracionalis szamok,
melyeket valamilyen véges, amde elég pontos alakban kell kiszamitanunk. A
komplex szamokkal szamolas nem okoz gondot, hiszen megfeleltethets kétszer
annyi valés szammal valo szdmolasnak, és a koztiik végzett aritmetikai md-
veletek is megfelelnek valos szamok kozt végzett kettd, illetve hat aritmetikai
miiveletnek. De a sziikséges pontossaggal még foglalkoznunk kell.

Ha az egységgyckok valos és képzetes részét 6 logn bitig kiszamitjuk, akkor
eddig kevesebb, mint n~% hibat vétiink. Ha ezt egy O(n)-nél nem nagyobb
egész szdmmal beszorozzuk, a hiba O(n~°) alatt marad, s6t ha O(n) ilyen
tagot 6sszeadunk, akkor is a hibank O(n~%) alatt lesz. Tehat az U(e¥)-t és
a V(e¥)-t O(n™*) hibaval kapjuk, és mivel |U(e*)| < n valamint |V (e¥)| <
< n, az U(e®)V (e¥) szorzatot legfeljebb O(n~3) hibaval kapjuk. Ezekre in-
verz Fourier-transzformaciot alkalmazva az eredmény hibaja O(n~1). Ezeket
az értékeket a legkdzelebbi egészre kerekitve megkapjuk uv értékét. A sza-
mitas soran minden szam O(logn) bites, igy egy aritmetikai mtivelet koztiik
O(log?® n) bit-miveletet igényel. Igy 6sszesen O(nlog®n) bit-miiveletet hasz-
naltunk.

9.3. Algebrai bonyolultsagelmélet

Visszatériink a alfejezetben definialt modellhez.

9.3.1. Négyzetosszegek kiszamitasanak bonyolultsaga

Bemelegitésként bebizonyitjuk az alabbi als6 korlatot:

9.3.1. Tétel. Az a3+ --+12 négyzetisszegnek az x1, ..., x, bemenetbdl vald
kiszdmitdsdhoz legaldbb n memlinedris mivelet sziikséges.

Ha ezt t1l egyszertinek tartanank, gondoljunk vissza arra, hogy % —x3 egy
szorzéssal is kiszdmithato az 2 — 23 = (21 —22) (21 +22) azonossag alapjan.

Bizonyitds. Az a terv, hogy a nemlinearis lépéseket sorban lecseréljiik line-
arisakra, majd megmutatjuk, hogy az igy kapott linearis halézat elég sok



9.3. ALGEBRAI BONYOLULTSAGELMELET 171

bemenetre ugyanazt szdmolja ki, mint az eredeti; ez pedig ellentmondasra
fog vezetni.

Tegyiik fel, hogy 2% +---+ 22 kiszamithat6 egy zi,...,r, bemenett al-
gebrai halézattal, melyben csak m < n nemlinearis mivelet van, azaz olyan
(A3) tipust, melyben a mivelet szorzis vagy osztas.

Ezeket a szorzasokat és az osztasokat a kovetkezg triikkel tiintetjiik el.
Rogzitiink olyan aj,as,...,a, valos szamokat, hogy a halézatot futtatva az
x;=a; behelyettesitésekkel ne legyen 0-val osztés, és ekkor az R; részeredmény
(kapu) altal kiszamolt értéket u;-vel jeloljiikk. Sorban minden Ry = R;- R;
nemlinearis kaput helyettesitiink az Ry =u;R; (A4) tipust kapuval és felirjuk
magunknak az R; =u; egyenletet, ahol R; az eddig lecserélt kapukkal kapott
haloézatban az x; valtozok — most mar lineéris — fliggvénye. Masrészt az Ry =
= R;/R; nemlineéris kapukat helyettesitjik az Ry = (1/u;)R; (A4) tipust
kapuval, és szintén felirjuk az R;=u; egyenletet. Ezutan (indukcidval kénnyen
lathat6an) minden Ry, részeredmény az el6z6 R; részeredmények, és igy az
xp bemenetek linearis fiiggvénye lesz.

A felirt m db R; = u; egyenletbdl 4ll6 rendszer tekintheté gy, mint egy
linearis egyenletrendszer az z1,...,z, ismeretlenekre. Ekkor ez a rendszer
megoldhatd, mivel az z; = a; behelyettesités kielégiti. Tovibba m egyenle-
tiink van, ami kevesebb, mint az ismeretlenek n szama, igy a megoldasok
egy legalabb egydimenzios alteret képeznek. A megoldésok egy egydimenzios
altere leirhaté x; = a; +tb; alakban, ahol a b;-k is rogzitett valés szamok,
melyek nem mind nullék, és ¢ végigfut a valés szamok terén.

Helyettesitsiik be most a halézatba az x; = a; +tb; kifejezéseket. Ekkor az
R;j=u; egyenletek (minden ¢ érték mellett) érvényesek maradnak, tehat az Gj
halozat ugyanazt szamolja ki, mint az eredeti. Masrészt a kimenete linedris
fliggvénye lesz x1, ..., x,-nek, tehat t-nek is. Ez azt jelenti, hogy

(a14tb1)? 4+ (ay +1tb,)?

lineéris fiiggvénye t-nek. Azonban ez ellentmondas, hisz ¢? egyiitthatoja b2 +
+---+b2, ami szigoriian pozitiv. O

9.3.2. Polinomok kiértékelése

Legyen f(x,y)=x1y+- - -+x,y"™ az y valtozo egyvaltozos polinomja, melyben
az egyitthatokat x1, ..., x,-nel jeloljiik, hogy kiemeljiik, hogy ezek most nem
fix, de valos paraméterek. Ki szeretnénk értékelni f-et egy adott x=a ésy=u
helyen. A kovetkez6 ismert azonosséag, amit Horner-elrendezésnek is hivnak,
ezt n szorzassal és n—1 Osszeadéassal éri el:

fla,uv)=(...((apu+an—1)utan_2)u---+ai)u.
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Természetesen sok polinom gyorsabban is kiértékelhets. Példaul

n
y”+< >y”1+---+ny— (y+1)"—1
n—1

értéke egy Osszeadassal, egy kivonassal és O(logn) szorzassal kiszamithato.
Viszont altaldnos esetben a Horner-elrendezés a legjobb.

9.3.2. Tétel. Ha egy algebrai algoritmus az f(x,y) értékeket szamolja ki az
x=(x1,Z2,...,2y) €sy bemeneteken, akkor legaldbb n nemlinedris mdiveletet
kell tartalmaznia.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonlo otleten alapul, mint a[@.3.1] tételé, viszont
azt most kicsit méasként kell alkalmaznunk. A részeredményeket itt egy-egy
Osszeggel helyettesitjiik, melynek egyik tagja linearis lesz az x-ben, a masik
pedig az y valtozo egy valos egyiitthatos (mely egytitthatok x-t6l fliggetlenek)
tortpolinomja lesz.

Tegyiik fel, hogy az algebrai algoritmusok ko6zott van olyan, melyben a
nemlinearis miiveletek m szama kevesebb, mint n. A szamitason annak meg-
adasa szerinti sorrendben végigmenve modositsuk a miiveleteket a kévetke-
z6képpen. A k-adik miivelet kimenete egy specialis

Ry, zuk-x—i-dk(y) (9.16)

alaku kifejezéssel lesz helyettesitve, ahol u € R™, és di(y) az y tortpolinomja
valos egyiitthatokkal. Tovabba, ezen mitiveletek némelyikéhez, de nem feltét-
leniil mindhez, felirjuk a bemeneteik kézotti Osszefiiggést

vi-x = hg(y), (9.17)

ahol ismét vy, € R™, és hy(y) az y tortpolinomja valos egylitthatokkal.

Az Ry = x; és Ry =y alakua részeredmények a kivant alakiak, és Ry =
=R, £ R; esetén az up = u; u; és di(y) = d;(y) £ d; (y) megfelels valasztas
lesz, illetve az Ry = cR; esetén uy, = cu; és di(y) = cd;(y) szintén jo. Ezeknél
a (@I7) listat nem bévitjiik.

Hogy pontosabban leirjuk ezt a helyettesitést a lényeges esetekben, kezdjiik
a legbonyolultabbal, amikor a k-adik 1épésben Ri=R;/R;-t kell kiszamolnunk
(1,7 < k). A kovetkezo alesetekkel kell foglalkoznunk:

(1) Tegytik fel, hogy u; linearisan fiiggetlen a (O.I7) feltételek altal adott
v, (r < k) vektoroktol. Adjuk a ([@I7) listahoz a kovetkezd feltételt:

u;-x+d;(y) =1,

(maés szoval vessziik a vi; =u; és hy(y) =1—d;(y) azonossagokat). A miivelet
1j kimenete R;-vel azonos lesz (mas szoval u, =, és di(y) = d;(y)).



9.3. ALGEBRAI BONYOLULTSAGELMELET 173

(2) Tegytik fel, hogy u; elsall, mint a v, (r < k) vektorok linearis kombi-
nacidja

k—1
u; = § QrVy,
r=1

de u; nem. Definidljuk a

k—1
di(y) = d;(y)+ Y arhe(y)
r=1

tortpolinomot (ahol értelemszertien a,. =0, ha R, kiszamitasakor nem irtunk
fel 0j egyenlséget). Vegyiik a ([@I7) listahoz az alabbi 4j feltételt:

u;-x+d;(y) =1,

és a miivelet 1j kimenete legyen 1/d;(y). (Igy ux = 0 lesz ebben az esetben.)

(3) Végiil tegyiik fel, hogy u; és u; is a v, (r < k) vektorok linearis kom-
binaciojaként all els:

k—1 k—1
W= v,  w=)Y Bv,.
r=1 r=1
Definialjuk a kdvetkezd tortpolinomokat

k—1 k—1
di(y) =d;(y)+ Y arhe(y),  dily) =di(y)+Y_ Brhe(y),

és legyen a miivelet 4j kimenete d;(y)/d;(y). Ebben az esetben nincs 1j (0.17)
tipusu feltétel.

A szorzasokat hasonldan valtoztassuk meg. Az alabbi allitas a konstrukei-
6bol kozvetleniil adodik:

9.3.3. Allitas. A (@I7) feltételben szerepld vy, vektorok linedrisan fiiggetle-
nek.

9.3.4. Allitas. Minden, o [@17) feltételeket teljesité bemenetre, a mddositott
algoritmus ugyanazokat az értékeket szamolja ki minden lépésben.

Bizonyitds. Ez az allitas is konnyen igazolhato a 1épés sorszaméra vett in-
dukcioval. Tegyiik fel, hogy az Aallitas teljesiil az els6 k —1 részeredményre.
Ha a k-adik 1épés Osszeadas, kivonas vagy konstanssal valo szorzas, akkor az
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allitas trivialisan teljesiil a k-adik kimenetre is. Ha a k-adik 1épés osztés és
(1) teljestil, akkor

u;-x+d;(y)

= i —‘,—dz — M +d .
W oxtdy) X (y) = up - x+di(y)

Ha (2) all fenn, akkor

k—1 k—1
aj(y):dj(y)"" O‘Thr(y)zzar(vr'x):uj'x+dj(y)v
r=1 r=1
és igy
u; - x+di(y 1 1
iy L L.
w-x+d;(y)  wex+di(y)  di(y)
A (3) esetben, illetve szorzaskor, az indoklas hasonlo. O

Tehat a szamitast tetszdleges, a ([O.17) feltételeket teljesité bemenetre fut-
tatva a modositott algoritmus ugyanazt a kimenetet produkalja, mint az ere-
deti. Az y-t tetszGleges értékre rogzitve, a (A1T) egy linearis egyenletrend-
szert ad az x; valtozokon. FEzen egyenletek szdma maximum m < n. Mivel
a bal oldalak linearisan fiiggetlenek, ennek a rendszernek végtelen sok meg-
oldasa van; tehat megoldasainak van egy egyparaméteres részcsaladja, mely
x; = a;(y)+1tb; alakban frhato. Itt a;(y) tortpolinomja y-nak, mig a b;-k meg-
adhatoak egy homogén c-x = 0 rendszer nemtrivialis megoldasaként, és igy
y-tol fiiggetlenek, valamint nem minden b; nulla.

Minden t-re az eredeti algoritmus az z; = a;(y) +tb; és y bemeneten a

n

> (aiy)+tb)y' =3 aily)y' +tY by
=1 =1

i=1

értéket szamitja ki. Masrészt, ezek a bemenetek teljesitik a (.I7) rendszert,
és igy a kimenet

u-(a(y)+tb)+d(y) =u-a(y)+tu-b+d(y)

alakt minden t-re. Igy t egyiitthatojanak mindkét kifejezésben ugyanannak
kell lennie, tehat >, b;y’ = u-b. De mivel b és u az y-tol fiiggetlenek, és
nem lehet minden b; =0, ez nem teljesiilhet minden y-ra. o

9.3.3. Képletbonyolultsag és hal6zati bonyolultsag

Legyen P(x1,...,x,) valos egylitthatos polinom. Leggyakrabban egy ilyen
polinom egy képlettel van megadva, mely Osszeadast, kivonést és szorzast



9.3. ALGEBRAI BONYOLULTSAGELMELET 175

hasznal. Egy képlet definialhat6 egy olyan algebrai halozattal, amiben nincs
osztas, és minden kifok legfeljebb egy.

Ekkor a képlet bonyolultsiga a benne 1év6 aritmetikai miiveletek szdma.
Ugyanazon polinomot adé kiilonbo6z8 képleteknek lehet kiilonb6z6 a bonyo-
lultsaga. Példaul fejtsiik ki az alabbi szorzatot:

(14y1)(@2+y2) o (T +Yn) =T1T2 .. T +Y1T2. .. T+ FY1Y2 - - - Yn.

Ekkor mindkét oldal ugyanazt a polinomot reprezentalja, de mig a bal oldal
bonyolultsaga 2n—1, a jobb oldalé (n—1)2". Egy polinom képletbonyolultsiga
az 6t reprezentald képletek bonyolultsdganak minimuma. Egy polinom hdld-
zati bonyolultsdga a nembemeneti csicsok minimalis szaima az 6t kiszamito
algebrai halozatokban. Nyilvan ez maximum akkora, mint a képletbonyolult-
sag, de lehet kevesebb is, mint azt a kovetkezd példa mutatja.

A halozati és képletbonyolultsagok finomsagait az alabbi két fontos poli-
nomon mutatjuk be. A determinans

T11 T1in
det(X) =
Inl . Tnn

egy n? valtozos polinom. Ennek ismert kifejtését hasznalva (n—1)n! szorzés
kell a kiértékeléséhez. Masrészt, Gauss-eliminacioval, kiértékelheté mindossze
O(n?) szorzassal, és igazabol ez javithato O(M(n)) = O(n?377) szorzasra
(lasd feladat).

Nines olyan t6mor (polinomi4lis méretii) képlet, ami lefrna a determinanst.
S&t nincs egyszert, 1ényeges javitas a teljes kifejtéshez képest. Annyi bizonyit-
hato, hogy a determinansra adhato n®(°8™) méret képlet. Az viszont nem
ismert, hogy van-e egyaltalan polinomiélis méretd képlet a determinansra
(talan nincs).

A masik itt targyalt polinom a permanens. Ez nagyon hasonlit a deter-
minanshoz: ez is hasonloan kifejthetd n! tagra, a kiillonbség annyi, hogy a
kifejtési tagokat pozitiv elGjellel adjuk Gssze. Példaul

T11  T12
per = 211%22 +T12T21.
T21 T22

A permanens tobb kombinatorikus és statisztikai fizikai kérdésben fontos
szerepet jatszik. Mi csak egyet emlitlink: egy n+n cstcsu G paros graf ad-
jacencia méatrixanak permanense G teljes parositasainak a szamat adja meg.

Kideriilt tehat, hogy a permanens kiszamol4dsa NP-nehéz, még abban az
esetben is, ha az értékei 0-k vagy 1-ek. E miatt nincs remény arra, hogy
talaljunk egy polinomialis hosszii algebrai szamitast a permanens kiértékelé-
sére. Az még kevésbé valoszint, hogy polinomialis méretd képletet adjunk a
permanensre, de elég zavaré mddon ez nincs bizonyitva.
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9.3.1. Feladat. (a) Mutassunk példat n hosszt algebrai szamitasra, ahol
a bemeneti szdmok racionélisak n-ben polinomialis sok bittel leirhatoak, az
eredményt mégsem lehet n-ben polinomialis sok bittel lefrni.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha egy algebrai szamitas hossza legfeljebb n, a
konstansok (az (A2) utasitasokban) és a bemeneti szamok mind racionalisak,
és legfeljebb n bittel leirhatoak, valamint tudjuk, hogy a kimenet egész és
legfeljebb n-bites, akkor a kimenet kiszamolhat6é n-ben polinomiélis sok bit-
miivelettel.

9.3.2. Feladat. Egy nxn-es A matrix L UP-felbontdsa egy nxn-es matrixok-
bol 4116 (L, U, P) harmas, melyekre A= LU P, tovabb4 L egy als6haromszog-
maétrix csupa l-es f6atloval, U fels6haromszég-matrix és P permutaciomat-
rix. Mutassuk meg, hogy ha n X n-es matrixok szorzasat M (n) aritmetikai
mivelettel el tudjuk végezni, akkor egy n x n-es méatrix LUP-felbontésa is
megadhatoé O(M (N)) mivelettel.

9.3.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha n x n-es méatrixok szorzasat M (n)
aritmetikai mtvelettel el tudjuk végezni, akkor egy n x n-es méatrix determi-
nansa is kiszamithaté O(M (N)) miivelettel.

9.3.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha n X n-es matrixok inverze I(n) arit-
metikai mivelettel kiszamithato, akkor n x n-es matrixok szorzésa elvégezhets
O(I(3n)) mtvelettel.

9.3.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy n x n métrix és egy vektor

r11 e Lin yl

Tnl v Tnn Yn

szorzésahoz legalabb n? nemlinearis miivelet sziikséges.



10. fejezet

Parhuzamos algoritmusok

A technologia fejlgdése egyre nagyobb stllyal veti fel az igényt a parhuzamos
szamitasok matematikai alapjainak kidolgozésat. A nagy energiaval folyta-
tott kutatasok dacara sincs azonban a parhuzamos szamitdsoknak teljesen
kiforrott modellje. A legf6bb probléma az egyes processzorok, ill. részprogra-
mok kozotti kommunikéicié modellezése: ez torténhet kozvetlen csatornékon,
elére adott 6sszekottetések mentén, ,radidadésszertien” stb.

Egy masik tobbféleképpen modellezhets kérdés az egyes processzorok ora-
inak 6sszehangolasa: mi ebben a fejezetben azt tessziik fel, hogy a processzo-
rok szinkronizéltak, tehat mindig egyszerre tesznek egy-egy 1épést.

A parhuzamos szamitasok egyik alapvets modellje a Boole-halozat, mellyel
az [1l fejezetben foglalkoztunk (és a[[3 fejezetben még foglalkozni fogunk),
gi fejezetben f6leg egy modellt targyalunk, az un. parhuzamos RAM-gépet,
mely bonyolultsidgelméleti szempontbdl taldn a ,legtisztabb”, és a legjobban
kidolgozott. A fejezetben ismertetett eredmények (a feladatokkal egyiitt) a
szamitasok parhuzamosithatosaganak legfontosabb alapkérdéseit igyekeznek
megvilagitani. Az ismertetett algoritmusok pedig ugy tekinthetSk, mint egy
magas szintd nyelven megirt programok: ezeket a konkrét technologiai meg-
oldasoknak megfelelgen kell implementalni.

10.1. Parhuzamos RAM-gép

A parhuzamos szamitast végzd gépek elméleti szempontbol legtobbet vizs-
galt matematikai modellje a parhuzamos RAM-gép (PRAM-gép). Ez p > 1
azonos RAM-gépbdl (processzorbol) all. A gépek programtara kozos, és van
egy kozos memoriajuk is, mely mondjuk az x[i] rekeszekbdl all (ahol i az
egész szamokon fut végig). Kényelmes lesz feltenni (bar nem volna okvetle-

177
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niil sziikséges), hogy minden processzornak van még végtelen sok uli] (i € Z)
,sajat” memoriarekesze (itt a jelolés nem pontos, a processzor indexét nem
tiintetjiik fel a programok kényelmesebb kodolasa miatt). Indulaskor minden
processzor u[0] rekeszében a processzor sajat sorszama all (ha ez nem vol-
na, minden processzor ugyanazt csinalna!). A processzor irhat és olvashat a
sajat uli] rekeszeibe, ill. rekeszeibdl és a kozos z[i] memoriarekeszekbe, ill.
memoriarekeszekbdl.

A bemenetet az z[0], z[1], ..., z[n] rekeszekbe irjuk, ahol 2[0]=n a bemenet
hossza. A bemenet és a (kdzos) program mellé meg kell adni azt is, hogy hany
processzorral dolgozunk; ezt irhatjuk pl. az a[—1] rekeszbe. A processzorok
parhuzamosan, de {itemre hajtjak végre a programot. (Mivel a sajat neviik
is szerepet jatszik, el6bb-utobb nem ugyanazt fogjak szamolni.)

Tehat a RAM-gépnél megengedett utasitasokhoz (1. az [L3] alfejezetet)
hozza kell még venni az

uli] :=0; ult] ;== uli]+1; ulf] ;== uli] — 1;
uli] ZU[HUH uli] == uli] —uljl;  ululd]] = ulj]; uli] :== uluj]};
alil=alulill olufil:=ull; I ul]<0 THEN GOTO p

utasitasokat. Ezenkiviil hozzévessziik még a szorzast és maradékos osztést a
miiveletekhez, tehat az u[i] :=uli]*u[j] és uli] :=u[i] : u[j] utasitasokat, ahol *
jeloli a szorzést, és a:b a legnagyobb ¢ természetes szam, amelyre |a| > |b|*c.
Ezeket azért célszerd hozzavenni, hogy egy processzor a sajat sorszamabol
mindig ki tudja 1 lépésben szamolni, hogy melyik z[f (z[—1], z[0], w[0])] input
cellat kell elGszorre olvasnia, legalabbis elég egyszerd f fliggvény esetén (pl.
f(z[-1], 2[0],u[0]) = u[0] mod x[0] mod z[—1]).

Logaritmikus koltségfiiggvényt hasznalunk (bar legtobbszor csak a lépé-
seket fogjuk szamolni ebben a fejezetben): pl. egy k egész szamnak az z[t]
memoriarekeszbe vald beirdsanak vagy kiolvasasanak ideje a k és t jegyeinek
egylittes szama, vagyis log |k|+1log [t|. (A szorzésnal és maradékos osztasnal
ehhez még hozzaadjuk a két operandus bit-szamanak szorzatat). A kévetkezd
iitem akkor kezdédik, ha az el6z6 miiveletet minden processzor végrehajtotta.
Egy iitem idejét tehat a legtobb id6t igénybevevd processzor hatarozza meg.
A gép akkor all meg, ha minden processzor olyan programsorhoz ér, melyben
nincsen utasitas. A kimenet az x[i] rekeszek tartalma.

Egy fontos tisztdzando kérdés, hogy hogyan szabalyozzuk a k6z6s memoria
hasznalatat. Mi torténik, ha tobb processzor ugyanabba a rekeszbe akar irni
vagy ugyanonnan akar olvasni? Az ilyen konfliktusok elkeriilésére kiillonb6z6
konvenciok léteznek. Ezek koziil négyet emlitiink:

— Nem szabad két processzornak ugyanabboél a rekeszbdl olvasni vagy
ugyanabba a rekeszbe irni. Ezt teljesen konfliktusmentes modellnek
nevezziik (angolul ezclusive-read-ezclusive-write, réviditve EREW). Ez
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agy értendd, hogy a programozdnak kell gondoskodnia arrél, hogy ez
ne kovetkezzen be; ha mégis megtorténne, a gép programhibét jelez.

Talan legtermészetesebb az a modell, melyben megengedjiik, hogy t6bb
processzor is ugyanazt a rekeszt olvassa, de ha ugyanoda akarnak {rni,
az mar programhiba. Ezt félig konfliktusmentes modellnek nevezziik
(concurrent-read-exclusive-write, CREW).

Szabad tobb processzornak ugyanabbdl a rekeszbél olvasni és ugyanab-
ba a rekeszbe irni is, de csak akkor, ha ugyanazt akarjak beirni. (A gép
akkor all le programhibaval, ha két processzor ugyanabba a rekeszbe
més-mas szamot akar beirni). Ezt konfliktus-korldtozé modellnek ne-
vezziik (concurrent-read-concurrent-write, CRCW).

Szabad tobb processzornak ugyanabbél a rekeszbdl olvasni és ugyan-
abba a rekeszbe irni. Ha tébben akarnak ugyanoda irni, a legkisebb
sorszamunak sikeriil. Ezt a modellt elsébbségi modellnek nevezzik (pri-
ority concurrent-read-concurrent-write, P-CRCW).

10.1.1. Feladat.  a) Mutassuk meg, hogy n szam koziil a legkisebbet ki

b)

lehet valasztani n? processzorral a konfliktus-korldtozé modellben O(1)
lépésben.

Mutassuk meg, hogy ugyanezt n processzorral meg lehet csinélni
O(loglogn) lépésben.

10.1.2. Feladat. a) Mutassuk meg, hogy két n hosszusagu 0-1 sorozat-

b*)

c¥)

rol n processzorral az elsGbbségi modellben O(1) lépésben, a teljesen
konfliktusmentes modellben O(logn) lépésben megallapithato, hogy le-
xikografikusan melyik a nagyobb.

Mutassuk meg, hogy a teljesen konfliktusmentes modellben ehhez
Q(logn) lépeés kell is.

Hany 1épés kell a masik két modellben?

10.1.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy két n hossztusagi 0-1 sorozatnak, mint
kettes szamrendszerbeli szamnak az 6sszegét n? processzorral O(1) 1épésben
ki lehet szamitani az els6bbségi modellben, illetve n processzorral a teljesen
konfliktusmentes modellben O(logn) lépésben.

10.1.4. Feladat.  a) Mutassuk meg, hogy n darab legfeljebb n hosszisa-

b*)

c*)

g 0-1 sorozatnak, mint kettes szamrendszerbeli szamnak az Osszegét
n? processzorral O(logn) lépésben ki lehet szamitani az elsébbségi mo-
dellben.

Mutassuk meg, hogy ehhez n? processzor is elég.

Csinaljuk meg ugyanezt a teljesen konfliktusmentes modellben is.
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d) A teljesen konfliktusmentes modellben n? processzorral hany lépésben
tudunk Gsszeszorozni két darab n bites szamot ?

10.1.5. Feladat. Egész szamoknak egy érdekes (nem egyértelmti) abrazolasa
a kovetkezd: mondjuk négyes szdmrendszert hasznalunk, de megengediink
negativ szamjegyeket is, tehat egy n szamot, n:ZLO b;4" alakban frunk, ahol
minden i-re —3 < b; < 3. Mutassuk meg, hogy két ilyen abrazolast szamot
6ssze tudunk adni a teljesen konfliktusmentes modellben n processzorral O(1)
lépésben.

A PRAM-gépnél a processzorok szamét nem csak azért szokas megadni,
mert ettdl fliigg a szamitas, hanem azért is, mert ez — az id6 és tar mel-
lett — a szamitas igen fontos bonyolultsagi mértéke. Ha ezt nem korlatozzuk,
akkor igen nehéz feladatokat is nagyon roviden meg tudunk oldani, pl. egy
graf 3 szinnel vald szinezhetGségét el tudjuk donteni tugy, hogy az alaphal-
maz minden szinezéséhez és a graf minden éléhez rendeliink egy processzort,
mely megnézi, hogy az adott szinezésben az adott él két végpontja kiillonb6z6
szinti-e. Az eredményeket persze még Osszesiteni kell, de ez is megoldhato
O(log n) lépésben.

Kicsit ijesztének ttinhet els§ olvasasra egy olyan algoritmus, amely n?2,
vagy akar n® processzort igényel. A kivetkezs, Brenttdl szarmazo allitas in-
formalisan azt mondja ki, hogy ha egy feladatot jol tudunk parhuzamositani
rengeteg processzorral, akkor ez sokkal kevesebb processzorra is ,érvényes”.
Ehhez definiadljuk az 6sszmunka fogalmét, ami az egyes processzorok altal
megtett 1épésszamok Osszege.

10.1.1. Allitas. Ha egy feladat egy konkrét inputra megoldhaté akdrhdny
processzorral t lépésben és w dsszmunkdval (akdrmelyitk PRAM-gép modell-
ben), akkor minden p pozitiv egész szamra megoldhaté p processzorral % +t

lépésben is (ugyanabban a modellben,).

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy a sok-processzoros program i. lépésében w; db
processzor aktiv, igy w = 22:1 w;. Az eredeti algoritmus 7. lépése soran el-
végzett feladatot nyilvan el lehet végezni p processzorral [%1 lépésben, igy

a sziikséges id6 22:1 (“’7] < 25:1(% +1)< Yt 0

Kovetkezésképpen, ha van egy feladatra parhuzamos algoritmusunk, mely
n? processzort hasznal és log n 1épést tesz, akkor minden p-re (pl. p=+/n, vagy
p=32) tudunk csinlni olyat is, amely p processzort hasznal és (n?logn)/p+
+logn lépést tesz.

A parhuzamos algoritmusok komplexitaselméletének alapkérdése ennek a
megforditottja: tekintiink egy w idejd szekvencialis algoritmust, és szeretnénk
ezt p processzoron lényegében % (mondjuk, O(% logw)) lépéssel megvalosi-
tani.
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Nyilvanvalo, hogy a fenti modellek egyre erésebbek, hiszen egyre tobbet
engednek meg. Megmutathaté azonban, hogy — legalabbis ha a processzo-
rok szama nem til nagy — a legerGsebb els6bbségi modellben elvégezhets
szamitasok sem sokkal gyorsabbak a leggyongébb teljesen konfliktusmentes
modellben végezhetSknél. Erre vonatkozik a kévetkezs lemma:

10.1.2. Lemma. Minden P programhoz létezik olyan Q program, hogy ha
P egy bemenetbdl p processzorral t iddben kiszamit egy kimenetet az elsdbb-
ségi modellben, akkor a Q program O(p?) processzorral O(t-log? p) idében a
teljesen konfliktusmentes modellben szamitja ki ugyanazt.

Bizonyitds. A P programot végrehajté minden processzornak meg fog felelni
egy processzor a Q program végrehajtasa soran. Ezeket f6ndkprocesszoroknak
nevezziik. Ezenfelill a Q programban minden f&nékprocesszornak p tovabbi
,segédprocesszora” is lesz.

Az a konstrukcié alapgondolata, hogy ami a P program futasa soran egy
adott iitem utéan a z cimd memoriarekeszben van, az a Q program futisa
soran a megfelel litemben a 2pz,2pz+1,...,2pz+p—1 cimi rekeszek mind-
egyikében meglegyen. Ha a P kovetkezd litemében az i-edik processzor z cimi
rekeszbdl kell, hogy olvasson, akkor a Q@ program kévetkezd litemében az en-
nek megfelel§ processzor olvashatja az 2pz+i cimi rekeszt. Ha pedig ebben
az litemben (P szerint) a z cimid rekeszbe kell, hogy irjon, akkor Q szerint
az 2pz+1i rekeszbe irhat. Ez biztosan elkeriili az 6sszes konfliktust, mert a
kiilonb6z6 processzorok modulo p kiilénb6z6 rekeszeket hasznalnak.

Gondoskodni kell azonban arrél, hogy a Q program futésa soran a 2pz,2pz+
+1,...,2pz+p—1 rekeszek mindegyikébe az a szam keriiljon, amit az elsbb-
ségi szabély a P program futdsdnak megfelels litemében z-be ir. Ehhez a P
futésat szimulalé minden iitem utan beiktatunk egy O(log p) lépésbsl allo
fazist, amely ezt megvalositja.

Elgszor is minden olyan processzor, mely az el6z8 (P-t szimulalo) {itemben
irt, mondjuk az 2pz+1 cimii rekeszbe, ir egy 1-est az 2pz+p-+i cimd rekeszbe.
A kovetkezs lépésben megnézi, hogy az 2pz+p+i— 1 rekeszben 1-es all-e.
Ha igen, elalszik ennek a fazisnak a hatralevs idejére. Ha nem, akkor 6 ir
oda 1-est, majd ,felébreszti” egy segédjét. Altalaban, a k-adik lépésben az i
processzornak legfeljebb 2571 segédje lesz ébren (magét is beleértve), és ezek
rendre az 2pz+p+i—28"1 . 2pz+p+i—(2F —1) cimi rekeszeket olvassak
le. Amelyik 1-est talal, elalszik. Amelyik nem talal 1-est, az 1-est ir, felébreszt
egy 1j segédet, azt 281 hellyel ,balra” kiildi, mig maga 2% hellyel ,balra” lép.
Amelyik segéd kiér a [2pz+ p, 2pz + 2p — 1] intervallumbél, elalszik; ha egy
fénok kiér ebbdl az intervallumbol, akkor mar tudja, hogy & ,,gy6zott”.

Konnytd meggondolni, hogy ha a P program megfelel§ iitemében tobb
processzor is irni akart a z rekeszbe, akkor az ezeknek megfelelg f6nokok
és segédeik nem kertilnek konfliktusba, mialatt az [2pz +p, 2pz+2p — 1] in-
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tervallumban mozognak. A k-adik 1épésre ugyanis az i processzor és segédei
2pz+p+i-t6l lefelé 2871 egymas utani helyre 1-est irtak. Minden téliik jobbra
indul6 processzor és annak minden segédje ebbe sziikségképpen bele fog 1épni,
és ezért elalszik, miel6tt konfliktusba keriilhetne az i-edik processzor segéde-
ivel. Azt is mutatja ez, hogy mindig egyetlenegy f6nok fog gy6zni, éspedig a
legkisebb sorszamu.

A ,gy6z6nek” még az a dolga, hogy amit a megfelelg 2pz + i rekeszbe irt,
azt most az egész [2pz,2pz+p — 1] intervallum minden rekeszébe beirassa.
Ezt konnyt megtenni az el§z6h6z nagyon hasonlo eljarassal: 6 maga beirja a
kivant értéket az 2pz cimi rekeszbe, majd felébreszt egy segédet; beirjak a
kivant értéket az 2pz+1 és 2pz+ 2 rekeszekbe, majd felébresztenek egy-egy
segédet stb. Ha mindannyian kiértek a [2pz, 2pz+p—1] intervallumbol, johet
a kovetkez6 szimulalo titem.

A segédek felébresztésének megtervezését az olvasora bizzuk.

A fenti ,lépések” végrehajtasa tobb programsor végrehajtasat jelenti, de
konnyt latni, hogy mar csak korlatos szamuét, melyek koltsége logaritmikus
koltségti modell esetén is csak O(log p-log z). Igy két szimulalo ditem kozott
csak O((log p)(log p-log z)) idS telik el. Mivel maga a szimulalando iitem is
beletelik log z id6be, ez csak O(log? p)-szeresére noveli a futési idét. O

A tovabbiakban, ha kiilon nem mondjuk, a teljesen konfliktusmentes mo-
dellt hasznaljuk. Az el6z6 lemma miatt nem jelentene lényeges kiilonbséget
az sem, ha barmilyen mas megéllapodast tennénk.

10.2. Az NC osztaly

Egy f:{0,1}* — {0,1}* fiiggvényt NC-kiszdmithatonak neveziink, ha van
olyan program a parhuzamos RAM-gépre, és vannak olyan cj,co > 0 kons-
tansok, hogy minden = bemenetre a program f(x)-et O(]z|*") processzorral
teljesen konfliktusmentesen O(log® |z|) idében kiszamitja. (A lem-
ma szerint nem valtoztatna ezen a definicion, ha pl. az els6bbségi modellt
hasznalnank.)

Az NC nyelvosztaly azokbol az £ C {0,1}* nyelvekbdl all, melyek karakte-
risztikus fliggvénye NC-algoritmussal kiszamithato.

Megjegyzés. Az NC osztily bevezetésének nem az a célja, hogy gyakorlat-
ban elvégezhets parhuzamos szamitasokat modellezzen. Nyilvanval6é, hogy a
gyakorlatban a polilogaritmikus idénél sokkal tobbet hasznalhatunk fel, de
(legalabbis a belathato jov6ben) a polinomialisnal sokkal kevesebb processzo-
ron. A fogalom célja az, hogy leirja azokat a feladatokat, melyeket polinomié-
lis szamu mivelettel ki lehet szdmolni, éspedig tgy, hogy ezeket szinte a lehetd
legjobban parhuzamositjuk (n hosszisagi bemenet esetén a teljesen konflik-
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tusmentes gépen mar ahhoz is log n id6 kell, hogy az adatokat kapcsolatba
hozzuk egymassal).

Nyilvanvalo, hogy NCCP. Nem ismeretes, hogy itt egyenl&ség all-e, de
inkdbb az varhaté, hogy nem.

Az NC osztaly koriil kiépithetd egy hasonld bonyolultsagelmélet, mint a P
osztaly koriil. Definialhaté egy nyelv NC-visszavezetése egy masik nyelvre, és
pl. a P osztalyon beliill megmutathatd, hogy vannak P-teljes nyelvek, vagyis
olyanok, melyekre minden mas P-beli nyelv NC-visszavezethets. Ennek rész-
leteivel itt nem foglalkozunk, csak néhany fontos példéara szoritkozunk.

10.2.1. Allitas. A hdromsziget tartalmazo grdfok adjacencia-mdtrizai NC-
beli nyelvet alkotnak.

10.2.2. Algoritmus. Tulajdonképpen kézenfekvs: elszor meghatérozzuk a
graf n pontszamat. Majd az i+jn-+kn? sorszami processzort megbizzuk, hogy
nézze meg, hogy az (4,7, k) pontharmas haromszoget alkot-e. A vélaszokat
binéaris fa segitségével gyijtjiik Ossze.

Kovetkezs példank kevésbé trivialis, s6t talan elsé pillanatra megleps: gra-
fok Osszefligg@sége. A szokéasos algoritmus (széltében vagy hosszaban keresés)
ugyanis igen erdsen szekvenciélis, minden 1épés a korabbi lépések eredmé-
nyétdl erésen fiigg. A parhuzamositashoz hasonlo triikkot alkalmazunk, mint
amelyet a[dl fejezetben Savitch tételének bizonyitdsanal hasznaltunk.

10.2.3. Allitas. Az dsszefiiggd grafok adjacencia-mdtrizai NC-beli nyelvet
alkotnak.

10.2.4. Algoritmus. Az algoritmust a konfliktus-korlatozé modellben irjuk
le. Az i+ jn—+kn? sorszamu processzort ismét az (i, j, k) pontharmas figye-
lésével bizzuk meg. Ha a pontharmasban két élt 1at, akkor a harmadikat is
behuzza. Ha ezt t-szer ismételjiik, akkor nyilvan pontosan azok a pontpa-
rok lesznek Gsszekotve, melyek tavolsaga az eredeti grafban legfeljebb 2¢. Igy
[log n]-szer ismételve akkor és csak akkor kapunk teljes grafot, ha az eredeti
graf 6sszefiiggd volt.

Nyilvan hasonléan dénthets el, hogy két pontot Osszekot-e ut, s6t a két
pont tavolsaga is meghatarozhato a fenti algoritmus alkalmas modositasaval.

10.2.1. Feladat. Adott egy G graf nemnegativ c(uv) élhosszakkal az
{1,2,...,n} csacsokon. Ehhez definidljuk az A nxn matrixot: A(%, j) =c(ij),
ha ij él, A(i,i) =0 és A(7, j) = +o0 egyébként.

Tekintsiik azt a méatrix-szorzast, ahol a szorzas helyett az Osszeadés, az
Osszeadas helyett pedig a minimum mitvelet szerepel. Lassuk be, hogy az
ezzel kiszdmolt A™ hatvany elemeibdl minden pontparra kiolvashato a koztiik
mend legrévidebb 1t hossza.
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10.2.2. Feladat. A [0l fejezetben definialtuk az algebrai dontési fakat, és az
algebrai formulakat, valamint ezek hosszat (mint a benniik szerepld mitiveleti
jelek szamat).

a) Legyen F egy L hosszu algebrai formula, melyben csak a {+, —, -} mt-
veletek szerepelnek. Mutassuk meg, hogy ekkor tudunk konstrualni egy
3log L mélységii algebrai dontési fat, amely F-et szamitja ki.

b) Ugyanez igaz Boole-formulakra és 2 befoku Boole-héalozatokra is.

¢) Ha az F algebrai formulaban osztas is szerepel, akkor is tudunk konst-
rudlni egy 4log L mélységi algebrai dontési fat, amely F-et szamitja
ki.

10.2.3. Feladat. a) Két rendezett n hosszi szamsorozatot Gssze lehet fé-
siilni a teljesen konfliktusmentes modellben n processzorral O(logn)
lépésben. (Segitség: rekurzivan fésiiljiik elGszor Ossze a paros indexi
részsorozatokat és parhuzamosan a paratlan indext részsorozatokat is.)

b) Egy n hosszi szamsorozatot rendezni lehet a teljesen konfliktusmentes
modellben n processzorral O(log® n) lépésben.

A kovetkezd algoritmus a parhuzamos szamitasok egyik legfontosabb esz-
koze.

10.2.5. Tétel (Csanky tétele). Bdrmely egész mdtriz determindnsa NC-ki-
szamithato. Kévetkezésképpen az invertdlhato mdtrizok NC-beli nyelvet alkot-
nak.

10.2.6. Algoritmus. Egy Csisztovtol szarmazoé algoritmust ismertetiink.
El6rebocsatjuk, hogy egy matrix hatvanyait konnyen ki tudjuk szamitani
NC-értelemben. Elgszor is két vektor skaléaris szorzatat ki tudjuk szamitani
agy, hogy a megfelels elemeiket — parhuzamosan — Gsszeszorozzuk, majd az
igy kapott szorzatokat parokba osztva Osszeadjuk, a kapott Osszegeket pa-
rokba osztva Osszeadjuk stb. Ezek utdn két matrix szorzatat is ki tudjuk
szamitani, hiszen a szorzat minden eleme két vektor skalaris szorzata, és ezek
parhuzamosan szamolhatok. Ugyanezt a modszert még egyszer alkalmazva ki
tudjuk szamitani egy (n x n)-es matrix k-adik hatvanyat is minden k < n-re.

Az 6tlet ezek utan az, hogy a determinanst alkalmas matrix-hatvanysorként
probaljuk eldallitani. Legyen B egy (n x n)-es méatrix, és jelolje By a B bal
felss sarkaban allo (k x k)-as részmatrixot. Tegylik fel egyelére, hogy ezek a
By, részmatrixok nemszingularisak, vagyis a determinansuk nem 0. Ekkor a
B matrix invertalhato, és az inverzére vonatkozé ismert formula szerint

(B~ "Ypn =det B,_1 / det B,
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ahol (B™1),,, a B~! matrix jobb als6 sarkaban 4ll6 elemet jeloli. Innen

det Bn—l
det B= ——.
¢ (B™Y)nn

Ezt folytatva kapjuk, hogy
1

det B=
(B_l)nn . (B;il)n—l,n—l Teeet (Bl_l)ll

Irjuk B-t B = I — A alakba, ahol I = I,, az (n x n)-es egységméatrix. Feltéve
egy pillanatra, hogy A elemei elég kicsik, érvényes az aldbbi sorfejtés:

Bl =1+ A+ A2+

és igy
(Be ke = 1+ (Ar )ik + (AR ke + -
Innen
((Bkil)kk)il = (14 (Ar)rk + (ADkk +- .- )71
= 1—[(Ar)rk + (A7) ekt - - |+ (Ar) e+ (A7) et - .}2—. .,
és igy

det B = ﬁ (1— [(A;g)kk—I—(Ai)kk-i-...] + [(Ak)kk-l—(A%)kk—l—..,]z_,_.).
k=1

Persze, ezt a végtelen sorokbodl alkotott végtelen sort nem tudjuk igy kiszami-
tani. Allitjuk azonban, hogy elég minden sorbél az elsé n tagot kiszamitani.
Pontosabban, helyettesitsiink A helyébe tA-t, ahol t valos valtozo. Elég kis
t-re az I +tAy méatrixok biztosan nemszingularisak, igy a fenti sorfejtések
érvényesek. Ennél azonban tobbet is nyeriink. A helyettesités utan a formula
igy néz ki:

det(I—t4) = T (1= AR +2(A e+ ]
=1

+[H( Ak 12 (Ai)kﬁ---f—---)-

=

Most jon a donté otlet: a bal oldalon t-nek egy legfeljebb n-edfoku polinomja
all, ezért a jobb oldali hatvanysornak is elég a legfeljebb n-edfoku tagjait
kiszamitani! Igy det(I—tA) a kovetkezs polinom legfeljebb n-edfoki tagjaibol

all:
-5 (-5 |

1 7=0

n

k
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Méarmost az F(t) polinomot definialo formula, barmennyire is bonyolult,
kénnyen kiszamithatéo NC-értelemben. Elhagyva bel6le az n-nél magasabb fo-
kua tagokat, megkapjuk det(/ —tA)-t. Ebben t=1-et helyettesitve, megkapjuk
det(B)-t. Nem nehéz megmutatni, hogy ezt O(n®logn) processzor el tudja
végezni O(log® n) lépésben. O

Erdemes megjegyezni, hogy Mahajan és Vinay 1997-ben adott egy olyan
kombinatorikus determinans-szamitasi modszert, amely gytrtk feletti méat-
rixok determinédnsanak kiszdmitasara is hasznalhat6. Ez az algoritmus is jol
parhuzamosithato, a teljesen konfliktusmentes modellben szintén O(log? n)
id6t hasznal (de n® processzorral).

A randomizalas, mint latni fogjuk, parhuzamos szamitéasok esetén még
fontosabb eszk6z, mint a szekvencialis esetben. A randomizdlt pdrhuzamos
RAM-gép csak abban kiilonbozik a fentebb bevezetett parhuzamos RAM-
géptdl, hogy minden processzornak van egy tovabbi w rekesze, melyben min-
dig 1/2 valoszintséggel 0 vagy 1 all. Ha ezt kiolvassa a megfelel§ processzor,
akkor 1j véletlen bit jelenik meg benne. A véletlen bitek (egy processzoron
beliil is, meg a kiilonb6z6 processzoroknal is) teljesen fiiggetlenek.

A randomizdlt NC, réviditve RNC nyelvosztalyt a BPP osztaly mintajara
definialjuk. Ez azokbol az £ nyelvekbdl all, melyekhez van olyan program,
mely a randomizalt PRAM-gépen minden x € {0,1}* bemenetre O(|z|*°"*t)
processzorral (mondjuk, teljesen konfliktusmentesen) O((log |z|)¥°™**) id6ben
0-t vagy 1-et szamit ki. Ha x € £, akkor a 0 eredmény valdszintisége kisebb,
mint 1/3, ha x & £, akkor az 1 eredmény valoszintsége kisebb, mint 1/3.

Az BT tételt alkalmazva véletlen helyettesitéssel, a kovetkezs fontos al-
kalmazashoz jutunk:

10.2.7. K6vetkezmény. A teljes pdrositdst tartalmazo grdafok adjacencia-
mdatrizai RNC-beli nyelvet alkotnak.

Megjegyzendd, hogy ez a bizonyités csak azt allapitja meg, hogy a grafban
van-e teljes péarositas, de nem adja meg a teljes parositast, ha az létezik.
Ez a jelentGsen nehezebb probléma is megoldhat6 azonban RNC-értelemben
(Karp, Upfal és Wigderson).



11. fejezet

A kommunikaci6
bonyolultsaga

Sok algoritmikus és adatkezelési probléménal a f6 nehézséget az adatok moz-
gatésa jelenti a kiillonb6z6 processzorok kozott. Most egy olyan modellt tér-
gyalunk, mely — a legegyszertibb esetben, 2 processzor részvételével — az adat-
mozgatas bonyolultsagat igyekszik jellemezni.

Adott tehat két processzor, és tegyiik fel, hogy mindegyik a bemenetnek
csak egy részét ismeri. Feladatuk, hogy ebbdl valamit kiszamitsanak; itt csak
azzal foglalkozunk, ha ez a kiszdmitand6 dolog egyetlen bit, tehat csak a
(teljes) bemenetnek egy tulajdonsagat akarjak meghatarozni. Elvonatkozta-
tunk attol az id6- és egyéb koltségtsl, amit a processzorok helyi szamolasa
igényel; tehat csak a kettd kozti kommunikacioval foglalkozunk. Azt szeret-
nénk elérni, hogy minél kevesebb bit kommunikéci6ja aran meg tudjak oldani
feladatukat. Kiviilrél nézve azt fogjuk latni, hogy a egyik processzor egy €1
bitet {izen a masiknak; majd valamelyik (lehet a masik, lehet ugyanaz) egy
€9 bitet tizen és igy tovabb. A végén mindkét processzornak ,tudnia” kell,
hogy mi a kiszamitand6 végeredmény.

Hogy szemléletesebb legyen a dolog, két processzor helyett két jatékosrol,
Adélrol és Bélarol fogunk beszélni. Képzeljiik el, hogy az Adél Eurépaban,
Béla Afrikiban van (mondjuk egy olyan helyen, ahol telefon mar van, de
internet még nincs) ; ekkor eléggé realis az a feltevés, hogy a helyi szamitasok
koltsége a kommunikécié koltségéhez képest eltorpiil.

Ami az algoritmikus bonyolultsag teriiletén az algoritmus, az a kommu-
nikaciés bonyolultsag teriiletén a protokoll. Ez azt jelenti, hogy mindegyik
jatékos szaméra elSirjuk, hogy ha az 6 bemenete x, és eddig az e1,...,¢ex
biteket tizenték akkor § van-e soron és ha igen, akkor — ezektdl fiiggden — mi-
lyen bitet kell tizennie. Ezt a protokollt mindkét jatékos ismeri, tehat tudja
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azt is, hogy a masik lizenete ,mit jelent” (milyen bemenetek esetén tizenhette
ezt a maésik, illetve hogy az €1, ..., e lizenetsorozat melyik bitjét ki kiildte;
s6t, azt, hogy ki kévetkezik, mindkét jatékosnak tudnia kell, tehat az is csak
az elhangzott €1, ..., ¢y lizenetektsl fiigghet). Feltessziik, hogy a protokollt
mindkét jatékos betartja.

Konnyt megadni egy trividlis protokollt: Adél kiildje el a bemenet altala
ismert részét Bélanak. Ekkor Béla mar ki tudja szamitani a végeredményt,
és ezt egyetlen tovabbi bittel tudatja Adéllal. Latni fogjuk, hogy ez altalaban
igen messze lehet az optimumtol. Azt is latni fogjuk, hogy a kommunikacios
bonyolultsiag teriiletén hasonlé fogalmak alkothatok, mint az algoritmikus
bonyolultsag teriiletén, és ezek gyakran jobban kezelhetdk.

11.1. A kommunikaciés matrix és a protokoll-fa

Legyenek Adél lehetséges bemenetei aq,...,a,, Béla lehetséges bemenetei
bi,...,bm (mivel a lokalis szamolas ingyen van, nem lényeges szamunkra,
hogy ezek hogyan vannak kodolva). Legyen c¢;; a kiszamitando érték az a; és
bj bemenetekre. A C'=(c;5)i, 2, matrixot a szoban forgé feladat kommuni-
kdcids mdtrizdnak nevezziik. Ez a métrix teljesen leirja a feladatot: mindkét
jatékos ismeri a teljes C' métrixot. Ezenkiviil Adél tudja C egy soranak i
indexét, Béla pedig C' egy oszlopanak j indexét. Feladatuk, hogy a ¢;; elemet
meghatéarozzak. A trivialis protokoll az, hogy ha n <m, akkor Adél megkiildi
Bélanak az ¢ szamot; ez [logn] bitet jelent. (Persze ha m < n, akkor forditva
jobb eljarni.)

Nézziik meg, hogy mit is jelent egy protokoll erre a matrixra nézve. El§szor
is a protokollnak meg kell hataroznia, ki kezd. Tegyiik fel, hogy elészor Adél
lizen egy e1 bitet. Ezt a bitet az Adél altal ismert ¢ index értéke hatarozza
meg. Mas szoval, C sorait két osztalyba lehet osztani aszerint, hogy ¢, =
=0 vagy 1. A C matrix tehat két alméatrixra: Cy-ra és Cy-re bomlik. Ezt
a felbontast a protokoll hatarozza meg, tehat mindkét jatékos ismeri. Adél
lizenete azt hatarozza meg, hogy Cy és C; koziil melyikben van az & sora.
Ett6] kezdve tehat a probléma lesziikiilt a megfelel§ kisebb matrixra.

A kovetkezo tizenet kettébontja Cp-t és Ch-et. Ha az iizend Béla, akkor
az oszlopokat osztja két osztalyba; ha az {izen6 Adél, akkor a sorokat. Nem
kell, hogy ugyanazt ,jelentse”, vagyis ugyantgy ossza két részre a sorokat
[oszlopokat] a méasodik tizenet a Cy és C7 matrixokon; s6t az is lehetséges,
hogy mondjuk Cp-nek a sorait, Cq-nek az oszlopait osztotta ketté (Adél 0
lizenete azt jelenti, hogy ,,még mondok valamit”, 1 iizenete pedig azt, hogy
ybe jossz?).

Tovabbmenve latjuk, hogy a protokoll a métrix egy egyre kisebb részméat-
rixokra valé felbontasédnak felel meg. Minden ,forduléban” minden aktuéalis
részmatrixot két kisebb részmétrixra bontunk vagy vizszintes, vagy fiiggéle-
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ges hasitassal. Egy ilyen részmétrixokra bontést guillotine-felbontdsnak neve-
ziink. (Fontos megjegyezni, hogy a matrix sorait, ill. oszlopait tetszés szerint
oszthatjuk két részre; tehat annak, hogy eredetileg milyen sorrendben van-
nak, semmi szerepe nincsen.)

Mikor all meg ez a protokoll? Ha a jatékosok maér lesziikitették a lehetd-
ségeket egy C’ részmaétrixra, az azt jelenti, hogy mindketten tudjak, hogy a
masik sora, ill. oszlopa ehhez a részmétrixhoz tartozik. Ha ebb6l mar min-
den esetben meg tudjak mondani az eredményt, akkor ennek a részmétrixnak
vagy minden eleme 0 vagy minden eleme 1.

Igy a kommunikaciés bonyolultsig meghatarozasa az alabbi kombinatori-
kus jellegt feladatra vezet: hany forduloban tudunk egy adott 0-1 méatrixot
csupa-0 és csupa-1 méatrixokra felhasogatni, ha minden forduléban minden
addig nyert részmatrixot vagy vizszintesen vagy fiiggélegesen vaghatunk két
részre? (Ha elébb kapunk egy csupa-0 vagy csupa-1 méatrixot, azt mar nem
hasogatjuk tovibb. De néha hasznosabb lesz ugy tekinteni, hogy még ezt is
hasogatjuk: ezt ugy fogjuk tekinteni, hogy egy csupa-1 matrixro6l lehasitha-
tunk egy 0 sorbol 4llo csupa-0 matrixot.)

Még szemléletesebbé tehetjiik a protokollt egy binaris fa segitségével. A
fa minden pontja C egy részmétrixa. A gyokér a C' matrix, bal fia Cy, jobb
fia C7. Minden matrix két fia ugy jon létre bel6le, hogy vagy a sorait, vagy
az oszlopait két osztalyba osztjuk. A fa levelei mind csupa-0 vagy csupa-1
maétrixok.

00O0O

1111

11.1. abra. Protokoll-fa
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A protokollt kévetve a jatékosok ezen a fan mozognak a gyokértsl vala-
melyik levélig. Ha egy csticsban vannak, akkor az, hogy ennek fiai fiiggéleges
vagy vizszintes hasitassal jonnek létre, meghatarozza azt, hogy ki kiildi a ko-
vetkezs bitet. Maga a bit aszerint 0 vagy 1, hogy a kiildé sora [oszlopa] a cstics
jobb fidban vagy a bal fidAban szerepel-e. Ha egy levélhez érnek, akkor ennek
a méatrixnak minden eleme azonos, és ez a valasz a kommunikacios feladatra.
A protokoll iddigénye éppen ennek a fanak a mélysége. A C' maétrix kom-
munikdcids bonyolultsdga az 6sszes 6t megoldd protokollok lehetd legkisebb
idsigénye. Ezt k(C)-vel jeloljiik.

Jegyezziik meg, hogy ha minden forduloban minden métrixot hasitunk
(vagyis a fa teljes binaris fa), akkor a leveleinek pontosan a fele csupa-0, fele
csupa-1. Ez abbdl kovetkezik, hogy a leveleket megel6z6 ,,generacié” minden
métrixat egy csupa-0-ra és egy csupa-1-re hasitottuk fel. Igy ha a fa mélysége
t, akkor levelei kozott 287! csupa-l-es (és ugyanennyi csupa-0-as) van. Ha
azokon az adgakon, ahol el6bb jutunk csupa-0 vagy csupa-1 métrixhoz, el6bb
megallunk, akkor is igaz lesz annyi, hogy a csupa-1-es levelek szama legfeljebb
2t=1 hiszen formalisan folytathatnank az agat gy, hogy az egyik lehasitott
maétrix ,jires”.

Ebbdl az észrevételbdl egy egyszertd, de fontos alsé korlatot nyerhetiink a
C' matrix kommunikacios bonyolultsagara. Jelolje rk(C') a C' méatrix rangjat;
csak trivialis eseteket zarunk ki, ha a tovabbiakban feltessziik, hogy C' nem
a csupa-0 vagy a csupa-1 matrix. Ekkor rk(C) > 0.

11.1.1. Lemma.
k(C) > 1+1log(rk(C)).

Bizonyitds. Tekintsiink egy k(C) mélységd protokoll-fat, és legyenek
Li,..., Ly alevelei. Ezek tehat C részmatrixai. Jelolje M; azt a (C-vel azo-
nos méretii) matrixot, melyet az L;-bdl ugy kapunk, hogy C-ben az L;-hez
nem tartoz6 elemek helyébe 0-t irunk. Az el6z6 megjegyzés alapjan latjuk,
hogy az M; matrixok kozott legfeljebb 2%(€)=1 nem-0 van; az is koénnyen
lathato, hogy ezek 1 ranguiak.

Marmost
C=M+Ms+...+Mpy,
és igy
rk(C) < k(M) +...+rk(My) < 281
Ebbél a lemma kovetkezik. O

11.1.2. Ko6vetkezmény. Ha a C' mdtriz sorai linedrisan fliggetlenek, akkor
a trividlis protokoll optimdlis. O

Tekintsiink egy egyszeri, de fontos kommunikacios feladatot, melyre ez az
eredmény alkalmazhat6 és mely t6bb més szempontbél is fontos példa lesz:
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11.1.1. Példa. Adél is, Béla is ismer egy-egy n hosszusagu 0-1 sorozatot;
azt akarjak eldonteni, hogy a két sorozat egyenlG-e.

A feladathoz tartozo kommunikacios matrix nyilvan a (2™ x 2™) méreti
egységmatrix. Mivel ennek a rangja 2", erre a feladatra nincsen a trivialisnal
(n+1 bitnél) jobb protokoll.

Egy masik, ugyancsak egyszerd meggondolassal azt is meg tudjuk mutatni,
hogy nemcsak a legrosszabb bemenetre, hanem majdnem minden bemenetre
majdnem ilyen sok bitet kell kommunikalni:

11.1.3. Tétel. Tekintsiink egy tetszdleges olyan kommunikdcids protokollt,
mely két n hosszusdagi 0—1 sorozatrol eldonti, hogy azonosak-e, és legyen h >
> 0. Ekkor azon a € {0,1}™ sorozatok szima, melyekre az (a,a) bemeneten a
protokoll kevesebb, mint h bitet haszndl, kisebb, mint 2".

Bizonyitds. Minden (a,b) bemenetre jelolje J(a,b) a protokoll ,jegyzskony-
vét”, vagyis azt a 0-1 sorozatot, melyet az egymasnak kiildétt bitek alkotnak.
Azt allitjuk, hogy ha a # b, akkor J(a,a) # J(b,b); ebbdl a tétel trividlisan
kovetkezik, hiszen a h-nal révidebb jegyzékonyvek szama legfeljebb 2/ — 1.

Tegytik fel, hogy J(a,a) = J(b,b), és tekintsiik a J(a,b) jegyzGkonyvet.
Megmutatjuk, hogy ez is egyenls J(a,a)-val.

Tegyiik fel, hogy ez nem 4all, és legyen az i-edik bit az els6, ahol kiilonboz-
nek, feltehetjiik pl., hogy ezt Adél kiildi. Az (a, a), (b, ) és (a,b) bemeneteken
nemcsak, hogy ugyanaz az els6 ¢ — 1 bit, hanem végig ugyanaz a kommunika-
ci6 irdnya is. Adél ugyanis nem tudja megmondani az els6 ¢ 1épésben, hogy
Bélanél az a vagy b sorozat van-e, és mivel azt a protokoll meghatarozza
szdmara, hogy &neki kell-e {izenni, ezt az (a,a) és (a,b) bemenetre ugyan-
ugy hatarozza meg. Ebben az id6pontban az (a,a) és (a,b) bemenetek Adél
szamara ugyanolyannak latszanak, és ezért az i-edik bit is ugyanaz lesz, ami
ellentmondas. Tehat J(a,b) = J(a,a).

Az (a,b) bemeneten a protokoll azzal végz&dik, hogy mindkét jatékos tud-
ja, hogy kiilonb6z6 a két sorozat. De Adél szempontjabol a sajat bemenete is,
és a kommunikaci6 is ugyanaz, mint az (a,a) bemeneten, igy a protokoll va-
lamelyik bemeneten rossz kdvetkeztetésre jut. Ez az ellentmondéas bizonyfitja,
hogy J(a,a) # J(b,b). O

A kommunikacios komplexitas fogalméanak egyik f6 alkalmazasa az, hogy
néha algoritmusok 1épésszamara alsé korlatot lehet nyerni abbol, hogy bizo-
nyos adatrészek kozotti kommunikacié mennyiségét becsiiljiik meg. Ennek a
modszernek az illusztralasara ajabb bizonyitast adunk az[[.2.3] tételre:

11.1.4. Tétel. Bdrmely egyszalagos Turing-gépnek Q(n?) lépésre van sziiksé-
ge ahhoz, hogy egy 2n hosszisdgu 0-1 sorozatrol eldéntse, hogy palindroma-e.
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Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszéleges egyszalagos Turing-gépet, mely ezt a
kérdést eldonti. Ultessiik le Adélt és Bélat tgy, hogy Adél a szalag n-nél ki-
sebb, vagy egyenld sorszami mezGit 1lassa, Béla pedig a szalag n-nél nagyobb
sorszamu mez6it. A Turing-gép szerkezetét (lefrasat) mindkettdjiiknek meg-
mutatjuk. Indulaskor tehat mindketten egy n hossztsigu 0-1 sorozatot l1at-
nak, és azt kell eldonteniiik, hogy ez a két sorozat egyenlé-e (Adél sorozatat
megforditva tekintve).

A Turing-gép miikddése Adélnak és Bélanak egyszert protokollt kinal:
Adél gondolatban addig miikodteti a gépet, mig a fej az 6 térfelén van, majd
lizenetet kiild Bélanak: ,Most megy &t hozzad ... allapotban”. Ekkor Béla
miikodteti gondolatban addig, mig a fej az & térfelén van, majd megiizeni
Adélnak, hogy milyen allapotban van a gép, amikor ismét visszamegy Adél
térfelére stb. Igy ha a gép feje k-szor megy at egyik térfélrél a masikra, akkor
klog|T| bitet lizennek egymésnak. A végén a Turing-gép a 0-adik mezdre irja
a valaszt, és igy Adél tudni fogja, hogy a sz6 palindroma-e. Ezt 1 bit dran
tudathatja Bélaval is.

A [ITI3 tétel szerint ezért legfeljebb 27/2 olyan palindroma van, melyre
klog|T| < n/2, vagyis a legtobb bemenetre a fej az n-edik és (n + 1)-edik
mezdk kozott legalabb cn-szer halad at, ahol ¢ =1/(21og|T')).

Ez még csak Q(n) lépés, de hasonlé gondolatmenet mutatja, hogy minden
h > 0 esetén, legfeljebb 2/-27/2 bemenet kivételével a gép az (n—h)-adik és
(n—h+1)-edik mezsk kozott legalabb cn-szer halad at. Ennek bizonyitasa
végett tekintsiink egy 2h hosszsagi a palindromat, és irjunk elé egy n—h
jegyld B és mogé n— h jegyd  sorozatot. Az igy kapott sorozat akkor és
csak akkor palindréma, ha S =~""1, ahol v~ !-gyel jelsltiik a v megforditasat.
AMTI3 tétel és a fenti gondolatmenet szerint, minden a-hoz legfeljebb 27/2
olyan § van, amelyre a Sa3~! bemeneten a fej az n — h-adik és n — h+ 1-
edik mez6 kozott kevesebb, mint cn-szer halad at. Mivel az a-k szama 2", az
allitas adodik.

Ha ezt a becslést minden 0 < h < n/2-re Gsszeadjuk, a kivételek szama
legfeljebb

oM/ 9.0/ L g.on/2 | yon/2-1 gn/2 < 9n
igy van olyan bemenet, melyre a lépések szama legalabb (n/2)-(cn) = Q(n?).

O

11.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az alabbi kommunikacios feladatokat
nem lehet a trivialisnal (azaz (n+ 1)-nél) kevesebb bittel megoldani. Adél
és Béla bemenete egy n elemd halmaz egy-egy részhalmaza, X és Y. El kell
doéntenitik, hogy

a) X ésY diszjunkt-e;
b) |XNY| paros-e.
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11.2. Néhany protokoll

Eddigi példainkban a legravaszabb kommunikaciés protokoll sem tudta til-
teljesiteni a trivialis protokollt (azt, hogy Adél a teljes informéaciot elkiildi
Bélanak). Ebben az alfejezetben néhany olyan protokollt mutatunk be, mely
a kommunikacio triikkos szervezésével meglepGen olcson oldja meg feladatat.

11.2.1. Példa. Adél és Béla egy (elore rogzitett) n csiucsa T fa egy részfajat
ismerik: Adélé a Ty részfa, Bélaé a Tp részfa. Azt akarjak eldonteni, hogy
van-e a T4 és Tp részfaknak kozos pontjuk.

A trivialis protokoll nyilvan log M bitet hasznal, ahol M a T fa részfainak
a szdma; M akar 2"~ 1-nél is nagyobb lehet, pl. ha T egy csillag. (Kiilonboz6
részfak esetén Adél lizenete kiilonbozs kell, hogy legyen. Ha a T4 és T
részfakra Adél ugyanazt tizeni, és mondjuk T4 Z T, akkor van T4-nak olyan
v csucsa, mely nincs benne T"-ban; ha Béla részfaja az egyetlen v pontbdl
all, akkor ezen iizenet alapjan nem tudhatja, hogy mi a valasz.)

Nézziik azonban a kiovetkezs protokollt: Adél kivalaszt egy € V(T4) csi-
csot, és elkiildi Bélanak (fenntartunk egy tizenetet arra az esetre, ha T4 iires;
ebben az esetben készen is vannak). Ha x cstcsa a T fanak is, készen vannak
(erre az esetre Bélanak van egy speciélis {izenete). Ha nem, Béla megkeresi
a Tp fa x-hez legkozelebbi pontjat (legyen ez y), és elkiildi Adélnak. Ha ez
T4-ban van, akkor Adél tudja, hogy a két fanak van kézos pontja; ha y nincs
a Ty faban, akkor a két fanak egyaltalan nincs k6z6s pontja. Ez a protokoll
csak 14 2[log(n+1)] bitet hasznal.

O—0O Adél faje

O - -+ Bélafije

11.2. 4bra. Protokoll részfak diszjunktsagara

11.2.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a [T.2.1l példaban barmely proto-
kollhoz legalabb logn bit kell.
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11.2.2. Feladat*. Finomitsuk a fenti protokollt gy, hogy az csak logn +
+loglogn+1 bitet hasznaljon.

11.2.2. Példa. Adott egy n pontu G egyszerd graf. Adél a G graf egy tel-
jes részgrafot feszit6 S, ponthalmazat, Béla egy fliggetlen Sp ponthalmazat
ismeri. El akarjak donteni, van-e a két ponthalmaznak kézos pontja.

Ha Adél teljes informéciot akarna adni Bélanak az altala ismert ponthal-
mazrol, akkor log M bitre volna sziikség, ahol M a teljes részgrafok szama.
Ez azonban lehet akar 2™/2 is, vagyis (a legrosszabb esetben) Adél Q(n) bitet
kell, hogy hasznaljon. Hasonl6 a helyzet Bélaval.

A kovetkezo protokoll lényegesen gazdasagosabb. Adél megnézi, hogy van-e
az S halmazban olyan cstcs, melynek foka legfeljebb n/2—1. Ha van, akkor
egy l-est és utédna egy ilyen v cstics nevét kiildi el Bélanak. Ekkor mindketten
tudjak, hogy Adél halmaza csak v-bsl és bizonyos szomszédaibol all, vagyis
a feladatot egy legfeljebb n/2 csticst grafra vezették vissza.

Ha S4-ban minden cstics foka nagyobb, mint n/2 — 1, akkor csak egy 0-t
kiild Bélanak. Ekkor Béla megnézi, hogy az Sp halmazban van-e olyan cstcs,
melynek foka nagyobb, mint n/2—1. Ha van, akkor egy l-est és egy ilyen w
csics nevét elkiildi Adélnak. Az el6z6ekhez hasonléan ezutan mar mindketten
tudjak, hogy Sp a w-n kiviil csak a w-vel nem szomszédos csucsok kozil
kertilhet ki, és ezzel a feladatot egy legfeljebb (n+41)/2 cstcsu grafra vezették
vissza.

Végiil ha Sp-ben minden csics foka legfeljebb n/2 —1, Béla egy 0-t kiild
Adélnak. Ha mindketten 0-t kiildtek, akkor mar tudjak, hogy halmazaik disz-
junktak.

A fenti fordulo legfeljebb O(logn) bitet hasznal és mivel a graf cstcssza-
mat felére csokkenti, legfeljebb log n-szer lesz ismételve. Igy a teljes protokoll
csak O(log? n). Gondosabb szamolas mutatja, hogy a felhasznalt bitek szdma
legfeljebb [logn|(2+ [logn])/2.

11.3. Nemdeterminisztikus kommunikaciés bo-
nyolultsag

Ahogyan az algoritmusoknéal, a protokolloknal is fontos szerepet jatszik a
nemdeterminisztikus valtozat. Ez — némileg a ,tantsitvany” fogalmaval ana-
16g modon — a kovetkezdképpen definialhatd. Azt akarjuk, hogy Adél és Béla
barmely olyan bemenetére, melyre a valasz 1, egy ,szuperlény” kinyilatkoz-
tathat egy révid 0-1 sorozatot, mely mind Adélt, mind Bélat meggydzi arrol,
hogy a vélasz valéban 1. A  szuperlény” nyilatkozatat nem kell elhinniiik,
de mindketten csak annyit jelezhetnek, hogy a maguk részérdl elfogadjik a
bizonyitékot. Egy nemdeterminisztikus protokoll tehét bizonyos lehetséges
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21,5 2m € {0,1}t kinyilatkoztatasokbol” 4ll (valamilyen elére lerdgzitett ¢
hosszusaggal), melyek mindegyike Adél bizonyos bemenetei és Béla bizonyos
bemenetei szaméara elfogadhatok. Egy bemenet-parhoz akkor és csak akkor
van olyan z;, mely mindkett§ szamara elfogadhato, ha a bemenet-péarra a va-
lasz 1. A t paraméter, azaz a z; kinyilatkoztatasok hossza a protokoll bonyo-
lultsaga. Végiil a C' métrix nemdeterminisztikus kommunikdcios bonyolultsaga
a ré alkalmazhat6 nemdeterminisztikus protokollok minimalis bonyolultsaga;
ezt knp(C)-vel jeloljik.

11.3.1. Példa. A [IT.1.1l példaban, ha azt akarja bizonyitani a szuperlény,
hogy a két sorozat kiilonboz8, elég azt nyilatkoznia: ,Adél i-edik bitje 0, mig
Bélaé nem az”. Ez — a szoveges résztdl eltekintve, ami része a protokollnak —
csak [logn]+1 bit, tehat joval kevesebb, mint az optimalis determinisztikus
protokoll bonyolultséiga.

Megjegyezziik, hogy annak a bizonyitésat, hogy a két sz6 azonos, még a
szuperlény sem tudja elvégezni kevesebb, mint n bittel, mint azt mindjart
latni fogjuk.

11.3.2. Példa. Tegyiik fel, hogy Adél és Béla egy-egy konvex sokszoget ismer
a sfkon, és azt akarjadk eldonteni, hogy van-e a két sokszdgnek kdzos pontja.

Ha a szuperlény arr6l akarja meggydzni a jatékosokat, hogy sokszogeik
nem diszjunktak, akkor ezt konnyen megteheti azzal, hogy kinyilatkoztat egy
kozos pontot. Mindkét jatékos ellendrizheti, hogy a kinyilatkoztatott pont
val6ban hozzatartozik az 6 sokszogéhez.

Eszrevehetjiik, hogy ebben a példaban a tagado valaszt is konnyen tudja
bizonyitani a szuperlény: ha a két sokszog diszjunkt, akkor elegendd egy
olyan egyenest kinyilatkoztatnia, melynek Adél sokszoge a jobbpartjan, Béla
sokszoge a balpartjan van. (A példa bemeneteinek és a nyilatkozatoknak a
pontos bitszdméat most nem targyaljuk, de megjegyezziik, hogy ha két konvex
sokszog a sikban diszjunkt, akkor valamelyiknek az egyik oldalegyenese jo
elvalaszto.)

Legyen z a szuperlény egy lehetséges kinyilatkoztatasa, és legyen H, mind-
azon (i,j) bemenet-parok halmaza, melyekre z ,meggy6zi” a jatékosokat ar-
16l, hogy ¢;; = 1. Eszrevehetjiik, hogy ha (i1, j1) € H, és (i, j2) € H.,, akkor
(i1,42) és (i2, 1) is H,-be tartozik: mivel (i1,71) € H,, Adél az i; bemenet
birtokaban elfogadja a z kinyilatkoztatéast ; mivel (iq, jo) € H,, Béla a js beme-
net birtokaban elfogadja a z kinyilatkoztatéast; igy tehat az (i1, j2) bemenet
birtokaban mindketten elfogadjak z-t, és ezért (i, j2) € H,.

Ezek szerint H,-t ugy is tekinthetjiik, mint a C' méatrix egy részmatrixat,
mely nyilvanvaléan csupa 1-esbdl all. Egy nemdeterminisztikus protokoll le-
hetséges z kinyilatkoztatasaihoz tartoz6 H, részmatrixok lefedik a C' matrix
1-eseit, mert a protokoll minden olyan bemenetre kell, hogy vonatkozzon,
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melyre a valasz 1 (lehetséges, hogy egy maétrixelem t6bb ilyen részmétrix-
hoz is hozzatartozik). Tehat a C' matrix 1-esei lefedhetck legfeljebb 258 p(C)
csupa-1-es részmaétrixszal.

Megforditva, ha a C métrix 1-esei lefedhetSk 2! csupa-1-es részmatrixszal,
akkor konnyd ¢ bonyolultsdgti nemdeterminisztikus protokollt megadni: a
szuperlény annak a részmétrixnak a sorszamét nyilatkoztatja ki, mely az
adott bemenet-part lefedi. Mindkét jatékos ellendrzi, hogy az & bemenete a
kinyilatkoztatott részméatrix sora, ill. oszlopa-e. Ha igen, akkor meg lehetnek
gy6z&dve, hogy a megfelel6 matrixelem 1. Ezzel tehéat belattuk a kdvetkezd
allitast:

11.3.1. Lemma. kyp(C) a legkisebb olyan t természetes szdm, melyre a
mdtriz 1-esei lefedhetdk 20 csupa-1-es részmdtrizszal. O

A[ITTT példa tagadasaban (ha a két bemenet egyenlGségét kell bizonyi-
tani), a C' matrix a 2™ x 2"-szeres egységmatrix. Ennek nyilvan csak 1x1-es
részmatrixai csupa-1-esek, igy az 1-esek lefedéséhez 2" ilyen részmaéatrix kell.
Igy ennek a feladatnak a nemdeterminisztikus kommunikacios bonyolultsaga
n.

Legyen a x(C) = s. Ekkor C felbonthato 2° részmatrixra (melyek kozott
iiresek, azaz 0 X 0 mérettek is lehetnek), melyek fele csupa-0, fele csupa-1.
Ezért a[I1.31l lemma szerint C nemdeterminisztikus kommunikécios bonyo-
lultsaga legfeljebb s — 1. Tehat

KND(C) S K(C)—l.

AMT31l példa mutatja, hogy a két mennyiség kozott igen nagy eltérés lehet.
Jelolje C' azt a matrixot, melyet C-b6l tigy kapunk, hogy minden 1-est
0-ra, minden 0-t 1-esre cseréliink. Nyilvanvald, hogy x(C) = x(C). A IL31}
példa azt is mutatja, hogy knp(C) és knp(C) nagyon kiilénbozs lehet. Az
el6z6 megjegyzések alapjan
max{1+xyp(C), 1+rnp(C)} < K(O).

A kovetkez6 fontos tétel (Aho, Ullman és Yannakakis) azt mutatja, hogy itt
mar nem lehet tul nagy az eltérés az egyenlStlenség két oldala kozott:

11.3.2. Tétel.
Ii(c) S (HND(O)+2) . (KND(C)+2).

Elesebb egyenlétlenséget bizonyitunk. Jelolje egy tetszéleges (nem csupa-0)
C 0-1 méatrix esetén o(C) a legnagyobb olyan ¢ szamot, melyre C-nek van
olyan t x t-es részmatrixa, melyben — a sorok és oszlopok alkalmas atrendezése
utan — a f6atloban 1-esek, a f64tlo felett pedig 0-k allnak. Nyilvanvalo, hogy

o(C) < 1k(C),
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és a[I1.371l lemmabol kovetkezik, hogy

log o(C) < knp(C).
Ezért az alabbi egyenl6tlenséghdl a tétel kovetkezik:
11.3.3. Tétel. Ha C nem csupa-0 mdtriz, akkor

K(C) <24 (log o(C)) (knp(C)+2).
Bizonyitds. Teljes indukciot hasznalunk o(C)-re. Ha o(C) = 1, akkor a pro-

tokoll trivialis. Legyen o(C) > 1 és p = knp(C). Ekkor a C' matrix 0-sai
lefedhetSk 2P csupa-0 részmatrixszal, mondjuk M, ..., Mop-vel. Meg aka-
runk adni egy olyan protokollt, mely legfeljebb (p+2)log o(C) bittel eldonti
a kommunikécios feladatot. A protokoll rogziti az M; matrixokat, ezt tehat
a jatékosok is ismerik.

Minden M; részmatrixhoz tekintsiik azt az A; matrixot, melyet C-nek az
M;-t metsz sorai, és azt a B; matrixot, melyet C-nek az M;-t metszs6 oszlopai

alkotnak. A protokoll alapja a kovetkezs, igen kdnnyen belathato allitas:

11.3.4. Allitas.
0(A;)+o(B;) < p(C). O

Ezek utan a kovetkezd protokollt irhatjuk els:

Adél megnézi, hogy van-e olyan i index, melyre M; metszi az 6 sorat, és
melyre o(A;) < %Q(O). Ha igen, akkor elkiild egy 1-est és az i indexet Bélanak,
és lezarult a protokoll els6 fazisa. Ha nem, akkor azt {izeni, hogy 0. Ekkor
Béla megnézi, hogy van-e olyan 7 index, melyre M; metszi az § oszlopat, és
melyre o(B;)<10(C). Ha igen, akkor elkiild egy 1-est és az i indexet Adélnak.
Ha nem, akkor 0-t kiild. Ezzel az els6 fazis mindenképpen befejez&dott.

Ha az els6 fazisban akar Adél, akar Béla talal megfelels ¢ indexet, akkor
legfeljebb p+2 bit kommunikicidja dran a feladatot egy olyan C' (= A; vagy
B;) métrixra szoritottak meg, melyre o(C’) <4 0(C). Innen a tétel indukcisval
adodik.

Ha az els6 fazisban mindkét jatékos 0-t iizent, akkor be is fejezhetik a
protokollt: a vélasz 1. Valoban, ha Adél soranak és Béla oszlopanak a met-
széspontjaban 0 allna, akkor ez beletartozna valamelyik M; részmatrixba. De
erre a részmatrixra egyrészt

1

o(A)) > 0(C)
(mert Adélnak nem felelt meg), mésrészt
1

o(Bi) > 50(C)

(mert Bélanak nem felelt meg). De ez ellentmond a fenti allitdsnak. O
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Erdemes megfogalmazni a fenti tételnek egy masik kovetkezményét (vo.

a[ITTTl lemmaval):

11.3.5. Kovetkezmény. Ha C nem csupa-0 mdtriz, akkor
K(C) <24 (log(rk(C))) (knp(C) +2). O

Megjegyzés. Kicsit tovabb is boncolgathatjuk az algoritmusok és protokol-
lok analogiajat. Legyen adva (az egyszertiség kedvéért négyzetes) 0-1 méatri-
xoknak egy H halmaza. Azt mondjuk, hogy H € P**™™ ha barmely C' € H
matrix kommunikacios bonyolultsaga (loglog N)-nek egy polinomjénal nem
nagyobb, ahol N a C matrix sorainak szama. (Tehat ha a bonyolultsag a
trivialis 14 log N-nél lényegesen kisebb.) Azt mondjuk, hogy H € NPF™™
ha barmely C' € H matrix nemdeterminisztikus kommunikacioés bonyolult-
saga (loglog N)-nek egy polinomjanal nem nagyobb. Azt mondjuk, hogy
H € co-NP*™™ ha a {C: C € H} matrixhalmaz NP*™_ban van. Ekkor
a[[1.31l példa mutatja, hogy

Pkomm #NPkomm7
a tételbdl pedig az kovetkezik, hogy

Pkomm _ NPkomm mCO-NPkomm.

11.4. Randomizalt protokollok

Ebben a pontban példat mutatunk arra, hogy a randomizaci6 igen jelentd-
sen csokkentheti a protokollok bonyolultsagat. Ismét azt a feladatot tekint-
jik, hogy a két jatékos bemenetei azonosak-e. Mindkét bemenet egy-egy n
hosszusagu 0-1 sorozat, mondjuk x és y. Ezeket tekinthetjiik 0 és 2™ —1 kozotti
természetes szamoknak is. Mint lattuk, ennek a feladatnak a kommunikacios
bonyolultsdga n+1.

Ha a jatékosok véletlen szamokat is valaszthatnak, akkor sokkal hatéko-
nyabban elintézheté a kérdés. Modelliinkén csak annyi a véltoztatas, hogy
mindkét jatékosnak van egy-egy véletlenszdm-generatora, melyek fiiggetlen
biteket generalnak (nem jelenti az altalanossag megszoritasat, ha feltessziik,
hogy a két jatékos bitjei egymastol is fiiggetlenek). A két jatékos altal kisza-
molt eredmény-bit egy valoszintiségi valtozo6 lesz; akkor j6 a protokoll, ha ez
legalabb 2/3 valoszintséggel az igazi értékkel egyenld.

Protokoll: Adél valaszt egy véletlen p primszamot az [1, N] intervallumbol
(N értékét majd megfelelsen megvalasztjuk), és elosztja z-et p-vel maradé-
kosan. Legyen a maradék r; ekkor Adél elkiildi Bélanak a p és r szdmokat.
Béla ellenérzi, hogy y = r (mod p). Ha nem, akkor azt allapitja meg, hogy
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x # y. Ha igen, akkor azt allapitja meg, hogy = =y. (A valaszbitet elkiildi
Adélnak.)

El6szor is megjegyezziik, hogy ez a protokoll csak 2log N +1 bitet hasznal,
mivel 0<r<p< N. A probléma az, hogy tévedhet ; nézziik meg, milyen irany-
ban és milyen valoszintséggel. Ha = = y, akkor mindig a helyes eredményt
adja. Ha x # y, akkor elképzelhets, hogy x és y ugyanazt az osztasi maradé-
kot adja p-vel osztva, és igy a protokoll hibas kévetkeztetésre jut. Ez akkor
kévetkezik be, ha p osztdja a d= |z —y| kiilonbségnek. Legyenek d primosztoi
P1,y-.., Pk, akkor

d>p1-....px >2-3-5-...-q,

ahol ¢ a k-adik primszam. Ismert szdmelméleti tény, hogy
2:3-5-....q>2071,

Mivel d < 27, ebbél adddik, hogy ¢ <n és ezért k <m(n) (ahol w(n) a primek
szama n-ig). Igy annak a valoszintsége, hogy p-nek éppen a d egy primosz-
tojat valasztottuk, igy becsiilhets:

k m(n)

Pr(p OStha, d—t) = m S ﬂ'(N .

~—

Marmost a primszamtétel szerint 7(n) ~ n/logn, és igy ha N-et cn-nek va-
lasztjuk, akkor a fenti korlat aszimptotikusan 1/¢, vagyis ¢ megfelels valasz-
tasaval tetszélegesen kicsivé tehets. Ugyanakkor az atkiildends bitek szama
csak 2log N+1 =2logn +konstans.

Megjegyzés. Nem minden kommunikaciés probléméaban segit ennyit a vé-
letlen hasznalata. A IT.1.1l feladatban lattuk, hogy két halmaz diszjunkt
voltanak, ill. metszetiik paritasanak a meghatarozésa determinisztikus pro-
tokollok szempontjabol ugyanigy viselkedik, mint a 0-1 sorozatok azonos
voltanak eldontése. Ezek a probléméak azonban a véletlent is megengedd pro-
tokollok szempontjabol mar masképp viselkednek, mint az azonossag: Chor
és Goldreich megmutattak, hogy a metszet paritasanak a kiszdmitasahoz vé-
letlent felhasznalva is (n) bit kell, Kalyanasundaram és Schnitger pedig
két halmaz diszjunkt voltdnak eldéntésére bizonyitotta be ugyanezt az alsé
becslést.






12. fejezet

A bonyolultsag alkalmazasa:
kriptografia

Egy jelenség bonyolult volta a megismerésének {6 akadalya lehet. Jegyzetiink
— reméljiik — bizonyitja, hogy a bonyolultsag nem csak akadalya a tudoma-
nyos kutatasnak, hanem fontos és izgalmas targya is. Fzen feliil azonban
olyan jelentds alkalmazasai is vannak, melyekben egy feladat bonyolultsdgét
hasznaljuk ki valamilyen fontos cél elérése érdekében. A [T fejezetben példaul
elemeztiik a pszeudovéletlenszam-generatorokat. Ebben a fejezetben egy ma-
sik ilyen példat targyalunk, a kriptogrdfiat, vagyis a titkosirdsok tudomanyat.
A bonyolultsagelmélet eredményeinek felhasznalasaval a titkosirdasok tullép-
tek a régrél ismert (katonai, hirszerzési) alkalmazasokon, és a szamitogépes
biztonsag, az elektronikus kereskedelem és bankolas, valamint az egész inter-
net alapvets részévé valtak.

12.1. A klasszikus probléma

A Felado egy « tizenetet akar elkiildeni a Cimzettnek (ahol z pl. egy n hosszi-
sagt 0-1 sorozat). A cél az, hogy ha az iizenet egy illetéktelen harmadik kezébe
keriil, az ne értse meg. Ehhez az lizenetet ,kodoljuk”, ami azt jelenti, hogy a
Feladd az tizenet helyett annak egy y kddjat kiildi el, melybél a cimzett vissza
tudja fejteni az eredeti lizenetet, de egy illetéktelen nem. Ehhez egy d kulcsot
hasznalunk, mely (mondjuk) ugyancsak egy n hosszusagu 0-1 sorozat. Ezt a
kulcsot csak a Feladd és a Cimzett ismerik.

A Felado tehat kiszamit egy y = f(z,d) kodot, mely ugyancsak egy n
hossztsaga 0-1 sorozat. Feltessziik, hogy minden rogzitett d-re f(-,d) bijekti-
ven képezi le {0,1}"-t Snmagéara. Ekkor f~1(-,d) létezik, és igy a Cimzett, a d
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kulcs ismeretében, rekonstruélhatja az = izenetet. A legegyszertibb, gyakran
hasznalt f fliggvény az f(z,d) = x&d (bitenkénti dsszeadas modulo 2).

12.2. Egy egyszeri bonyolultsagelméleti modell

Nézziink most egy olyan feladatot, melynek — latszélag — semmi koze az els-
z6ho6z. Egy bankautomatébol lehet pl. pénzt kivenni. A szamlatulajdonos be-
gépeli a nevét vagy szamlaszamat (gyakorlatban egy kartyat dug be, melyen
ezek az adatok megtalalhatok) és egy jelszot. A bank szamitogépe ellendrzi,
hogy valoban az {igyfél jelszava-e az. Ha ezt rendben talalja, az automata
kiadja a kivant pénzmennyiséget. Ezt a jelszot elvileg csak a szamla tulajdo-
nosa ismeri (az a kartyajara sincs rairva), igy ha ¢ vigyaz ra, hogy mas meg
ne ismerhesse, akkor ez a rendszer latszolag teljes biztonsadgot nyujt.

A probléma az, hogy a jelszot a banknak is ismerni kell, és igy a bank alkal-
magzottja visszaélhet vele. Lehet-e olyan rendszert kialakitani, hogy a jelszot
ellendrzé program teljes ismeretében se lehessen a jelszot kikovetkeztetni? Ez
a latszolag 6nellentmondoé kovetelmény kielégithetd!

Megoldas: az ligyfél felvesz n pontot 1-t6l n-ig szamozva, berajzol vélet-
lenszertien egy Hamilton-kort, és hozzavesz tetszélegesen tovabbi éleket. O
maga megjegyzi a Hamilton-kort; ez lesz a jelszava. A grafot (a Hamilton-
kor kitiintetése nélkiil!) atadja a banknak.

Ha a banknal valaki jelentkezik az iigyfél nevében, a bank a beadott jelszo-
rol ellenérzi, hogy a nala tarolt grafnak Hamilton-kore-e. Ha igen, elfogadja;
ha nem, elutasitja. Lathato, hogy még ha a grafot magat illetékteleniil meg is
ismeri valaki, akkor is meg kell oldania azt a feladatot, hogy az adott grafban
Hamilton-kort keressen. Ez pedig NP-nehéz!

Megjegyzések. 1. Természetesen a Hamilton-kor probléma helyett barmely
mas NP-teljes problémara is alapozhattuk volna a rendszert.

2. Ez a rendszer persze csak az alabbi két feltétel teljesiilése esetén biz-
tonsdgos. Egyrészt meg kell biznunk a bank szoftverében, hogy a begépelt
Hamilton-koért nem téarolja el, csak addig van a memoridban, amig ellendr-
zi. Méasrészt meg kell biznunk a kommunikacios csatornaban (és magaban a
bankautomataban) is, hogy az elkiildott jelszot senki sem hallgatja le. Igy a
mai valosagban ez a modszer mar csak a fejezet kés6bbi részeivel egyiitt al-
kalmazva tekinthetd biztonsdgosnak, illetve lasd még a[T4.3l alfejezetet, ahol
pont ezt a kérdést boncolgatjuk.

3. Atsiklottunk egy nehéz kérdésen: hany tovabbi élt vegyen hozza az iigyfél
a grafhoz, és hogyan? A probléma az, hogy a Hamilton-kér probléma NP-
teljessége csak azt jelenti, hogy megoldasa a legrosszabb esetben nehéz. Azt,
hogy hogyan lehet egy olyan grafot konstrualni, melyben van Hamilton-kor,
de ezt nehéz megtalalni, nem tudjuk.
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Természetes otlet, hogy probaljuk meg ezt a grafot véletlen vélasztassal
csinalni. Ha az Osszes n pontu grafok koziil valasztanank egyet véletlensze-
riien, akkor megmutathato, hogy ebben igen nagy valosziniiséggel kdnnyen
lehet Hamilton-kort talalni. Ha az n pontu és m éli grafok koziil valasztunk
egyet véletlenszertien, akkor tuil nagy m vagy tul kicsi m esetén hasonl6 a
helyzet. Az m = (1/2)nlogn eset legalabbis nehéznek latszik.

12.3. Nyilvanos kulcsi kriptografia

Ebben a pontban egy olyan rendszert ismertetiink, mely szamos ponton jelen-
t@sen megjavitja a klasszikus kriptografia modszereit. El6szor is megjegyez-
ziik, hogy a rendszer nem annyira katonai, mint polgari célokat kivin meg-
oldani. Az elektronikus posta hasznalatdhoz a hagyoményos levelezés olyan
eszkozeit kell elektronikusan megoldani, mint a boriték, alairas, cégjelzés stb.
A rendszernek N > 2 szereplGje van. Az i-edik szereplének van egy nyil-
vanos e; kulcsa (ezt pl. egy ,telefonkényvben” kozzéteszi) és egy titkos d;
kulcsa, melyet csak & ismer. Van tovabba egy mindenki altal ismert kodo-
16/dekodolo fiiggvény, mely minden z lizenetbdl és (titkos vagy nyilvanos) e
kulesbol kiszamit egy f(x,e) tizenetet. (Az x lizenet és kodja valamely egy-
szertien megadhat6 H halmazbol legyen; ez lehet pl. {0,1}", de lehet akér a
modulo m maradékosztalyok halmaza is. Feltessziik, hogy az z iizenet maga
tartalmazza a felado és a cimzett nevét, valamint a kiildési id6pontot ,,emberi
nyelven” is.) Teljesiil, hogy minden x € H-ra és minden 1 <i < N-re

f(f(xael)vdZ) = f(f(xadl);ez) =x.

Ha az i-edik szerepls egy «x iizenetet akar elkiildeni a j-ediknek, akkor ehelyett
az y= f(f(z,d;),e;) tizenetet kiildi el. Ebbé] a j-edik az eredeti izenetet az
x = f(f(y,d;), e;) formulaval ki tudja szamitani.

Ahhoz, hogy ez a rendszer hasznélhato legyen, az alabbi bonyolultsagi
feltételeknek kell teljesiilniiik:

(B1) Adott a-re és e-re f(x,e) hatékonyan kiszamithato.

(B2) Az x, e; és tetszOleges szamut d;, , . . ., d;, (jk #1%) ismeretében f(z,d;)
nem szamithat6 ki hatékonyan.

A tovabbiakban a ,hatékonyan” alatt polinomialis id6t értiink, de a rend-
szer értelmezhets mas erdforras-korlatozas mellett is.

A (B1) feltevés biztositja, hogy ha az i-edik szerepls a j-edik szereplének
iizenetet kiild, azt ki tudja szdmitani polinomiélis id6ben, és a cimzett is meg
tudja fejteni polinomialis idében. A (B2) feltétel agy is fogalmazhatd, hogy
ha valaki egy x iizenetet az i-edik szerepld nyilvanos kulcsaval kddolt, és uta-
na az eredetit elvesztette, akkor a kodolt {izenetbdl a résztvevék semmilyen
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koalicioja sem tudja az eredetit (hatékonyan) rekonstrualni, ha az i-edik nin-
csen kozottiik. Ez a feltétel nydjtja a rendszer ,biztonsagat”. Ehhez a (B2)
klasszikus kovetelmény mellett egy sor mas biztonsagi feltétel is hozzéatarto-
zik.

12.3.1. Allitas. A j-edik szereplonek sz0lo dizenetet csak & (a j-edik) tudja
megfejtens.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy illetéktelen szereplék egy ki,...,kn csoport-
ja megtudja az f(f(z,d;),e;) lizenetet (akar azt is, hogy ki kiildte kinek),
és ebbdl ki tudjak hatékonyan szamitani xz-et. Ekkor k1, ..., kp és az i-edik
egylitt az y= f(x, e;)-bol is ki tudna szamitani = f(y, d;)-t. Legyen ugyanis
z = f(z,e;), ekkor ismerik az y = f(z,e;) = f(f(z,d;),e;) lizenetet, és igy
ki,...,kn eljarasat alkalmazva ki tudjak szamitani z-t. De ebbdl az i-edik
szerepld segitségével ki tudjak szamitani z-et is az x = f(z, d;) képlettel, ami
ellentmond (B2)-nek (ha a j-edik nem volt a k1, .. ., ky, szereplSk kozott). O

Hasonl6 meggondolésokkal igazolhatok az alabbiak:

12.3.2. Allitas. Nem tud senki az i-edik szerepld nevében tzenetet hamisita-
ni, vagyis a j-edik biztos lehet benne, hogy az tizenetet csak az i-edik kildhette.

12.3.3. Allitas. A j-edik szerepld be tudja bizonyitani eqy harmadik sze-
mélynek (pl. birésignak) hogy az i-edik az adott tzenetet kildte; ekozben a
rendszer titkos elemeit (a d; és d; kulcsokat) nem kell felfedni.

12.3.4. Allitas. A j-edik szereplé nem tudja az tizenetet megmdsitani (és azt,
mint az i-edik tizenetét pl. a birdsdgon elfogadtatni), vagy az i-edik nevében
mdsnak elkildeni.

Egyaltalaban nem vildgos persze, hogy van-e a fenti (B1) és (B2) feltéte-
leknek eleget tev6 rendszer. Ilyen rendszert csak bizonyos szamelméleti bo-
nyolultsagi feltevések mellett sikeriilt megadni. (Javasoltak olyan rendszert is,
melyrdl késébb kideriilt, hogy nem biztonsagos — a felhasznalt bonyolultsagi
feltételek nem voltak igazak.) A kiovetkezs pontban egy gyakran hasznalt, és
a mai tudasunk szerint biztonsagos rendszert irunk le.

12.4. A Rivest-Shamir-Adleman kéd (RSA kod)

Ennek a rendszernek (roviditett nevén RSA kddnak) egyszeriibb valtozataban
a ,posta” general maganak két n jegytd primszamot, p-t és ¢-t, és kiszamitja
az m = pq szamot. Ezt az m szamot kozzéteszi (de a primfelbontésa titokban
marad!). Ezek utan general minden eléfizetének egy olyan 1 <e; <m szamot,
mely (p—1)-hez és (¢ — 1)-hez relativ prim. (Ezt megteheti agy, hogy egy
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véletlen e;-t general 0 és (p—1)(q—1) kozott, és az euklideszi algoritmussal
ellendrzi, hogy relativ prim-e (p—1)(q¢ — 1)-hez. Ha nem, 0j szaimmal probal-
kozik. Koénnyti belatni, hogy log n ismétlés alatt nagy valészintséggel kap
egy jo e; szamot.) Ezek utan az euklideszi algoritmus segitségével talal olyan
1 <d; <m—1 szdmot, melyre

e;di=1 (mod (p—1)(¢g—1))

(itt (p—1)(¢—1)=p(m), az m-nél kisebb, hozza relativ prim szdmok szama).
A nyilvanos kulcs az e; szam, a titkos kulcs a d; szam. Magat az lizenetet egy
0 <z <m természetes szamnak tekintjiik (ha ennél hosszabb, akkor megfelels
darabokra vagjuk). A kodolo fliggvényt az

f(z,e)=2° (mod m), 0<f(x,e)<m

formuléaval definialjuk. A dekédolasra ugyanez a formula szolgél, csak e he-
lyett d-vel.

A kodolas/dekodolas inverz volta az Euler-Fermat-tételbdl kovetkezik. De-
finici6 szerint e;d; = 1+ @(m)r =14r(p—1)(¢—1), ahol r természetes szam.
Igy ha (x,p) = 1, akkor

F(F(@eq),di) = (29)% = 25 = (@)@ =5 (mod p).
Masrészt ha p|x, akkor nyilvan
%% =0=2 (mod p).

Igy tehat
%% =g (mod p)

minden z-re fennéll. Hasonléan adédik, hogy

eidi — o (mod q),
és ezért
z%% =2 (mod m).

Mivel az els6 és utolso szam egyarant 0 és m — 1 kozé esik, kovetkezik, hogy
egyen16eka Vagyis f(f(xu 61'), dl) = f(f(xu di)u ei) =Z.

A (B1) feltétel konnyen ellendrizhets: z, e; és m ismeretében x®-nek m-
mel vett osztasi maradéka polinomialis id6ben kiszamithato, mint azt a 311
alfejezetben lattuk. A (B2) feltétel legfeljebb csak az alabbi, gyengébb for-
maban all fenn:

(B2’) Az z és e; ismeretében f(z,d;) nem szamithato ki hatékonyan.

Ezt a feltételt tgy is fogalmazhatjuk, hogy Osszetett modulusra nézve e;-
edik gyok vonasa a modulus primfelbontasanak ismerete nélkiil nem végez-
het6 el polinomialis id6ben. Ezt a feltevést nem tudjuk bebizonyitani (még a
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P#£NP hipotézissel sem), de mindenesetre a szamelmélet jelenlegi allasa sze-
rint igaznak latszik.

Az RSA kod fenti egyszerii valtozata ellen tobb kifogas is felhozhato. El6-
szOr is, a ,posta” minden iizenetet meg tud fejteni, hiszen ismeri a p, ¢ sza-
mokat és a d; titkos kulcsokat. De még ha fel is tételezziik, hogy a rendszer
felallasa utan ezt az informéaciét megsemmisitik, akkor is nyerhetnek ille-
téktelenek informéciot. A legnagyobb baj a kovetkezs: A rendszer barmely
résztvevdje meg tud fejteni barmely mds résztvevdnek kildott izenetet. (Ez
nem mond ellent a (B2’) feltételnek, mert a rendszer j-edik résztvevéje z-en
és e;-n kiviil ismeri a d; kulcsot is.)

Tekintsiik tehat a j-edik résztvevét, és tegyiik fel, hogy kezébe jut a k-adik
résztvevonek kildott z = f(f(x,d;), ex) tlizenet. Legyen y = f(x,d;). A j-edik
résztvevs a kovetkezGképpen fejti meg a nem neki sz6lo tizenetet. Kiszamitja
(ejd; —1)-nek egy u-v szorzattd bontasat, ahol (u,ex) = 1, mig v minden
primosztoja ex-nak is osztoja. Ez gy térténhet, hogy kiszadmitja az euklideszi
algoritmussal e és ejd; — 1 legnagyobb kozds osztojat, vi-et, majd ex és
(ejd; —1)/v1 legnagyobb kozds osztojat, ve-t, majd er és (ejd; —1)/(vive)
legnagyobb ko6z6s osztojat, vs-at sth. Ez az eljaras legfeljebb t = [log(e;d; —
—1)] 1épésben véget ér, vagyis v, = 1. Ekkor v =v1 --- vy és u = (e;d; —1)/v
adja a kivant felbontéast.

Vegyiik észre, hogy mivel (p(m),exr) = 1, ezért (¢(m),v) = 1. Méasrészt
p(m)|ejd; —1 = uv, és ebbdl kévetkezik, hogy ¢(m)|u. Mivel (u,ex) =1, az
euklideszi algoritmus segitségével a j-edik résztvevs ki tud szamitani olyan s
és t természetes szamokat, melyekre se; = tu+ 1. Ekkor

S seg 1+tu

Pyt =y T =yy") =y (mod m),

és igy
=y = 2%,

Igy z-et a j-edik résztvevé is ki tudja szamitani.

12.4.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a rendszer minden résztvevgje be-
csiiletes is, még mindig okozhat kiils6 személy bajt a kovetkezképpen (leg-
alabbis ha nem tartjuk be a korabbi elvarast, hogy a levél maga tartalmazza
a feladot is és a cimzettet is). Tegyiik fel, hogy egy illetéktelennek kezébe
jut egy azonos szovegi levélnek két kiilonbozs személyhez kiildott valtozata,
mondjuk f(f(z,di),e;) és f(f(x,d;),ex), ahol (ej,er) =1 (ez kis szerencsével
fennall). Ekkor az x sz6veget rekonstrualni tudja.

Most leirjuk az RSA kod egy jobb valtozatat. Minden i-re az i-edik szerepld
general maganak két n jegyi primszamot, p;-t és g;-t, és kiszdmitja az m; =
=p,q; szamot. Ezek utan general maganak egy olyan 1 <e; <m; szamot, mely
(pi —1)-hez és (¢; — 1)-hez relativ prim. Az euklideszi algoritmus segitségével
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talal olyan 1 < d; < m; —1 szamot, melyre
ed; =1 (mod (p;—1)(¢; —1)).

A nyilvanos kulcs az (e;, m;) parbol, a titkos kules a (d;, m;) parbél all.
Magat az lizenetet egy x természetes szamnak tekintjiik. Ha 0 <z < m,
akkor a kodolo fliggvényt tgy, mint korabban, az

f(z,ei,m;) =2  (mod m;), 0< fz, e, mi) <m;

formuléval definidljuk. Mivel azonban a kiilénb6z6 résztvevsk kiilonb6zs m;
modulust hasznalnak, célszert lesz kiterjeszteni az értelmezést kozos értel-
mezési tartomanyra, amit akar a természetes szamok halmazanak is valaszt-
hatunk. Irjuk fel z-et m; alapti szamrendszerben: z =" y xjmi, és szamitsuk
ki a fliggvényt az

fla,ei,mi) =Y flaj,ei,mi)m]
j

formulaval. A dekodold fiiggvényt hasonloan definialjuk, e; helyett d;-t hasz-
nélva.

Az egyszeriibb valtozatra elmondottakhoz hasonléan kévetkezik, hogy ezek
a fliggvények egymas inverzei, hogy (B1) teljestil, és (B2)-r8l is sejthets, hogy
igaz. Ebben a valtozatban a ,posta” semmilyen olyan informaciéval nem ren-
delkezik, ami nem nyilvanos, és az egyes d; kulcsok természetesen semmilyen
informéciot nem hordoznak a tébbi kulcsra vonatkozolag. Igy itt a fent em-
litett hibak nem lépnek fel.






13. fejezet

Halo6zatok bonyolultsaga

Az egyik legtobbet vizsgalt és legnehezebb feladat a szamitastudomanyban
kiilonbo6z6 alsé korlatokat bizonyitani szamitasi problémak id6- és tarigényé-
re. A legfontosabb kérdés az, hogy Pi]NP, de ennél egyszertibb kérdésekre sem
tudjuk még a vélaszt. A klasszikus logikai megkozelités, mely a2l fejezetben
latott modszereket probalja erre az esetre alkalmazni, gy ttinik cs6d6t mond.

Létezik egy masik, kombinatorikai modszer, mellyel alsé korlatokat lehet
bizonyitani szamitési feladatok bonyolultsagara. Ez a megkozelités a Boole-
hélézatokkal valo kiszamithatdsagra mikodik szépen és elsGsorban a szamitas
lépései kozti informéacidcserét probalja vizsgalni. Ezt a modszert egy szép (és
elég bonyolult) bizonyitassal mutatjuk be. (A kérdések nehézségét pedig jol
mutatja, hogy ez a legegyszertibb bizonyitas ilyen tipust kérdésre!)

El6szor két egyszert fiiggvényt fogunk vizsgalni, melyek:

A TOBBSEG fiiggvény:

1, ha legalabb n/2 valtozo 1,

TOBBSEG(ml,...,xn)_{ 0 egyébkent.

A PARITAS (vagy roviden XOR) fiiggvény:
PARITAS(z1,...,2,) =21 +x2+---+x, (mod 2).

Ezeket a fiiggvényeket persze nem nehéz kiszamitani, de mi a helyzet, ha
parhuzamos szamitéassal akarjuk ket nagyon gyorsan kiszamolni? Ahelyett,
hogy a nehezen kezelheté PRAM-gépekkel dolgoznank, inkabb a parhuzamos
szamitas egy altalanosabb modelljét, a kis mélységii Boole-hélézatokat fogjuk
vizsgélni.

Itt meg kell jegyezniink, hogy ha korlatozzuk a halozat befokat példaul
2-re, akkor trivialis, hogy legalabb log n mélységt halozatra lesz sziikségiink ;
hiszen kiilonben nem is fligghetne a kimenet az 6sszes bemenettsl (lasd az

209
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alabbi feladatot). Tehat a halozatok most nemkorlatozott be- és kifokiaak
lesznek (ez a CRCW PRAM-gépek megfelelje).

13.0.2. Feladat. Ha egy Boole-halozat befoka 2 és n inputja van, melyek
mindegyikétdl fiigg a kimenet, akkor a mélysége legalabb log n.

Emlékeztetiink ra, hogy az [l fejezetben lattuk, hogy barmely Boole-fiigg-
vény kiszamithato 2 mélységii halozattal. De olyan egyszert fiiggvények, mint
a TOBBSEG esetén is exponencialisan nagy halézatokat kapunk igy. Ha polino-
mialis algoritmussal szamitunk ki ilyen tipusu fiiggvényt, akkor, mint ahogy
szintén az [Il fejezetben lattuk, polinomilis méretd Boole-halozatot lehet
bel6liik csinalni, azonban ezek nem feltétleniil lesznek sekélyek (tipikusan li-
nearis, de ha elég gondosak vagyunk, logaritmikus mélységiiek lesznek).

Lehet olyan halozatot csinalni, ami egyszerre lesz kicsi (polinomialis mé-
retl) és sekély (logaritmikus mélységti)? A valasz néhany egyszertinek ting
fiiggvény esetén is nemleges. Furst-Saxe-Sipser, Ajtai majd Yao és Hastad cik-
keiben egyre erdsebb eredmények sziilettek, melyek azt bizonyitottak, hogy a
PARITAS-t kiszdmold barmely konstans mélységti halozat exponencidlis mé-
retii és minden polinomidlis méretd halozat (szinte) logaritmikus mélység.
A bizonyités til bonyolult ahhoz, hogy itt ismertessiik, de a tételt kimondjuk
pontosan:

13.0.1. Tétel. Minden n bemenetid és d mélységid hdlozat, mely a PARITAS-t

(1/10)nt/ =1

szamitja ki legalabb 2 méretd.

Nem sokkal kés6bb Razborov hasonl6é eredményt bizonyitott a TOBBSEG-
r6l. O még PARITAS (XOR) kapukat is megengedett a halozatban a szokésos
ES, VAGY és NEGACIO kapuk mellett. Az itt kovetkezd korantsem konnyii
bizonyitést elsGsorban lelkesebb olvasoéinknak ajanljuk.

13.1. Also korlat a TOBBSEG-re

El6szor is lassuk pontosan a tételt, amit be szeretnénk latni.

13.1.1. Tétel. Ha egy ES, VAGY, XOR, és NEGACIO kapukat tartalmazo,
TOBBSEG-et kiszdmito, 2n—1 bemenetd hdlozat mélysége d, akkor a mérete

legaldbb 27""*" /10/n.

Az otlet az, hogy az igazi kapukat approximélni fogjuk. Ezek az appro-
ximélé kapuk nem a TOBBSEG-et, hanem annak csak egy kozelitését fogjak
kiszamitani. Az approximacié pontossagat ugy fogjuk mérni, hogy megsza-
moljuk hany bemenetre fog kiilonb6zni a mi approximélé halézatunk kimene-
te a TOBBSEG kimenetétdl. Arra vigyazunk, hogy az approximalé fiiggvény,
melyet igy kapunk, ne legyen til bonyolult, hanem a bemenetnek valamilyen
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egyszert” fiiggvénye legyen. Végiil megmutatjuk, hogy barmely ,egyszerd”
fiiggvény a bemenetek jelentGs részén el kell, hogy térjen a TOBBSEG-t4l, te-
hat nem approximélhatja jol. Mivel minden kapu csak egy kicsit ronthat az
approximacion, ezért azt kapjuk, hogy sok kapunk kell, hogy legyen.

A bizonyitashoz el6szor is bevezetjiik az fi un. k-kiszobfiggvényeket. Egy
k-kiiszobfiiggvény definicio szerint akkor 1, ha a bemenetei koziil legalabb k
darab egyes. Konnyen lathato, hogy ha van egy TOBBSEG-et kiszamito, 2n—1
bemenetid, d mélységi, s méreti halozatunk, akkor mindegyik 1 < k < n-re
van n bemenetd, d mélységl, s méretd halozatunk, mely a fi-t szamitja ki
(lasd az alabbi feladatot). Tehat ha fi-ra sikeriil adnunk egy j6 also korlatot,
az a TOBBSEG-re is hasznalhato lesz. Mi k=[(n+h+1)/2]-6t fogjuk vizsgalni
egy megfelelGen valasztott h-ra.

13.1.1. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy s méretti, d mélységt, 2n—1 bemenet
héloézat kiszamitja a TOBBSEG-et. Mutassuk meg, hogy ekkor minden 1<k <
< n-re létezik egy s méretid, d mélységi halozat, mely az n bemenetd fy
k-kiiszobfiiggvényt szamitja ki.

Minden Boole-fliggvényt ki lehet fejezni a két elemti test feletti polinom-
ként. Ebben a részben tehat 0-1 értéki polinomok esetén az dsszeadas mindig
modulo 2 értendd. Ez a megfeleltetés szorosan Osszefiigg a kiszdmitoé halozat-
tal. Ha a p; és p2 polinom felel meg két halozatnak, akkor p;+p2 fog megfelelni
a halozatok XOR-janak, p;ps az ES-ének és (p; +1)(p2+1)+1 a VAGY-anak.
A p halozatanak NEGACIO-jat 1 —p fejezi ki.

A Boole-fliggvények egyszertiségét most a reprezentalé polinomok fokéaval
fogjuk mérni, ezt fogjuk egyszertien a fiiggvény fokdnak hivni. Egy input foka
példaul 1, tehat ezek valoban egyszertiek. De a fokszam gyorsan néhet, mivel
nem korlatoztuk egy kapu bemeneteinek szamat. Mar egyetlen VAGY kapu is
tetsz6legesen nagy foku fiiggvényt adhat!

Ezért hasznaljuk azt a trikkot, hogy a fliggvényeket alacsony foku polino-
mokkal approximaljuk. A kévetkezs lemma biztositja a kozelités pontossagat.

13.1.2. Lemma. Legyenek gi,...,gm legfeljebb h fokiu Boole-fiigguények
ugyanazon az n bemeneten. Legyen r > 1 és f = \/I", g;. Ekkor létezik egy
f legfeljebb rh foki Boole-fiigguény, mely f-tél legfeljebb csak 2"~" darab
bemenet esetén kilonbozik.

Bizonyitds. Valasszuk ki az {1,...,m} halmaz egy véletlen részhalmazat,
ahol minden elemét 1/2 eséllyel vessziik be a halmazunkba. Ezt ismételjiik
meg r-szer, az igy kapott véletlen halmazokat jelolje I, ..., I,.. Legyen

il

és tekintsiik az f ’:\/;:1 [} fiiggvényt. Ennek a foka legfeljebb 7h lehet (mert,
mint lattuk, a VAGY kapuval valo 6sszekapcsolas polinomja kifejezhets a fenti
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modon az eredeti polinomokkal, az dsszeadas pedig nem noveli a fokot). Azt
allitjuk, hogy f’ pozitiv valoszintiséggel ki fogja elégiteni az approximacios
kévetelményt.

Tekintsiink egy tetszdSleges o inputot; azt allitjuk, hogy annak az esélye,
hogy f'(a)# f(a) legfeljebb 277, Ehhez két esetet valasztunk szét. Ha minden
i-re g;(a) = 0, akkor f(a) =0 és f'(a) =0, tehat megegyeznek. Ha nem,
akkor rogzitsiink egy i-t, amire g;(a) = 1. Ekkor minden f}(a) pontosan 1/2
valoszintiséggel lesz 0 és 1, hiszen g;-t vagy belevessziik, vagy nem. De f’(a)=
= 0 csak akkor lehet, ha minden j-re fi(a) =0, tehat ennek az esélye 27
Vagyis azt kaptuk, hogy azon inputok szamanak varhato értéke, ahol f/ # f
legfeljebb 2"~". Tehat lesz egy olyan f’, amire ez legfeljebb 2" ™" ezt akartuk
bizonyitani. O

13.1.3. Kovetkezmény. Ugyanez igaz a VAGY helyett az ES fiigguényre is.

Bizonyitds. Legyen f=N\!", gi=1+ fo, ahol nyilvan fo=\/.",(1+g;). Mivel
az 1+ g; fiiggvények is legfeljebb h foktak, igy f' =1+ f} jo lesz. O

Most megmutatjuk, hogy barmely alacsony foku fiiggvény rosszul kozeliti
az fi kiiszobfliggvényt.

13.1.4. Lemma. Legyen n/2 <k <n. Minden n vdltozds, legfeljebb h =2k —
—n—1 foki figguény legaldbb (Z) inputon kilonbézik fi-tol.

Bizonyitds. Legyen g egy h foku polinom és legyen B azon inputok karak-
terisztikus vektorainak halmaza, melyeken g kiilonbozik fi-tol. Legyen A a
pontosan k darab 1-est tartalmazo6 vektorok halmaza.

Egy f n valtozos Boole-fiiggvényre legyen f(z) = > y<z f(y), ahol a <
< azt jelenti, hogy y koordinatanként kisebb, vagy egyenlé xz-nél (azaz az
y-hoz tartozé halmaz az z-hez tartozo halmaz részhalmaza). Vilagos, hogy
az x;, - - x;, monomhoz tartozo f(r1,...,z,) = N, =;; fiiggvényre flx) =
= 1 pontosan akkor, ha minden j-re z;; =1, és az Osszes tobbi £ helyen
xp = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy egy f fliggvény foka akkor és csak akkor
legfeljebb h, ha f elttinik minden vektoron, amiben t6bb, mint h darab 1-es
van. Ezzel szemben fk—r(’)l azt tudjuk, hogy 0 az 6sszes legfeljebb £ —1 darab
1-est tartalmazo6 vektoron és 1 az Gsszes pontosan k darab l-est tartalmazoé
vektoron.

Tekintsiik azt az M = (mgp) matrixot, melynek soraihoz A, oszlopaihoz
pedig B elemei vannak rendelve és

_J 1, haa>b,
Mab=1 0, egyébkeént.

Azt akarjuk megmutatni, hogy a matrix oszlopai generaljk a teljes GF(2)4
teret. Ebbél persze kdvetkezik, hogy |B| > |A| = (}).
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Legyen aq, az€ A és jelolje ai Aag a koordinatankénti minimumukat. Ekkor,
B definici6ja szerint,

Sm= Y 1= Y (Atgw)= Y R+ Y glw).

bbgetg bigégaz u<aiAas u<aiNaz u<aiAaz

A jobb oldal masodik Gsszeadanddja 0, mivel a; Aag legalabb h+1 darab 1-
est tartalmaz h vélasztasa miatt. Az els6 6sszeadandd pedig csak akkor nem
nulla, ha a; = as. Tehat ha Osszeadjuk az ai-nél kisebb vektornak megfelelé
oszlopokat, akkor épp az a1-nek megfelel6 koordinatahoz tartozo egységvek-
tort kapjuk, ezek pedig nyilvan generaljak az egész teret. O

Innen méar nem nehéz befejezni a [3.1.1] tétel bizonyitasat. Tegyiik fel,
hogy adott egy d mélységii, s méretii halozat, mely az n bemenetd fj fiigg-
vényt szamitja ki. Alkalmazzuk aI3.12 lemméat 7 = |n'/ %9 |-re, hogy koze-
litsiik a halézat VAGY és ES kapuit (a NEGACIO és XOR kapu nem néveli a
fokot). Igy az 4. szintig kiszamitott polinomok foka legfeljebb ¢ lesz, azaz a
végén kapott py kozelité polinom foka legfeljebb r? lesz. A [3.1.4l lemmabol
kovetkezik (k= [(n+r?41)/2] valasztassal), hogy a pj, polinomunk legalabb
(Z) helyen kiilonboézik fi-tol. Tehat a két lemmat Gsszerakva azt kapjuk az
eltérések szamanak megbecslésébdl, hogy s-2"7" > (Z) Ebbdl egyszert sza-

molassal
> (") > 2
s s
—\k 10/n’
ami épp a kivant exponenciélis als6 korlatot adja. O

13.1.2. Feladat*. Jeltlje MOD3 azt a Boole-fliiggvényt, melynek értéke akkor
1, ha bemeneteinek Gsszege oszthaté 3-mal. Bizonyitsuk be, hogy ha egy
n bemeneti MoD3 fiiggvényt egy konstans mélységii ES, VAGY, XOR, és
NEGACIO kapukat tartalmazo halozat kiszamolja, akkor mérete exponencialis
n-ben.

13.2. Monoton hal6zatok

A haloézati bonyolultsag talan egyik legkomolyabb eredménye Razborov ne-
véhez fliz6dik, 1985-bél. Ez azért kiilonbozik a tobbi eredménytsl, mert sem-
milyen megkotés nincs a halézat mélységére; sajnos azonban sziikség van egy
igen komoly megszoritasra, nevezetesen arra, hogy a hélézat monoton. Akkor
hivunk egy Boole-halézatot monotonnak, ha egyik bemenete sem negélt és
nem tartalmaz a halozat egy NEGACIO kaput sem. Nyilvanvalo, hogy ilyen
hélézattal csak monoton fiiggvényeket lehet kiszamitani; azt sem nehéz latni,
hogy barmely monoton fliggvény kiszamithaté monoton halozattal. Elég sok
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nevezetes fliggvény monoton, példaul az NP-beli parositas, klikk, szinezhe-
t6ség stb. feladatokhoz tartozé Boole-fiiggvények mind monotonok. Példaul
a k-klikk fiiggvény definicija az alabbi: (’2’) bemenete van, melyeket x;;-vel
jeloliink (1 <i<j<n) és ezek egy graf éleinek felelnek meg. A kimenet 1, ha
a grafban van k méretii klikk. Mivel ez a feladat NP-teljes, ezért ebbdl ko-
vetkezik, hogy minden NP-beli probléma polinomialis id6ben visszavezethetd
egy monoton fiiggvény kiszamitasara.

Razborov szuperpolinomiélis alsé korlatot adott a klikket kiszadmité mo-
noton hélézat méretére anélkiil, hogy barmilyen megszoritast tett volna a
halozat mélységére. Ezt az eredményt javitotta meg kés6bb Andreev, Alon
és Boppana, akik exponencialis als6 korlatot bizonyitottak a k-klikkre.

De ezekbdl az eredményekbél nem koévetkezik semmilyen alsé becslés a
klikket kiszamité nemmonoton halozatok méretére. Tardos Eva konstrualt
egy olyan monoton Boole-fiiggvény csalddot, melyeket polinomiélis id6ben ki
lehet szamitani, de egy ket kiszamitdé monoton Boole-halézatnak exponen-
cialisan sok kaput kell tartalmaznia.



14. fejezet

Interaktiv bizonyitasok

14.1. Hogyan taroljuk az utols6 lépést sakkban?

Adél és Béla telefonon sakkoznak. Félbe akarjak szakitani a jatékot az éj-
szakara; hogy tehetik ezt meg, hogy egyikiiknek se legyen meg az el6nye,
hogy egész éjjel gondolkozhat a 1épésén? Egy bajnoksagon ilyenkor az utol-
s6 1épést nem teszik meg a tablan, hanem leirjak, boritékoljak, és a birénal
letétbe helyezik. Most nincs se bird, se boriték, s6t semmilyen kapcsolat a
telefonon kiviil. Aki utolsénak lépne (példaul Adél), annak valamit el kell
mondani, amibsél Béla nem tud meg semmit a 1épésrél, viszont mikor kovet-
kez6 reggel Adél még egy kis informaciot, egy ,kulcsot” ad, annak segitségével
Béla rekonstruélni tudja a lépést, de Adél nem tudja megvaltoztatni az esti
dontését.

Ez igy biztos lehetetlen?! Ha elég informaciot ad Adél elsére, hogy egyér-
telmii legyen a lépése, akkor Béla azt konnyen kitaladlhatja; ellenkezs esetben
pedig Adélnak még tobb lehet&sége marad, amelyek koziil éjjel valaszthat.
Ha informéacidelméleti szempontbol nézziik a kérdést, tényleg nincs esélyiink
megoldani, de a bonyolultsag a segitségiinkre lesz: nem elég megtudni az
informaéciot, ki is kell tudni szamitani.

A megoldéshoz sziikséges algoritmikus szamelméletrsl mar volt szo az[B.2]
alfejezetben. Adott N természetes szamrol polinom idében el lehet donteni,
hogy prim-e. Raadasul ezen algoritmusok (legalabbis a randomizalt valtoza-
tok) igen hatékonyak, és jol miikodnek tobb szaz jegyi szamokon is. Viszont
minden ismert primtesztels algoritmusnak megvan az a (kissé furcsa) tulaj-
donsaga, hogy ha azt talaljak, hogy N nem prim, akkor altalaban nem talaljak
meg N kisebb természetes szamok szorzatara torténd felbontasat (mivel ar-
ra, hogy IV nem prim, legtobbszor abbol kovetkeztetnek, hogy megsérti a kis
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Fermat-tételt). Jelenleg lehetetlennek tiinik egy (elég nagy) N természetes
szam primfaktorizaci6janak megtalélasa.

Megjegyzés. Természetesen nagy teljesitményti szuperszamitogépekkel és
parhuzamos rendszerekkel lehetséges nagy szamok felbontasa is, viszont a je-
lenlegi korlat kb. 100 szamjegy koriil van, és a bonyolultsag nagyon gyorsan
(exponenciélisan) ng szamjegyenként. Egy 400 jegyd szam primfaktorizacio-
janak megtalalasa el6relathatéan még sokiig messze meghaladja a szamito-
gépek lehetdségeit.

Most ratériink a megoldasra: Adél és Béla el6re megallapodnak, hogy min-
den lépést egy 4 jegyii szammal kodolnak. Ezt a 4 szamjegyet Adél kiegésziti
egy 200 jegyd primmé (véletlenszertien kiterjeszti és teszteli, hogy prim-e, a
nagy primszamtétel miatt varhato értékben In 102°° ~ 460 probalkozas elég).
General még egy 201 jegyt primet, és az N szorzatukat kiildi el Bélanak.
Reggel mind a két primet elkiildi Bélanak, aki ellenérzi, hogy ezek valoban
primek, szorzatuk N (azaz Adél nem csalt), és rekonstruélja a lépést.

Az N széam minden informéaciot tartalmaz a lépésrsl (ami a kisebb prim-
faktor els6 négy jegye), igy Adélnak nincs lehetsége (N elkiildése utan)
valtoztatni rajta, Bélanak meg a lépés kitalalasdhoz meg kéne talalnia N
primfaktorizaciojat, ami szintén esélytelen, igy Béla csak akkor tudja meg a
lépést, amikor masnap reggel megkapja a felbontéast.

Valojaban egy elektronikus ,boritékot” (vagy inkabb  kulesos ladikat”) hoz-
tak létre: egy modszert, amellyel informaciét helyezhetiink letétbe valamikor,
hogy ahhoz csak egy adott késsbbi id6pontban (a kulcs atadasakor) lehessen
hozzaférni, és kdzben ne lehessen megvaltoztatni. A kulcsszerepet a megol-
déasban a bonyolultsdg adta, a faktorizacio kiszamithatatlansagaval. Ugyanigy
itt tetszbleges olyan NP-beli problémat hasznalhatnank, ami varhatéan nincs
P-ben. Erre vonatkozolag lasd még a alfejezetet is az egyiranyu fiiggvé-
nyekrél.

Az altalanos séméat pontosabban csak egy bit elrejtésére irjuk le, hiszen
hosszabb iizeneteket bitenként méar igy is el tudunk kiildeni/rejteni. A kulcsos
ladikdnknak egy £:{0,1} x{0,1}"—{0,1}¥ fiiggvény fog megfelelni a kévetkezd
tulajdonsagokkal :

(a) a fliggvény polinom id6ben kiszamolhaté (amibdl kovetkezik az is, hogy
N az n polinomjaval becsiilhetd) ;

(b) f(0,y) # f(1,y) (minden y € {0,1}"-re);

(c) minden A:{0,1}" — {0,1} randomizalt polinom idej{ algoritmusra és
minden z € {0,1}-re annak a valoszintisége, hogy A(f(x,y)) = = legfeljebb
elhanyagolhat6an nagyobb, mint 1/2, ha y € {0,1}"-et egyenletes eloszlassal
valasztjuk.

Az imént ismertetett modszerben megmutattuk, hogy hogyan konstrual-
hato kulcsos ladika, ha a primfaktorizécié bonyolult.
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14.2. Hogyan ellenérizziik a jelszé6t — anélkiil,
hogy tudnank?

Egy bankautomata név és jelszo alapjan miikodik. Ez a rendszer biztonsagos,
amig a jelszo titokban marad. A gyenge pontja a rendszernek az, hogy a
bank szamitégépének tarolnia kell a jelszot, és igy azt annak programozodja
is megtudhatja, hasznalhatja.

A bonyolultsagelmélet segitségével létrehozhatd egy rendszer, mellyel a
bank ellenérizheti, hogy az tigyfél tudja-e a jelszot — anélkiil, hogy tarol-
né magat a jelszot. Egyik megoldas a telefonos sakkos példank konstrukcio-
jat hasznalja: a jelszo egy 200 jegyd P primszam (ami persze mindennapos
hasznalatra tal hossz1, de ez illusztréalja legjobban az Gtletet). Amikor megva-
lasztjuk a jelszavunkat egy 201 jegyt primet is valasztunk, kiszamoljuk az N
szorzatukat, és ezt adjuk meg a banknak. A bank pénzfelvételkor azt ellenér-
zi, hogy a P jelszavunk osztja-e N-et (ami egy szamitogépnek trivialis feladat
még ekkora szdmokra is). Az el6z6 pontban leirtak alapjan N ismeretében a
programozoénak nincs esélye kitalalni a jelszavunkat.

Tegyiik fel, hogy egy rossz utra tévedt programozo megtudja az iigyfél fajl-
jaibol az N szamot. Ahhoz, hogy ezt hasznalva megszemélyesitse az iligyfelet,
meg kell talalnia az N szam egy 200 jegy( osztdjat, ami lényegében ugyanaz
a feladat, mint N primfaktorizacidéjanak megtalélasa, és ez, mint ezt fent mar
megjegyeztiik, rettentGen bonyolult. Igy — bar minden sziikséges informaciot
tartalmaz N — a faktorizacios probléma szamitasi bonyolultsdga megvédi az
igytél jelszavat.

Sok maés rendszer is adhato, emlékezziink vissza a fejezetben adott
megoldasra, ahol az iigyfél felvesz 1000 ponton egy véletlen Hamilton-kort,
majd hozzaad véletlenszertien 5000 élet.

Szamos mas matematikai probléma (bizonyos szempontbol minden NP-
beli, amely varhatoan nincs P-ben) a fentiekhez hasonl6an megad egy sémat.

14.3. Hogy hasznaljuk a jelszavunkat — anélkiil,
hogy elmondanank?

Az el6z6 pontban leirt modszer akkor jo, ha a program megbizhat6; viszont
mi torténik, ha a program a megadott jelszot pénzfelvételkor megjegyzi, és
megadja a programozoénak? Ebben az esetben a jelszot csak egyszer hasz-
nalhatjuk, és nem latszik semmi kiat — hogy hasznélhatjuk a jelszavunkat,
anélkiil, hogy elmondanank a szamitogépnek?

Elég paradoxnak tiinik, de valdjdban van olyan mddszer, amivel megqydz-
hetd a bank arrdl, hogy tudjuk a jelszét — anélkil, hogy bdrmit is eldrulndnk
rola. Az alabbi, Blum-t6l szarmazo6 protokoll informalis leirasdban az olvaso
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jatssza a bank (illetve a szamitogép), én pedig az ligyfél szerepét. Két iras-
vetit6t fogok hasznalni, az egyiken a bank altal is ismert G graf lesz lathato
(melynek cstucsait tetsz6legesen beszdmozzuk), a masikon pedig 2 folia lesz
egymaéson, a felsén a masik irasvetitén lathato graf egy ,véletlen” atrajzolasa
és a csticsok szamozasa lathato, azaz hogy az eredetiben melyik cstcs itt me-
lyiknek felel meg; az alséra pedig a Hamilton-kor éleit hizzuk be (egy zart
torott-vonalat rajzolunk), amelyeket a fels6 folia megfelels élei elfednek, erre
nem frunk szamokat. Ezek a folidk egy papirlappal le vannak takarva.

Most az olvas6 valaszthat: csak a papirt, vagy a papirt és a fels6 foliat
tavolitsam el. Akarmelyiket is valasztja, semmilyen informécié nem deril ki a
Hamilton-korrél, hiszen az olvasé vagy egy megfelel§ cstcsszamu zart torott-
vonalat, vagy az eredeti graf egy izomorf lerajzolasat latja.

Viszont az, hogy az olvasé azt latja, amit vart, bizonyitéka annak, hogy
én ismerem a graf Hamilton-koérét! Ha nem ismerném, csalnom kellene, azaz
vagy egy kevesebb cstcsbol allo zart (vagy akar nyilt) téréttvonalat rajzolok
az also foliara, vagy a két egymaésra rakott folian lathato graf kiilonbozik az
elsé vetitén kivetitettdl.

Persze 1/2 valoszintiséggel lehet szerencsém akkor is, ha csalok, de ha ezt
100-szor elismételjiik mar csak 27190 valoszintiséggel nem bukom le, ami sok-
kal kevesebb, mint annak a val6szintisége, hogy egy meteorit zuhan az épiiletre
a miivelet soran. Teh&t, ha 100-szor egymas utan az olvasé azt latja, amit
var, akkor ez egy bizonyitds-nak tekinthetd arra, hogy én valéban ismerek egy
Hamilton-kort a grafban!

Hogy ezt precizzé tegyiik, meg kell szabadulnunk az olyan nem matemati-
kai fogalmaktol, mint az irdsvetits. Az elsé részben leirt elektronikus boritékot
hasznalva ezt az olvasé konnyen megteheti.

14.3.1. Feladat. Irjuk le formalisan a fenti megoldast boritékokkal.

Megjegyzés. A legérdekesebb része a fenti modszernek az, hogy kiterjeszti
a bizonyitds fogalmdt, ami (legalabbis matematikaban) t6bb, mint kétezer éve
valtozatlan. Klasszikus értelemben a bizonyitast a szerzé (akit mi Bizonyito-
nak hivunk) leirta, és ezt az olvasé (akit mi Ellendrnek hivunk), ellendrzi. A
targyalt modszer interaktiv: a Bizonyito altal tett lépés fiigg az Ellenér kér-
désétsl. Az interaktiv bizonyitasi rendszerek fogalmat egymaéastol fiiggetlentil
vezette be Goldwasser, Micali és Rackoff, illetve Babai 1985-ben, és rengeteg
mély és meglepd szamitastudomanyi, illetve matematikai logikai eredményhez
vezettek.

Azt a tipusu interaktiv bizonyitast, amit itt ismertettiink, azaz ahol az
Ellen6r semmilyen informéciét nem kap azon az egy biten kiviil, hogy a Bi-
zonyito korrekt, nullaismeretd bizonyitds-nak, vagy elterjedtebb nevén zero-
knowledge proofnak nevezziik. Ezt az elnevezést 1989-ben Goldwasser, Micali
és Rackoff vezette be.
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14.3.2. Feladat. Tervezziink nullaismereti bizonyitast egy graf 3-szinezhe-
t&ségére.

Az interaktiv bizonyitasok viszont szidmos méas szempontbol is érdekesek,
ezeket targyaljuk a fejezet tovabbi részében.

Megjegyzés. Egy masik vonasaban is kiilonbo6zik a modszeriink a klasszikus
bizonyitasoktol: hasznalja az informdcid hidnydt, azaz azt, hogy nem tudha-
tom, hogy az olvas6 mit valaszt. (Ha én példaul Gauss bizonyitasat mondom
el arra, hogy egy szabélyos 7-sz6g nem szerkeszthetd korzével és vonalzoval,
a bizonyitasom akkor is érvényes marad, ha elére megtippelem az olvasé kér-
dését, vagy akir egy beavatott baratom teszi fel azt a kérdést, amelyiket én
akarom.) Bizonyos értelemben egy egyszerii jelszavas modszer is egy inter-
aktiv bizonyitas, ahol a jelszavam a bizonyiték arra, hogy hozzaférhetek a
fickomhoz, ebben az esetben az ,informaci6é hianya” az, hogy remélhetsleg
mas nem ismeri a jelszavamat.

14.4. Hogyan bizonyitsunk nemlétezést ?

A [ fejezetben megismerkedtiink néhdny NP-beli nyelvvel, igy tudjuk, hogy
adott grafban Hamilton-kor 1étezését konnyen bizonyithatjuk, ha ismeriink
egyet, elég megadnunk. Viszont hogyan bizonyitsuk azt, hogy nem létezik
Hamilton-kor ?

Sok feladat esetében (példaul: teljes parositas létezése, sikbarajzolhatosag)
a nemlétezés bizonyitasa is egyszerti, mivel NP N co-NP-ben vannak. Ezekben
az esetekben a bizonyitas olyan tételeken alapszik, mint a Frobenius-tétel, a
Konig-tétel, a Tutte-tétel vagy a Kuratowski-tétel. A Hamilton-kor problé-
méara nem ismert ilyen tétel, s6t ha NP # co-NP, akkor egyik NP-teljes prob-
lémanak sincs ilyen ,,j6 karakterizacioja”.

Most kideriil, hogy interaktivan sokkal kénnyebb a dolgunk, azaz egy
(gyorsan szamolo) Bizonyité meg tudja gy6zni a (polinomialis hosszt bizonyi-
tast polinom idében ellenérzd) Ellendrt a nemlétezésrdl. Elgszor a kovetkezd,
az NP-teljes problémaknal egyszertibbnek gondolt graf-izomorfia problémaval
foglalkozunk :

14.4.1. Probléma. Adott Gy és Gy grafok izomorfak-e?

Az trivialis, hogy ez NP-ben van, azt viszont nem tudni, hogy co-NP-beli-e
(a matematikusok tobbsége azt varja, hogy nem). Viszont van egy egyszeri
protokoll, amivel a Bizonyit6 meg tudja gy6zni az Ellenért arrél, hogy a két
graf nem izomorf.

Az Ellendr 1/2 valoszintiséggel kivalasztja az egyik grafot, atcimkézi a
csucsait, és az igy kapott G3 grafot adja a Bizonyitonak, és megkérdezi, hogy
G1-bél, vagy G2-bél kapta-e.
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Erre a Bizonyité, ha tényleg nem izomorf a két graf, egy egyszerd izomorfia-
teszteléssel (ami lehet n! idejti, mivel a Bizonyit6 nagyon gyors) meg tudja
mondani, hogy G1-bdl vagy G2-bdl keletkezett-e G, ha viszont izomorfak,
akkor a Bizonyit6é 3 izomorf grafot lat, igy 1/2 valoszindséggel ad helyes
valaszt. (Ha az Ellen6r sokallja a csalas valosziniségét, megismételheti az
egészet 100-szor, igy mar annak a valdszintsége, hogy a Bizonyiténak végig
szerencséje van, és végig hamis dolgot bizonyit 27190.)

Ilyen interaktiv protokoll kiilon-kiilon adhat6 példaul a nem 3-szinezhetd-
ségre, a Hamilton-kor mentességre stb., viszont igazabol ha mar egy NP-teljes
probléma komplementerére adunk egy protokollt, akkor arra minden NP-beli
probléma komplementere visszavezethets. Itt a kévetkezé NP-teljes problé-
ma (lasd a[[ZZT] feladatot) tagadasara adunk megoldast, Nisan protokollja
alapjan:

14.4.2. Probléma. Adott p(z1, 2, ..., ;) n valtozos n-ed foki egész egyiitt-
hatos polinomhoz van-e olyan y € {0,1}™, melyre p(y) # 07

A probléma nyilvan NP-ben van, de hogyan bizonyithato, hogy egy poli-
nom eltiinik (azonosan nulla) {0,1}"-en?
A Bizonyité igazabol azt fogja bizonyitani, hogy

> plan, ) =0. (14.1)

Mivel a bal oldalon exponencialisan sok tag van, az Ellenér ezt nem tudja
kozvetleniil ellenérizni. Ezért a Bizonyito elkésziti a kovetkezd egyvéltozos
polinomot:

filz) = Z p(z, xa, ..., 1),

12;~~~7$n€{071}

és ennek az explicit alakjat megadja az Ellendrnek:
fi(z) =ap+arz+... +agx?, (14.2)

ahol d = 2n. Ekkor az Ellen6r konnyen ellenérizheti, hogy f1(0)+ f1(1) =0,
viszont honnan tudja, hogy ([42) tényleg fi(z)-et adja? Az egylitthatok
egyesével torténd ellendrzése az n valtozos kifejezésiink d+ 1 darab n—1
valtozos kifejezésre torténd redukalasat jelentené, ami végiil exponencialis
(t6bb, mint d™) lépésszdmhoz vezetne.

A triikk az, hogy az Ellenér valaszt egy véletlen &-t, ahol £€{0,1,...,2n3},
és arra kér bizonyitast, hogy

A =ao+ar€+.. . +agd’. (14.3)
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Ha ([IZ42)) két oldala kiilonb6z6, akkor maximum d=2n helyen egyeznek meg,
ezért annak a valoszintisége, hogy a fenti véletlen & helyen egyenlSek 2n /2n3=
= 1/n?. Tehat ha a Bizonyité csal, akkor itt maximum 1/n? valészintiséggel
nem bukik le.

Tehat most (I43)) a

> pGaa,..wn)’=b (14.4)

alakban irhato, ahol b = ag+a1&+. ..+ aqé?. Ez olyan, mint (IZ1), azt le-

szamitva, hogy most a jobb oldal nem 0 (ami teljesen lényegtelen), és hogy
méar csak n—1 valtozo van, igy (I44)-et a Bizonyité rekurzivan tudja bi-
zonyitani. Iteracionként O(dlogn) bit informaciot cseréltiink, ami Gsszesen
O(dnlogn) = O(n?logn) bit, és az Ellenér szamitési ideje is nyilvan polino-
miélis.

A fenti probléma NP-teljessége miatt minden co-NP-beli probléméara ad-
hato6 polinomialis idejd interaktiv bizonyitas. Viszont val6jaban ennél megle-
pden tobb is igaz: Lund, Fortnow, Karloff és Nisan, illetve Shamir (1990-ben)
tovabbfejlesztve a fenti protokollt belattak, hogy minden PSPACE-beli prob-
lémdra adhatd polinom ideji interaktiv bizonyitds. Ez azért is érdekes, mert
az egyszertien lathato, hogy megforditva, minden polinom idejd interaktiv
bizonyités lefordithato egy polinomialis tarat hasznal6 algoritmusra.

14.4.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a fenti [[4.4.2] probléma NP-teljes.

14.5. Hogyan gy6z6djiink meg egy bizonyitas he-
lyességérsl — annak ismerete nélkiil ?

Matematikai folyoiratok szerkesztésekor gondot jelent (sajnos nem alaptala-
nul), hogy egy cikk iréja fél benytjtani az eredményét, mivel ezt kévetGen a
lap szerkesztGje, vagy egy birdlo a sajat nevén publikilhatja az eredményt.
Az itt bemutatott, kicsit ,yicces” példak célja inkabb az, hogy illusztraljak az
interaktiv bizonyitasok logikajat, minthogy valé életben alkalmazhaté meg-
oldast nyudjtsanak (bar az e-mail, elektronikus tizenéfalak, on-line birdlas és
az elektronikus publikalés tovabbi formainak fejlédésével ki tudja, hogy mit
hoz a j6v6...).

Ha valaki példaul ir nekiink egy levelet, hogy: ,.Bebizonyitottam a P£NP
sejtést, de nem mondom el a részleteit, mert félek, hogy ellopjak, viszont
szeretném publikalni”’, akkor csak arra hivatkozhatunk, hogy a tudoméanyos
folyoiratok politikdja az, hogy a cikkeket bizonyitassal egyiitt (2 lektor &ltal
ellendrizve) kozlik. Nem tudjuk garantalni hogy kozben a szerkeszts vagy
valamelyik lektor nem publikalja a bizonyitast a sajat nevén, miutan elolvasta
azt.
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A alfejezetben latott eredmény viszont mégis segithet megoldani a
probléméat. Erezni, hogy a helyzet hasonlo: a szerzének meg kell gy6zni a
szerkeszt6t arrol, hogy tényleg megvan a tételre a bizonyitasa, anélkiil, hogy
arrol barmit elarulna. Az NP-teljesség elméletébdl kovetkezik, hogy minden
T matematikai allitdsra és k szamra konstrualhatoé (polinom id6ben) egy
G graf, melyben akkor és csak akkor van Hamilton-kor, ha T-nek van k
hosszt bizonyitasa. Igy valaszolhatjuk azt a levélre, hogy ,Kérem, készitse el
a P#£NP tételéhez és a bizonyitasa hosszahoz tartozo grafot, és bizonyitsa be
a Blum-féle protokollal (lasd a [I4.3] alfejezetet), hogy van benne Hamilton-
kor!” Ehhez kell némi interakcio, de elméletben megvalosithato.

14.6. Hogyan biradljunk exponencialisan hossza
cikkeket ?

Két Bizonyito

Az egyik legnehezebb feladat a folyoiratok szerkesztSinek a hossza cikkekhez
lektorokat talalni. Ki is akarna honapokat eltolteni azzal, hogy példaul egy
150 oldalas cikket elolvasson, mikézben hibat keres a benne 1év§ bonyolult
formuldkban? Es sajnos az 6rdég mindig a részletekben rejlik, példaul egy
»— a helyes ,,+” helyett a 79. oldalon megolheti az egész bizonyitast...

Babai, Fortnow és Lund 1990-es eredménye 1j lehet&ségeket ad a szer-
kesztSknek. Elgszor informalis leirasat adjuk ennek a modszernek, amely itt
segithet.

Tegyiik fel, hogy egy helyett két Bizonyitonk van, akik egymassal nem
kommunikalhatnak, csak az Ellendrrel. Igy nyilvan sokkal nehezebben tud-
nak csalni, és esetleg olyanroél is meg tudjik gy6zni az Ellenért, amir6l egy-
magukban nem. Tényleg ez a helyzet? Babaiéknak sikeriilt egy protokollt
adni, melynek a segitségével két fliggetlen Bizonyit6é polinom idejd interaktiv
bizonyitéssal meg tudja gy6zni az Ellenért minden olyan allitasrol, melynek
legfeljebb exponenciélis hosszusagn ,.hagyomanyos” bizonyitasa van.

Erdemes megjegyezni, hogy ez az elsé eredmény, ahol az interaktivitas
tényleg segit, anélkiil, hogy olyan bizonyitatlan hipotézist feltennénk, mint
hogy P#NP: ismert ugyanis, hogy vannak olyan allitasok, amelyek legrovi-
debb bizonyitasa exponenciélis a bemenet hosszanak fliggvényében.

Babaiék protokollja egy nagyon er6s tovabbfejlesztése a[[4.4l alfejezetben
leirtnak, igy itt nem tudjuk felvazolni.

A PCP-tétel

Van egy masik alkalmazasa is ezeknek az eredményeknek. Altalanos jelenség
a matematikdban, hogy néha a bizonyitas hosszabban leirva egyszertibben
olvashat6. Mérhets ez? Ha egy bizonyitas kompaktan van leirva, feleslegek



14.6. HOGYAN BIRALJUNK EXPONENCIALISAN HOSSZU CIKKEKET 7 223

nélkiil, akkor el kell olvasnunk az egész bizonyitast ahhoz, hogy ellendrizziik
a helyességét. Az el6zd szakaszban emlitett eredmény lehetséges atértelmezé-
se, hogy van olyan modja egy bizonyitas lefrasanak (a lefrt bizonyitas fogja
itt helyettesiteni a két fiiggetlen bizonyitot), hogy a biralé annak csak egy
kis részét elolvasva ellenérizni tudja a tétel helyességét. A bizonyitas igy egy
kicsit hosszabb lesz, mint kellene, de nem sokkal. Raadasul ekkor a lektor-
nak csak az eredeti bizonyitas hosszanak logaritmusdval megegyezs szamu
karaktert kell elolvasnia! Pontosabban egy N hossztu bizonyitas mddositha-
t6, hogy az 4jbol csak O(log V) karaktert kelljen elolvasnia a lektornak; ez
Feige, Goldwasser, Lovész, Safra és Szegedy 1991-es eredménye. Ezzel pél-
daul egy (valoban létezs) 2000 oldalas bizonyitas néhany sor elolvasasaval
ellenérizhetd.

A modositott bizonyitésra tgy kell tekinteniink, mint egy kodolésra, mely
a ,Jlokalis” hibdkat kisziiri, pont gy, mint a hibajavité6 kodok a telekommu-
nikiciéban. Az djdonsag az, hogy itt 6tvozziik a hibajavité kodok otleteit a
bonyolultsdgelmélettel.

14.6.1. Definici6. Legyen A randomizalt algoritmus, mely x,y € {0,1}*
bemenetre kiszamol egy A(x,y) bitet. Azt mondjuk, hogy A az £ C {0,1}*
* nyelv (egy oldali hibaja) Ellendre, ha minden pozitiv egész n-re van egy
pozitiv egész m szam, hogy minden x € {0,1}"-re:

a) ha z € L, akkor 3 y € {0,1}", hogy A(x,y) = 1 biztosan;

b) ha x ¢ L, akkor Vy € {0,1}"-re, annak a valoszintsége, hogy A(z,y)=1,
kisebb, mint 1/2.

Azt mondjuk, hogy az A algoritmus (f,g,h) bonyolultsagi, ha O(f(|x|))
idében fut, O(g(|z|)) véletlen bitet hasznal, és O(h(]x|)) bitet olvas el y-bol.

Megjegyzések. 1. A fenti definicioban A a lektor, y a bizonyitas.

2. Az, hogy az L nyelv NP-ben van, ekvivalens azzal, hogy van (n,0,n¢)
bonyolultsagt Ellendre.

A kovetkezs tételt, mely PCP-tétel néven ismert (ami a Probabilistically
Checkable Proof réviditése), Arora, Lund, Motwani, Safra, Sudan és Szegedy
bizonyitotta 1992-ben. Ez a tétel Feigéék fent idézett tételének komoly erdsi-
tése, egyrészt azt allitja, hogy O(log V) helyett elég konstans bettit elolvasni,
masrészt azt is, hogy az Ellendrnek elég O(log n) alkalommal pénzt feldobnia.
A bizonyitasa tal hosszu, ezért itt mellGzziik.

14.6.1. Tétel (PCP-tétel). Minden NP-beli nyelunek van (n¢ logn,1) bo-

nyolultsdgu FEllendre.

Eszrevehetjiik, hogy az y tantnk valaszthaté |z|-ben polinomialis mérett-
nek, mert, mivel az Ellendr c; logn véletlen bitet hasznal, igy n® féle lehet
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az érmedobéalas eredménye. Az Ellenér egy érmedobalas utdn maximum cy
bitet hasznal y-bol, igy 6sszesen con® bitre van sziiksége, a tobbit nyugodtan
elhagyhatjuk y-bol.

14.7. Kozelithet6ség

A valésagban felmeriil6 problémak dontd része NP-nehéz. Mivel az ilyen fel-
adatokat is ,,meg kell oldani” valahogyan, tobbféle modszer létezik, lasd a [
fejezet utols6 megjegyzését. Ebben az alfejezetben a kozelité megoldasokkal
foglalkozunk. Egy eldontési problémara nem kénnyd definialni ezt a fogalmat,
hiszen az algoritmus vagy 0 vagy 1 valaszt ad. Ezért mi itt az optimalizalasi
feladatokkal foglalkozunk. A bemenet egyik része meghatarozza a megenge-
dett megolddsok halmazat, masik része pedig megad egy célfiiggvényt, amely
minden megengedett megoldashoz egy valos szamot rendel. Altalaban a cél
minimalis (vagy maximaélis) értékid megengedett megoldast keresni. Példaul a
bemenet elsé része egy graf, a megengedett megoldasok az olyan csicsszine-
zések, mely szomszédos csucsokhoz kiilonb6z6 szint rendelnek, a célfiiggvény
(amit minimalizalni akarunk) a felhasznalt szinek szdma.

Az egyszertiség kedvéért a definicidkat csak minimalizalasi feladatokra ad-
juk meg, maximalizalasi feladatokra anal6ég moédon adhatunk hasonloakat.
Egy adott input esetén OPT jeloli az optimalis megoldas értékét, tehat a
legkisebb célfiiggvény-értéket, mely megengedett megoldason felvétetik. Egy
algoritmust r(n)-kozelitének neveziink, ha minden n-re és minden n méretd
bemenetre kiad egy megengedett megoldast (amennyiben az létezik), melyen
a célfiiggvény értéke legfeljebb r(n)-OPT. Fontos specialis eset, ha r(n) nem
fligg n-t6l, hanem egy c konstans, ekkor c-kozelité algoritmusrél beszéliink.
Egy feladat r(n)-kozelithets, ha létezik hozza r(n)-kozelit6 polinom idejd al-
goritmus.

14.7.1. Példa. Egy grafban keresiink legkisebb lefogd cstucshalmazt (csi-
csok olyan halmazat, hogy minden élnek legalabb az egyik végpontja benne
legyen). Erre elég konnyd egy 2-kozelit6 algoritmust adni: vegyiink egy tet-
sz6leges nem bovithetd M parositast, a kimenet legyen az M-beli élek 2|M |
darab végpontja. A nem bévithetGség pont azt jelenti, hogy ezen a halmazon
kiviil nem mehet él, tehat a megoldasunk megengedett. Masrészt ha csak az
M-beli éleket akarjuk lefogni, mar ehhez is kell legalabb |M| cstcs, tehat
OPT> |M|.

A legtobb feladatrol semmilyen, vagy csak nagyon gyenge kozelithetGséget
tudunk, sokszor mar egy O(logn)-kozelité polinom idejii algoritmusnak is
oriiliink (példaul ennél jobbat nem is tudunk a alfejezetben emlitett
lefogasi feladatra (n elemt alaphalmaz részhalmazait akarjuk minél kevesebb
ponttal lefogni). Azonban problémdak egy igen jelentss osztalyarol kidertilt,
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hogy c-kozelithetéek valamilyen ¢ konstanssal, az ilyen problémak osztalyét
APX-nek nevezik.

Sok NP-nehéz feladatra még ennél is jobbat tudunk. Azt mondjuk, hogy
egy feladatra van polinom ideji approximdcids séma (PTAS), ha minden
konstans £>0-ra van egy polinom idejd (1+¢)-kozelits algoritmus. A feladatra
van teljesen polinom idejd approximdcios séma (FPTAS), ha minden £ >0-ra
van egy (1+¢)-kozelits algoritmus, melynek lépésszama a bemenet hosszéanak
és az 1/e-nak egy polinomja. (Tehat egy PTAS algoritmus lépésszama lehet
akar n2"/* is, mig egy FPTAS-é nem). A kett kozott még van egy nemrégen
definialt fogalom, a hatékony polinom ideji approzimdcios séma (EPTAS),
ahol a megengedett lépésszam f(g)-n¢, tehat itt mar a relativ hiba reciproka
nem lehet az n kitevsjében, de f(e) = 2'/¢ megengedett.

Masrészt szokas definialni az A PX-teljes probléméak osztéalyat is. A pontos
definiciohoz egy bonyolultabb visszavezetési fogalom sziikséges, igy csak azt
a kovetkezményt emlitjiik, hogy egy APX-beli probléma APX-teljes, hogyha
van olyan ¢>1 konstans, hogy ha c-kozelithets lenne, akkor ebbsl méar P=NP
kovetkezne. Tehat ha feltessziik, hogy P#NP, akkor APX-teljes problémakra
nem létezhet polinom idejii approximaciés séma.

Alsé korlatok a kozelithetGségre

A PCP-tétel egyik f6 alkalmazasa, hogy segitségével 4j fajta also korlatot
adhatunk arra, hogy milyen jol lehet bizonyos kombinatorikus optimalizalasi
problémakat kozeliteni. Ezt mi a maximalis klikk méret — w(G) — kiszamita-
sanak probléméjan mutatjuk meg, ami NP-nehéz.

14.7.1. Tétel. Ha van olyan polinomidlis algoritmus, mely kiszamol egy
olyan f(G) kozelitést a maximdlis klikk méretre, hogy minden G grdfra w(G)<
< f(G) < 2w(G), akkor P=NP.

Bizonyitds. Legyen £ C {0,1}* tetsz6leges NP-teljes nyelv, példaul a 3SAT.
A PCP tétel miatt ennek van (n¢ logn,1) bonyolultsagu Ellenére, A. Rog-
zitsiink egy x € {0,1}"™ bemenetet, és tegyiik fel, hogy erre az A Ellendr
k < cqlogn véletlen bitet hasznal, és b bitet olvas y-bol. Ehhez az x széhoz
elkészitiink egy G, segédgrafot a kovetkezGképpen: G, cstcsal (z,u) parok
lesznek, ahol z € {0,1}* és u € {0,1}°. Hogy eldéntsiik, hogy egy ilyen (z,u)
par valoban csucs-e, lefuttatjuk A-t az adott = széval, és z-vel, mint véletlen
bitekkel. Mikor, némi szamitas utan az algoritmus az y sz6 b darab bitjét
el akarja olvasni megadjuk neki az w1, ..., up biteket. A végén az algoritmus
kimenete 0 vagy 1; a (z,u) akkor lesz G cstcsa, ha a kimenet 1.

Ahhoz, hogy megadjuk, hogy a (z,u) és (2/,u’) cstcsok kozt van-e él,
emlékezziink arra is, hogy y-bol melyik betiiket probélta az A algoritmus
elolvasni az (z, z)-vel, illetve az (x, 2’)-vel valo inditaskor. Ha van olyan hely,
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hogy az ahhoz tartozo u és v’ bit kiilonbozd, azt mondjuk, hogy ‘itkozés van.
Akkor kotjik ossze a (z,u) és (2/,u') csicsokat, ha nincs koztik titkozés.
Vegyiik észre, hogy G, polinomiélis idében konstrualhato.

Tegyiik fel, hogy = € £. Ekkor van hozza egy y € {0,1}™ bizonyitas (ta-
nt). Minden z = 27 ... z; véletlen bitsorozathoz megadhatunk egy u € {0,1}*
szot, hogy (z,u) € V(G,), mégpedig azok a bitek, melyeket az algoritmus x
bemeneten, z véletlen bitek esetén y-bol elolvas. Az trivialis, hogy ezek kozt
a cstcsok kozt nincs iitkozés, igy ez a 2F cstcs klikket alkot. Igy ebben az
esetben w(G,) > 2F.

Most pedig tegyiik fel, hogy z ¢ £, és hogy a (2™, u™M), (2 u®) ...
(2 4 (N)) N db kiilénb6z6 cstcs klikket alkotnak G-ben. Itt a z(D), 2(2)
szavak biztosan kiilonbozéek ; hiszen, ha példaul z(9 = 2(9) valamely i # j-re,
akkor A ugyanazon helyeket olvasna el y-bol mindkét futasakor, igy mivel
nincs iitkozés, ezért u(? = u(9) lenne, de ez ellentmondana annak, hogy N
kiilonbo6z6 csticsot valasztottunk.

Definialjuk y-t a kbvetkezé modon : Induljunk ki m iires helybdl. Futtassuk
minden i-re sorban A-t az x bemenettel és z(*) véletlen bitsorozattal, és az u(?)
bitjeit illessziik be abba a b darab pozicidba, amelyet az algoritmus olvasni
probal. Ha olyan helyre akarunk irni, ami mér foglalt, nem kell valtoztatnunk
semmit, mivel a megfelelé G,-beli cstucsok Gssze voltak kotve, ezért nem volt
iitkozés, tehat ugyanazt irnank.

Végiil y-bol néhany hely ki lesz toltve, a maradékot tetszdlegesen kitolt-
hetjiik. A konstrukciobol kévetkezik, hogy erre az y-ra

Pr(A(e,y) =1)> 3.

és igy a definicié b) pontja miatt N < 2¢~!. Igy ha 2 ¢ £ akkor w(G,) <2F 1.
Tehat ha van olyan polinomialis algoritmus, ami kiszamit egy f(G.)-et,
melyre w(Gy) < f(G.) < 2w(G,), akkor f(G,) > w(Gy) > 2% ha x € £, mig
f(G2) <2w(G,) <2 ha x¢ L, igy 2 € £ polinomialis idében eldénthets. Mivel
L NP-teljes, ebbdl kévetkezik, hogy P=NP. O

A fenti technikat (a PCP tétel ersebb alakjait hasznalva) jelentSsen kiter-
jesztették, példaul a fenti tételnél sokkal tobb is igaz. Ha P#£NP, akkor egy n
csticst grafban a maximalis klikk mérete nem lehet n%9%-kozelithets (Has-
tad, Zuckerman). Tovabbi példa, hogy P#NP esetén van olyan ¢ konstans,
hogy a lefogasi feladat nem (clogn)-kozelithets (Raz és Safra). Nevezetes
APX-teljes problémak példaul a maximalis vagas (még 3-regularis grafokra
megszoritva is), a lefogd cstucshalmaz, és a legkisebb méreti tartalmazasra
nézve maximalis parositas.
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