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OSSZEFOGLALAS: A jegyzet a linearis parcialis differencialegyenletek és a
funkcionélanalizis legalapvet6bb eredményeit azok természetes egymaésra épii-
lésében mutatja be, a vonatkozo feladatok és modellek lényegre t6r6 megraga-
désanak szemszogébdl. Fontos vezérelve — az egzaktsag szem el6tt tartasaval
— az alkalmazasokhoz szabott sorrendiség, illetve a specialistol az absztrakt
felé valé haladasi irany. Szertedgazo volta mellett jol hasznalhatjak az alkal-
mazok, mind a komolyabb optimalizalas, mind pedig a pénziigyi folyamatok
teriiletérdl. A kurzusként 6nmagaban is targyalhaté elemi parcialis differen-
cidlegyenletek bevezet&jét a funkcionadlanalizis speciélis, majd absztraktabb
teriileteinek feldolgozasa koveti. Erre épiil a linearis peremérték-feladatok
mélyebb és igényesebb targyalasa, magaban foglalva a numerikus elGallitas
alapgondolatat és legegyszertibb formait.
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1. fejezet

Bevezetés

A vilagban észlelhets jelenségek egy részét mérni tudjuk, pontosabban vala-
mely jol behatarolt szempont szerint szamértéket tudunk nekik tulajdonitani,
vagy éppen csak kapcsolatba tudjuk ket hozni szamértéki fiiggvényekkel. Ez
teszi lehetévé a szoban forgd jelenségek szamara a matematikai értelemben
vett modellezhetGséget. Persze ez els6dlegesen sohasem jelentheti a pontos le-
iras igényét, csupan a visszajelzések altal behatarolt érvényt modellt. Az ilye-
tén modellezés néha 4tiit6 sikerrel jar; ez vezetett példaul a leghétkoznapibb
fizikai jelenségekre alkalmazott differencial- és integralszamités, illetve kozon-
séges differencialegyenletek elméletének gyors elterjedéséhez a XVII-XVIII.
szazadban. De ugyanez vezetett a mélyebb fizikai torvényszertiségeket megra-
gado parcialis differencidlegyenletek megjelenéséhez a X VIII. szazad masodik
felétsl. Es ugyanez hozta létre a fizikai alkalmazéasokon tal, mar a kezdetektsl
tarsadalmi folyamatokra is alkalmazott komoly igényt valoszintiségszamitast
és a még mélyebb fizikai jelenségeket megragado funkcionédlanalizist a XX.
szazadban.

A fizikdban jol bevalt diszciplindkat a XIX. szazad végétsl kezdték alkal-
mazni tarsadalmi, kézgazdasagi, majd pénziigyi folyamatok modellezésére is.
A gondolat kézenfekvs volt: az elég nagy léptékben mért tarsadalmi és gaz-
dasagi folyamatok természetiiknél fogva olyanok, mint egy apro részecskéibol
Osszeéllo fizikai rendszer makroszkopikusan mérhetd jelenségei, mint példaul
a kozeg- és energiadramlas. Vagy forditott logikaval: a fizikai rendszerek nem
masok, mint miniattir egyedekbdl 6sszeallo tarsadalmak, amelyekre a tarsa-
dalmakéra jellemz6 statisztikai torvényszertiségek igazak, tehat onmagaban
nem egy elvetélt gondolat, hogy az egyik rendszerre hatékonyan miikods le-
irds sikerrel kamatoztathatéo a masik rendszer esetében is. Kezdettsl tehat
csak id§ kérdése volt, hogy a klasszikus matematikai diszciplindk kézgazda-
sagi alkalmazasa utan mikor jelenik meg a kézgazdasagtanban a XX. szazadi
modern analizis fegyvertara is. Nagyon is érezhets volt, hogy elébb-utobb a
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kozgazdasagtan és pénziigy integrans részévé valik a differencidlegyenletek-
nek nemcsak a laikus kodzvélemény el6tt jobban ismert XVIII-XIX. szazadi
elmélete, hanem a XX. szazadban elindult modernebb elmélete is a benne
megjelend Hilbert-teres kalkulussal és topologikus vektorteres apparatussal
egyiitt. S6t ugy tinik: a funkcionalanalizis szeparacios technikainak a feltéte-
les optimalizaldsban megjelend alkalmazasa kozgazdaséagi feladatok esetében
méra mar szinte hatékonyabb, mint a fizikaiakéban.

Ugyanakkor a modern analizis mégiscsak nagyon fiatal teriilet — kbzgazda-
sagi és pénziigyi alkalmazasai még fiatalabbak —, s igényes szint{ megjelenése
a kozgazdasagi felsGoktatasban sokkal inkabb le van szakadva a teriilet aktu-
alis cstucseredményeitsl, mint a természettudomanyi alkalmazéasok esetében.
Hosszu tavon nem is lehet elvarni csicseredményeket egy kozgazdasagtani
iskolatol anélkiil, hogy a XX. szazad kozepétdl kikristalyosodé modern ana-
lizis nyelvezete és eszkOztara az egyetemi oktatésba is integrénsan beépiilne.
A valdsagot mélyebb szinten is jol leir6 modelleket csak tgy varhatunk, ha
megtanuljuk a szamunkra feltérképezetlen teriileteken az érzékeinket kikap-
csolni és csak a puszta tudasra tdamaszkodunk. E jegyzet elsGdleges célja a
modern analizis két fontos diszciplindjaba: a funkcionalanalizisbe és a parcia-
lis differencialegyenletek elméletébe bevezetést nyujtani kbzgazdaszhallgatok
szaméra. A modern analizis més diszciplinai, mint pl. a kézonséges differen-
cidlegyenletek, a mértékelmélet és a valoszintiségszamitas bevezets elmélete a
Budapesti Corvinus Egyetemen mas targyak anyagat képezi, ezért célzottan
nem vizsgaljuk, hanem inkabb tdmaszodunk rajuk. Jelesiil ismertnek tételez-
ziik a Dinamikai rendszerek [3] és Mértékelmélet [2], [4] targyak apparatusat.

Es természetesen ismertnek tételezziik £l a valos illetve komplex vektor-
terekre vonatkozo legelemibb lineéaris algebrai ismereteket is, tgymint a vek-
torterek, linearis fliggeés (Osszefliggés és fiiggetlenség), specialis részhalmazok
(alterek, affin részhalmazok, konvex részhalmazok, kipok) fogalmat, halma-
zok Osszegére és alterek direkt Osszegére vonatkozo alapvets tényeket (kom-
mutativitas, asszociativitas) [1].

A funkcionalanalizis és a parcialis differencidlegyenletek elmélete szamta-
lan szallal fonodik Gssze, szovi 4t egymaéast. A parcialis differencidlegyenletek
rengeteg heurisztikat adnak a funkcionédlanalizisnek, és rengeteg alkalmazhato
eredményt nyernek is a funkcionalanalizist6l. A jegyzet felépitésében igyekez-
tiink tikrozni ezt az Osszefonddéast. Az anyagban megjelens eredményekkel
ugyanakkor elméleti héatteret kivanunk biztositani egyrészt az Gsszetettebb
optimalizalasi feladatokhoz, masrészt a pénziigyben alkalmazott sztochaszti-
kus folyamatok elméletéhez; ez utobbi maga is tobb szalon kapcsolodik mind
a parcialis differencialegyenletekhez, mind pedig a funkcionalanalizishez.

Az optimalizélas, de a parciélis differencidlegyenletek elmélete is mint mo-
dern diszciplina els6dleges megkozelitésben a Hilbert-terek geometriajat és
operatorelméletét alkalmazza. Finomabb disztinkciok megtételéhez mar sziik-
séglink van a funkcionalanalizis kiterjedtebb elméletére a Banach-terek és
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Stone-halok apparatusaval. A felépitésben ezt a sorrendiséget is szem elGtt
tartottuk. (A gradualis szintd parcialis differencidlegyenletek kurzusok altala-
ban erételjesen tAmaszkodnak a disztribucidéelméletre is, amely viszont a loka-
lisan konvex vektorterek és szigort induktiv limeszeik eszkoztarara tamasz-
kodik. Ebben a jegyzetben a disztribucioelmélet alkalmazésat a Szoboljev-
terek egy ujszerd bevezetésével sikeriilt kikiiszobolniink, amelynek alapjéul
elegends a Budapesti Corvinus Egyetemen évek 6ta oktatott mértékelméleti
és Hilbert-teres apparatus.)

A tananyag — szokasostol eltéré sorrendi — felépitésében fontos vezérelv
volt az alkalmazasokhoz szabott sorrendiség, illetve a specidlistol az abszt-
rakt felé valo haladési irdny. Egy a lineéaris peremérték-feladatokkal ismerkedd
pénziigyi mesterszakos hallgatonak példaul a sziikséges Hilbert-teres appara-
tus feldolgozésa tul nagy feladatot jelent ahhoz, hogy a hozza kozvetleniil
nem kapcsoldédo absztrakt alapelveken is at kelljen ragnia magat. A feltételes
optimalizalas alkalmaz6i ugyanakkor sokkal kénnyebben képesek megtalalni
az anyagon beliil a szamukra fontos elméleti konzekvencidkat, anélkiil, hogy
linearisan haladva lennének kényszeriilve az egész tananyag feldolgozasara.

A jegyzetben tehat elGszor naiv bevezetést adunk a linearis parcialis diffe-
rencidlegyenletek kalkulusaba, majd a normaélt terek legegyszeriibb fogalmai
utan definidljuk a legalapvet6bbnek szamito Banach-tereket, ez utan pedig az
alkalmazésok szemszogébdl fontos stirtiségi és szeparabilitasi kérdéseiket vizs-
galjuk. Ezt kovetSen ratériink a Hilbert-terek elméletére, majd erre tamasz-
kodva bevezetjiik a H! (2) és H} () Szoboljev-tereket, amelyekben targyal-
ni tudjuk a linearis elliptikus differencidlegyenletek modern elméletét. Ezek
utan vessziik sorra a funkcionalanalizis altalanosabb apparatusat, amelyben
egyre inkabb megjelennek a modern parcialis differencialegyenletek, a szto-
chasztikus analizis, az optimalis iranyitdselmélet és egyéb modern diszciplindk
szamara sziikséges és gyakran visszatérs eszkozok.

A kapcsolodo feladatok nem a fejezetek végén, hanem azokon beliil, az
anyag részeként jelennek meg. Ennek oka nemcsak az, hogy minden egyes
feladatot igyekeztiink az elmélet szemszogébdl leglogikusabb helyen kittizni,
hanem mert a feladatok egy része maga is nevezetes tétel, amelyeknek vagy
nagyon egyszeri a bizonyitasa, vagy a felépités tobbi, feladatok nélkiili része
nem tamaszkodik rajuk (de nagyban hozzéjarulhatnak az ismeretek elmélyi-
téséhez). Az ilyen tételek egzakt megjelenitésével nem akartuk kiilon terhelni
a helyenként amugy is tomény és szertedgazd anyagot, ezért stiritettiik Gket
feladatokba. Igazolasukhoz mindig adtunk valamennyi instrukciot, amelyek
birtokaban az Olvasé 6nallo munkaval kidolgozhatja az egzakt bizonyitasokat.
Ezzel egyrészt késztetést kivantunk adni az Olvasonak az 6néllo munkahoz,
mésrészt lehetdséget dnmaga megmeérettetéséhez, és fejlgdési lépcssfokot a
tudomanyos dolgozatok olvasasahoz.






2. fejezet

Parcialis
differencialegyenletek : naiv
megkozelités

Egy f:R" — R, (z1,22,...,2,) — f(z1,22,...,2,) fliggvény k-adik par-
cialis derivaltja az xj valtozo szerinti derivalt, amelyet Oy f-fel jeloliink. Ha-
gyomanyosan az x szerinti parcialis derivaltat 0;-gyel, az y szerintit Os-vel,
a z szerintit pedig Os-mal jeloljiik; a ¢ szerinti derivaltat altalaban dp-lal (a
t valtozot nulladik valtozonak fogva 6l egy 1 + n valtozos f: R x R™ — R
fiiggvény esetében). Altalaban 92 f := O (Ox f). Szintén szokédsos jeldlés: Af :

n
= > 02 f (olvasd: ,Laplace ). A neve: Laplace-operator.
k=1

A | parcidlis differencidlegyenlet” név onnan szarmazik, hogy egy keresett
fiiggvényre vonatkozo egyenletben az illet6 (ismeretlen) fiiggvény parcialis
derivaltjai szerepelnek (ellentétben a csak a ¢t € R valtozo szerinti derivaltat
szerepeltets kozonséges differencidlegyenletekkel). A lényeg viszont az, hogy
olyan dinamikus 6sszefiiggésrél van sz6, amelyben a keresett ismeretlen maga
is egy tObbvaltozos fliiggvény. Tipikusan olyan jelenségek modellezésére hasz-
nélatos, amelyekben a jelenséget leir6 torvények a szerepeltett mennyiségek-
nek nem (csupén) az id6 szerinti, hanem egyéb derivaltjaira (is) vonatkoznak.
Ilyenek a fizikdban pl. a hévezetés, kozegterjedés és egyéb aramlasok, hullam-
terjedés, elektrodinamika. Az elméleti pénziigyi modellekben egyes sztochasz-
tikus mennyiségek atmenetstiriiségei és egyéb, Sket megragad6 determinisz-
tikus fiiggvények szintén parcialis differencidlegyenleteket elégitenek ki, ame-
lyek kozeli rokonsagot mutatnak a hévezetés és kozegterjedés egyenleteivel
(— diffuzios egyenletek).
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A téma nehézsége kivanatossa teszi, hogy az egzaktabb felépités eltt de-
rivalgatva” ismerkedjiink a parciélis derivaltakra vonatkozo legelemibb 6ssze-
fliggésekkel és egyenletekkel.

A tovabbiakban jelolje M C R™ esetén C (M) az M-en értelmezett folyto-
nos valos fiiggvények vektorterét. Nyilt M esetén legyen C! (M) azon C (M)-
beli fiiggvények vektortere, amelyek minden els6rendd parcialis derivaltja 1é-
tezik és folytonos M-en, C? (M) pedig azon C (M)-beli fiiggvényeké, ame-
lyek minden masodrendd parcialis derivaltja létezik és folytonos M-en (= a
C' (M)-beli fiiggvények derivalhatok, a C2 (M)-beliek pedig kétszer derival-
hatok). Persze

C*(M)yc ot (M) cC(M).

Veégiil szintén nyilt M C R™ halmazra jelolje CT (M) azon C* (M)-beli f
fiiggvények vektorterét, amelyekre mind f, mind 0y f, 0> f, ..., 0, f folytono-
san terjednek ki M lezaraséra. Hasonléan, jelslie C2 (M) azon C? (M)-beli
fliggvények vektorterét, amelyek az Osszes els6- és masodrendii parcialis de-
rivaltjukkal egyiitt folytonosan terjednek ki M lezarédsara.

Az M C R™ halmaz lezarasat M jeloli, mig M belsejét int M. Az R"
(euklideszi) tér zart egységgombje

B:={zxcR":|z| <1}

(a nyilt {z € R" : ||z|| < 1} egységgdombot pedig rendszerint B° jeldli).

2.1. Integralok derivalasa

Jelolje A az egydimenzios, A pedig az n-dimenzioés Lebesgue-mérhets hal-
mazok o-algebréajat.

2.1.1. Allitas. Legyen (X,S,u) mértéktér, M C R™, f : X x M — R
pedig olyan S ® A™ -mérhetd figguény, hogy p-m.m. z-re f (x,-) folytonos,
valamint f L'-majordlt, azaz alkalmas ¢ € L* (X,S,u) figgvénnyel minden
(x,y) € X x I-re

|f (z,y)| < L(x).
Ez esetben az F : M — R,

F(y) = / f(@,y) du(x)
X

fligguény is folytonos.

Bizonyitds. A szekvencialis folytonossag a Lebesgue-féle dominalt konvergen-
ciatételbdl adodik ¢ majorans mellett. O
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2.1.2. Ko6vetkezmény. Legyen M C R" lokdlisan kompakt halmaz, a < b <

< 400,
H:{m € [a,b) x [a,b) :tgx}

és [+ Hx M — R folytonos fiigguény. Ekkor az F : [a,b) x M — R,

F(:c,y) ::/f(t7x7y) dt

fiigguény is folytonos.
Bizonyitds. A ® :[a,b) X [a,b) x M — H x M,

(t,z,y), hat <,
(x,z,y),hat >z

®(t,z,y) :—{

fiiggvény nyilvinvaloan folytonos. Igy f := fo @ : [a,b) x [a,b) x M — R is
folytonos fiiggvény. Ekkor G : [a,b) X [a,b) x M — R,

G (u,z,y) := /]?(t,x,y) dt

valasztéassal a G (u, -, -) fliggvények a fenti allitas értelmében folytonosak (min-
den (z,y) pont egy alkalmas kompakt U kirnyezetére fkorlétos az [a,u] X
x U halmazon), a G (-, z,y) fiiggvények pedig trivialisan lokalisan Lipschitz-
folytonosak. Innen kénnyedén adédik G egyiittes folytonossaga. Innen pedig
F (z,y) = G (z,z,y) is folytonos. O

2.1.3. Allitas. Legyen (X,S,p) mértéktér, I intervallum, f : X x I — R
pedig olyan S @ A-mérhetd figguény, hogy p-m.m. z-re f(z,-) folytonosan
derivdlhatd, valamint Oof L'-magjordlt, azaz alkalmas ¢ € L' (X,S,u) fiigg-
vénnyel minden (z,y) € X x I-re

02f (z,y)| < £ ().
Ez esetben ha az F : I — R,

F(y) = / f(@y) du(x)
X

figguény jol definidlt (azaz a definidld integrdlok értelmesek), akkor folytono-
san derivdlhato is és minden y € I-re

F'(y)= [ 0of (z,y) du.
/
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Bizonyitds. Legyen y € I, (y,) C I, yn # y €8 Y, — y. Minden n-re és pu-
m.m. z-re a Lagrange-kozépértéktétel miatt van olyan &, , szam az y és y,
kozott, hogy

=[02f (,6n0)| < L(x).

’f(%yn)—f(m,y)’
Yn — Y

Eszerint az © — W fiiggvényeknek ¢ kozos L'-beli majoransa, igy
% — Oof (x,y) alapjan a Lebesgue-tétel miatt
F n) F ydn) ’
(Un) (y):/f(xy) f(xy)dx_)/aﬁ(x’y)dm,
Yn — Y Yn — Y
X b'e
ami (y,,) tetszéleges volta miatt azt jelenti, hogy
F - F
lim FR)-Fly) = /82f(x,y) dz,
z—y z2—y
X

tehat F' derivalhato y-ban és F' (y) = [Oof (z,y) du. Az F' fiiggvény foly-
X
tonossaga innen a fenti allitasbol adodik. O

2.1.4. Kovetkezmény. Legyenek I, J intervallumok, f : J x I — R pedig
olyan folytonos fiigguény, amely a mdsodik vdltozdjdiban folytonosan derivdl-

hatd, tovdbbd alkalmas [ ¢ < +oco tulajdonsdgi folytonos fiigguénnyel minden
J
(x,y) € J x I-re

|02f (z,y)] < £(x).
Ez esetben ha az F : I — R,

F(y) = /f(:vvy) dx
J

fiiggvény jol definidlt, akkor folytonosan derivdlhato is és minden y € I-re

F'(y) = /62f (z,y) dz.
J

A fenti kévetkezményben szerepld integralok persze impropriusak, specia-
lis esetben (J = [a,b]) kozonséges Riemann-integralok. Megjegyezziik, hogy
e kovetkezmény meértékelmélet nélkiil is ,kiepszilonozhatod”. A fenti allitas 1é-
nyegében azt mondja, hogy megfelels feltételek mellett

d d
dyJ/f(Ly) dsz/dyf@,y) dz.



2.1. INTEGRALOK DERIVALASA 9

2.1.5. Kovetkezmény. Legyenek I, [a,b] intervallumok, f : [a,b] x I — R
pedig olyan folytonos fiigguény, amelyre létezik a Jof parcidlis derivdlt és az
korldtos az (a,b) x I halmazon. Ekkor az

b
F(y) = /f(wvy) dx

fiigguény folytonosan derivdlhats és minden y € I-re

b
F(y) = / Ouf (z,y) de.

Bizonyitds. A fenti kbvetkezmény konstans majoranssal alkalmazhato. O

2.1.6. Allitas (Leibniz-formula). Legyen f a

H = {m € la,b) x [a,b):xSy}

halmazon értelmezett olyan valds folytonos figgvény, amelyre az int H hal-
mazon Oy f létezik és folytonosan terjed ki H-ra. Ekkor az F : [a,b) — R,

Fy) = /f<w,y> dz

fiigguény folytonosan derivdlhato és minden y € [a, b)-re

F'(y) = f (0,9) + / 0uf (x,y) da

(y = a esetén abban az értelemben, hogy az integrdl értéke 0).
Bizonyitds. A Oof fiiggvény H-ra valo folytonos kiterjedését jelolje tovabbra
is Oof (ami a hatéron egyel6re nem is derivalt, csak annak hatarértéke).

Ennek birtokadban definialjuk f-et az {ﬂ € [a,b) x [a,b), > y pontokban

f(:my) ::f(a:,x)—i—&y“(m,x) ’ (y—l‘)

modon. Vilagos, hogy ezzel f folytonos, tovabba 0 f 1étezik (a,b) x (a,b)-n,
s6t folytonosan terjed ki [a,b) X [a,b)-re. (02 f létezése az f (x,-) fliggvények
derivalhatosagat jelenti, ez utébbinak pl. az x pontban a baloldali derivaltja a
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fenti definicié értelmében O f (x, x), a jobb oldali derivalt pedig a Lagrange-
kozépértéktétel alapjan 0o f folytonos kiterjedése miatt lesz 0o f (2, x).) Le-
gyen most y € [a,8), (y) < [a,8), Yn # y & g — y. Ekkor

Yn

Fl)—Fy 7@ de=f](wy)de

Yn — Y Yn — Y

o1 7 [ (2,yn) du— f(z,7)
_yn_y/f(x,yn)dx+/ yn_y dm
Yy a

Mivel f (-, y,) folytonos, igy az integralas kozépértéktétele értelmében létezik
Tn az y és y, kozott, hogy

Yn
1
— [ 1) do= £ ().

Yn

ami n — oo hataratmenettel 7,, — y és f folytonossaga miatt tart f (y,y)-
hoz. Méasrészt létezik b > by > y,, (n € N) tulajdonsagu by pont, ekkor minden
x € [a,bo]-ra a Lagrange-kozépértéktétel miatt van olyan &, , szdm az y és
yn kOzOtt, hogy

= |82f (‘Taé-n,z” < K,

'f(fc,yn) —f(%y)‘
Yn — Y

ahol K > 0 korlatja 02 f-nek az [a,bg] X [a, bg] halmazon. Eszerint [a, by]-on

az @+ L) =S (@y) fiiggvényeknek van kozos korlatja, igy f@yn)—f@y)

Yn—Y Yn—Y
Oof (z,y) alapjan a Lebesgue-tétel miatt

/ S (wyyn)y:lx_—yf @9 40 /r%f (z,y) dz.

Tehét azt kaptuk, hogy

Yn Yy
F(yn) _F(y) _ 1 f(xayn) dx—f(:my) _
_yn—yy/f(x’yn)d$+a/ Y dx =

Yn —Y )

Y Yy
— 1 Gwen) + | d (‘”’y"?ydx_;f o9 g —s £ (o) + [oat @) o
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Ez (y.) tetszoleges valasztasa miatt azt jelenti, hogy lim %ﬁr(y) = f(y,y)+
Z2—Y

y y
+ [ 02 f (x,y) dx, tehat F derivalhato y-ban és F'(y)= f(y,y)+ [ o f (z,y) dx.

a a
(Ez mar f és Oy f eredeti értékeivel van kifejezve.) Innen az F’ fliggvény méa-
sodik tagjanak folytonossaga a legelss allitas kovetkezményébdl adodik. [

2.1.7. Feladat. Legyen [ intervallum, a € I, f: I x I — R pedig folytonos
fiiggvény. Derivaljuk le az F (z) := [ [ f (r,t) dtdr fiiggvényt!
a a

2.2. Ismerkedés a parcialis differencidlegyenletek-
kel feladatokon keresztiil

Az alabbiakban szerepls feladatok soran végig kisérjiik nagy figye-
lemmel, hogy a széban forgé differencialegyenlethez milyen tovabbi
feltétel(ek)kel biztosithato a feladat egyértelmi megoldasa. Ez a ko-
zonséges differencidlegyenletek esetén annyira természetes, hogy fol se meriil,
miszerint kiilon figyelniink kéne ra; jelen esetben viszont e kérdés sokkal
nagyobb horderégvel bir; sokszor nagyobbal, mint a megoldas konk-
rét elGallitasa. (Es majd szintén gondoljunk ra, hogy a megoldéas konkrét
alakjaban milyen nagy szerepe lehet a definidl6é tartomany alakjanak, ami a
kozonséges differencialegyenletek esetén szintén fol se meriil ilyen forméban.)

Az egyszertliség kedvéért a parcialis differencidlegyenletekre vonatkozo fel-
adatokban hagyomanyosan csak olyan ismeretlen fiiggvényeket engediink meg,
amelyeknek léteznek és folytonosak a parcialis derivaltjai, kvetkezésképp 6k
maguk is folytonosak. Ha az v ismeretlennek barmely 0;,0;u masodrendi par-
cialis derivaltja is szerepel az egyenletben, akkor egyidejiileg megkoveteljiik
OL0ju és 0;0u létezését és folytonossagat az egyenlet értelmezési tartoma-
nyan.

2.2.1. Bevezets példak

2.2.1. Feladat. (a) Oldjuk meg az alabbi parcialis differencialegyenletet a
stkon (u = u (z,y)):
51u =0.

(b) Adjuk meg a fenti egyenlet u (x,z) = x? feltételd megoldasat.

Megoldas. (a): Minden y-ra (u (-, y))" = 0, igy u (-, y) konstans (aminek érté-
ke y-t0l fligg, hiszen a derivalando fliggvény is fligg az y paramétertsl). Azaz
u(-,y) = ¢(y), tehat u (x,y) = c(y). Mivel u folytonossagat megkoveteltiik,
ezért persze innen c(-) is folytonos. Ugyanakkor az u (x,y) = c(y) formula
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tetszoleges folytonos ¢ (-) fliggvény mellett kielégiti az egyenletet. Tehat a
megoldas: u (z,y) = ¢(y), ahol ¢ (-) tetsz6leges folytonos fiiggvény.

(b): A keresett u fiiggvény tehat u (z,y) = c(y) alakt. Igy a feltételbél
minden z-re 22 = u (z,2) = c¢(v). Azaz u (z,y) = y? minden (z,y)-ra.

2.2.2. Feladat. Oldjuk meg a sikon: Osu = f
(ahol f :R? — R adott folytonos fiiggvény).

Megoldas: minden z-re (u(z,-)) (y) = (f (x,-)) (y), igy egyszertien a ma-
sodik valtozo szerinti integralassal

u(z,y) :/f(x,t) dt + c(z),

ahol ¢ (+) folytonos fliggvény.
2.2.3. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv nyilt siknegyeden:

8182u = 0,
(r5) =
ul|x, — | =sinz,
x
O (x,y) = .

Megoldas: minden y-ra (dou(-,y)) = 0 = dou(-,y) = c(y), ahol tehat
c(+) folytonos = dou (z,y) = c(y) = dau(z,:) =c(-) = u(x,") = [c(-) +
0

+d (z), tehat u (x,y) = ¢1 () +c2 (y), ahol ¢ folytonos, ¢y pedig folytonosan
derivalhato. Viszont a fentebb tett folytonossagi kitétel miatt a Young-tétel
alapjan a 9109 és 0201 operatorok amugy is azonosak, igy szimmetriaokokbol
u(z,y) = c1(x) + c2 (y), ahol ¢1,co mindketten folytonosan derivalhatok.
(Eddig maga a differencialegyenlet altalanos megoldasa.) Most a feltételbol
x=0u(z,y)=¢ () =1 (x) = ”:2—2 + k (k = konst.), tehat u (z,y) = ”:2—2 +

+k+co (y) alaki. Innen a masik feltételbdl sinz = u (m, %) = ””—22 +k+co (%)

= ¢y (%) zsina:—x;—k‘, ahonnan cy (y):sin%—ﬁ—k;, tehat
( ) 22 L 1 1
u(z,y) = — +sin— — —.
V=5 y o 2y?

2.2.4. Feladat. Oldjuk meg a sikon (adott ¢,% : R — R folytonos fiiggveé-
nyekre):
0102u + 2z - ou = 0,
u(x,x) = QO(:L‘),
Oau (SC, x) =1 (x) :
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Megoldas: rogzitett y-ra jelolje v := dou (-, y), ezzel v/ () + 2z -v(x) =0
(ami kozonséges differencidlegyenlet), tehat alkalmas — y-t6l fiiggs — ¢ (y) € R
szdmmal v (z) = ¢ (y)-e~ , azaz (u (,-)) (y) = ou (2,y) = (Dou (-, y)) (z) =
=v(z) =c(y)- e=%", tehat (u(z,-) (y) = c(y) - e~ ami y-ra kdzénséges
differencidlegyenlet. Ezt megoldva (c2 (y) = [c(-) jelléssel) azt kapjuk,
0
hogy u (x,y) = ¢1 () + c2 (y) - e~ alaku, ahol ¢1, ¢5 folytonosan derivalhato
fiiggvények. (Eddig maga a differencialegyenlet altalanos megoldasa.) Innen
a feltételbsl

x?

2

o) =u(z,x)=c () + e () - e s (1) = Ogu (x,2) = ¢y (z) e .

Ezekbdl rovid kalkulacioval
y
uwy) =p@+e [ uar

2.2.5. Feladat. Oldjuk meg a sikon:

{81u82u O,

u (z,0) = cosx.

Megoldas: v (z,y) = u(z+y,x —y) valasztassal Oqv (z,y) = 0, tehat
v(x,y) = c¢(x), ahol ¢ (+) folytonos. Innen az egyenlet megoldésa visszatransz-
formalassal u (z,y) = ¢(x + y). A feladat megoldasa pedig a kezdeti feltétel
alapjan ¢ (r) = u (z,0) = cosx, tehat u (x,y) = cos (z + y).

2.2.2. A legegyszeriibb hullamegyenletek

(specialis, tn. hiperbolikus egyenletek, vo. a (91, 02) — 0? — 93 kvadratikus
alak szinthalmazai hiperbolak)

2.2.6. Feladat. Adott g € C? (R), h € C! (R) esetén oldjuk meg R, x R-en:

Ofu—03u=0 (z>0),
uw(0,y) =g (y),
0w (0,y) = h(y)

(kezdetiérték-feladat, azaz tin. Cauchy-feladat).

Megoldas: v (z,y) = u (%5%, Z5¥) vélasztassal trividlisan 01050 (z,y) =

= 0 (az y > —x félsikban), ahonnan a m Feladathoz hasonl6 mo6don
v(x,y) = c1 () + c2 (y), ahol ¢1,co € O (R). Innen visszatranszformaldssal
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u(z,y) =c1 (x+y)+ c2(x—y) (qjra a jobb félsikban). A kezdeti feltételek
miatt minden y-ra

9 () =u(0,y) = c1(y) + c2 (=),

h(y) = 01u(0,y) = Lu(z, Y)jaeo = €1 () + ¢4 (—y), azaz

{g’ (y)=

Innen elemi kalkulaciéval

cl(y);(g(y)+0/yh)+c és Cz(y);(g(y)+_zh> -
innen pedig
U(afvy)=01(x+y)+02(af—y)=;(g(y+x)+g(y—x)+7xh>~

2.2.7. Feladat. Adott f € C! (R, x R) esetén bederivalassal igazoljuk, hogy
az u: Ry xR — R,
z | y+(z—t)

u(z,y) = 3 f(t,r)dr| dt
0 |y—(z—t)
fliggvény kielégiti az alabbi feladatot:

Otu(z,y) — O3u(z,y) = f (x,y) (z>0),
u(0,y) =0,
ou (0,y) =0.
2.2.8. Kovetkezmény (D’Alembert-formula). A legutdbbi két feladat dssze-
tételével adddik, hogy tetszdleges f € C*(Ry x R), g € C*(R), h € C*(R)
esetén Ry x R-en a
Ofu—0u=f (r>0),
u(O,y) :g(y)7
O (0,y) =h(y)
feladat megolddsa az u: Ry x R - R,

z | y+(z—t) y+z

wwy =5 [| [ senaldsg(swrarew-o+ [n
0 |y—(z—0) y—
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fiigguény. A levezetett homogén rész eqyértelmiisége miatt a feladat megolddsa
egyértelm.

2.2.9. Megjegyzés. A legutobbi feladat eredménye igy is fogalmazhato:

3, ha x>y,
0, ha z < |y

B ()= {

valasztassal u (z,y) = [ E(z—t,y—r)- f(t,r)d(t,r) kielégiti a Ofu —
]R+ xR

— 02u = f hullamegyenletet (ahol f € C! (R; x R) tetszéleges). Ezt ugy is

szokas fogalmazni, hogy F un. alapmegoldasa a hullamegyenletnek.

Fizikai példa (hir transzverzdlis rezgése). Ha egy transzverzalisan rezgs vé-
kony hur csak kis kitéréseket végez, akkor a kitérésfiiggvény jo kozelitéssel a
fentebb targyalt tipusa hullamegyegyenletet elégit ki. Nevezetesen ha u (¢, x)
jeloli a har (vizszintes) x koordinataju pontjanak ¢ idépillanatbeli (fliggdle-
ges) kitérését, akkor u kielégiti a

p(x)-O3u(t,x) —T-0u(t,x) = F (t,z)

differencialegyenletet, ahol p a har anyaganak (a-tdl fiiggs) stirtiségfiiggveé-
nye, T a hurban jelentkezs (konstans) feszitGerd, F pedig a kényszerrezgést
okozo (esetleges) kiils6 erd. (F = 0 esetén szabad rezgésrol, egyébként pedig
kényszerrezgésrdl beszéliink.) u (0, z) = ¢ (z) a har kezddpillanatbeli alakjat,
dou (0,2) = ¢ (z) pedig kezdeti sebességeloszlasat jelenti, amit ismertnek
tételezhetiink. Ezek a rezgés kezdeti feltételei. (Lathatjuk, hogy ezektd] fiig-
géen nagyon sokféle lehet a rezgés, egészen mas tipusu fiiggvények johetnek
be, ugyanakkor ezek mind-mind ugyanazt a parcidlis differencidlegyenletet
elégitik ki.) Ugyanakkor varhato, hogy a rezgés csak akkor lesz egyértelmtien
meghatarozott, ha az eddigieken tulmenéen a hir végpontjaiban dn. perem-
feltételeket is biztositunk.

Ha p (z) = p konstans (azaz a hir homogén témegeloszlast), akkor v (¢, z) :

= (\/ﬁ t, VT - x), ft,z):=F (\/f) VT - x) transzformalassal a
Qv — v =f

egydimenzi6s hullamegyenlethez jutunk, aminek a kezdeti feltéteit is ismer-
jiik. Ha a hir elég hossza ahhoz, hogy a hir vizsgalt szakaszén a végpontok ha-
tasaitol eltekintsiink, akkor a rezgést meghatarozo feladat kezdetiérték-feladat
maéasképpen Cauchy-feladat, amelyre alkalmazhato a D’Alembert-formula.

2.2.3. Kotott hullamok egydimenziéban

A fizikdban el6forduld egydimenziés hullamok altalaban nem a teljes téren
jelentkeznek, hanem annak valamely ,falak” altal kozrezart tartoményan; ez
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egydimenziéban azt jelenti, hogy nem a teljes szamegyenesen, hanem annak
valamely részintervalluméan. Az egydimenzios hullamegyenletekhez kapcsolo-
do feladatokra nézve tehat arra jutunk, hogy hullamegyenleteket kiilonbo-
z6 siktartomanyokon kell vizsgalnunk. Ezek targyalasa jol mutatja, milyen
mértékben fligg az adott tartoméany alakjatol az, hogy a rajta definialt hul-
lamegyenlet megoldésanak egyértelmiisége mekkora szami tovabbi feltétellel
biztosithaté.

(Megjegyezziik, hogy a vonatkozo irodalom nagyobb része az alabb tar-
gyalandé eredményeket az tn. tiikrozési elv segitségével vezeti le, amelynek
lényege a kotott hullamokra vonatkozd feladatok visszajatszésa az el6z6 sza-
kaszbeli félsikon értelmezett standard feladatra. Hozzatessziik azonban, hogy
ezen elv formalis alkalmazésa rendszerint tobb technikai szamolassal jar, mint
az alabbiakban kovetett.)

A félsikon definialt torzitatlan linearis

Ogu—0tu=0

hullamegyenlet standard feladatdnak megoldésat tgy kaptuk meg, hogy az
egyenlet tetsz6leges megoldasat

u(t,x)=c(z+t)+d(x—1t)

alakban kereshettiik. Ebben az alakban a sik egyéb részhalmazain is tudunk
kittizni és formulakkal megoldani relevans standard feladatokat (tehat anél-
kiil, hogy minden esetben kénytelenek lennénk azonnal numerikus eszkozoket
alkalmazni).

Hullamegyenlet a kvadranson

Legyenek el6szor csak g,a € C? (R,). Keressiink a nemnegativ (¢, z)-kvad-
ranson olyan folytonos u fiiggvényt, amelyik a kvadréns belsejében kielégiti
a

02u—0tu=0

hullamegyenletet, tovabba

u(0,z) =g(z) (z=>0),
w(t0)=a(t) (t>0).

A megoldhatosagnak nyilvan sziikséges feltétele a (0) = g (0), tovabba a zart
kvadranson az u (t,z) = ¢ (x + t)+d (z — t) alakbol a feltételek miatt minden
x > 0 mellett

c(@) +d(z)=g(x),
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¢(@) +d(-z)=a(z),

tehat © > 0 esetén d (z) = g (x) — c(z), mig x < 0 esetén d(z) = a(—x) —
— ¢(—x). Innen a nemnegativ kvadranson

_Jel@+t)—clz—t)+g(x—1t),hat <z,
u(t’z){c(t—l—aﬁ)—c(t—x)+g(t—x),hat>x.

Ez pontosan akkor lesz kétszer folytonosan derivalhaté a nyilt kvadranson,
ha teljesiilnek az

=)
Il

a(0)=g
a// (0) — g/ ,
a' (0) + ¢’ (0)

un. kompatibilitasi feltételek. Ezekkel egyiitt viszont u mar ki elégiti a
hullamegyenletet és az adott feltételeket (tehat a kompatibilitasi feltételek
esetén a megoldas a megadott és csak a megadott alaka). A feladat egy-
értelmii megoldhatosagahoz tehat még olyan tovabbi feltételt kell tenniink,
amely a c fiiggvényt egyértelmien meghatarozza. Ilyen feltétel a dyu (0, x) =
= h (z) megkotés a nemnegativ félegyenesen. Ekkor a kapott alakbol ezen a
félegyenesen

(0)

iy 9 (@) +h(z)
c (x)_fa

tehéat a kompatibilitéasi feltételek aktuélis alakja

a(0) =g(0),
a’ (0) = h(0),
" (0 _ (0) :

ami lényegében azt jelenti, hogy a megoldas masodrendii parcialis derivaltjai
is folytonosan terjednek ki a zart kvadransra. Tovabba (additiv konstanstol
eltekintve)

c(x)z% g(x)+/h(s) ds
0

Ezzel igazoltuk a kovetkezsket :
adott g,a € C? (Ry), he C*(Ry) és a

a(0) = g(0),
@' (0)=h(0).
"(0) =" 0)
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kompatibilitasi feltételek esetén az Ry x Ry-on értelmezett

ORu — =0 (t,x >0),
u(0,z)=g(z) (x20),

dou (0,2) =h(z) (x>0),
u(t0)=a(t) (t=0)

feladat egyértelmd u = u (¢, z) megoldasira a nemnegativ kvadranson

x+t
Llg@+t) +g(z—1) fh >7 ha t <z,
u (tv iL’) = b
Llgt+a) —g(t—2)+ [ h(s)ds|+a(t—z),hat >z
t—x
2.2.10. Példa. Oldjuk meg a nemnegativ kvadranson a
Opu— Ou =0 (t,x >0),
22
u(O,x)—l—l—x—&—? (x >0),
du(0,z)=1—2x (x >0),
u(t,0) = e (t>0)

feladatot!

Megoldas: A fenti jelolésekkel a (t) = et, g(z) =1+ 2z + ’”72, h(z)=1-—ua,
ezekre pedig teljesiilnek a kompatibilitasi feltételek. Igy a megoldas azonnal

u(tz) = l+a4t+ @ hao<t<a,
’ 2z +el%, hat >z > 0.

Hullamegyenlet haromszoglapon
Legyenek g,a € C?[0,1]. Keressiink a
H={(z,y) eR*:0<z,y; 2 +y <1}
haromszoglapon olyan u fiiggvényt, amely H belsejében kielégiti a
Ogu—0iu=0

hullamegyenletet, tovabba (az egyszeriiség kedvéért a kvadrans esetéhez ha-
sonléan) mésodrendi parcialis derivaltjaival egyiitt folytonosan terjed ki H-
ra és a befogokon

w(t0)=a(t) (0<t<1),
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uw(0,2)=g(x) (0<z<1).
A kvadranson latottakhoz hasonléan a H halmazon

_Je(x+t)—cz—t)+g(x—1t), ha t <z,
u(t’m)_{c(t+x)—c(t—x)+g(t—x), ha ¢ >z,

ahol ¢ € C?[0,1]. Innen z € [0,1] esetén

u<1‘"”,”"”) — () =) +g(@)

2 2
(55 55) —c-c@+a),
Ezért

e g -u (155 = e = e +ale) o (LT

minden z € [0,1] esetén, azaz

142z 1—=2 Il—2 14+2)
u( 5 g > u< 5 3 )—a(ac) g(z).

Eszerint az atfogén nem tetszdlegesen irhat6 el u értéke, hanem az atfogo
felez6ponjara szimmetrikus pontokban u értékei meghatérozzak egymast a
most kapott egyenlGség szerint. Viszont ugyaninnen az is adodik, hogy az
atfogo feléig u értéke eldirhato (természetesen a megfelel6 kompatibilitéasi
feltételekkel a végpontokban). Ezéaltal (elemi szamoléssal) azt nyerjiik, hogy
adott g,a € C?[0,1], f € C? [0, 1] esetén a

),
FO0)=901),
(3)=d -0,

a” (0) = g" (0)

a(0)=g
g

kompatibilitasi feltételek mellett az H-n értelmezett
ORu— diu=0

(

u(0,z) =g (z) (

u(t0) =a(t) (
)
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feladat v = u (¢, z) megoldasa egyértelmtien létezik, nevezetesen

wt,z) = g(z+1t)+ f (=) — f(i=t=z) ha t<u,
T\ 9 () —g () f ()~ f (B ba () ha t>

2.2.11. Példa. Oldjuk meg a fenti H haromszoglapon a

O2u—0u=0 ((t,z) € H),
uw(0,2) =14z 0<z<1),
u(t,0) =1 0<t<1),

u(tl—t) =2—t+sin(at) (0<t<3)

feladatot!

Megoldas: A fenti jelolésekkel a (t) =1, g (z) = 1+, f (t) = 2—t+sin (7t),
ezekre pedig teljesiilnek a megadott kompatibilitasi feltételek. Igy a megoldas
révid szamolas utan

w(tz) = 1+x+sin@—sin@,ha t<ux,
’ 1+m+sin@—sinw,ha t>x.

Ez a sin (m — o) = sin « azonossag miatt egyetlen képletté egyszertisodik:

1+¢t— 1—t—
u(t,a?):l—i—x—i—sinﬁ( +2 x)—sinﬂ( 5 x):
1-— t
:1+x+2coswsin%

minden (¢, 2) € H esetén.

Hullamegyenlet az egységnégyzeten

Legyenek g,a,b € C?0,1]. Keressiink a [0,1] x [0,1] négyzeten olyan u fiigg-
vényt, amely a négyzet belsejében kielégiti a

02u— 0t =0

hullamegyenletet, tovabba (az egyszertiség kedvéért a fentebbi esetekhez ha-
sonléan) masodrendd parcidlis derivaltjaival egyiitt folytonosan terjed ki
[0,1] x [0,1]-re és harom oldalélen adott:

u(0,z)=g(z) (0<z<1),
t0)=a(t) (0<t<1),
t1)=0b(t) (0<t<1).
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A kvadranson és haromszogon latottakhoz hasonloan az egységnégyzeten

_Je(x+t)—cz—t)+g(x—t),ha t <z,
u(t’x)_{c(tJra:)c(tx)JrZ(tx),ha t>x

alakt, ahol a ¢ fliggvény értelmezett a [0,2] intervallumon. A fels§ peremfel-
tétel alapjan ekkor 0 < ¢ <1 esetén

bt)=u(t,l)=c(l+t)—c(l—-1t)+g(1-1),

ahonnan
cl+t)=c(l—=t)—g(1—1t)+b(¢),

azaz x € [1,2] esetén
clx)=c2—-2)—g2—-z)+b(z—-1),

tehdt a c fliggvény (1,2]-n felvett értékei kifejezhetdk a [0,1]-en felvett érté-
keivel. Igy [0,1] x [0,1]-en

clx+t)—cle—t)+g(x—1t), hat<zeést+a <1,
glx—t)—g2—z—t)+c(2—xz—t)—
—c(x—t)+blx+t—1), hat<zést+ax>1,
cit+z)—clt—z)+a(t—x), hat>zést+ax <1,
alt —z)+b{t+z—-1)—g2—t—1)
+c(2—t—z)—c(t—xz),hat>zést+a>1.

u(t,z) =

Ez a figgvény kielégiti a peremfeltételeket. Tovabba ellendrzéssel adodik,
hogy u pontosan akkor lesz kétszer folytonosan derivalhatd az egységnégyze-
ten, ha teljesiilnek a

a(0)=g(0), b(0)=g(1),
2¢ (0) =d" (0)+4¢'(0), 2<(1)=0"(0)+4"(1),
a” (0) =4¢"(0), v (0)=4g¢" (1)

kompatibilitasi feltételek. Ezek teljesiilése esetén viszont az u-ra kapott kép-
let tetszSleges ¢ € C?[0,1] mellett kielégiti a hullamegyenletet is. (Tehat a
megoldéasok ezek és csak ezek.)

2.2.12. Megjegyzés. A fenti formulaval kapott u fiiggvényre a négyzet ne-
gyedik oldaldn

u(lyz)=a(l—z)+b(x)—g(1—x),

ami c¢ valasztasatol fiiggetlen. Ez azt jelenti, hogy mind a négy oldalon nem
irhatjuk el6 az egységnégyzetbeli hullamfiiggvényt. Harom oldalon viszont
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mér elGirhatjuk, s6t az egyik oldalon még a ra meréleges iranyu derivaltat
is. Nevezetesen: a kvadrans esetéhez hasonléan adodik, hogy adott g,a,b €
€ C?[0,1], h € C'[0,1] esetén az

a(0)=g(0), b(0)=
@' (0)=h(0),
@ (0) =" (0), ¥ (0) =g"

kompatibilitasi feltételek mellett a [0,1] x [0,1] négyzeten a

Ogu—0iu=0
hullamegyenletnek az
u(0,z)=g(x) (0<z<1),
Oou (0,2) = h (z) 0<z<1),
u (t,0) = a (t) (0<t<1),
u (t,1) = b(t) (0<t<1)
el6irasok melletti egyértelmd megoldasa
x+t
%(g(m—&-t)—i—g(x—t)—i— [ hi(s) ds),
r—t
hat<zést+xz <1,
2—x—t
b(z+t— 1)—|—%<g(x—t)—g(2—x—t)—|— | h(s) ds)7
r—t
hat<zést+x>1,

u(t, )= tha
a(tx)+§(g(t+z)g(tx)+tf h(s) ds>,

—T

hat>zést+ax <1,

2—t—x
a(t—x)+b(t+z—1) + é( | h(s)ds—g(2—t—z) — g(t—x)),
t—x
hat>zést+a> 1.

2.2.13. Példa. Oldjuk meg a [0,1] x [0,1] egységnégyzeten a

Qu— Bu=0 ((t,z) € [0,1] x [0,1]),
u(0,z) =142 (0<z<1),
dou(0,z) =22 -2 (0<2<1),
u(t,0) =1 (0<t<1),
u(t,l) =2 (0<t<1)

feladatot!
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Megoldas: A fenti jelolésekkel a(t) =1, b(t) =2, g(z)=1+z, h(z)=2% — ,
és ezekre teljesiilnek a legutobbi kompatibilitasi feltételek. A megoldas a fenti
két formula barmelyikének hasznélataval felirhato. A korabbi formulabol pél-
daul a megadott feltételek és a c-re vonatkozé kompatibilitasi egyenlGségek
alapjan c egyszertien kiszamolhato:

1+ 3 2t

2+6 4

c(x)

(additiv konstanstol eltekintve), igy behelyettesités és egyszertsités utan

xzt—l—g—xt—i—x—l—l, hat<zxést+xz <1,

3
wlt,z) = 224+ (1—t)°(1—2)+ 552 4 ¢(1—2),hat <z ést+a>1,
’ t2x+”§3—3—xt+x+1, hat>zxést+ax <1,

t+x+(1—x)2(1—t)+%+x(l—t), hat>xést+x>1.

Hullamegyenlet savon (a korlatos hullam modellje)

Legyen g € C?[0,1] és a,b € C? (Ry). Keressiink az R x [0,1] sdvon olyan u
fliggvényt, amely a sav belsejében kielégiti a

0pu—0tu=0

hullamegyenletet, tovabba méasodrendi parcialis derivaltjaival egyiitt folyto-
nosan terjed ki a zart Ry x [0,1] sdvra, tovabba a sav hataran adott:

u(0,z)=g(x) (0<z<1),
u(t,0)=a(t) (0<1¢),
u(tl)=0b() (0<t

Az u fiiggvényt megint csak
u(t,z) =c(z+t)+d(x—1)
alakban keresve, az als6 peremfeltétel alapjan minden ¢ > 0 esetén
a(t) =u(t,0)=c(t) +d(-t),
ezért (t helyett ¢t — 1-gyel) minden ¢ > 1 mellett
at—1)=clt—-1)+d(1l—-1).
A fels peremfeltétel alapjan pedig minden t > 0 esetén

b(t)=u(t,l)=c(l+t)+d(1—1).
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E két legutobbibol d (t — 1) kikiiszobolésével
ct+)=ct—1)—a(t—1)+b(¥)

minden ¢ > 1 mellett. Eszerint ¢ értékeit elegendd [0,2]-n ismerni, onnan a
most kapott egyenldség értelmében egyértelmien meghatarozott egész R -
on. Most a kezdeti feltétel és Gjra az also peremfeltétel alapjan

(t) —c(t), ha 0 <t <1,
d(t) = {Z(t)c(t),hat<0,

tehat az egész savon

_ (xt—t)—c(zx—t),hax—1<t<ux,
d(x_t)_{ch(t—x)—c(t—x),hax<t.

Innen d kikiiszobolésével

Jex+t)—c(z—t)+g(x—t),hat <z,
u(t’x){c(t—l—x)—c(t—x)+Z(t—x),hat>x

az egész sdvon. Mindezek alapjan u megadasdhoz elegend§ csak ¢ értékeit
megadnunk, azokat is csak [0,2]-n. Tovabba azonnal leellendrizhets, hogy u
kétszeri folytonos derivalhatosdganak sziikséges feltételét képezik az egység-
négyzet esetében felirt

g9(0), b(0) =g(1),
2¢ (0)=d' (0)+4¢'(0), 2<(1)=b(0)+4 (1),
g"(0), b (0) = g" (1)

kompatibilitasi feltételek. Ugyanakkor a kezdeti feltételbdl és a fels§ perem-
feltételbdl adodolag minden 0 < ¢ < 1 esetén

cl+t)=c(l—t)—gA—-t)+b(t),

tehat a c fliggvény (1,2]-n felvett értékei kifejezhetdk a [0,1]-en felvett értéke-
ivel. Igy az u (t, x)-re legutobb kapott képlet explicite megadja a megoldast,
ha a c fiiggvény R -on folvett értékeit kifejezziik a [0,1]-en folvett értékeivel.
A

c(l+t)=c(l—t)—g(l—1t)+b(t) 0<t
ct+l)=c(t—1)—a(t—1)+b(t) (t>1)

feltétel-egyiittes alapjan ezt rekurzive megtehetjiik. Teljes indukciéval azonnal
adodik, hogy minden n € N mellett
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e 2n—1 <z < 2n esetén

n n—1
cl)=c@n-12)—g@n—2)+ Y blz—2k+1)— > al(x—2k);
k=1 k=1
e 2n < x <2n+ 1 esetén
c(x):c(x—?n)—!—Zb(x—Qk—!—l)—Za(x—Qk).
k=1 k=1

Elemi szamolassal adodik, hogy ha a c¢ fiiggvényt a [0,1]-en tetszéleges
olyan kétszer folytonosan derivalhaté fiiggvényként definialjuk, amely tel-
jesiti a fent megadott kompatibilitasi feltételeket, akkor a fenti rekurzioval
kiterjesztett ¢ : Ry — R fiiggvénnyel definialt

Jel@+t)—clz—t)+g(z—1t),hat <z,
u(t’z)_{c(t—i—m)—c(t—x)—i—cgt(t—x), hat>ux

fiiggvény az egész Ry x [0,1] sav belsejében kétszer folytonosan derivalhatod
és kielégiti a 93u — 0?u = 0 hullamegyenletet, tovabba masodrend(i parcialis
derivaltjaival egyiitt folytonosan terjed ki az egész savra, valamint a meg-
adott kezdeti és peremfeltételeknek is eleget tesz. Mindezekkel belattuk a
kovetkezsket :

2.2.14. Tétel. Legyenck g,c € C%[0,1] és a,b € C? (Ry), amelyckre telje-
stilnek a

a(0) =g(0), b(0) =g(1),
2¢/(0) =a' (0) +4'(0), 2/ (1) =¥ (0)+4 (1),
a” (0) = " (0), b7 (0) =¢" (1)

kompatibilitdsi feltételek. Ekkor a
Oju— u =0
hulldmegyenletnek az Ry x [0,1] sdvon az

u(0,z)=g(x) (0<z<1),
u(t0)=a(t) (0<¢),
w(tl)=b(t) (0<1t)

kezdeti és peremfeltételeknek eleget tevd egyértelmid megolddsa

_Je@+t)—clz—t)+g(x—1t),hat <z,
u(t’x)_{E(t—kx)—'c“(t—m)—kfdt—x),hat>x7
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aholc: Ry — R,

c(@), ha0<z<l,
c(2n—x)—g(@2n—1x)+ i b(x—2k+1)—nila(1:72k),
c(x):= = hZ:21n— 1<z < 2n,
c(x—2n)+ f: b(x—2k+1)— ia(x—?k),
= = ha2n<x<2n+1

(n a természetes szamok halmazdn fut).

Mivel a tételbeli formula az egységnégyzeten a red vonatkozo fentebbi ered-
ményt adja vissza, ezért a savra vonatkozd megoldas iterative is megkapha-
t0: el6szor felirjuk az egységnégyzeten vald u megoldast, majd az u(1,x)
és Oou (1,z) értékek mint kezdeti feltételek ismeretében felirjuk az [1,2] x
x [0,1]-beli megoldast (vizszintes egységnyi eltolassal, mintha [0,1] x [0,1]-en
dolgoznank), és igy tovabb.

2.2.15. Példa. Oldjuk meg a Ry x [0,1] savon a

Oiu— dju=0 ((t,z) e Ry x [0,1]),
u(0,z)=1+2z (0<z<1),
dou(0,2) =2 -2 (0<2<1),
u(t,0)=1 (t>0),
u(t,l) =2 (t>0)

feladatot!

Megoldas: A tételjeloléseivel a(t) = 1, b(t) = 2, g(z) = 1+ 2, h(x) =
= 22 — z, és ezekre teljesiilnek a kompatibilitasi feltételek. Ha elGszor csak
a [0,1] x [0,1] négyzetre szoritkozunk, akkor ez éppen az el6z6 példat kapjuk

vissza. Ennek alapjan az egységnégyzeten

u(t,z) =
24 L —at a1, hat<zést+ax<l1,
3
2gc—i-(1—t)2(1—QU)—|—%—I—t(l—x),hautgacést—i—:zc>17
t2m+x3—3—xt+x+1, hat>xzést+a <1,

t+x+(1—x)2(1—t)+@+x(l—t),hat>xést+x>1.

Innen azonnal minden x € [0,1] esetén

u(l,z)=1+=
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oou (1,2) = 2 — 2.

Ez alapjan az [1,2] x [0,1] négyzeten (mintha [0,1] X [0,1]-en szdmolnank, 1+
kezdeti értékkel és a t szerinti derivalt x — 2 kezdeti értékével; majd t — t—1
helyettesitéssel mint egységnyi jobbra tolassal)
l+a4(t—1)a—a?(t—1)— 50
hat<z+1lést+ax <2,

3
l+z+@2-t)(1—2)—2-1)>1—a)- 152
hat<z+4+1ést+x> 2,

u(t,x)

3

lte+a(t—1)—(t-1)>7z—-2,
hat>z+1ést+x <2,

1 _ L —(1—2)2(2—) - 2=

+x+(1l-z)2-t)—(1—-2)"(2-1) T
hat>xz+1ést+a > 2,

a kompatibilitasi feltételek természetesen ez esetben is fennallnak. Azonnal
lathato, hogy

uw(2,z)=1+2=u(0,z),
dou (2,7) = 2% — x = Gou (0, 2),

tehat ¢ = 2-t6l jobbra u ugyanugy viselkedik, mint ¢ = 0-t6l kozvetlentil
jobbra. Eszerint a savon az u fliggvény a t tengely irdnyaban periodikus, 2
periodussal. Példaul

dow (2013, ) = & — 2,
dou (2014, ) = 2% — .

2.2.4. Néhany nagyon elemi Laplace- ill. Poisson-egyenlet

(specialis, tin. elliptikus egyenletek, v6. a (91, 02) + 07 + 05 kvadratikus alak
szinthalmazai ellipszisek, s6t korok)

2.2.16. Feladat. Keressiik meg a sikon a Au = 0 Laplace-egyenlet u (z,y) =
= p (x) - ¢ (y) alakt megoldasait!

Megoldas: A keresett alakra 0 = Au(z,y) = 0%u(z,y) + O3u(z,y) =
= ¢ (1)1 (y) + ¢ () - 1" (y), tehat ¢ (2)- v (y) = —p (2) - " () ahomnan
(egyeldre feltételezve, hogy ¢ és 1) nem azonosan 0, és az egyenletet csak ezen
valtozok mentén vizsgalva)

el — LW \ivel a baloldal nem fiigg y-t6l (és a jobb oldal a-

t6l), ezért mindkét oldal konstans, persze ugyanaz a ¢ konstans. Ezzel tehat
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‘i:(gf)) =c és 11:/:’(;1,;) = —¢, ahonnan ¢" () = c- @ (z) és V" (y) = —c - ¢ (y).
(Ez utobbi feltételekbe mar az is belefér, ha ¢ vagy ¢ azonosan 0.)

I. eset: ¢ > 0. Ekkor (amint az a kozonséges differencialegyenletek korébsl
ismert) alkalmas ¢y, ¢a,dy, ds konstansokkal ¢ (z) = ¢ - eVer 4 ¢y eV,

Y (y) = di - cos\/cy + da - sin/cy, azaz

u(z,y) = <c1 eV 4y e_\ﬁ:”) . (d1 - cosv/cy + ds - sin \ﬁy) .

IL. eset: ¢ = 0. Ekkor alkalmas ¢y, ¢, dy, do konstansokkal ¢ (z) = 1z +¢a,
Y (y) = d1y + do, azaz

u(z,y) = (c1z +c2) - (dry + da) .

III. eset: ¢ < 0. Ekkor alkalmas ¢y, c2, dy, do konstansokkal
p(x) =c1 - cos/|clx + co - sin/|c|x,
Y (y) =di- VIl 4 dy . e=VIeW | azay

u(z,y) = (Cl COS\FZ+02 smfx>~(d1 e\FerdQ e \Fy>

2.2.17. Feladat. Adott f, g€ C(R) esetén keressiik meg a sikon a Au(z,y)=
= f(x) + g (y) Poisson-egyenlet u (z,y) = ¢ () + ¥ (y) alaktt megoldasait!

Megoldas: A keresett alakra

f@)+9(y) =Au(z,y) =¢" (z) +¢" (),

ahonnan f (z) — " () = ¢" (y) — g (y), tehat mindkét oldal konstans. Tehat
alkalmas ¢ € R szammal ¢” (z) = f(z) —c és ¥" (y) = g(y) + c. Ezeket
megoldva, végiil

t

u(x,y) //f dfdr+//g ydrdt+a- (y* —2*)+ 8- 2+ -y+4,

0

ahol «, 8,7, valos konstansok.
A Awu = 0 Laplace-egyenletet kielégits fliggvényeket harmonikus fiiggué-
nyeknek is szokas nevezni.

2.2.18. Feladat. Mutassuk meg, hogy az u (z,y) := 7 In (2% + y?) kétval-
tozos fliggvény az orig6 komplementuman harmonikus!

2.2.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy az alabbi fliggvények az értelmezési
tartoméanyukon kielégitik a sikbeli Au = 0 Laplace-egyenletet, tehat harmo-
nikusak (ajanlott sorban egyméas utéan).
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Lou(z,y) = =5,

2. u(x,y) = i

3. u(z,y) = L5 (a,b€R),

4. u(x,y) ::%w (a,b € R),

5 (o) = 1 -2 GESRELRY = £505S0S (@ beR),

de példaul az u (z,y) := ﬁ mar nem, st a kétvaltozos kvadratikus alakok
koziil is csak nagyon specialisak!

Az aldbbiakban legyen
S(O,l)::{ GRQ:xQ—&—yQ:l},

B(0,1) = {

B 8 € 8

€R2:x2+y2<1}

B 01) = { y]

rendre a sikbeli egységkorvonal, zart egységkorlap és nyilt egységkorlap.
2.2.20. Definicié. P :[0,2x] x B°(0,1) — R,

1—22— y2
(z — cost)® + (y — sint)?

P(t,x,y) =

an. Poisson-féle magfiiggvény.

2.2.21. Megjegyzés. A fenti feladat utols6 pontja értelmében minden ¢ €
€ [0,27] mellett a P (¢,-,-) fliggvény harmonikus.

2.2.22. Megjegyzés. Az (x,y) — P (t,z,y) - f(cost,sint) és (z,y) —
O P (t,2,y) - f (cost,sint) fliggvények folytonos derivalhatosdga miatt bede-
rivalassal (kétszer, egymast kovetGen) azonnal adodik, hogy tetszdleges f €
€ C(S5(0,1)) esetén az

2
1 (1—a?—y?) - f (cost,sint) Qb =

u(z,y) = — -
(:9) 2m / (z — cost)® + (y — sint)?
1 27
= —-/P(t,m,y)-f(cost,sint) dt
2w

0
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fiiggvénynek az S (0,1) koérvonal komplementuman léteznek és folytonosak a
masodrendi parcidlis derivaltjai. Ezért u kétszer folytonosan derivalhato az
S (0,1) kérvonal komplementuman, tovabba

2

1

2
1
Au(z,y) = Py -/AP (t,z,y) f(cost,sint)dt = %-/O-f(cost,sint) dt=0,
0 0

azaz u ezen a komplementumon kielégiti a Au = 0 Laplace-egyenletet.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy e legutobbi feladatban definialt u fiigg-
vény a nyilt B° (0,1) korlaprol folytonosan terjed ki a zart B (0,1) korlapra,
mégpedig ugy, hogy az S (0,1) kérvonal pontjaiban az el6re megadott f fiige-
vénnyel egyezik meg, azaz u kielégiti az alabbi Gn. peremérték-feladatot :

{Au(aj,y)zo (2® +y* <1),
u(z,y) = f(2,y) ($2+y2:1)7

s6t e feladatnak a fent definialt u a mondott feltételekre nézve egyértelmi
megoldasa. Az egyenlet kielégitése éppen a fenti megjegyzést jelenti. A to-
vabbiakban a peremfeltétellel és az egyértelmiséggel foglalkozunk.

2.2.23. Megjegyzés. Minden 0 < r < 1 esetén

27
1—1r-cost
dt = 2.
/1+r2—2r-cost T
0
Bizonyitds.
27 T 27
/ 1—1r-cost dt—/ +/ _
1+72—92r-cost B
0 0 T
r—cost]” r —cost I
= |arctg — + |arctg — =147 =27 O
sint 0+ sint i
2.2.24. Allitas. Minden 0 < r < 1 esetén
27 9
1 1-—
L S
2 1472 —2r.cost
0

Bizonyitds. A legutébbibol

2

27
1—1r- t 1 1—1r2
277:/ o8 dt:f/ 1+ " dt =
1+72 —2r-cost 2 1472 —2r-cost
0

0
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2

+1/ 1—r? i@t

=T —

2) 1+7r2—2r-.cost
0

ahonnan az allitas trivialis. O

2.2.25. Allitas. Tetszdleges f € C (S (0,1)) esetén azu: B(0,1) — R,

f(xay)a ham2+y2:1,
27
u(z,y) = 1 / (1—22 —y?) - f(cost,sint) dthaa® 4P < 1
27 (z — cost)® + (y — sint)? 7

0
figguény folytonos.

Bizonyitds. Elegendd igazolnunk, hogy o € R, (a,) C R, (r,) € [0,1), cvpy —
a, ry — 1— esetén u (ry, - COS a1y - Sinv,) — f (cOsa,sina).

Feltehetd, hogy mindegyik |ay, — o] < , tovabba a 2m-periodicitas miatt
u (Ty, + COS Qp, Ty - SIN Q) =

2

1 / (1—72) - f(cost,sint) gt =
2m (rp €Oy — cost)® + (ry - sin v, — sint)?
27 .
1 / (1 —72) - f(cost,sint) B
27 1+72 —2r,-cos(t—a,)
0
+
1 Ol/7r (1—72)- f(cost,sint)
27 1472 —2r,-cos(t —a,)
a—T
o+ 2
. 1 (1—r") - .
innen 5-- [ 7 orem(i—a, 0t = 1 miatt
a—T

|t (ry, - COS U,y T - SIN ) — f (cOS @y sin )| =

dt|<

|1 7” (1—T%)f(cost,sint) gt 1 7” (1_T§L)f(cosa7sina)

T2r ) 142 —2rpcos(t—an) 21 ) 14712 —2r,cos(t — ap)

oa—T a—T

dt.

a+m
< 1 / (1 —72)|f (cost,sint) — f (cosa,sina)|
- 27 1472 —2r,cos(t —ap)
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Jelolje K > 0 az f egy korlatjat. Legyen most € > 0. Ekkor f folytonossaga
miatt van olyan 0 < § < 7 szam, hogy minden |t — «| < § esetén

|f (cost,sint) — f (cosa,sina)| <

l\D\m

Egy Ny indextol kezdve persze |a,, — a] < g. Ezzel

|t (ry - COS U,y Ty - SIN Q) — f (cOS @y sin )| <

a—+m
< 1 / (1—7r2)-|f (cost,sint) — f(cosoz,sinoz)|dt7
- 2r 1472 —2r, - cos(t — ay) B
a+d
e
= <
o -
a—06
1 2K (1— r,%)
< —- dt+
2 1472 —2r, - cos(t —ay)
o406
1 5(1=rd)
. dt +
27 1472 —2r, - cos(t — ay)
a—0
o+
1 / 2K (1—12)
+—- dt
27 1472 =27, cos(t — ay)
a+o
a—=~8 oa+m
1 (1—72) £ (1—172)
— dt + = - - dt
271’ / —|—'r2—2frn cos% +27T / 1472 —2r, - cos(t —ap) *
— a—T
a+m
1 / 2K (1-12) 2K (1-12)
27 14+72—2r,-cos8  ~ 147r2—2r,-cos 2
a+6

A legutobbi kifejezés n — +oo hataratmenettel 0 + 5 = 5-hoz tart, igy van
olyan Ny > Ny index, hogy n > Nj esetén e legutobbi kifejezés kisebb, mint
€, azaz

|t (ry - COS QT - SN y,) — f (cosa,sina)| < e.

FEzzel megmutattuk, hogy
u (Tp, + COS Qp, Ty - Sin ) — f (cosa, sina),

amit akartunk. O
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2.2.26. Allitas. A fenti u egyértelmi megolddsa a széban forgé feladatnak.

Bizonyitds. Specilis esete az alabbi allitdsnak és kovetkezményének. O

2.2.27. Allitas. Ha u az R" tér zdart B egqységgombjén folytonos figguény,
a gomb belsejében kétszer folytonosan derivdlhats és ott Au =0, akkor u az
egységgombbeli szélséértékeit folveszi a gomb S := B\ B° peremén.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik 61, hogy pl. létezik xo € B°, amelyre u (xq) >
> MaX u. Ekkor alkalmasan kicsi o > 0 mellett is igaz, hogy a

v(x) = u(x) +a- x|’

fliggvényre
v (x0) > maxv.

Emiatt a v fiiggvény B-re vonatkoz6 maximumat a B halmaz B° belsejében
veszi 61, mondjuk egy x, pontban. Mivel ez igy lokalis maximum is, ezért az
(egyvaltozos) masodrendi feltétel miatt minden 1 < k < n mellett 97v (x.) <
<0, tehat

0> Av(x.) = Au(x4) + 2na = 04 2na > 0,

ami ellentmondaés. O

2.2.28. Kévetkezmény. Ha f € C (B) és g € C(S) (ahol S := B\ B° a
gombfeliilet), akkor az R™-beli

{Au(x)zf(X) (x € B,
ux) =g(x) (x€8)

tun. Dirichlet-feladatnak legfeljebb egy, a B° gombben kétszer folytonosan
derivdlhato u € C (B) megolddsa lehet. (Alkalmazzuk a fenti dllitdst két tet-
szbleges megoldds kiilonbségére.)

Az eddigieket Gsszefoglalva:
2.2.29. Tétel (Poisson-formula). Tetszéleges f € C (S (0,1)) esetén az

f(xvy)a hax2+y2:1,
u(x,y) = 1 2 (1—$2—y2)‘f(cost,sint) 9 9
or f (z—cost)?+(y—sint)? dt’ ha = + y* <1

figgvény az S (0,1) korvonal komplementumdn kielégiti a Au = 0 Laplace-
egyenletet, tovdbbd folytonos a zdrt B kérlapon (és természetesen a kior pere-
mén kielégiti azu|g = f peremfeltételt), st a B kérlapon egyértelmi folytonos
megolddsa a

{Au(az,y):(), ha 2 +y* < 1,

u(z,y) = f(z,y), haz’+y*>=1



34 2. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK: NAIV MEGKOZELITES

peremérték-feladatnak.
2.2.30. Megjegyzés. Bizonyitas nélkiil kozoljiik a kovetkezét: Legyen v =

2
szerti zart gorbe (V4 injektiv, viszont v (a) = v (b)). Ekkor tetszéleges
f € C(Ry) fiiggvényre a v értékkészlete és belseje uniojan értelmezett

= {’“} : [a,b] — R? folytonos, szakaszonként folytonosan derivalhato egy-

f,y), ha (z,y) € R,
b
u 'T?y = —x).~ _ )~ ..
() % ' aff (v(@®)- e (t()wa(cz)zzw()tg_‘_gzEg_zigl(t) dt a -y belsejében

fliggvény egyértelmi folytonos megoldasa a
Au(z,y) =0 a v belsejében,
u(z,y) = f(z,y), ha (z,y) € R,
peremérték-feladatnak.

2.2.31. Megjegyzés. Szintén bizonyitas nélkiil kozoljik a kovetkezst: Le-
gyen S az euklideszi R? tér egységgdmbfeliilete és B maga a zart egységgomb.
Adott f € C'(S) mellett a

Au(z,y,z) =0, ha 22 + % + 2% < 1,
u(m7y7z):f($ayaz), hax2+y2—|—z2:1

peremérték-feladat B-n folytonos megoldasara minden 2 412 + 22 < 1 esetén

dsdr—+

:1/1 / (1—a?—y>=2%) - f (r,5,V1 -1 —5?)

((x—r)z—i—(y—s)z—l— (z— V1—r2 —32)2> V1—r2—g2

1
+i/ / (1—a?—y?2 =2 f(r,s,—V1—1r2—s?) dsdr.
1

((x —m)? +(y—9)" + (z+ VI 7"2—32)2) V1—1r2—s2

ami val6jaban az

11— %
=
S

f(r) do(r)

feltileti integral. (x és r persze itt haromdimenzios vektorvaltozok.)
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Fizikai példa (staciondrius hévezetés). Legyen 2 C R? sima feliiletii korlatos
tartomany (gondoljunk gémbre), amelyben homogén kozeg helyezkedik el.
Tegyiik 6], hogy a kozeg hémeérsékleteloszlasa idében allando. Jeldlje w (x)
az x € () pontbeli hdmérsékletet. Ekkor u kielégiti a haromdimenzios

Au = 9%u + O5u + 03u = f

Poisson-egyenletet, ahol f a belsé héforrasok ill. hényeldk stirtségét jellemzé
fiiggvény. Ha nincs bels6 héforras, sem hényels (azaz f = 0), akkor u-ra a
Au = 0 Laplace-egyenlet &ll fonn. Ha ismerjiik az () hatéaran vett upq =
= x hémérsékleteloszlast, akkor az egyenlet megoldasaval meghatarozhatjuk
az ) belsejében levé hémeérsékleteloszlast (ez az un. els6 peremérték-feladat

masképpen Dirichlet-feladat):
Au = f,
Ul = X-

Ha a hoémérséklet peremeloszlasa helyett a 02 feliileten atfolyé héaram in-
tenzitasat ismerjik, akkor tn. mésodik peremérték-feladathoz masképpen

Neumann-feladathoz jutunk:
Au=f,
Oy (x)Ujo0 = ¥

ahol v (x) a 00 feliilet x pontjaban a feliilet Q-bol kifelé mutaté normalisa
(az x-beli érintGsikra merdleges, kifelé mutato egységvektor) és 0, x)u (X) :
= (f"(x) | v(x)) a v(x) irAnya irdnymenti derivalt. Ha pedig a test és a
kiils6 kozeg kozott hcsere megy végbe, akkor a kévetkezd alaki tin. harmadik
peremérték-feladathoz jutunk:

Au = f,
{ (h (X) U (X) + 8u(x)u (X))|ag = p.

Megjegyezziik, hogy a tér egy tartomanyaban egy idéfiiggetlen toltéselosz-
las altal létesitett elektromégneses mezé u potencialja is Poisson-egyenletet
elégit ki:

Au(x) = —4m - p(x).

ahol p (x) az x pontbeli toltésstirtség.

2.2.5. Egyszeri diffazios egyenletek

(speciélis, in. parabolikus egyenletek, v6. a (9y,0;) — 0y — 97 hozzarendelés
szinthalmazai parabolak)



36 2. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK: NAIV MEGKOZELITES

Bevezetd (teoretikusan is fontos) feladatok
2.2.32. Feladat. Adott a € R esetén az Ry x R-en értelmezett
dou — O%u = 0,
u(0,z) =e*®
an. kezdetiérték-feladatnak keresstink u (t,z) = ¢ (t) - e** alakt megoldéasat

(tehat amely a zart félsikon folytonos, a nyilt félsikon kétszer folytonosan
derivilhato, valamint a nyilt félsikon dyu — O2u = 0)!

Megoldas: Erre az alakra 0 = dou — 9fu = (¢’ (t) — a®p (t)) - €*, tehat
o' (t) = a?p(t) és ¢ (0) = 1. Persze ekkor ¢ (t) = et tehat u(t,x) =

2
= e t+omc.

2.2.33. Allitas. Ha a g : R — R kétszer derivdlhatd figguényre valamely ¢
konstanssal g = ¢ - g, akkor az Ry x R-en értelmezett

dou — O%u = 0,
u(0,2) = g (x)
kezdetiérték-feladatnak létezik u = ¢ (t) - g (x) szorzat alaki megolddsa.

Bizonyitds. A keresett alakra 0 = dou — 3u = (¢’ (t) — cp (t)) - g (x), tehat
' (t) = cp (t) és ¢ (0) = 1. Persze ekkor ¢ (t) = e, tehat u (t,z) = e - g (z)
kielégiti a feladatot. O

2.2.34. K6vetkezmény. Ha a g : R — R kétszer derivdlhatd fliggvényre
valamely ¢, d konstansokkal ¢ = ¢- g+ d, akkor az Ry x R-en értelmezett

dou — 0?u = 0,
u(0,z) =g (z)

kezdetiérték-feladatnak ¢ # 0 esetén létezik u = ¢ (t) - (g (z) + %) — ¢ alaki
megolddsa; ¢ = 0 esetén pedig u = td + g (x) megoldds.

Bizonyitds. ¢ # 0 esetén a h (z) := g (z) + < kezdeti feltételre alkalmazzuk a
fenti allitast; a ¢ = 0 eset pedig trivialis. O

2.2.35. Feladat. Az R, x R-en értelmezett

dou — Ou = 0,
uw(0,) = 2% +1

kezdetiérték-feladatnak keressiink megoldasat!
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Megoldas: (2% + 1)” =2, tehit (¢ =0, d = 2 mellett) u (t,z) = 2t + 22 + 1
megoldas.

2.2.36. Feladat. Az R, x R?-n értelmezett
Oou — Au = 0,
u(0,2,y) = 2% + o>

kezdetiérték-feladatnak keressiink megoldaséat!

Megoldas: A

dou — O3u = 0,
u (0, ) = 2?

feladatnak a legutobbi kovetkezmény &tletével megoldasa u (t,x) = 2t + 2.

Vegyiik észre, hogy w (t,z,y) := u(t,z) formalizmussal u eggyel magasabb

dimenzios diffizids egyenletet elégit ki ugyanazon kezdeti feltétel mellett:

80“’ (tv xz, y) —Au (tv z, y) =0
u (0,2,y) = 2°.
Ugyanigy adodik, hogy v (t,z,y) := 2t + y? az y? kezdeti feltételd diffizios
egyenletet elégiti ki. Persze igy az egyenlet linearitdsa miatt w := u 4+ v =
= 4t + 2 + 2 kielégiti az eredeti feladatot.

2.2.37. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszleges rogzitett r € R esetén az
u:R} xR =R,

(t,) 1 _ (mztr>2
u(t,x) = e
vt
fliggvény kielégiti a
dou — O3u = 0

egydimenzios diffuzios egyenletet, tovabba

0, ha x # r,

t—0+ +o00, haz=r.

lim w(t,x) = {

2.2.38. Feladat. Legyenek uy,us,...,u, : RS x R — R olyan fiiggvények,
amelyek kielégitik a dou — 03u = 0 difftzios egyenletet. Mutassuk meg, hogy
aw: R xR" = R,
w(t,x1, T, ..., Tn) i=ug (E,x1) - ug (E,x2) -+ - up (L, 20)
fliggvény kielégiti a
Oou—Au =20

n
n-dimenzi6s diffazios egyenletet! (Au => Giu)
k=1
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2.2.39. Kovetkezmény. Tetszdleges rogzitett v € R™ esetén az u : RS X
x R" - R,

u(t,x) == 71 e HXZZHQ

fiigguény kielégiti a
Oou—Au=0

xr—r 2
n-dimenzids diffuzids egyenletet (uy (t,x) = \/i?-e_( & vdlasztdssal, 1 <

<k<n)

2.2.40. Feladat. Az el6z6 feladat alapjan mutassuk meg, hogy a

dou (t,z) — Ou(t,z) =0 (t>0, zeR),
u(0,z) =gr(r)  (reR)

kezdetiérték-feladatok uy megoldasaival (1 < k < n) képezett
w(t, 1,22, ... Tn) = uy (E,21) - uz (£,22) - - up (8, 20)
fliggvény kielégiti a
Oow (t,x) — Aw (t,x) =0 (t>0, xeR"),
w(0,x) =g(x) T(eR)
kezdetiérték-feladatot, ahol g (x) = g1 (21) - g2 (z2) - -+ - gn (24)!
2.2.41. Feladat. Az R, x R?-n értelmezett
Oou — Au = 0,
u(0,z) = zy
kezdetiérték-feladatnak keressiink megoldaséat!
Megoldas: Az R, x R-en értelmezett
dou — Ou = 0,
uw(0,2) ==z
feladatnak megoldéasa u; (¢, ) = x, mig a
dou — Otu = 0,
u(0,z) =y

feladatnak megoldasa uy (¢,y) = y. Igy az el6z6 feladat értelmében u (t, x,y) =
= zy kielégiti a kittizott kezdetiérték-feladatot.
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A Duhamel-elv
Az aldbbiakban legyen f € C (R4 x R™) rogzitett.

2.2.42. Lemma (Duhamel-elv). Tegyiik fol, hogy minden 7 > 0 mellett a
vy Ry x R™ = R folytonos fiiggvény az RS x R™ halmazon folytonosan
derivdlhatd, sét az x vdltozora nézve kétszer folytonosan derivdlhatd, valamint
a jobb féltérben kielégiti a

Oovr (t,x) — Av, (t,x) =0,
Ur (O,X) =f (T’ X)

n-dimenziés homogén jobb oldald diffuzids kezdetiérték-feladatot. Tegyiik fol
tovdbbd, hogy a
(1,1, %) = vr (t,%)

hozzdrendelés az Ry x Ry X R™ halmazon folytonos, sét az Ry x RS x R"
halmazon értelmezett

(1,t,%) = Ogvr (t, %),
(1,t,%x) = Ok, (L, %),
(T7 tv X) — 8kajv7' (t’ X)

hozzdrendelések (1 < k,j <mn) folytonosan terjednek ki az Ry x Ry x R
halmazra. Ekkor az u: Ry x R™ — R,

u (t,x) :z/th (t —7,%x) dr
0

fiigguény folytonos, tovdbbd RS x R™-en folytonosan derivdlhatd, sét x vo-
natkozdsdaban kétszer folytonosan derivdlhatd is, valamint u a jobb féltérben
kielégiti a

dou (t,x) — Au (t,x) = f (t,%x),
u(0,x) =0

n-dimenzids inhomogén jobb oldali diffizids kezdetiérték-feladatot.

Bizonyitds. A (7,t,%x) — v, (t,x) hozzarendelés folytonossaga miatt a jegy-
zet legelsé allitasa kovetkezményének értelmében a fent definialt u fiiggvény
folytonos és termeészetesen minden x € R™ mellett u (0,x) = 0.

Ezek utan rogzitett x € R™ mellett a H := {(¢t,7) e Ry xRy : 7 <t}
halmazra ezen a h(7,t) := v, (t — 7,x) fliggvényre alkalmazzuk a Leibniz-
formulat. A (7,t) — v, (t,x) hozzarendelés folytonossaga alapjan h folytonos
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a H halmazon, ugyanakkor a (7,t) — 9yv;, (t,x) hozzarendelés is folytonos a
H halmazon, ezért a Oxh fliggvény folytonosan terjed ki H-ra. Igy az

t t

F(t) ::/h(T,t) dT:/UT(t*T,X) dr = u(t,x)
0 0

fliggvény a Leibniz-formula értelmében derivalhaté R-on, tovabba minden
0 < t mellett

¢ t
F' (t) :h(t,t)—l—/@gh(r,t) dr = v, (t—t,x)—i—/@ovT (t—71,x) dr =
0 0

t t
= (0,%x) + /80117 (t—7,x)dr = f(t,x)+ /601JT (t —7,%x) dr.
0 0
Eszerint létezik
t
dou (t,x) = f (t,x) + /aovT (t —7,%) dr,
0

amely a (7,t,x) — Ogvr (t,x) hozzarendelés folytonossaga miatt (megint a

jegyzet legelsd allitasa kovetkezményének értelmében) folytonos is. Ugyanak-

kor a (7,t,%x) — Opvr (t,%) és (7,t,x) — Ok0;v- (t,%x) hozzarendelésekre tett
¢

folytonossagi feltétel miatt a [ v, (t — 7,x) dr integralba mindegyik zy, és x;

0
valtozo szerint egymaés utan is be lehet derivalni. Ezért minden 1 < k,j <n
mellett 1étezik

¢
O0ju (t,x) = /8k8jvT (t —7,x) dr,
0

amely a (7,t,x) +— 0,0;v; (t,x) hozzarendelés folytonossaga miatt (ismét
a jegyzet legelss allitasa kovetkezményének értelmében) szintén folytonos.
Ezért u az RS x R™ halmazon folytonosan derivalhatd, x szerint pedig két-
szer folytonosan derivalhato is. Tovabba minden (¢,x) € RS x R™ esetén a
bederivalasok miatt

t t
Oou (t,x)—Au (t,x) = f (t,x)+/8ovT (t—7,x) dr —/AUT (t—7,x)dr =
0 0

¢
= f(t,x)—l—/(@ovT—AvT) (t—7,x) dr = f (t,x)+0,
0
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tehat a nyilt féltéren u kielégiti a kivant egyenletet. O
2.2.43. Példa. Az R, x R-en értelmezett
dou — Otu =t + €%,
u(0,2) = cosx
kezdetiérték-feladatnak keressiink megoldasat!

Megoldas: Alkalmazzuk a Duhamel-elvet! Minden 7 > 0 mellett elGszor
megoldjuk a

dovr — v, =0,

u(0,z) =7+ ¢€"

kezdetiérték-feladatot: mivel dd—; (T4 €%) =e* = (1 +€%) — 7, igy az egyik
fenti allitas értelmében e feladatnak létezik v, = ¢ (t)-e”+71 alaki megoldasa,
persze ¢ (0) = 1. Visszahelyettesitéssel a ¢’ — ¢ = 0 feltétel adodik, tehat
o (t) = et és

vy (t,x)=el-e" +T =€ 41
megoldasa a feladatnak. Ezekre a fliggvényekre teljesiilnek a Duhamel-elv
feltételei, igy

t t

uy (t, ) 2:/1)7- (t—71,2) dT:/6t7T+I+TdT:
0 0
t

t+ tz t+ t t2
= e z 677d — = 1.177 N
/ T+2 e ( e )+2
0
t2
_  t4+x xT
=e — € —
Jr2

kielégiti a t + e® jobb oldalu diffuzios egyenletet nulla kezdeti feltétel mellett.
Ugyanakkor a
Ooia — 0%1@ =0,
ug (0,2) = cosx
kezdetiérték-feladatnak a mar szokasos modon kereshetiink megoldasat, ami-

re
us (t,z) =e ' -cosx

adodik. A kettd Osszege,

t2
u(t,z) =t —e” + 5t e ' cosw

kielégiti az eredeti feladatot.
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2.2.44. Példa. Az R, x R%-en értelmezett

Oou (t, z,y) — Au (t, z,y) = tzy,
uw(0,7) =2 +y?

kezdetiérték-feladatnak keressiink megoldasat!

Megoldas: Megint alkalmazzuk a Duhamel-elvet! Minden 7 > 0 mellett (az
2.2.41] Feladathoz hasonloan) megoldva a

Oovr — Av, =0,
u(0,2,y) = Ty
kezdetiérték-feladatokat, a v, (¢,z,y) = 7oy megoldasokat kapjuk. Ezekre

teljeslilnek a Duhamel-elv feltételei, igy

t t

1
up (t,z,y) = /vT (t—m,x,y) dr = /Tmy dr = §t2xy
0 0

kielégiti a txy jobb oldala, 0 kezdeti feltételi feladatot. Ugyanakkor a 0 jobb
oldalt, 22 + y? kezdeti feltételi feladatnak (az Feladat értelmében)
megoldasa az

uy (t,x,y) = 4t + 22 + o>

fliggvény, igy az eredeti kezdetiérték-feladatnak megoldéasa az
2, 2, Lo
u(t,z,y) =4t +a* +y~ + it Ty
fliggvény.
2.2.45. Példa. Rogzitett n € N melett az Ry x R-en értelmezett

dou — O%u = 0,
u(0,z) = z"
kezdetiérték-feladatnak keressiink megoldésat!

Megoldas: Bar ez homogén egyenlet, a megoldas megsejtésében lehet szere-
pe a Duhamel-elvnek. Mivel a kordbbiak alapjan trividlisan n = 0 esetén

u(t,z) =1

megoldas, n = 1 esetén
u(t,z) =x



2.2. ISMERKEDES A P. D. E.-KKEL FELADATOKON KERESZTUL 43

megoldas, n = 2 esetén pedig
u(t,x) = 2?4+ 2t
megoldas, ezért azt sejtjlik, hogy a megoldasban kiilon tagként az ™ mindig
megjelenik. Keressiik az u figgvényt u(t,2) = z™ + v (¢,x) alakban, erre
éppen
dov — v =n(n —1)a" 2,
v(0,2) =0,
amit Duhamel-elvvel a kettGvel kisebb kitevd esetére vezettiink tehat vissza.

Ezzel pl. n = 3-ra
u(t,x) = 2> + 6t

adodik. Egyre magasabb n-re szépen latszik, hogy az egymaés kovets tagok
mindig olyanok, hogy x kitevGje kettével csokken, ¢ kitevGje pedig eggyel
emelkedik. Ezen alakt kétvaltozos polinomot mér vissza is helyettesithetjiik
az egyenletbe, ahonnan tetsz6leges n > 2-re rovid kalkulacidval

]

_ n! k_n—2k
k=0

0|3

megoldas, ahol [] az egészrész-fiiggvény. Figyelembe véve a késdbbi egyér-
telmiiségi tételt, ezzel az R, x R-en értelmezett dyu — O3u = 0 egyenletet
tetszoleges polinomialis kezdeti feltétel mellett meg tudjuk oldani (egyértel-
mien az Gn. normaélis névekedeési fiiggvények korében).

2.2.46. Kovetkezmény. A fenti példa és a[2.2.]0. Feladat alapjdin barmely
n € N-re az Ry x R™-en értelmezett Ogu — Au = 0 egyenletet tetszdleges
(tobbudltozds) polinomidlis kezdeti feltétel mellett meg tudjuk oldani (normdlis
novekedés melletti egyértelmiséggel).

2.2.47. Megjegyzés. Egyszerten ellendrizhets, hogy ha valamely g € C (R)
mellett az Ry x R-en értelmezett v fiiggvényre

dov — v = 0,
{ v(0,2) =g(x),
akkor tetszGleges o konstans mellett az
u(t,z) = elttar g (t,x + 2at)
fliggvényre Ry x R-en

dou — Ou = 0,
u(0,z) = e*g(x).
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Specialisan a legutobbi példa alapjan az Ry x R-en értelmezett

{aou—(?%u: 0,

u(0,z) = e* g™
kezdetiérték-feladatnak megoldésa

.

_ dPttax uz k n—2k

2.2.48. Kovetkezmény. A lequtobbi kovetkezmény és megjeqyzés alapjdn
barmely n € N-re az Ry x R™-en értelmezett Ogu — Au = 0 egyenletet tetszd-
leges

mo oDy
g(ml,...,mn):Zek=1 pj (1., T)
=1

kvdzipolinomidlis kezdeti feltétel (ahol mindegyik p; egy n-vdltozds polinom)
mellett zdrt alakban meg tudjuk oldani (normdlis novekedés melletti eqyértel-
miséggel). S6t — komplex konstansok alkalmazdsdval — ezen kvdzipolinomok-
ban trigonometrikus tényezdk is szerepelhetnek.

2.2.49. Feladat. A fentiek alapjan a normalis novekedési fiiggvények koré-
ben oldjuk meg az Ry x R-en értelmezett

dou — ?u =0,
(a) { Ou 1u

u(0,z) = ze®”,

dou — Ofu =0
(b) { (1 1w )

u(0,2) = zcosz,

dou — O?u =0,
(c) {“ "

u (0, ) = 2%,

dou — O7u =0,
(d) { Ou 1u

u(0,z) = 2% cos
kezdetiérték-feladatokat (o € R), és az Ry x R?-n értelmezett
Oou — Au =0,
(e) 2, Tty
u(0,z,y) = x*ye”™*

kezdetiérték-feladatot!
Megoldasok:
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(a)  u(t,z) = (v + 2at) e@o+a’t

(b)  wu(t,z) = (vcosz —2tsinz)e?,

(¢)  wu(t,x)=(2°+dazt + 40>t* + 2t) gonto’t

(d)  u(t,z)=e"[(2? — 4%+ 2t) cosz — datsinz],
) (

(e

~
8

,y) = ettty ((:v +2t)% + 2t) (y +2t).

A 9y — 0? operator bevitele az integraljel mogé

2.2.50. Megjegyzés. Minden t > 0 esetén kdzismerten az

(M

1 _r2
Vart

e 4t
strtségfliggvényi £ valdszintiségi valtozonak van varhato értéke és szorasa,
nevezetesen 0 és /2t. S6t, tetszéleges K > 0 és z € R mellett az

(1 + (£ - 13)2) - el

valoszintiségi valtozonak is van varhaté értéke. Ezért az

/ (1 +(r— x)Q) eIl

Vamt

T =

2
e 4t dr

R
integral abszolit konvergens (¢, ) € RS x R esetén.
2.2.51. Allitas. Rigzitett v € R, t > 0 és (r,y) € [£, 3] x [z — 1,2 +1]

272
_2). Kl y—r)?
%67( e fiigguényeknek van kéz6s £ € L' (R)

esetén az r —
majordnsuk.

Bizonyitds. El6szor is minden széban forgd (7,y) mellett

2 2
1+ @y—-r) - w-r)? < 1+ y—r) - w=—r)? ).
AT o 27t

Most f} nullhelyei szokasos szamolassal adédoan 0, ++/]6t — 1| koziil kertil-
hetnek ki. f; nullhelyei pedig (ebbdl eltolassal) r, r + /|6t — 1| kozill. Az f,
fiiggvény [z — 1,z + 1]-beli barmelyik maximumhelye persze vagy derivalt-
nullhely, vagy végpont. A kapottak értelmében egy maximumbhely csak akkor
lehet bels6 pont, ha

re [az—l—\/|6t—1|,x+1+\/|6t—1|} = [, f].
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Igy minden y € [x — 1,2 + 1] és 7 € R esetén formalisan igaz lesz, hogy

fr(y)gfr(x_1)+fr($+l)+
X () (fr )+ o (r 4 VI6E=11) + £ (r = VI6E=1])) <
3426t -1
< fol@ =104 fr 1)+ X () 22
:1+(x+171")26

2t V2t
3+ 216t — 1|
2nt .

2
10?14 (z—1—7)" _@1-n?
o e w4

+ X[e, 8] (T) !
Innen aztan

1 1-1)?  @iien? 14 (z—1-7)2  (e-1-n2
I, (y)geff-r.<+<”+m M) -l | ML) — WIS >)+
" 342(6t — 1|
4Kl (X[a,ﬁ] (7«).\/%)

Jelolje £ (r) e legutobbi kifejezést. A beszorzéas utani elss két tag a fenti meg-
jegyzés értelmében L' (R)-beli, az utolsé tag pedig trivialisan (c- eIl X[a,8]
alaki). Tehat £ € L' (R) és minden (7,y) € [§, 3] X [z — 1,2 + 1] mellett

27 2
1+ (y - 7")2 : GK'M o (yz:)z < 1+ (y - 7")2 : eK"TI o (ygtr)z
4T - V2rt a
<efVf (y)<e(r). O

2.2.52. Definici6é. Egy g € C (R) fiiggvényt normalis névekedéstinek
mondunk, ha alkalmas C, K > 0 szamokkal minden z € R-re

g (2)] < C - eIl

Hasonléan egy u : Ry x R — R fiiggvényt normaélis névekedésiinek mon-
dunk, ha alkalmas C': Ry — R, folytonos fiiggvény és K > 0 szam mellett
minden (¢, z)-re

lu(t,z)| < C(t)- el

A fenti definiciéban mindig feltehets, hogy a C fliggvény folytonosan deri-
valhato és szigortian nove, sét hogy Em C = +00. Vehetiink ugyanis C helyett
o0

egy olyan C) fiiggvényt, amelyik minden n € N mellett az [n — 1,n] inter-

vallumon szigortian névé derivalhaté tuton jut el az n + r[na>]<C értékbdl az
0,n
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n+1+4 [ Omax] C értékbe gy, hogy a végpontokban a derivaltja 0 (példaul
n+1

koszinuszos fliggvényekkel).
Ha g € C (R) normaélis ndvekedésii fliggvény, akkor a legutobbi megjegyzés

alapjan trivialisan
r—mz)?
/ gr) o2
Vart
R

abszolit konvergens integral.

2.2.53. Allitas. Tetszileges g € C (R) normadlis novekedést fiigguényre az

u:R} xR =R,
r—x)2
u (t, ) ::/ 9(r) P
R

47t
figguény folytonosan derivdlhato, sét x szerint kétszer folytonosan derivdlha-
to, és a jobb félsikon kielégiti a
dou — O3u = 0
egydimenzios diffiizios egyenletet. Az u fligguény RS x R-on vett dgu, O1u €és
O?u parcidlis derivdltjai a definidlo integrdlba vald bederivildssal szdmolhatdk.

Bizonyitds. A normaélis névekedés értelmében alkalmas C, K > 0 konstan-
sokkal
9(r) < C-eR

minden r € R pontra. Ekkor tetszéleges rogzitett (to, o) € RS x R pontnak
az U = [%, 3] x [zg — 1,20 + 1] kirnyezetére a legutobbi allitas (2.2.51
Allitas) alapjan igaz, hogy az

efKlrl a2
- e 4t
Vart

fiiggvényeknek van kozos L' (R)-beli r — ¢ (r) majoransa (midén (¢, x) befut-
g(r) -tz
4t

T (1+(x—r)2>

jaaz U kornyezetet). Ezért |g (r)] < C-e®I"l alapjan u,. (¢, z) :=
definicioval az r +— u, (¢, z) fliggvényeknek és a

x—r 5 1 (z—71)
o, = — - Uy és Oy = 07Uy = +—] u,

2t 2 442

parcialis derivaltaknak is r — C'- (1 + % + t%) -£ (r) mér biztosan L (R)-beli
0

majoransa ((t,z) € U). Ezért az

u(t,x) = /ur (t,z) dr

R
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integralba be lehet derivalni ¢ szerint egyszer és x szerint kétszer is ((¢,z) € U).
Ezzel pedig egyrészt az

u(t,x) = /ur (t,z) dr,

R
81u(t,x):—/x27_tr~ur (t,x) dr,
R
_ 2 _ s (x_T)Q
80u(t,x)81u(t,m)/< 2t+ 12 up (¢, ) dr

R

fliggvények a jegyzet legelss allitasanak értelmében folytonosak (g, zg)-ban,
masrészt ugyaninnen

80u (to,xo) —8fu (to,xo) =0. O

Az elemi diffazios formula

2.2.54. Megjegyzés. Minden t > 0 esetén valoszintiségszamitasi alapisme-
retekbdl

+oo 2

/efﬁ d 1
A==
) VAt 2

2
és persze 11{ i/% dr = 1. Innen tetsz6leges K > 0 esetén (teljes négyzetté
alakitassal)
+o00 2 +oo 2
K-r—o- S
e 4t 2 & t 2 2
———dr=e5"t. / dr <eft. 1=K
/ Vart VAart
0 —2K-t
ahonnan
Kbl

2.2.55. Megjegyzés. A fenti megjegyzésbsl minden ¢ > 0 és x € R esetén

_(r=2)?
e It

——dr =1,
J Vart
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tovabba minden K > 0 mellett
(r—=z)2
4t

eK|7'—;c|—

Vart
R

2
dr < 2eK7

2.2.56. Tétel (elemi diffuzios formula). Tetszdleges g € C (R) normdlis nd-
vekedési fiigguényre az u : R x R — R,

90 w1
u(t, ) 7/\/4% e~ 4 dr= ﬁ/g(erQ\/z p) e P dp
R R

fiigguény folytonosan derivalhato, sét x szerint kétszer folytonosan derivdlha-
to, és a jobb félsikon kielégiti a

dou — Ofu = 0
egydimenzios diffuzids egyenletet, tovabbd minden x € R mellett

li t,y) =
L u(t,y) =g(x),
t>0
azaz az u(0,x)=g(x) feltétel folytonosan terjeszti ki az u fliggvényt az Ry xR
zdrt félsikra. Az u fiigguény RS x R-on vett dyu, Oru €s 0?u parcidlis deri-
vdltjai a(z elsd) definidld integrdlba valo bederivdldssal szdmolhatdk.

Bizonyitds. A bederivalhatosagot, a megfelel§ derivaltak folytonossagat és az
egyenlet fennallasat az el6zd szakaszban mar bizonyitottuk. Hatravan még a
hataratmenet igazolasa. Mivel az u (¢, x)-et definialo két integral (¢ >0 mel-
lett) trividlisan azonos, tovabba a mésodik integral ¢ = 0 esetén is értelmes,
s6t éppen g (x) értéket vesz fol, ezért elegendd igazolni, hogy a

(t,x)H\/l%R/g<x+2\/ip)~ep2dp

hozzarendelés Ry x R-on folytonos. Valoban, a

(t,z,p) = %g (:c + 2\/%.;,) P

hozzéarendelések folytonosak, ugyanakkor az

/eKIpI*p2 dp

R
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alaki integralok végesek, ezért ha (¢, ) tetszdleges korlatos részhalmazt fut
be, akkor g normalis névekedése miatt a p — ¢ (x + 2Vt p) e P’ fliggvé-
nyeknek létezik kozos

p—C- Holpl—?

alaki L' (R)-beli majoransuk. Igy a jegyzet legelss allitasa értelmében a
(t,z) — ﬁ Jy (x + 2\/f-p) e’ dp hozzarendelés tényleg folytonos az Ry x R
R

halmazon. O

2.2.57. Megjegyzés. C, K > 0 esetén a fenti 2.2.55] Megjegyzés alapjan
trivialisan

CeXlrl w2 eflr==l (a2 2.
/ cew o dr < CeXll. e”w o dr <20 Kol

Vart J vVt .

igy g normaélis névekedése miatt a fenti tételben szerepls u fliggvény is nor-
maélis novekedésd. Ha g korlatos, akkor u is korlatos, mégpedig

_ (r—m)2
e It

—dr=1
J Vart

alapjan trivialisan ||g|| -val korlatozott.

2.2.58. Allitas. A

dou — O%u = 0,
u(0,z) =0

kezdetiérték-feladat megolddsa a jobb zdrt félsikon folytonos, a nyilt félsikon
folytonosan derivdlhato, az x vdltozo vonatkozdsdban kétszer folytonosan de-
rivdlhato normdlis névekedést fliggvények korében egyedil az azonosan
nulla fliggvény.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fol, hogy van olyan |u (t,z)| < C (t)-e®1#l tulaj-
donsagi u megoldas (C szigortian névs folytonosan derivalhato, Em C=+x
(o)

és K > 1), amely valamely (to, o) pontban nem tinik el, mondjuk pozitiv.

Ekkor a
D(t) = 64K2~(t+C(t)+1)

fiiggvény is szigortian névé folytonosan derivalhaté és D' (t) > 4K? - D (t),
valamint (e > x miatt) D (t) > C (t). Ezzel a

w(t,z) =D (t)- (K" +e725%) >0
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fiiggvényre dyw — 02w > 0 az egész jobb félsikon. Most u (to, o) > 0 miatt
alkalmasan kicsi pozitiv o mellett a

Vo (B, 2) i=u(t,x) —a- [t +w(t )]

fliggvényre szintén v, (to, o) > 0. Ugyanakkor v, a fiiggSleges tengelyen
negativ, tovibba

(t,x)—a-w(t,z) <C ) e —a-D(t)- (e2K7 4e~2K7) <

U
<C@®)-eflel_a. D)Kol < D (t) - Kl —o . D (2) - 2K 7l <
D(t) . eKlzl (1 —a- 6K"I|) ’

innen azonnal adodik, hogy v, egy alkalmas vizszintes savon kiviil is negativ.
S6t hasonloan

Vo (t,x) <O (1) - Klel o D (t) - 2Klel <
<C(t) Kl oD (1) - 2K =
=KL (C (t)—a-D (1)) =e* I (C (t)—a.e4K2-(t+C<t>+1>) <

< 2Klal . (ecm a. 64C(t)) — 2Kzl O | (1 —a- escu)) ’

innen pedig EmC = 400 miatt az adodik, hogy v, egy alkalmas fliggGleges

sévon kiviil is negativ. Ezért v, az RS x R egy alkalmas korlatos részén kiviil
negativ. Viszont v, (to, zo) > 0, igy v, a nyilt RS x R halmazon folveszi a
maximumét egy (t1,x1) pontban. Az (egyvaltozos) elsérendd feltétel szerint
ekkor Ogvg, (t1, 1) = 0, a masodrend( feltétel szerint viszont 82v,, (t1,71) <
< 0, tehat

0 < 80va (tl,xl)—afva (tl,xl) = —Q- (1 + (90’LU (tl,l‘l) - 812’11) (tl,l‘l)) < —Q,

(hiszen dgu — O%u = 0 és Jyw — O?w > 0). Ez pedig ellentmondas. O

2.2.59. Kovetkezmény. A fenti elemi diffizids formula a jobb félsikon a
dou — O3u = 0

egydimenzids diffuzids egyenletnek a  lim  w(t,x) = g(x) feltétel (xz €
(t,y)so(O,m)
€ R) melletti egyediili megolddsdt szolgdltatja a normdlis novekedésd kétszer

folytonosan derivdlhato fligguvények korében.
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Inhomogén difftiziés formula n =1 esetén

2.2.60. Allitas. Legyen f € C (R, x R) olyan normdlis novekedési fiigg-
vény, amelyre léteznek 01 f, 03 f € C (Ry x R), és ezek is normdlis névekedé-
stiek. Ekkor minden T > 0 mellett v, : R x R — R,

f(T7 ’I") _—n)?
o [1ED
Vart
5 7

1 2
= — [ flrz+2vt-p)-e P d
\/TTHZ (ret+2vip) e dp

definicioval a (1,t,x) = v, (t, ), Oov, (¢, ), O1v, (t, ) €s O3v, (t,x) hozzd-
rendelések folytonosan terjednek ki az Ry x Ry x R halmazra.
Bizonyitds. A (1,t,x,p) — ﬁf (T,a? + 2\/1?~p) - e7P* hozzarendelések foly-
tonosak, ugyanakkor az

/6K~|10|*102 dp

R
alaka integralok végesek, ezért ha (7,t,z) tetsz6leges korlatos részhalmazt
fut be, akkor f normaélis névekedése miatt a p — f (T,x + 2\/i-p) e P’
fliggvényeknek létezik kozos

P> C. eK"p‘_Pz

alaki L' (R)-beli majoransuk. Igy a jegyzet legelss allitasa értelmében a
(1,t,2) — vy (¢, z) hozzérendelés folytonos az Ry x Ry x R halmazon. Most
mindezt f helyett 0; f-re elmondva azt kapjuk, hogy ha (7,¢, x) tetszSleges

korlatos részhalmazt fut be, akkor a p — 01 f (T,x +2v/t- p) e P fliggvé-
nyeknek is létezik kozos L' (R)-beli majoransuk, tovabba a

(1,t,2) — %/6‘1]‘ (T,l’+2\/{f.p) .efpzdp
R

hozzarendelés folytonos Ry x Ry x R-en. Az L'-majoréltsig miatt viszont
az ﬁ Ir (T, z+ 2Vt p) e P’ dp integralba x szerint be lehet derivalni, ami
R

éppen azt jelenti, hogy Ry x Ry x R-en

1 2
Oy (t,x) = ﬁ/alf (7a$+2\/£'p) e P dp,
R

emiatt a (7,t,2) — Oyv, (t,z) hozzarendelés folytonos R; x Ry x R-en.
Ugyanezt viszont 0 f helyett 07 f-re elmondva azt nyerjiik, hogy a (,t, z)
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0?v, (t,x) hozzarendelés folytonos R, x R, x R-en. Ugyanakkor v, kielégi-
ti a diffiizios egyenletet, azaz a nyilt félstkon dgv, = d?v,, igy a (1,t,z) —
dovr (t, z) hozzérendelésnek a (1,t, z) — 0?v, (¢, ) hozzarendelés éppen foly-
tonos kiterjesztése Ry x Ry x R-re. O

2.2.61. Tétel. Legyen f € C (Ry x R) olyan normdlis névekedést fiigguény,
amelyre léteznek 01 f,0°f € C (R, x R), és ezek is normdlis névekedésiiek.
Ekkor azu: Ry xR — R,

%\H

¢
//f(r,x+2\/ﬁ~p)~e—p2 dpdr=
0

t
// fr -eiir(tﬁ) drdr
) VA ( t—T)

fiigguény folytonos, tovdbbd RS x R™-en folytonosan derivdlhato, st x szerint
kétszer folytonosan derivalhatd is, valamint u a jobb félsikban kielégiti a

aOu (ta I) —Au (t7 :17) = f (tv x)
u(0,2) =0
inhomogén jobb oldalu diffuzids kezdetiérték-feladatot.

Bizonyitds. Az elemi diffuzios formula alapjan minden 7 > 0 mellett a zart
félsikon folytonos v, : Ry xR = R,

-e” (HE dr,hat >0,

g,.;

(
(T
— | f(rz+2Vt- e d
\FR/ ( p) P

vy (t,x) ==

B —

hat=0

fliggvény kielégiti a

dovr (t,x) — O3v, (t,z) =0 (t>0, zeR),
Ur (0,$) =f (Tv ‘T) (I € R)

homogén Cauchy-feladatot. Mivel az f (7, -) fliggvények els6 és masodik deri-
valtja is normalis novekedést, ezért az el6z6 allitas miatt a (7, ¢, x) — v, (¢, ),
vy (t, ), O1v; (t, ) és O?v, (t,x) hozzarendelések folytonosan terjednek ki
R, x Ry x R-re. Igy a Duhamel-elvbél (2.2.42] Lemma) azonnal adodik az
allitas. O
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2.2.62. Kovetkezmény. Legyen f € C (R4 x R) olyan normdlis noveke-
dési fiigguény, amelyre léteznek 01 f,0?f € C (R x R), és ezek is normidlis
novekedésiek, tovdbbd g € C (R) is normdlis novekedési. Ekkor az u: Ry x
xR =R,

u(t,x) = %/g(m—&—%ﬁ-p) -e_p2dp+
R

\

/ Tl’+2\/t—7' p) e P dpdr =
R

_ (=22

g(r) o= :r) //
_ dr + -e 1t=7) drdr
/\/47775 \/471' t—T

R

fiigguény folytonos, tovdbbd RS x R™-en folytonosan derivdlhatd, s6t x szerint
kétszer folytonosan derivalhatd is, valamint a normdalis novekedést fliggvények
karében egyértelmd megolddsa a

dou (t,z) — Fu(t,z) = f(t,x) (t>0, v €R),
u(O,z)=g(x) (reR)

inhomogén jobb oldali diffuzids kezdetiérték-feladatnak.

Bizonyitds. Az u fiiggvény a fenti tételben és az elemi diffizios formulaban
definialt fiiggvények Gsszege, amely nyilvanvaloan kielégiti a kivant feladatot.
A normalis novekedésii fliiggvények korében vald egyértelmtiség a legutobbi
koévetkezménybdl nyilvanvalo. O

Fizikai példa (iddben vdltozé hdvezetés ridban). Tekintsiink egy nagyon
hosszu vékony, homogén tomegeloszlasi rudat a palastjan hészigeteléssel. Je-
16lje w (¢, z) a rad (vizszintes) x koordinataju pontjanak ¢ idépillanatbeli ho-
mérsékletét, akkor u kielégiti a

dou (t,z) —a® - 0 (t,x) = f (t, )

differencialegyenletet, ahol a? = ﬁ, tovabba k a hdévezetési egyiitthato, c
a fajhd, p a rad tomegsiirtisége, f pedig a radban levd héforrasok ill. nye-
16k elhelyezkedését jellemzd fiiggvény. (Természetesen v (¢, x) = u (t,a- )
transzformaldssal dyv — O?v = h alaku diffiiziés egyenletre jutunk.) Fizikai
aspektusbol nyilvanvalo, hogy a hévezetés egyértelmi leirasahoz még tovabbi
feltételre van sziikségiink, s e feltételt példaul biztositja a kezdeti hdmérsék-
leteloszlas ismerete, azaz az u (0,2) = ¢ (x) alaka kezdeti feltétel (p folytonos
és normalis novekedésii). Ha példaul se héforras, se hényeld nincs a rudban
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(azaz f = 0), akkor ¢ ismeretében felirhatjuk u-t az elemi diffazios formula
alapjan.

Megjegyezziik, hogy a kiozegterjedést, diffiziot szintén a fenti tipust egyen-
lettel lehet leirni, innen ered a ,diffuzios egyenlet” absztrakt elnevezés is.

2.2.6. Egydimenziés Black—Scholes-egyenlet

(ez is diffazios egyenlet)

Bevezetés

,weurodpai call opcid” = ,,eurdpai vételi opcid” = ,,eurdpai vételi jog”

Ez egy el6vasarlasi jog, amelynek birtokosa elére rogzitett aron és id6-
pontban adott mennyiséget vasarolhat egy adott termékbdl a vételi jog kibo-
csatojatol. Ezt a jogot a birtokosa szintén véasarlas ttjan szerzi meg a kibo-
csatotol. A kérdés a termék vasarlasa elGtti barmely ¢ id6pontban az, hogy
valaki mennyit hajlandd fizetni az adott pillanatban (= jelenérték-probléma)
a késébbi T id6pontbeli garantalt rogzitett F Osszegért.

Tekintstink egy ilyen vételi opciot. Tegyilik fol, hogy a vételi jog egy T
idgtartamra vonatkozik (lejarati ids). Legyen S az alapul szolgalo aktivak
jelenértéke. Jelolje C (t,S) a széban forgo vételi jog értékét a 0 < ¢t < T
id6pillanatban az S jelenérték mellett. Ekkor C' (pénziigyi megfontolasokbol
adodoan) kielégiti a

800(15,8)—1—%02-52~6120(t,S)+T~S-310(t,S)—r-C(t,S):O

parcialis differencidlegyenletet, réviden a
028?
2

egyenletet, ahol o az aktivak kockdzatossaganak mértéke, r pedig a kocka-
zatmentes kamatlab. o és r elvileg fiiggvények, az egyszertiség kedvéért most
tegyiik f6l, hogy konstansok: o, € R.

A C vételi opcidérték tovabba eleget tesz a

Ct0)=0 & CtS)~8 (S— o)

0pC + 8120+7“5810—7"C=0

peremfeltételeknek, valamint a
C(T,8)=(S—-E),=(-E)VO0

végfeltételnek”, ahol F a kotési arfolyam. A peremfeltételeket mi most helyet-
tesitsiik azon (valamivel pontosabban megfogalmazott) rokon feltétellel, hogy
C novekedése S-ben legfeljebb lineéris, t-ben pedig legfeljebb exponencialis:
C(t,8) < M-(1+59)-eXt ahol M, K > 0. Osszefoglalva tehat:
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A modell
Adottak:

E koteési arfolyam

T lejarati id6

o 0 <t < T idévaltozod

S az alapul szolgalo aktivak jelenértéke

C =C(t,5S) a vételi jog értéke

o az aktivak kockizatossdganak mértéke

r kockdzatmentes kamatlab

és C kielégiti a

0252

0pC + B

82C +1rS0,C —rC =0,

C(T,5) =(5-E),
feladatot, tovabba C (t,8) < M - (1 + S) - €&t ahol M, K > 0.

Valtozotranszformacié

, C(T - & Ee’
T::%-(T_t), z:=InS—InE é v(rz):= ( ST e)

vélasztassal C (t,5) = E-v (1,2) ést = T— %7, S = Ee”, valamint v kielégiti
a

2r 2r
v — v = (021) ~6‘1vf§~v,
v(0,z) = (e = 1),

feladatot, tovabba v (1, z) < 2M-e*TX* tehat v éppen normalis névekedési.

ki = % valasztassal az egyenletiink egy picit egyszertibb alaku:

301)—8fv:(k1—1)~811)—k1-v

Ez az egyenlet ugyanakkor még mindig nem olyan alaku diffuziés egyenlet,
amelyre az elemi difftizios formula alkalmazhato.
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Atparaméterezés

u (1, x) = e*™P% .y (1,2) alaki 1j ismeretlenre térve az o és 3 paraméterek

megvalaszthatok ugy, hogy u (7, x) és Ohu (1, 2) egylitthatoi nullak legyenek,
2

nevezetesen o := (kl%l) és B := kl L esetén. Tehat

u(r,x) = ei (41?143 (ki—Dz ) (1,x)

valasztassal feladatunk az R, x R-en értelmezett
dow — O2u = 0,

u(()’x) — (e%(k1+l)$ _ %(kl_ )z )
+

Cauchy-feladatra redukalodik, valamint u is normalis névekedést.

A Black—Scholes-egyenlet megoldasa a formulaval

Mivel az u (0,z) = (e%(klﬂ)gC — e%(’“l*l)z) kezdeti feltétel normalis nove-
+

kedést, igy az elemi diffazios formula és kovetkezményei alapjan

(e%<k1+1>s - e%(kl—l)s)
4 smw)?

u(r,x) = ceT A ds,
Amr

R

és a normalis novekedésii folyamatok korében ez az egyetlen megoldas. Ezt
ki is tudjuk integralni:

-e” ds =

62(k1+1 %Ucl* )s (s—2)2 z)
u(r,x) =

7_

+/ 2(k1+1) T+ 27—2) e%(kl—l)(m—&- 27-2) 5

4rrr

V2T

+
/ (e%(kl-ﬁ-l)(w-l- 27'2) _e%(kl—l)(a:—i- 27’z)) . e—% dz =

27‘

ﬁ\

—+o0
%(k}l-'rl)iﬂ 1 L2
— 72 . / e§(k1+1) 272 o= da—
\ &aTr
Ve
+o0
e%(klfl)r

Lk — _22
s 62(k1 1) QTZ.e T dzy =

V2r

_ =
V2T
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—+oo
o5 (ki+1)z+3 (ki +1)%T (>3 k1 +1vE7)?
= . / e 2z dz—

B V2r

x

Var
“+o0
es(ki—Da+3(k1—1)°7 / (==L k1 —1)var)?
xT

- e = dz=
V2
v
6%(k1+1)x+%(k1+1)2‘f e £2
= . e~ T df —
V2T /

——= —%(k}l-‘rl)\/ 2T

Vor
+
oh 1=zt i (ki —1)%r o e
— 2 . / e 2 dé‘ =
\ s
3 (ki —1)V2
Vo —z(ki—ver

, 1
— il i+ g (\/; +3 (k1 +1) @) -
T

_eski-Dz+i(ki-1)%1 g ( z 1 _ )
e + - (k 1)vV2r),
V2T 2( ! )

ahol

a standard normaélis eloszlasfliggvény. Tehat

(ki D)a+i(ki41)%r x 1 )
u(r,z) = e i D=+ = (k1) V27| -
(7.2) (\/? g (1t 1)

—ezbi—Dati(-1)%r g <a: 1 — 1DV 7—)
e + - (k1 —1)v2r|.
5y 2 ( 1 )

Innen a v fliggvényre (amely u egyértelmitisége miatt szintén egyértelmd meg-
oldasa a sajat feladatanak) a definicidja alapjan
_ e—%(k1+1)27——%(k1—1)x

v (T, x) cu (T, x) =

T 1 T 1
=" O —=+ - (k1 +1 v27'>—ek”-<l)(—|— ki —1 \/27’).
(\/27’ 2(1 ) V2T 2(1 )

Most ezt visszairva C-re, a C(t,5) = E-v(r,z), 7 = %2 (T —1t), z=

=InS—InEésky =2 Osszefiiggésekkel

g

Ct,S)=E-v(r,x)=
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—E'e$~¢>(”+;(k1+1)\/?>

V2r
—E-e’“”~<1><\/”;7+;(k1—1)@) =
=0 (g (o))

Tehat

ln% r o
C“’S“S"b(m*(g*g) T—t>—

In2 r o
N - N S G DI 7E+(,_,) T — ¢
ovVT —t o 2

(Black—Scholes-formula). Ez a képlet az altalunk kittizott keretek kozott
egyértelmi megoldasat szolgaltatja a Black—Scholes-féle diffuzios Cauchy-fel-
adatnak.

2.2.7. Standard difftiziés Cauchy-feladat megoldasa n di-
menziéban

Technikai bevezetd

2.2.63. Megjegyzés. Minden t > 0 és x € R" esetén

4t

1 Jlr—x|2
e dr=1,
/ (Vmt)" ¢ '

R™

tovabba minden K,t > 0 és x € R" esetén

2
K |r—x||— =2l
€ 4t 2,
/—dr<2”~e"K ¢

i ( 47Tt) / -
Bizonyitds. El6szor is
- e n e_(rk;fk)r“ n - (rk—2k)
RZ( 47rt)n dr:R[kl:[lllﬂtdr:kl:IIR/ 4t ary, =1
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Tovabba tetszéleges rogzitett K,¢ > 0 és x € R™ esetén a Fubini-tétel és a
[2:2.55] Megjegyzés alapjan

n N ()2
K-S gy 35 i)
i=1 j=1

KHr x||— llr— XH e
A n dr =
HJ (\/ 47rt) e ( 47Tt)
n K |r7 y7‘_(TJ y])2 n ) )
:H/ mSH(QeK 't>:2"~e”K t O
J=1% j=1

2.2.64. Definici6. Egy g € C (R"™) fiiggvényt normalis ndvekedésiinek
mondunk, ha alkalmas C, K > 0 szamokkal minden x € R"-re

lg (x)] SC.CKHIH'

Hasonléan egy u : Ry x R® — R fiiggvényt normalis névekedéstinek mon-
dunk, ha alkalmas C' : Ry — R, folytonos fiiggvény és K > 0 szam mellett
minden (¢, x)-re

u(t,x)| < C (¢) - lel,

A fenti definiciéban (az egydimenzios esethez hasonléoan) mindig feltehetd,
hogy a C fiiggvény folytonosan derivalhato és szigortian névd, s6t hogy

lim C' = +o0.
+oo

Ha g € C (R™) normalis novekedést fliggvény, akkor e szakasz bevezets
megjegyzése alapjan trividlisan

r—Xx 2
/ g(r) _ plr®
J (Van)
abszolit konvergens integral.

2.2.65. Allitas. Tetszéleges g € C (R™) normdlis novekedésd figgvényre az

u:R} xR" =R,
g(r) x| ?
u(t,x)::/inwa T dr
A (\/471'1?)

fiigguény folytonosan derivdlhatd, sét az x vdltozd vonatkozdsdban szerint két-
szer folytonosan deriwdlhato, és kielégiti a
80u — Au = 0

n-dimenzios diffizios egyenletet. Az u figguvény RS x R™-en vett dsszes elso-
rendd, tovdbbd az X vdltozd vonatozdsdban vett 6sszes mdsodrendi parcidlis
derivdltja a definidlo integrdlba vald bederivdldssal szamolhatd.
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Bizonyitds. A normaélis névekedés értelmében alkalmas C, K > 0 konstan-
sokkal

lg(r)] < C- Kl
minden r € R" pontra. Ekkor tetsz6leges rogzitett (o, xo) € RS xR™ pontnak
az U = % 3t°] x B (xq,1) kornyezetére a|2.2.51] Allitas alapjan igaz, hogy

20 2
. 1 (rp—z)? ) eIl (re— %)
minden 1 < k < n mellett az ry, — (0 \m/;;)?) = e fiiggvények-

nek van kézos £y, € L' (R) majordnsuk, midén (¢,x) befutja az U kdrnyezetet.
Igy a Fubini-tétel alapjan az

C(r) =Ly (r1) - Ly (rn)
fuggveny L' (R™)-beli majoransa ezek szorzatanak, kovetkezésképpen (||r]| <

< Z il 6 1+ [lr]|” < H (1+77) alapjan) az

(1 +lx — r||2) Kl
r+— e

vV 4t

fiiggvényeknek is (midén (¢,x) az U kérnyezetet futja be). Ezért |g(r)| <

< C - Kl alapjan uy (t,z) := 7g/74(;2n

2
_ lx=r]
4t

_x= XI

definicioval az r — u, (¢, %)
fliggvényeknek és a

(zp — i) - (x5 — 1))
4¢2

T — Tk
2t

Oplly = — Uy és OLOituy =
j

1 (SL’k — Tk>2
62 r — I 0 © Up
kY < o T A Y

parcilis derivaltaknak (1<k#j<n)isazr — C- (1 + % + t%) -4 (r)
0
fiiggvény L' (R™)-beli majoransa ((t,x) € U). Ezért a douy = Au, fiiggve-

* Uyp,

valamint a

nyeknek is az r —n-C - (1 + i+ %) - £ (r) fiiggvény L' (R)-beli majordnsa
((t,x) € U). Igy az
u(t,x) = /ur (t,x) dr
R
integralba (¢,x) € U mellett be lehet derivalni ¢ szerint egyszer és x kom-

ponensei szerint kétszer is. (Tehat A is bevihets az integraljel mogé.) Ezzel
pedig egyrészt az

u(t) = [ ue(t.x) .

R™
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Opu (t,x) = —/Ik LY (t,x) dr,

2t
R’VL
8k8ju (t,X) _ / (l'k - Tklf:;xj - 7"j) Uy (t,X) dr,
Rn
2 _ 1 (@)t
aku(t,x)/< TR uy (t,%) dr,
Rn

dou (t,x) = /Gour (t,x) dr = /Aulr (t,x) dr =

_ n o x=rf?
/( Tz ) X dr

Rn

(1 <k +#j<n) fliggvények a jegyzet legelss allitasanak értelmében folyto-
nosak (g, Xo)-ban, masrészt ugyaninnen

8ou (to,Xo) — Au (to,Xo) =0. O

Homogén diffaziés formula R"-ben

2.2.66. Megjegyzés. A Fubini-tétel és egyvaltozos integraltranszformaciok
trividlis egyméas utanjaval adodik, hogy minden f € L' (R"), a > 0 és b €
€ R™esetén p=ca-r+Db helyettesitéssel

/far+b /f

2.2.67. Megjegyzés. Ha g € C (R") normalis névekedésfj fﬁggvény, akkor
az el6bbi megjegyzés alapjan p = 2\[
€ R"esetén

g(r) e 1 / Il
—_— i dr =—— 2Vt - . Pl dp.
R/( 47rt)n e r \/%nR” g(X—I— \[ p) e P

2.2.68. Allitas. Tetszéleges g € C (R™) normdlis névekedést figgvényre az
u: RS x R" = R,

— g(r)i.efw r =
u (t,x) /(\/R)n d

g (X WS p) e IPl? g

R™
1

™
R™
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fiigguény folytonosan derivdlhatd, sét az x vdltozd vonatkozdsdban szerint két-
szer folytonosan derivdlhatd, és a jobb nyilt féltérben kielégiti a

Oou—Au =10
n-dimenzios diffuzios egyenletet, tovabbd minden x € R™ mellett

lim  w(ty)=g(x).
3500 (t,y) =g(x)

Masképpen fogalmazva: az u: Ry x R" = R,

g(r) . 7”?*?\\2
w (t7x) — ]R_[l ( 47‘rt)n e 4 dr ha t > 0,

g (x), hat=0

1/ i

- g(x+2\/g.p).enpn dp
VT

fiigguény folytonos, tovabbd kielégiti a

dou (t,x) — Au (t,x) =0 (t>0, xeR"),
w(0,x) = g(x) (x€R"
n-dimenzios diffizios Cauchy-feladatot. Az u fiigguény RS xR™-en vett dsszes

elsdrendi, valamint x szerinti 6sszes mdsodrendd parcidlis derivdltja a(z elsd)
definidlo integrdlba valo bederivdldssal szamolhatd.

Bizonyitds. A legutobbi allitas biztositja, hogy w kielégiti a kivant egyenletet.
Hatravan még a hataratmenet igazolasa. Mivel az u (¢,x)-et definialo két
integral (¢ > 0 mellett) azonos, tovabba a masodik integral ¢t = 0 esetén is
értelmes, s6t éppen g (x) értéket vesz fol, ezért elegendd igazolni, hogy a

(t,x) — \/%ng <x+ Zﬁ-p) e~ IPl* gp

hozzarendelés R, x R™-en folytonos. Valoban, a

(t,x,p) X+2\/i-p) e IPI” dp

o

hozzéarendelések folytonosak, ugyanakkor az

/eK-upufupw dp

R
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alaki integralok végesek, ezért ha (t,x) tetszsleges korlatos részhalmazt fut
be, akkor g normalis névekedése miatt a p +— g (x + 2Vt p) e~ lel? fliggvé-
nyeknek létezik kozos

p—C- K lIpl=lpl®

alakia L' (R™)-beli majoransuk. Igy a jegyzet legelsé allitasa értelmében a
(t,x) — f% [ g (x +2v/t- p) e~ lpll? dp hozzarendelés tényleg folytonos az
R?L

R4+ x R™ halmazon. O

2.2.69. Megjegyzés. C, K > 0 esetén a fenti 2.2.63] Megjegyzés alapjan
trivialisan
b Il —x| - L2 )
dr < CCKHXH /W dr < 2nC€nK -t'eK||XH7
47t

_le=x?

CeKlrll . ¢
R[ (Viri)"

igy g normaélis névekedése miatt a fenti tételben szerepld u fliggvény is nor-
maélis novekedési. Ha g korlatos, akkor u is korlatos, mégpedig

1 llr—x|?
— e @ dr=1
/ (Vixt)" © :

]Rn
alapjan trivialisan ||g|| . -val korlatozott.

2.2.70. Allitas. A

Oou (t,x) — Au(t,x) =0 (t>0, x e R"),
u(0,x)=0 (x€R")

n-dimenzios diffuzids Cauchy-feladat megolddsa a jobb zdrt féltérben folyto-
nos, a nyilt féltérben folytonosan derivdlhatd, az x wvdltozé vonatkozdsdban
kétszer folytonosan derivdlhaté mormdlis névekedési fiiggvények koreé-
ben egyediil az azonosan nulla fliggvény.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fol, hogy van olyan |u (t,x)| < C (t)-eX ¥l tulaj-
donsagt u megoldas (C szigortan névs folytonosan derivalhato, l+im C =+

és K > 1), amely valamely (¢g,x() pontban nem ttinik el, mondjuk pozitiv.

Ekkor a
D(t) = e4nK2‘(t+C(t)+1)

fiiggvény is szigortan névé folytonosan derivalhato és D' (t) > 4nK? - D (t),

valamint (e > x miatt) D (t) > C (t). Ezzel a

w(t,x):=D(t)- H (2K 4 e=2Km) 5
k=1
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fliggvényre Jow — Aw > 0 az egész jobb féltérben. Most u (tg, %) > 0 miatt
alkalmasan kicsi pozitiv o mellett a

Vo (8, %) :=u (t,x) — - [t + w (¢, x)]

fliggvényre szintén v, (to,xo) > 0. Ugyanakkor v, a {0} x R™ hipersikon
negativ, tovabba

Vo (£,%) < u(t,x)—a-w(t,x)<C (t)-eXXl—o.D (t)H (e2Kmk e 2Kor) <
k=1

IN

C (1)K . D (1) - 2Kl < D () . KIXI _ . D (2)- 2K XN =
=D (t)- Xl (1 —a- eKnxu) ,

innen azonnal adodik, hogy v, egy alkalmas Ry x B (0, R) alakt halmazon
kiviil is negativ. S6t hasonloan
va (t,x) < C (1) KXl D (t) - e2Klxll <
<O (t) Le2Klxl o D (t) - e2KlIxll —
= 2Kl (C({t)—a-D(t)=
— 2Kl (C (t)_a.e4nK2‘<t+C<tm)) <

< 2Kl (ecu) —a. 64C<t>) — 2KIxll . O (1 —a- eSC(t)) ,

innen pedig EmC’ = +4oo0 miatt az adodik, hogy v, egy alkalmas [0,7] X

x R™ alakii halmazon kiviil is negativ. Ezért v, az RS x R" egy alkalmas
korlatos részén kiviil negativ. Viszont vq (to,%o) > 0, igy ve a nyilt R x
x R halmazon folveszi a maximumét egy (t1,x1) pontban. Az (egyvaltozos)
els6rendi feltétel szerint ekkor Gy, (t1,%1) = 0, a masodrend feltétel szerint
viszont minden 1 < k < n mellett Bgva (t1,x1) <0, ezért Awv, (t1,%x1) < 0,
tehat

0 < Ogvg (t1,X1) — Avg (t1,%1) = —a- (1 + dow (t1,%1) — Aw (t1,%1)) < —q,
(hiszen dou — O%u = 0 és Jyw — O?w > 0). Ez pedig ellentmondas. O

2.2.71. Kévetkezmény. A fenti homogén diffizids formula (2.2.68 Allitds)
a

dou (t,x) — Au (t,x) =0 (t>0,xeR"),
0,x)=g(x) (x€R")
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n-dimenzids diffuzids Cauchy-feladatnak egyértelmd megolddsdt szolgdltatja a
jobb zdrt féltérben folytonos, a nyilt féltérben folytonosan derivdlhatd, tovdb-
bd az X waltozo vonatkozdsaban kétszer folytonosan derivdlhatd és normdlis
novekedéstd fligguények korében.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a fenti allitast két tetszGleges normaélis névekedést
megoldas kiilonbségére. O

Inhomogén difftiziés formula R™-ben

2.2.72. Allitas. Legyen f € C (R x R™) olyan normdlis névekedési fiigg-
vény, amelynek az x vdltozora vonatkozo mindegyik elsé- és mdsodrendd par-
cidlis derivdltja létezik és folytonos Ry x R™-en, tovdbbd ezek is normdlis
novekedésick. Ekkor minden T > 0 mellett v; : RS x R" — R,

._ f (T7 ri) . e_hif”z r =
vy (t,%) _/(\/H)n d
RTL

= Vl%vl/f (T7x+2\/5-p> e IPI” gp
Rn

definicioval a (7,t,%x) — vy (t,%), Oyvs (t, %), Opvr (t,X) €s OR0jvr (t,X) hoz-
zdrendelések (1 < k,j < n) folytonosan terjednek ki az Ry x Ry x R™ hal-
mazra.
Bizonyitds. A (1,t,x,p) — ﬁf (T,X + 2\/E-p) - e~ IPI” hozzarendelések
folytonosak, ugyanakkor az

/6K~upu—upn2 dp

Rn

alaki integralok végesek, ezért ha (7,t,x) tetsz6leges korlatos részhalmazt
fut be, akkor f normaélis névekedése miatt a p — f (T,x +2v/t- p) e~ lpll?
fliggvényeknek létezik kozos

p s C, - K lpl=lpl?

alakia L' (R™)-beli majoransuk. Igy a jegyzet legelsé allitasa értelmében a
(1,t,%x) = v, (t,x) hozzarendelés folytonos az Ry x Ry x R™ halmazon. Most
mindezt f helyett Oy f-re elmondva (1<k<n) azt kapjuk, hogy ha (7,¢,x)
tetszoleges korlatos részhalmazt fut be, akkor a p+— Oy f (7, x +2/1- p)-e_”sz
fiiggvényeknek létezik kozos L' (R™)-beli majoransuk, tovabba a

(Tatax) — \/];'n,/akf (T,X + 2\/% . p) . ei‘lpHQ dp
s
R™
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hozzarendelés folytonos Ry x R x R™"-en. Az L!-majordltsag miatt viszont az
ﬁ [ f(r,x+2Vt-p)- e~IIPI” gp integralba ), szerint be lehet derivalni,
Rn
ami éppen azt jelenti, hogy Ry x Ry x R™-en
1

) . el
ﬁn/é’kf (T,X+2\/f p) e dp,
Rn

Opvr (t,x) =

emiatt a (7,t,x) — Oxvr (t,x) hozzarendelés folytonos Ry x Ry x R™-en.
Ugyanezt viszont O f helyett 0,0;f-re (1 < j < n) elmondva azt nyerjiik,
hogy a (7,t,x) — 0,0;v- (t,x) hozzarendelések folytonosak Ry x Ry x R™-
en. Tehat a (7,t,x) — Av; (t,x) hozzarendelés is folytonos Ry x Ry x R™-
en.Ugyanakkor v, kielégiti a diffizids egyenletet, azaz a nyilt féltérben dyv, =
= Av,, igy a (7,t,x) — Jov; (t,x) hozzérendelésnek a (7,¢,x) — Av, (¢, %)
hozzarendelés éppen folytonos kiterjesztése Ry x Ry x R™-re. O

2.2.73. Tétel. Legyen f € C(Ry x R™) olyan normdlis novekedésd figg-
vény, amelynek az X vdltozora vonatkozé mindegyik elsé- és mdsodrendd par-
cidlis derivdltja létezik és folytonos Ry x R™-en, tovdbbd ezek is normdlis
névekedésiek. Ekkor az u: Ry x R" = R,

u (t,x) ¢:\/17?71//f(7,x+2\/ﬁ-p)-e"plzdpdT:

0 Rn
/t/m~el4r(:r)2drd7'
b i (VimE=n)"

fiigguény folytonos, tovdbbd RS x R™-en folytonosan derivdlhatd, sét x wo-
natkozdsdaban kétszer folytonosan derivdlhato is, valamint u a jobb féltérben
kielégiti a
dou (t,x) — Au (t,x) = f (t,x) (t>0, x €R"),
u(0,x) =0 (x e R™)
inhomogén jobb oldali diffuzids kezdetiérték-feladatot.

Bizonyitds. A homogén diffiziés formula alapjan minden 7 > 0 mellett a
zart féltéren folytonos v, : Ry x R™ — R,

flrx) | le®
vy (t,%x) = R[L Vam) ¢ dr,hat>0:

f(rx), hat=0
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_ \/;n/f(mwwg.p) IRl gp

R’Vl
fliggvény kielégiti a

Aovr (t,x) — Av, (t,x) =0 (t>0, xeR"),
vy (0,x) = f(r,x) (x€R")

homogén Cauchy-feladatot. Mivel az f (7, -) fiiggvények elsé- és masodrendi
parciélis derivaltjai is normaélis névekedésiiek, ezért az el6zé allitas miatt a
(r,t,x) = vr(t,%), Oovr (t,%x), Okvsr (t,%) és Ok0;v, (t,x) hozzarendelések
(1 <k,j <n) folytonosan terjednek ki R, x R, x R"-re. Igy a Duhamel-
elvbél azonnal adodik az allitas. O

2.2.74. Megjegyzés. A fenti tétel tgy is fogalmazhato, hogy az F : R x
x R" = R,

1 B E

E(t,X) = ( 47rt)n "€ B ’hat > 0’
0, hat <0

fliggvénnyel

u(t,x) = / E{t—-7x—r1)-f(r,r)d(r,r)

R4 xRm™

megoldasa a dou — Au = f, u(0,x) = 0 feladatnak minden olyan f €
€ C (R4 x R™) normalis novekedést fliggvényre, amelynek az x valtozora
vonatkozo mindegyik elsé- és masodrendi parcialis derivaltja létezik és foly-
tonos R xR"-en, valamint ezek is normalis névekedéstiek. (E alapmegoldas.)

A fenti tétel eredménye trividlisan egybekapcsolhaté a homogén formula-
éval:

2.2.75. Tétel (standard diffuzios formula). Legyen f € C' (R4 x R™) olyan
normdlis novekedést fligguény, amelynek az x vdltozora vonatkozé mindegyik
elsé- és mdsodrendd parcidlis derivdltja létezik és folytonos Ry x R™-en, va-
lamint ezek is normdlis névekedésiiek, tovibbd g € C (R™) is normdlis néve-
kedésd. Ekkor az u:RL x R” = R,

r _lle—x? ¢ f(r,r) lle—x|?

f( i( i)n'e 4t dr—|—ff7’ne A(t—m) dI’dT,]’Lat>0

2, (Var 32 Vamn) _
g (X) ) ha t=0
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1 )
Wn/g(Xng\/g.p).eprn dp +
RTL

7

t
1
+ N //f (r,x+2Vt—7-p) e~ IPI* gp dr
0 Rn
fiigguény folytonos, tovdbbd RS x R™-en folytonosan derivdlhatd, sét x szerint

kétszer folytonosan derivdlhatd is, valamint a normdlis novekedési fliggvények
korében egyértelmi megolddsa a

Jou (t,x) — Au (t,x) = f(t,x) (t>0, xeR"),
u(0,%x) = g (x) (x € R™)

inhomogén jobb oldali diffuzids kezdetiérték-feladatnak.

Bizonyitds. Az u fliggvény a fenti tételben és a homogén elemi diffuzios for-
muldban definidlt fliggvények Osszege, amely nyilvanvaloan kielégiti a kivant
feladatot. A normalis novekedésii fliggvények korében valod egyértelmiiség a
legutobbi kovetkezménybdl Ko6vetkezmény) nyilvanvalo. O

2.3. Masodrendii linearis egyenletek kittizése

2.3.1. Els6rendid homogén linearis egyenletek kétdimen-
zioban

Legyen © C R? nyilt dsszefiiggd halmaz és f,g € C (2). Olyan u € C1 (Q)

fliggvényeket keresiink, amelyek kielégitik az

[ y) - Ou(z,y) +g(z,y) - Oou(z,y) =0 (%)
an. elsdrendd homogén linedris parcidlis differencidlegyenletet.

2.3.1. Megjegyzés. Tegyiik fol, hogy u kielégiti (x)-ot, tovabba hogy egy
nyilt intervallumon értelmezett derivalhato y (-) fiiggvény grafikonja Q-ban
fekszik és
J () = 9(@y(@)
[,y ()
Ekkor z — u (z,y (x)) konstans. (Tehat u konstans a fenti kézdnséges diffe-
rencidlegyenlet megoldasai mentén.)

Bizonyitds. Lancszaballyal

ot @y (2)) = dru(z,y (2)) + Gou e,y (@) -y (2) =
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= Ou(z,y (x w(x,y(x .M:
= Owu(z,y (2)) + Opu (z,y (2)) @y @) 0. O

Tehat (x) megoldasai olyan fliggvények, amelyeknek szinthalmazai a fenti
kozonséges differencidlegyenlet megoldasgrafikonjai, tehét jo esetben ismertek
és konnyen leirhaték. Ha egy konkrét vonalon ismerjiik u értékeit, ebbdl a két
informéciobol sok esetben u az egész tartomanyon meghatarozhato.

2.3.2. Feladat. Oldjuk meg a sikon az
z-Ou+y-dou=0,
u(xz,l) =e”
feladatot!

Megoldas: A vonatkozd kozonséges differencidlegyenlet 3’ (x) = % En-
nek megoldasai az y (z) = ¢ - x alaka fliggvények (¢ € R), tehat u-nak szint-
halmazai az y = cx egyenesek. Most tetszSleges (ro,y0) € R?, xo,y0 # 0
tulajdonsagu pont rajta van egy ilyen egyenesen: yg = cxg, ahonnan ¢ = i’—g

Tehat az illet§ egyenes y = yox amelyiknek 1 ordinataji pontja (Z—g,l).
Tudjuk, hogy u (%,1) = efol, s mivel (xg,yo) ugyanazon az egyenesen van,

ezért u (o, yo) = ewo . Altalanos valtozora visszairva (a tengelyektdl eltekint-
ve) u(z,y) = ev. Ez a képlet természetes modon terjed ki az y tengelyre is,
az x tengelyen azonban nem értelmezhets. Igy a feladat megoldasa a felsé
félsikban értelmezett és ott u (z,y) = ev.

2.3.3. Feladat. Oldjuk meg a sikon az
Ou+x - 0u =0,
u(0,9) = ¢ (y)
feladatot (¢ € C (R) adott)!

Megoldas: A vonatkozo kozonséges differencislegyenlet 3/ () = z. Ennek
megoldasai y (z) = 22 + ¢ alakuak, tehat az y (x) = ; + ¢ parabolédk mentén
u allando. Most tetszleges (xo, yo) € R? pont rajta van egy 1lyen parabolan:

Yo = xo +c¢, ahonnan ¢ = yo—— Tehét az illets parabola y = %- —i—( — %0>
2
Ennek y tengelyre esé pontja (O Yo — —) Tehat e pontban és (zg, yo)-ban
- 2 2
u értéke ugyanaz. Igy u (zo,y0) = u <O,y0 — 70) = (yo - —) Altalanos
valtozora visszairva, a megoldas

U(I,y)=<p(y—x;>-
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1‘2

(Ha példaul minden y-ra ¢ (y) = siny, akkor u (x,y) = sin (y - 7) az egész

sikon.)

2.3.2. Masodrendi linearis parcialis differenciadloperato-
rok és osztalyozasuk

Legyen Q2 C R"™ nyilt Gsszefiiggd halmaz és minden 1 < k, j < n esetén legyen
adott ay j,br € C (), amelyekrdl tegyilik f6l, hogy a;r = ag,; minden k, j
mellett. Jelélje L : C? () — C (),

n n n
Lu:= Z Z ak ;- Op0ju + Z by, - Opu.
k=1j=1 k=1

L neve: mdsodrendi linedris parcidlis differencidloperdtor. Formalisan szokas
ilyenkor irni, hogy

L= ZZak,j akﬁj +Zbk -8k7
k=1

k=1j=1
és tovabbi
o1
)
d:= .
On
formalizmussal és
a1 (x) arz (x) -+ aip (%) by (x)
as (x) by (x)
A(x) = . ) i , b(x):= .
an (X) Ce gy (X) by, (x)

valasztassal még formalisabban
L=(A(x)0]0)+(b(x)]0),

ahol A : Q — R™ ™ folytonos, szimmetrikus matrix értékd fiiggvény. Az
L operator (A (x)0 | 0) tagjat (és ha nem okoz félreértést magat az A (-)
méatrixfiiggvényt is) az L operator férészének nevezzik.

2.3.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy a fenti L differencialoperator az x € Q)
pontban

e elliptikus, ha A (x) (pozitiv vagy negativ) definit;
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e hiperbolikus, ha A (x) indefinit;

e tagabb értelemben parabolikus, ha A (x) (pozitiv vagy negativ)
szemidefinit, de nem definit;

e parabolikus, ha tagabb értelemben parabolikus és dimker A (x) = 1.

Ha minden x €  pontra L elliptikus (hiperbolikus, parabolikus) x-ben,

akkor azt is mondjuk, hogy L elliptikus (hiperbolikus, parabolikus) az Q
tartoméanyon.

Ha adott f,c € C(Q), akkor az u ismeretlent
Lu+c-u=f

egyenletet mdsodrendd linedris parcidlis differencidlegyenletnek nevezziik. Az
L operatorral parhuzamosan magat ezen egyenletet is rendre elliptikusnak
(hiperbolikusnak, parabolikusnak) mondjuk (egy x pontban vagy Q-n), ha L
elliptikus (hiperbolikus, parabolikus).

2.3.5. Példa. Tetszbleges 2 tartoméanyon a Au = f Poisson-egyenlet (és a
Awu = 0 Laplace-egyenlet)elliptikus. (Itt minden x-re A (x) =1.)

2.3.6. Példa. A 93u — Au = f hullamegyenlet hiperbolikus.
2.3.7. Példa. A Oyu — Au = f diffuzios egyenlet parabolikus.

2.3.8. Példa. A sikbeli y - 0?u + 05u = 0 tn. Tricomi-egyenlet a felsd nyilt
félsikban elliptikus, az als6 nyilt félsikban hiperbolikus, mig az x tengelyen
parabolikus. (A Tricomi-egyenletnek a hangsebességet tulléps gépek aerodi-
namikajaban van szerepe.)

2.3.3. Allando6 egyiitthatos masodrendii

differencidlegyenletek kanonikus alakra hozasa
Legyen Q C R™ nyilt 6sszefliggd halmaz, tovabba minden 1 < k, j < n esetén
arj,br € R, amelyekrél foltessziik, hogy a; = ar; minden k,j mellett.
Jeldlje L : C2 () — C (Q),

n

Lu:= Z Z ak ;- Op0ju + Z b, - Opu.
k=1

k=1j=1
2.3.9. Definicié. Az L leképezést allando egyiitthatos masodrendi linearis
parcialis differencidloperatornak nevezziik. Az

Lu+c-u=f

formulat (ahol ¢ € C()) alland6 egyiitthatos masodrendd linearis parci-
alis differencidlegyenletnek nevezziik. Ennek megoldasain olyan u € C? ()
fliggvényeket értiink, amelyekre Lu +c¢-u = f.
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Az ay ; szdmokbol az A € R™*™ szimmetrikus matrixot, valamint a by
szamokbol a b € R™ vektort elkészitve természetesen

L=(A0|0)+(b|d).

A céliink ehelyiitt az, hogy e differencidloperatort alkalmas B € R™*™ line-
aris transzformacioval és h € R™ vektorral négyzetosszeg ill. ,megkdzelitsleg
négyzetosszeg’ alakra transzformaljuk, azaz ha u kielégiti az Lu + cu = f
egyenletet, akkor a v(x) := e"*) . 4 (Bx) fiiggvény valami egyszertibbet
elégitsen ki, lehet6leg Poisson-, hullam- vagy diffuzios egyenletet.

2.3.10. Megjegyzés. Gyakran hasznos formalizmus, ha a 91, 0s, ..., d, dif-
ferencidloperatorokat kozonséges szamokra vonatkozo szimbolumokként ke-
zeljiik, és a
7}
02
0:=1 .
On,
kifejezést is R™-beli vektornak tekintjiik. Tudniillik ezzel a formalizmussal ép-

pen teljesiilnek a kovetkezsk: tetszéleges f : R™ »— R derivalhato fiiggvényre
és b, ¢ € R™ vektorokra

%f(x-lﬂ—c):( (b10)f )(z-b+e).

Ha f kétszer is derivalhatd, akkor ezt még egyszer alkalmazva

2

v =( 0107 )b+,

dx?
ahol természetesen (b | 9)> f =S5 bib; - 0,05 f.

Legyen Q4 (x) = (Ax | x) az A matrix kvadratikus alakja. Ha a 0 kifeje-
zést R™-beli vektornak tekintjiik, akkor mondhatjuk, hogy éppen Q4 (9) =
= (AJ | 9) az A matrix kvadratikus alakja. Tegyiik 6, hogy bizonyos b, € R"
vektorokkal (1 <k < n)

(AD | 0) = s1- (b1 | 0 + 52+ (by | DV + -+ sy - (by | D)

— ez egyel6re tisztdn a kvadratikus alakra vonatkozd egyenlGség —, ahol
S1y.--,8n € {—1,0,1}, tovabba a by, b, ..., b, vektorok linearisan fiiggetle-
nek. (Ez a feliras altalaban nem egyértelm, viszont mindig létezik és konkrét
esetekben egyszertien szamolhato.) Jelolje

B = [bl,bQ,...,bn] e Rmxm
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(persze B regularis) és legyenek B(D, B . B ¢ R'" a B matrix sorai.
Legyen u € C? (Q). Ekkor
v:=uoB

valasztassal minden 1 < p < n esetén a fenti megjegyzést hasznalva

d \2
> _ 1), B® ..} —
pr(ﬂcl,...,mn) <dxp> u(B z, B2, ....B 33)

d 2
= <dm> U(brp-xp+c1,bap-xp+cay..,bpp-xTpt+cn) =
p
d\’ 2
= (42 ) wlon ) = (0, 10)°0) (a0, +) =
p
- ((bp | a>2u) (B(l)x,B(Z)a:,...,B(”)x) -
= ({by 1) u) (Ba),
alkalmas ¢ € R™ mellett. Igy
(51070 + 82030+ + 8- 02v) (T1,...,2p) =
=s1-(b1 | 0)>u(Bx) +s9- (by | 9)>u(Bx)+ -+

+5p - (bn | 0’ u(Bx) = (AD | 8)u (Bx).

Ezzel azt kaptuk, hogy a B € R™*"™ maétrixszal vett v = v o B transzforma-
cioval

((AD | 9)u)o B =15y -0? (uoB)+s9-03(uoB)+---+s,-02(uoB).

Tehat (A0 | 0) — mint formalis kvadratikus alak — négyzetdsszeggé
transzformalasa a differencialoperatorok szintjén is pontos egyenl-
séget takar, mégpedig az u — v = u o B fliggvénytranszformaciénak
megfeleld egyenlGséget. Az eredeti jelolésekkel igy

ZZakJ - Op0juloB = 51-02 (o B)+55-03 (uo B)+---+8,-02 (uo B),
k=1 j=1

ahol s1,...,s, € {—1,0,1}.

2.3.11. Definicié. Az Ly : C? () — C (Q),

Lou = Z Za;w- . 8k8ju

k=1 j=1
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tisztdn masodrendd linearis parciélis differencidloperatort kanonikus ala-
kanak mondjuk, ha négyzetosszeg alaki, azaz mindegyik ay € {—1,0,1},
tovabba k # j esetén ay ; = 0.

A fenti v+ s1-03v+82-03v+- - -+ 5, - 02v differencidloperator kanonikus
alaku. Igy bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

2.3.12. Tétel. Tetszileges dllandd egyiitthatds Lo : C? () — C (Q),
Lou = Z Z A5 * Bkaju
k=1j=1

tisztdn mdsodrendi linedris parcidlis differencidloperdtor alkalmas B € R™*™
requldris linedris transzformdcioval kanonikus alakra hozhatd, azaz van olyan
kanonikus alaki tiszta mdsodrendd Ly differencidloperdtor, hogy minden u €
€ C?%(Q) mellett

(Lo’u)OB :L1 (UOB)

2.3.13. Példa. Transzforméljuk kanonikus alakra a haromdimenzios
0102u 4+ O203u + 0103u =0
egyenletet !

Megoldas: Szorozzunk 6l 4-gyel. Az igy nyert egyenlet (formalis) kvadrati-
kus alakja

4(8105 + 8205 + 0103) = (91 + Oy + 205)° — (01 — 82)* — (205),

(ez indefinit, tehat az egyenlet hiperbolikus), tovabba a neki megfelel line4ris
transzformacio ekkor (oszlopait a zardjelekbgl olvassuk ki)

1 10
B=|1-10],
2 02

amivel az attranszformalt fliggvény
v(x,y,z) :=u(r+yz—y2x+2z2).
Ezzel
v = (1 + 02 +23)° u(---), 0v= (01 —) u(---),

O3v = (205)"u(---),
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igy
4 (0109 + D205 + 1 03)u(--+) =
= (0, +32+233)2u(...) — (&4 762)2u(,..) *(25‘3)21;(...) _
= 0fv — B3v — 3w,
tehat

8121} — 851) — 63%1} = 4(8162 + 0203 + 8183) u( . ) =0.
Tehét az eredeti egyenlet kanonikus alakja
v — O3v — O3v = 0.

2.3.14. Példa. Adott a > 0,b,c € R és f € C (R?) esetén (diszkusszioval)
transzformaljuk kanonikus alakra az

a-FPu+2b-010u+c-Osu=f
egyenletet !

Megoldas: A differencialoperator (formalis) kvadratikus alakja

b2

2
82) )
a

c— —

2
a&f + 200105 + c&% = (\/(581 + %(%) + (

a neki megfelel§ linearis transzformacié ekkor ac # b? esetén

Va 0]
b _»
vz Vle— %l

B =

a

Ezzel az attranszformélt fiiggvény

2
v(x,y):u(ﬁx, %ﬂfﬁ* Cbay>7
a transzformélt operator pedig
2
o L oo b \° b
Ojv + 03v = \/681—&—%82 w(--+)+ 0—582 u(---) =

=adiu (- ) +200100u (- ) +cdu(---)=f(---).

Ha ac > b2, akkor itt £ helyén + all, tehat az egyenlet elliptikus és a
transzformalt egyenlet a Av = f (---) Poisson-egyenlet.
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Ha ac < b?, akkor itt + helyén — &ll, tehat az egyenlet hiperbolikus és a
transzformalt egyenlet a 9?v — d3v = f (---) hullamegyenlet.

Hatravan az ac = b? eset. Ekkor a fenti transzformécié forméalisan a
v(z,y) = u(+vaz, %x definiciohoz vezetne v = f(---) transzformalt

egyenlettel, de ez a transzformacié nem regularis. Viszont u masodik valto-
z6jaban %x—hez y barmely fliggvényét hozzdadva a transzformalt egyenlet

nem szenved valtozast. Igy pl. v (z,9) = u (\/630, %x + y) maér jo transzfor-

macio lesz, ezzel a transzformalt egyenlet 97v = f (---) és persze az egyenlet
parabolikus.

Olyan L differencidloperator kanonikus alakjarol is beszéliink, amely els6-
rendt tagokat is tartalmaz; persze a kanonikus alak fogalma némiképp mo-
dosul. A f6résznek természetesen a fenti értelemben kell kanonikusnak lennie.

2.3.15. Definicié. Az allando egyiitthatos L : C? () — C (Q),

n n
Lu::Zsk-@%u—i—Zbk-@ku—Fc-u

k=1 k=1

differencidloperatort (sx € {—1,0,1}) kanonikus alaktnak mondjuk, ha
minden 1 < k < n esetén s - by = 0 (azaz az elsérendd részben nem le-
hetnek olyan irdnyt parcialis derivaltak, amelyek a mésodrendi részben mar
szerepelnek).

Ha f € C (Q), akkor magat az Lu = f egyenletet is kanonikus alaktinak
nevezziik, ha L kanonikus alaku.

2.3.16. Tétel. Tetszileges dllandd egyiitthatos L : C? (Q) — C (Q),

Lu ::iiaw-Bkaju—i—ibk-aku—i—c-u
k=1

k=1j=1

mdsodrendd linedris parcidlis differencidloperdtor alkalmas B € R™ ™ regu-
ldris linedris transzformdcicval és ¢ € C? (B_1 (Q)) dtparaméterezéssel ka-
nonikus alakra hozhatd, azaz megadhats olyan kanonikus alakd mdsodrendd
Ly differencidloperdtor, hogy minden u € C? () mellett v := ¢ - (uo B)
vdlasztdssal

Liv=¢-(LuoB).

Bizonyitds. Mivel a masodrendii f6rész az el6zd tétel értelmében kiilon is
kanonizalhato, igy feltehets, hogy az L operator eleve

Lu:Zsk~62u+Zbk~8ku+c-u
k=1 k=1
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alakt (s, € {—1,0,1}), ezzel persze B = I. Legyen most ¢ : Q@ — R,

3 > brskmk
p(x)im e i

Tetszéleges u € C2 (2)-ra v := ¢ - u vélasztassal elemi szdmolassal

Zsk-a,iwr Zbk-akv: Zskoﬁi(cp'u)—i— Zbk~8k(go~u):

sk #0 sp=0 sk #0 s=0
b2
=p- Z Sk - <Iu+bksk~6ku+8£u> + - Z by - Opu =
s #0 s=0
bisk 2
=0 | Y S ut by O+ si - Ofu + ) b Ou | =
SKp#0 s =0
_ 2 - biisk _
=p- Zsk-aku—i—Zbk-aku—i— Z 1 u | =
5,70 k=1 s 7#0

=p- <i5k82u+2n:bk6ku+ (zn: bijk> u)
k=1 k=1

k=1
) ' v
definicioval minden u € C? ()-ra v := ¢ - u vilasztassal

Liv=¢p- (Zsk-aﬁu+2bk~3ku+c~u) = - Lu,

k=1 k=1

Tehat

Lyv :zisk-aﬁv—i— Z by - Opv + (c—zn: b%fk
k=1

k=1 S}cIO

és persze Lq kanonikus alaki. O

2.3.17. Megjegyzés. Az L differencidloperator A egyiitthatomaéatrixa egy-
értelmiien meghatarozza, hogy a kvadratikus alakjanak fenti négyzetosszeggé
transzformélasakor hany darab si egyenls 1-gyel, hany darab 0-val és hany
—1-gyel. Ezek a szamok rendre megegyeznek az A pozitiv sajatértékd sa-
jatvektorai kifeszitette altér dimenziojaval, ker A dimenziojaval, valamint az
A negativ sajatértékid sajatvektorai kifeszitette altér dimenzidjaval. Ezért
a transzformalt [, differencidloperator ugyanolyan tipusa, mint L
(ha hiperbolikus, akkor hiperbolikus, ha parabolikus, akkor parabolikus, ha
elliptikus, akkor elliptikus).
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2.3.18. Példa. Transzforméljuk kanonikus alakra a haromdimenzios
0102u + O03u + 0103u + O1u — O = 0
egyenletet !

Megoldas: Az egyik el6z6 példa egyenlete ettsl csak annyiban kiilonbozott,
hogy abban csak f6rész szerepelt, elsérendii tagok nem. Az ott kapott

1 10
B=|1-10
2 02

és
v(x,y,z) :=u(r+y,z—y2x+2z2)

attranszformalassal most egyrészt ugyanugy
4(0109 4 0203 + 0103) u (---) = O%v — Oav — D3v,
masrészt Opv = (01 — O2)u(-+-) =01u(---) — dau (---), igy
D3v — 020 — 030 + 4050 = 4 (0105 + 0p03 + 0103 + 01 — D) u(---) = 0.

A 9%v—03v—d3v+409v = 0 egyenlet persze még nem kanonikus alaki (csak
a férésze). Most (kovetve a legutobbi bizonyitas gondolatat) V (z,y,2) =
=e 2 .y (x,y,2) valasztassal a kanonikus alak

O}V — 03V — 03V 4+ 4V = 0.

2.3.4. Fiiggvényegyiitthatos egyenletek kanonikus alakra
hozasa kétdimenziéoban. Karakterisztikus egyenlet

Kétdimenzioban az eddigieknél némileg tobbet is tudunk mondani: a sik-
beli fliggvényegytitthatos masodrendii linearis parcialis differencidlegyenletek
férésze sok esetben ugyanazon kanonikus alakra hozhatok, mint az allando
egylitthatosaké a legutobbi feladatban. Az egzakt targyalas nagyban tamasz-
kodik a kozonséges differencialegyenletek elméletére, ehelyiitt eltekintiink téle
(ha egy-egy konkrét feladat soran megtalaljuk a ,megfelels” transzforméacios
fiiggvényt, utdlag mar ugyis konnyi leellendrizni, hogy tényleg jo-e).

2.3.19. Definicié. Legyen ) C R? nyilt sszefiiggs halmaz és a,b,c, f €
e C(Q). Az

a(fﬂ,y) : (9%7.14 +2b (iﬂ,y) : 8182’& + C(:C,y) : 82211, = f(l',y)
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masodrendd differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet az
a(z,y) - (dy)* = 2b(zy) - dx-dy +c(z,y) - (dx)* =0

formalis differencidlegyenlet, amelyik az €2 halmaz minden pontjanak alkal-
mas kornyezetében az

dy\> d
CL(.’E,y)' (di) —2b($,y)£+0($,y) =0

és az
dx dz\ >
a(x,y) - 2b(l‘7y) : d7y +C(.’E,y) : (dy) =0
egyenletek valamelyikét (legalabb egyikét) jelenti.

(Figyeljiink a kiilonboz8 elgjelekre!)

A karakterisztikus egyenlet megoldasainak grafikonjait karakterisztikus
gbérbéknek (vagy csak karakterisztikdknak) nevezziik. Altaldban olyan
fliggvényekkel valo transzformaciokkal lehet kanonizalni a fenti alaki egyenle-
tet, amelyek a karakterisztikik mentén allandok, azaz amelyeknek a karakte-
risztikdk a szinthalmazai. Nevezetesen hiperbolikus és elliptikus esetben alta-
laban két fiiggetlen karakterisztika-sereg (szinthalmaz-rendszer) létezik, para-
bolikus esetben pedig egy. (Elliptikus esetben kénytelenek vagyunk komplex
valtozora térni, de amig a transzformécios fiiggvényeket meg nem talaljuk,
nyugodtan maradhatunk a heurisztika talajan.) Most ha u kielégiti a

a-03u+2b-0,00u+c-03u=f

egyenletet, o, € C? (Q) pedig olyanok, hogy

O1p Oap
det [81¢82¢] # 0,

tovabba hiperbolikus ill. elliptikus esetben ¢ az egyik, ¥ pedig a masik ka-
rakterisztika-sereg mentén konstans (parabolikus esetben elég csak ¢), akkor
u=wvo (p,1)
esetén v kanonikus alaka parcialis differencidlegyenletet fog kielégiteni.
2.3.20. Megjegyzés. Az a-03u+2b-010u+c-03u = f egyenlet — (x,y)-t6l
fliggs — egylitthatoméatrixa
a(z,y) b(w,y)]
A Z, = )
R s b

aminek definitsége nagyon kozismerten egyszertien ellenérizhets. Jelesil a
fenti egyenlet az (z,y) pontban pontosan akkor
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e hiperbolikus, ha a (x,y) - ¢ (x,y) < b (2,7);
e parabolikus, ha a (z,y) - c(z,y) = b? (x,y) (feltéve, hogy A # 0);
e clliptikus, ha a (z,y) - ¢ (z,y) > b* (z,y).

2.3.21. Feladat. Hozzuk kanonikus alakra és oldjuk is meg a sikon az
2 0fu—y? - 93u=0
egyenletet !

Megoldas: Az egyenlet a tengelyeken kiviil hiperbolikus. A karakterisztikus
egyenlet
2 2
o* - (dy)” —y* - (dz)” =0,

2 2
tehat (%) = %, azaz % =+4 A % = ¥ egyenlet megoldasai y = cx

alaktak, a Z—Z = —¥ egyenletéi y = £ alaktiak. Tehat az egyik agon az £ =

= c egyenlet sikbeli ponthalmazok lesznek a karakterisztikdk, a masik agon
pedig az zy = c egyenletiek.
Legyen (példaul) ¢ (x,y) := £ és 1 (z,y) = 2y. Az
—.(Y )

egyenlGséget garantalhatjuk a

= ()

definicioval. Persze d1u = —2%d1v(--+) + ydov (-++), Oou = 2910 (--+) +
+ x0yv (- - -), innen aztan

=o)L (- Lotu () +yard () +
+:U(—%31320(“')4‘?}32211(”')) =
:%alv(-.-)+§afv(.--)—2§8182v(~-~)+y2a§v(-.-)
és
8§u:;(i8f0(~-~)+x81821)(--~)>—i—:z:(i@lagv(-~-)+x8§v(--~)> =

1
:?312@(...)+28152U(...)+x253v(...)7
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ahonnan
2
0= x2612u — y2812u = ?yalv ( o ) - 49231821’ ( e ) )

ahonnan

01020 (%,xy) — %811) (%,xy) =0,

valtozotranszformacioval
1
01020 (z,y) — @811) (z,y) =0.

Ez ugyan még nem kanonikus alak, de f6 részében mar allandé egyiitthatos,
s6t a megoldas kiszamolasahoz megfelel6bb is a kanonikus alaknal. Ennek

kvadratikus alakja xy = (%’”’)2 — (ﬂ)z, igy a kanonikus alak w (z,y) :=

2
=0 (%, £74) transzformacioval

Visszatérve a 010ov — %8111 = 0 egyenlet megoldasahoz: rogzitett x-re h (y) :
= Oy (x,y) valasztéassal

1

hl(y):@'

h(y),
ahonnan d1v (z,y) = h (y) = c(x) - /|y| (c € C* (R)). Innen integréalassal

v(z,y) =Ci(z) Iyl +C2(y),
ahol C1,Cy € C? (R). Ebbél az eredeti egyenlet megoldasa

w(e,y) = v (Lay) =1 (L) Vel + Ca (o).
2.3.22. Feladat. Transzformaljuk kanonikus alakra a sikon értelmezett
Oiu — 22 - 010ou + 22 - 03u =0
egyenletet !
Megoldas: Az egyenlet parabolikus. A karakterisztikus egyenlet
(dy)® + 2z - dx - dy + 22 - (dz)* = 0,

ay ) d d 2 d

azaz (d—z) +2z- 3 +22 =0, tehat (% + x) =0, végiil is §% = —x. Innen

a karakterisztikdk az y = 77”2—2 + ¢ egyenletii paraboldk. Legyen hat (példaul)
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olz,y) ==y + %, 1 pedig tetszéleges olyan, hogy ¢-vel egyiitt teljesiti a
regularitast, mondjuk v (z,y) := . Ezzel vehetjiik az

132
U(.T,y) =v y+?ax

2
v(z,y) =u (y,x— y)
2
definiciéval. Ezzel

811)282'“(...) és aszalu(...)_ya2u(...)7

transzformaciot, persze

tovabbéa
OBv = 0% (---) — 2ydidau () + 0 () — Dy (---),

innen az u természetes valtozoira visszairva

2
831} (y + .1'2737) = a%u (x,y) - 21‘(91(92’U, (3373/) + {EQ(?%’U, (377y) - a2u (xay) =

=0-—0u(z,y) = -0 (y-i— m;,x) )

innen pedig (valtozo nélkiil)
ov + 8%1} =0
a kanonikus alak.
2.3.23. Feladat. Hozzuk kanonikus alakra a sikbeli
(1+2?) - 0fu+ (14+y%) - Ohu+a-Ou+ty-Ou=0
egyenletet !
Megoldas: Az egyenlet természetesen elliptikus. A karakterisztikus egyenlet
(1+2%) (dy)> + (1 +¢?) (dz)* =0,

2
azaz %) =— sz Ezt csak a komplex fliggvények korében tudjuk megol-

dani, de a transzformécios fiiggvényhez nekiink csak Gtlet kell, és csak a kano-
nikus alak fennalltat kell majd igazolnunk. Heurisztikusan pl. Z—Z =74/ ﬂ_‘—zz,

ahonnan da

=1- T Ezt formalisan kiintegralva az

dy
Vi+y?

arshz :=1In (:17+ 1+ 22

)=
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szabaly alapjan arshy = i - arshx + ¢, tehat a ,kompex karakterisztikik”
egyenletei arsh y — i - arsh x = ¢, ahol persze = és y is kompex valtozosak, s6t
c is komplex. Most

¢ (z,y) = arshz és ¢ (z,y) = arshy valasztassal ¢ —i -1

valoban konstans e karaterisztikak mellett, tehat ha ,minden” komplex, akkor
a transzformécios fiiggvény egyik koordiatajanak meg is felel. A % = —

1+y2
1422
és -vel) a ¢ + i - ¢ fliggvény is jo. Innen ¢ + i -9 és ¢ — i - 9 fliggetlensége
biztositani fogja (ha igazat irtunk fentebb) az

—1- egyenletbdl ugyanakkor azt fogjuk kapni, hogy (ugyanezen p-vel

u=vo(p+i-v,p—i-1)

transzformacié kanonizalasat. Ha ezt C2 barmely linedris transzformaciojaval
komponaljuk Gssze, az az egyenlet allandé egyiitthatds voltat mar nem befo-
lyasolja. Viszont (¢, ) linearis transzformacioval kaphato (p+i - ¥, p—i-))-
bél. Eszerint (¢, 1) is megfelel§ transzformécié lesz a kanonizalashoz, és itt
mar valos kereteken beliil maradhatunk. Itt a heurisztika vége, legyen hat (az
eredeti valos keretek kozott)

¢ (x,y) := arshx és ¢ (x,y) := arshy, tehat

u(z,y) = v (arshz,arshy),

azaz

v(x,y) :=u(shx,shy)

(ne feledjiik, hogy shz = & _2671 éssh/x =chz = %) Ezzel

Ow=chz-0u(--+)és v =chy-du(---), igy aztan

Ofv=shx-0iu(---)+ch?x-0fu(---) és

03v =shy Gou(---)+ch?y-03u(---), ahonnan u viltozdira térve
O}v (arsh x, arsh y) + 07 (arsh z, arshy) =

= 201u (z,y) + (1 +2°%) Ofu (2, y) + ydou (z,y) + (1 + y?) O3u (z,y) = 0,

tehat a
Av=20

Laplace-egyenlet a kanonikus alak.
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2.3.5. Allandé6 egyiitthatos masodrendti egyenletek alap-
megoldasa

Heurisztika: Kozonséges differencialegyenletek elméletébdl ismertek az
v +a-u +b-u=0

egyenletek megoldasai. Jelolje v az egyenlet azon megoldasat, amelyre v (0) =
=0 és v’ (0) = 1. Ennek segitségével tetszsleges f € C (R) esetén els tudjuk
allitani az

v ta-u+bu=f

egyenlet egy megoldasat (jelesiil az u (0) = ' (0) = 0 feltételd megoldast),
mégpedig az

formulaval (az egyenlet kielégitése a Leibniz-formulaval ellenérizhets). Ha f
egy kiisz6bt6l balra azonosan 0, akkor az

uw#=/v@—y%fwﬁw

—00

formula is megoldast ad meg, nevezetesen azon megoldast, amelyik szin-
tén egy kiiszobtol balra nulla. Ez utobbit egy kicsit masképpen fogalmazva:
E:R =R,

v(z),haz >0,

E@*:{a ha z < 0

fliggvénnyel barmely — egy kiiszobtdl balra eltiing — f-re a fenti inhomogén
egyenlet megoldasa

u(w)=/E(:v—y)-f(y) dy

(ezt gy is hivjak, hogy az F és f konvolicidja).

2.3.24. Definicié. Legyen Q C R™ nyilt Osszefiiggé halmaz és minden 1 <
< k,j < nesetén agj,bi,c € R, amelyekre a; = ai ; minden k, j mellett;
tovabba L : C? (Q) — C (Q),

Lu ::zn:iak,j~8k8ju+ibk~8ku+c~u
k=1

k=1j=1
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allando egytitthatés masodrendd linearis parcialis differencialoperator. Egy
E : R" — R Lebesgue-mérhetd, lokalisan integralhaté fliggvényt az L opera-
tor alapmegoldasanak mondunk, ha minden kompakt tartoju f € C? (R")
fliggvényre az

u)i= [EGx-y) £(y) dy
Rn
fliggvény kielégiti az Lu = f egyenletet.

Hullamegyenletek alapmegoldasa

1. A legegyszeribb hulldimegyenletek c. szakaszban a D’Alembert-formula
utani kovetkezményben szerepelt, hogy E : R? — R,

3 ha >y
0 ha z < |y

B ()= {
definiciéval tetszoleges f € C1 (R4 x R) esetén az

u(z,y) = / E(w—ty—r)-f(tr)d(tr)
Ry xR

fiiggvény kielégiti a 0?u — d3u = f hulldmegyenletet. Ha most f €
e Ct (RQ) kompakt tartoju fiiggvény, akkor alkalmas fiiggetlenvaltozo-
transzformacioval tartoja R x R-be keriil, mésrészt u-ra ugyanez a
transzforméacioé nem sérti az egyenlet kielégitését. Tehat a fenti u tet-
sz6leges kompakt tartoju f € C* (Rz) mellett is kielégiti az egyenletet.
Ezért E alapmegoldasa az egydimenzios 0?u — O5u = f hulldmegyen-
letnek (97u — 03u hullimoperatornak).

2. Bizonyitas nélkiil kozoljiik, hogy a kétdimenzios
Gou (t,x,y) — (Ffu(t,z,y) + Bu(t.z,y)) = f(t,2,y)

hullasmegyenlet alapmegoldasa E : R? — R,

1 /2 2
E(t,z,y) == oy B> Ve Y
0, ha t < /22 + y?

fliggvény.
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A diffaziés egyenlet alapmegoldasa

A standard diffuzios formula (Standard diffizids Cauchy-feladat megolddsa n
dimenzidban c. szakaszban) utani megjegyzés alapjan az n-dimenzios

dou (t,x) — Au (t,x) = f (¢, %)

diffuzios egyenlet alapmegoldésa az £ : R x R” — R,

1 _ =2
E(t,x) =1 ( 47rt)"'e ", hat>0,
0, hat <0

fliggvény.

A sikbeli Poisson-egyenlet alapmegoldasa

Ez az el6z6khoz képest tobb munkat igényel.

Integralas a kdrvonalon. Formulak ¢ Tekintsiik (a,b) € R? é¢s r > 0
esetén

S ((a,b) ) = { (0,0) € B (2 — )P+ (y — 1) =7}

B((a,b).r) = {(@.y) eR?: (@ —a) + (y— 1)’ <7}

a,b) kozept, r sugaru korvonalat, illetve zart korlapot. Specidlisan S :=
=5((0,0),1) és B := B((0,0),1), innen S ((0,0),r) =r-S és B((0,0),r) =
r-B.

Az S ((a,b),r) kérvonalon értelmezett f : R? — R folytonos fiiggvénynek
a S ((a,b),r) kérvonalon vett vonalintegrdlja

27
/ fdu:z/f(a—&—rcost,b—l—rsint)-rdt.

S((a,b),r) 0
2.3.25. Allitas (peremformula). Minden f € C' (B ((a,b),7)) esetén
x
alf: ;f(xay) dl/(:E,y),
B((a,b),r) S((a,b),r)

Y
of= [ Yrew iz,
B((a,b),r) S((a,b),r)
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Bizonyitds. Feltehetd, hogy (a,b) = (0,0). A Newton—Leibniz-formulat alkal-
mazva minden y € [—r, 7] mellett

N N—
/ of(,y)= / (f(-,y))'=f< T2—y2,y)—f(— 7‘2—112,3/),
el e

ahonnan a sikbeli Lebesgue-mérték definicioja és a Fubini-tétel alapjan, majd
helyettesitéssel

Joar=[| | ar@wa|w-
=/f( T2—y2,y)—f<—\/m,y) dy =

z
= / f(rcost,rsint)-rcostdt — | f(rcost,rsint)-rcostdt =

= / f(rcost,rsint)-rcostdt+ [ f(rcost,rsint)-rcostdt =

vl \w\g{ m\:’\w

2T

/f(rcost,rsint)~rcostdt:/f(rcost,rsint)~rcostdt:

x 0
27
= %/f(rcost,rsint) ~rcost-rdt = % /f(x,y) cxdv(z,y);
0 S
a masik integral hasonléan adédik. O

2.3.26. Allitas (komplementer peremformula). Minden f€C*'(R?\{(a,b)})
kompakt tartoju fiiggvényre

hf=-—
R2\B((a,b),r) S((a,b),7)

Y
af=- [ L@y,
R*\B((a,b),r) S((a,b),r)

! f(xvy) dv (I7y)a
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Bizonyitds. Legyen h € C'(R) olyan (egyvaltozos) fiiggvény, amely
(—g, %)—n kiviil azonosan 1, viszont 0 egy kornyezetében azonosan 0 (egy-
szert konstrukcio). Trivialis, hogy az

folwy) =h(@=a’+@u=-0°)f @)

fliggvény folytonosan derivalhatd az egész sikon. Legyen R > 0 olyan, hogy
B ((a,b), R) hataran és azon kiviil f méar azonosan 0. Irjuk ol a peremfor-
muldkat fo-ra a B ((a,b),R) és a B ((a,b),r) korén; majd a megfelel§ egyen-
16ségeket vonjuk ki egymasbol. Mivel S ((a,b), R)-en fy azonosan 0, ezért a
peremformula miatt [ 91fo = 0. Ugyanakkor

B((a,b),R)

of=y [ whpdey=r [ of@w) dy).

B((a,b),r) S((a,b),r) 5((a,b),r)
igy
of= [ an= [ an- [ an-
R2\B((a,b),r) B((a,b),R)\B((a,b),r) B((a,b),R) B((a;b),r)
x
—0- [ I i@y dviay).
S((a,b),r)
A masik egyenlGség ugyanigy adodik. O

2.3.27. Allitas (Green-formula). Legyenek u,v € C? (R?\ {(a,b)}), tovdbbd
v kompakt tartdju. Ekkor minden r > 0 esetén

(vAu — uAv) = / u~(£31v+ gagv)fv(falqu yagu) dv
r T r r
R2\B((a,b),r) S((a,b),r)

Bizonyitds. A komplementer peremformuléat alkalmazva

vAu =
R2\B((a,b),r)
v (0fu+ O3u) =
R2\B((a,
= / 81 (vO1u) — Oyv - Ou] + / [02 (vVO2u) —Dav-Ogu] =

R\ B((a, R\ B((a,b),r)



90 2. PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK: NAIV MEGKOZELITES

_ /;Ualudy_/ Y oy~ / W () [ ().

S((a,b),r) S((a,b),r) R2\B((a,b),r)

Szerepcserével

uAv =

R2\B((a,b),r)

1 1

=—- / z-udwdy — - / y - udpv dv — / (u' () [ (),
r T
S((a.b).r) S((a.b).r) E2\B((a,b),r)

ahonnan kivonassal, egyszertsitéssel és Gsszevonassal

/ (vAu — uAv)= / u-(%@lv + %aw) —v- (%81u + %agu) dv.

RXB((a,b),7) 5((a;b),r)
O

Jelslje E : R2\ {0} > R,

E(z,y) = % In (2% + ¢°).

Gondoljuk meg, hogy minden (z,y) € R? \ {0} esetén
AE (z,y) = 0.
2.3.28. Allitas. Tetszileges u € C (1 - B) fiiggvényre
1
/u- (f -81E—|—y-82E) dv = — /u(x,y) dv (z,y) .
r T 2rm
r-S r-S

Bizonyitds. Minden (z,y) € R? \ {0} esetén

v
2m (2% +y?)’

Y

82E (l‘7y) = m.

61E($,y) =

Innen

/u- (EalE—‘r yagE) dv =
T T
r-S r-S
L e, y) dv(z,y) 0
= — v .
5 | w(@y) dv(zy
r-S

u(z,y) - (2* +y?)
27 (22 4 y?)

S|

dv (z,y) =
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2.3.29. Kovetkezmény. Tetszdleges 1o > 0 és u € C (rg - B) esetén

. x y -
rl_1>r51+ u (;81E + ;(’“)QE) dv =1 (0,0).
r-S

Bizonyitds. Minden £ > 0 szdmhoz van olyan 0 < § < rg, hogy |[(z,y)]| <6
esetén

1w (0,0) — e < u(z,y) <u(0,0)+e.

Igy minden 0 < 7 < § szamra trividlis meggondoléassal

1
1 (0,0) —e < o /u(x,y) dv (z,y) <u(0,0) +¢,
r-S

azaz a fenti allitasbol minden 0 < r < § esetén

T Y
u(0,0) —e < / (; cuO E + . ~u62E) dv <u(0,0)+¢
r-S

ezzel éppen a kivant limeszrelaciot mutattuk meg. O

2.3.30. Allitas. Tetszdleges ro > 0 ésu € C' (ro - B) esetén

lim E- (Ealu + y%u) dv = 0.
r—0-+ r r
r-S

Bizonyitds. Legyen 0 < r < 1 A rg. Ekkor az r - S koron E allandé elGjelid
(negativ), igy

/E 81u—|— (92u) dv </( )-‘%(‘%u—&—%ﬁw‘ dv <

r-S
< 2max||u /Edy——QmaxHu /—lnr crdt =
=2max||u' (-)|| - |r - Inr| = 0,
’I”o-B
midén r — 0+. O

Az F fliggvény alapmegoldas volta ¢
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2.3.31. Megjegyzés. Tetszbleges kompakt tartoju f € C (RQ) fliggvényre
minden (xg,yo) € R? esetén

[ (0 =27 + o = )°) - 2] d 9) < 4

R2
azaz az (z,y) — In ((:vo — )+ (yo — y)2) - f (z,y) fiiggvény abszolat (Le-
besgue-) integralhato.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy (zo,y0) = (0,0). f kompakt tartoju volta miatt
elegendé egy korlatos tartoményra szoritkozni. Az integrandus az origdtol
eltekintve folytonos, igy tetszsleges origo kozepi korlap komplementumén (a
szoban forgo tartomanyon beliil) korlatos. Elegends hat megmutatnunk, hogy
In (mz + y2) az origd egy kornyezetében abszolut integralhat6. Lassuk:

1 1 1 1
3 3 3 3
/ /|ln (a:2+y2)‘ dydx = —4//ln (m2+y2) dydx =
1 0 0
2

33 )
:—4//(2111334—111 (l—l—(y) )) dydr <
T
00

>
3
< —4/lnxd$,
0

ami véges. O

Az alabbiakban w = w (xg, yo, x, y) esetén jelolje formalisan

Aafo,ygw (x07y0a'r7 y) =A (($07y0) = w (an y07x7y)) .

2.3.32. Tétel. Legyen f € C? (RQ) kompakt tartoji figgvény. Jeldlje
u:R? 5 R,

w (0, 0) IZ/E(xo—IE,yo—y)‘f(x,y)d(ff,y):
R2
1

T Arx
]RQ

In (20— 2)° + (o —)°) - / (2,9) d(z,1).

Ekkor u € C? (R2), tovabbd minden (xo,yo)-ra

Au(zo,y0) = f (20,%0) -
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Bizonyitds. (x,y) — (xo — x,y0 — y) helyettesitéssel trivialisan

U($07:Uo)Z/E(xay)'f(xo—xayo—y)d(ﬂ%y)~

A (1,&,2,y) — 1+ |E(x,y)| egy alkalmas konstansszorosa majorilja a
(7.6, a.y) = B (2,y) - f (7 — 2,6 — ) figgvényt a(r,€) = (z0,30) pont cgy
kornyezetében, majd ugyanez f helyett f parcialis derivaltjaira is igaz. Ezért
az integraljel mogé xq és yo szerint is be lehet derivalni, mégpedig kétszer is,
vegyesen is. Az igy kapott fliggvények persze folytonosak (zg, yo)-ban. Emiatt
egyrészt valoban u € C? (R?), mésrészt (bederivalassal)

A (0, 90) = / E(2,9) Asoyof (20— .90 — ) d(z,y) =

:/E(m,y)~(Af)(xo—JJ,yo—y) d(z,y) =

= lim / E(z,y) - (Af)(zo—z,y0—y) d(z,y) | =

r—0+4
2\r-B

(9(z,y) = f(xg — x,yo — y) jeloléssel)

— lim /Exy (Ag) (z,y) d(z,y) | =

r—0+4
2\r-B
(AE = 0 miatt)

2\r-B

(a Green-formula miatt)

lim /g- (galE-i—%agE) _E. (§319+%agg) dv | =

r—04
'S
— lim [ g- (falE n gaQE) dv— lim | E- (falg n yagg) dv =
r—0+ T T r—0+ T T
r-S r-S

(egy fentebbi kovetkezmény és 4llitas alapjan)
:g(ovo) —029(0,0) = f(m()ay())' O
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2.3.33. Kovetkezmény. Az F : R?\ {0} — R,
E(z,y):= = In (2* + y?)
T A

fiigguény alapmegolddsa a kétdimenzids Au = f Poisson-egyenletnek.

2.3.34. Megjegyzés. A fenti alapmegoldasbol (az el6z8 tételben) szarmaz-
tatott v megoldas a Au = f Poisson-egyenletnek az egész sikon sosem lehet
egyértelmt megoldasa. Ugyanis tetsz6leges o € R mellett v (x,y) := u (z,y)+
+ - (a?2 - y2) is nyilvanvaléan megoldas.

Az n-dimenzioés Poisson-egyenlet alapmegoldasa (n > 3)

Bizonyitas nélkiil kozoljik, hogy az R™-en értelmezett (n > 3)
Au=f
Poisson-egyenlet alapmegoldéasa az E : R" \ {0} — R,

1 1
(n=Dw. x|

E(x):=—

fliggvény, ahol w,, az R™-beli egységgémb feliiletének felszine:

" 2n+1,n.n
-9 e
R P Y Fantl = o — 1)l
Poisson-egyenletre vonatkoz6 Dirichlet-feladat a koron ¢ A sikbeli
Poisson-egyenlet fentebb levezetett alapmegoldasa és a Néhdny nagyon ele-
mi Laplace-, ill. Poisson-egyenlet c. szakaszban szerepeltek alapjan a ko-
ron értelmezett Poisson-egyenletre vonatkozé Dirichlet-feladatra is tudunk
egzisztencia- (és persze unicitas-) tételt bizonyitani.

2.3.35. Tétel. Legyen f eqy a B zdrt kérlapot tartalmazd nyilt halmazon
értelmezett kétszer folytonosan derivdlhato figgvény, tovdbbd ¢ € C (S). Ek-
kor létezik eqy és csak eqy, a kor belsejében kétszer folytonosan derivdlhato
u € C'(B) megolddsa a

Au(z,y) = f(z,y) (2 +y><1),
U(Z‘,y) =<p(x,y) ('T2+y2 = 1)

Dirichlet-feladatnak, nevezetesen x? +y% =1 esetén

u(z,y) = (z,y),
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2% + 9% < 1 esetén pedig

uep)= - [10(@- 9"+ w-17) FED A+

B
1 i (1 —2? — y?) ¢ (cost,sint)
2m ) (z — cost)® + (y — sint)”
) 27 (1—2? —y?)- & [In((cost—&)?+(sint—7)%)- f (&, 7) d(&,7)
B

- go (z — cost)® + (y — sint)?

dt.

Bizonyitds. f kétszer folytonosan derivalhatd egy origdé kozeptd a > 1 suga-
i korén. Legyen h € C? (R) olyan (egyvaltozos) fiiggvény, amely [0,1]-en

2 .
azonosan 1, az [(1*70‘) ,+oo) -en viszont azonosan 0. Ekkor az

[ h(2®2+9?) - f(x,y),ha (z,y) € a- B,
fo(x,y>._{ ( yg Yo o B

fliggvény kompakt tartoja és kétszer folytonosan derivalhatod az egész sikon.
Igy az alapmegoldas segitségével elGallithatjuk a sikon a Au = fy egyenlet
ug € C? (RQ) megoldasat :

w ()= 3= [0 (@974 - 1)7) - fal6r) dem).

R2

Specialisan ez a kor peremén is igaz. Ekkor a kérvonalon

p1 (2, y) = ¢ (2, y) — uo (2, y)

definicioval ¢ € C(5), igy a kordbban targyalt Poisson-formula alapjan a
kor belsejében

2m

1 / (1 — 2% —y?) - p1 (cost,sint) J
0

up (T,y) = — -
1) 27 (z — cost)® + (y — sint)?

és uy folytonosan terjed ki a kérvonalra, mégpedig 1-ként. Mivel ug is, up is
folytonos a zart egységgkoron, ezért u := ug + u;y is, tovabba a kor belsejében

Au(z,y) = Jo (:C’y)+0:f0 (SC,Z/) :f(l“,y),

és u a peremre folytonosan terjed ki, mégpedig ug + 1 = p-ként. Ezzel
az egzisztenciat igazoltuk is. Ha most u mellett v is kielégiti a mondott
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peremérték-feladatot, akkor A (v —wu) = 0 és v — u a kor peremén eltiinik,
igy a Poisson-formula egyértelmtisége miatt v — u = 0, azaz v = u. Ezzel az
egyértelmiiséget is belattuk.

Hatravan még az allitasban szerepls formula igazolasa. A definicié alapjan
minden (z,y) € B°-re

u(xvy)*UO z,y +U1( ay)

:—/ln r= P+ =) fo(&m) d(E )+

1 /(1—x —y?) - ¢ (cost,sint) &t
27 ) (z —cost)’ + (y — sint)?

2
1 / (1 — 2% —y?) - ug (cost,sint) p

S om (z — cost)® + (y — sint)?

0

ennek a legutols6 tagja részletesen

) 2w(1—x2—y2)-ﬁfln((cost—£)2+(sint—7)2)~f0(§,7) d(&, )
RZ

_ﬂ.o (z — cost)® + (y — sint)?

dt.

A maéar meggondolt egyértelmiiség miatt u a B pontjaiban nem fiigg a h konk-
rét megvalasztasatol, igy mas és mas h mellett (amelyek persze eleget tesznek
a h-ra fentebb rott kitételeknek) is ugyanazt az u (x, y) értéket kapjuk. Legyen
most oy, \, 1 sorozat és minden n-re h,, € C? (R) olyan fiiggvény, amely [0,1]-

2 . ;
en azonosan 1, az [(H‘%) ,+oo> -en viszont azonosan 0. Feltehetd, hogy a

(hy,) fiiggvénysorozat pontonként monoton fogyo, persze [0,1]-en azonosan 1,
az 1-t6l jobbra viszont 0-hoz tart. Legyen minden n-re f,, az fy-nak megfe-
lel6 fiiggvény h helyett h,-nel. Persze igy B pontjaiban f,, megegyezik f-fel,
a koron kiviil pedig f, monoton fogydlag 0-hoz tart. A latottak miatt B°
pontjaiban minden n-re is

u(z,y) =

:i In ((33—5)24—(:9_7-)2) fa (&) d(&T)+
]RQ

2
n 1 (1 — 2% —y?) ¢ (cost,sint)

2 . 2 dt—
2m ) (x —cost)” + (y — sint)
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. 2r(1—a2? —y?) - £ [In((cost — €)2+(sint — 7)%)- f (&, 7) d(&, 7)
]R2

- Eo (z — cost)® + (y — sint)?

dt.

Alkalmazzuk a Lebesgue-féle majoralt konvergenciatételt ezekre a tagokra
n — +o0o hataratmenettel. Az integrandus B komplementumén elenyészik,
igy B° pontjaiban

u(a:,y) =

— [m(@-*+@—7") FE&m) d&m)+
B
i (1 — 22 — y?) ¢ (cost,sint) i

27 / (z — cost)® + (y — sint)?

) 2#(1—x2—y2)-ﬁfln((cost—§)2+(sint —7)2)-f(§,7) (&, )
= B dt. O

27 / (z — cost)® + (y — sint)?







3. fejezet

A funkcionalanalizis elemei

A bevezetésben méar emlitettiik, de most Gjra hangstlyozzuk, hogy tamasz-
kodunk a legalapvetSbb linearis algebrai ismeretekre. Szintén épiteni fogunk
a bevezetd matematikai analizisbeli kurzusbol ismert metrikus terek és teljes
metrikus terek fogalmara és legalapvetébb fajta halmazok ismeretére (nyilt
és zart gombdok, nyilt, zart, korlatos és kompakt halmazok, interior, lezaréas,
halmaztol vett tavolsagfiiggvény). Egy (X, d) metrikus térben az x € X ko-
zéppontii, r > 0 sugart zart gombot a tovdbbiakban B (x,r), mig a nyilt
gémbot BC (x,7) jeloli. Egy M halmaz lezarasa M, mig az M belseje int M.
Szintén haszalni fogjuk a kovetkezs tényt: Egy (X,d) metrikus térben egy
x € X pont pontosan akkor esik eqy M halmaz lezdrdsdba, ha x kézelithetd
M -beli sorozattal. Egy X halmazon értelmezett és egy Y halmazba képezs
fiiggvények Gsszességét YX jeloli.

Egy X vektortér egy M részhalmazanak altér voltat az M < X formula
fejezi ki. Megjegyezziik, hogy egy K (=R vagy C) folotti vektortérben egy
nemiires M halmaz pontosan akkor altér, ha

M+MCM é K-MCM,

valamint egy M részhalmaz pontosan akkor konvex, ha minden 0 < ¢ < 1
esetén
t-M+(1—t)-MC M.

3.1. NormaAlt terek, Banach-terek

3.1.1. Definicié. Ha X egy K folotti vektortér (K mindig vagy R vagy C),
akkor egy ||| : X — R, figgvényt (K folotti) normdnak mondunk, ha
minden z,y € X és a € K esetén

99
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L 2] =0 =z = 0x;
2. lov- 2| = faf - [l;
3. [z +yll < ll=ll + llyll-

Ekkor azt is mondjuk, hogy (X, ||-||) normdit tér K folott.

3.1.2. Megjegyzés. A fenti definicio 1. pontjaban az ||z|| = 0 & = = Ox
ekvivalenciat is irhattuk volna, hiszen a masik irany a 2. pontbo6l kévetkezik.

3.1.3. Megjegyzés. Ha (X,|||) normalt tér C folott, akkor természetes
modon valoés normalt tér is (tehat minden komplex norma egyuttal valos
norma is), hiszen R C C.

Ha (X, ||||) normalt tér K folott, akkor a d(x,y) := ||lx — y|| egyenldség
trividlisan metrikat definial az X halmazon. Tehat minden normaélt tér egyut-
tal metrikus tér is, igy normalt térben is természetesnek veenddk a metrikus
térbeli alapfogalmak (gomb, nyilt, zart, kompakt halmazok, interior, lezaras,
halmaztol vett tavolsag stb.). Persze a ,,d-nyilt”, ,,d-kompakt” stb. terminusok
helyett nyugodtan haszalhatjuk — ha egyaltalan akarjuk — a ,,||-||-nyilt”, ,,||-||-
kompakt” stb. kifejezéseket. A tovabbiakban tetszdleges K {olotti (X, ||-||)
normalt térben jeldlje

Bx :={r e X :|z|] <1} =B(0x,1).

A Bx halmazt az (X, ||-]|) normalt tér zart egységgombjének mondjuk. Azon-
nal lathato, hogy barmely z € X és r > 0 esetén az x-t8l legfeljebb r tavol-
sagra levs vektorok halmaza

B(x,r) =2+ Bx,

amelyet az x kozeptd r sugari M—gémbnek is neveziink. Egy M C X halmaz
belsejét int M, lezarésat pedig M jeloli.
A tovabbiakban legyenek (X, ||-||) és (Y, ||-||,) normalt terek K f615tt.

3.1.4. Definici6é. Egy f : X — Y fliggvény folytonos eqy © € X pontban,
ha Ve > 0 szdmhoz 36 > 0 szam, hogy barmely y € X, |ly — z|| < § esetén
IIf (v) — f (x)|l, <e. Masképpen fogalmazva: f folytonos a-ben, ha Ve > 0
szamhoz 30 > 0 szam, hogy barmely y € 2+J-Bx esetén f (y) € f (v)+e-By.
Ha f minden z € X pontban folytonos, akkor folytonos fiigguény.

Hasonloan: egy X-beli () sorozat konvergdl egy x € X vektorhoz, ha
lim ||z — 2| = 0. (Jellésben: x LI vagy egyszerien csak z; — =z,
k—+oco

illetve klirf xr = x.) Egy (xx) C X sorozat korldtos, ha a (||zg||) valos
—r+00
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sorozat korlatos. Egy (zr) C X sorozat pedig Cauchy-sorozat, ha Ve > 0
szamhoz AN € N kiiszobindex, hogy barmely k, ¢ > N indexekre ||y — x| <
<e.

3.1.5. Allitas. Legyenek K, M C X. Ha K kompakt és M zdrt, akkor K+ M
18 zart.

Bizonyitds. Legyen x € K + M. Ekkor létezik (x,,) € K + M, hogy z,, — =.
Persze minden n-re z,, = u, + v,, ahol u,, € K és v, € M. K kompaktsaga
miatt létezik (uy, ) részsorozat és u € K, hogy u,, — u. Ezért v,, = x,, —
— Uy, — = — u. Innen M zartsadga miatt * — v € M. Innen pedig v = u +
+(z—u) e K+ M. Tehat K+ M C K + M. O

Egy normalt térben altalaban nem esnek egybe a Cauchy-sorozatok és a
konvergens sorozatok. (R, |-|)-ben példaul tudjuk, hogy igen. Amely normalt
térben ez az egybeesés fennall, azt Banach-térnek szokas nevezni. Viszont
béarmely normalt térben minden Cauchy-sorozat korlatos.

3.1.6. Példa. Nem minden normalt tér lesz Banach-tér. A Cg[0,1] valos
1

vektortéren (lasd késébb) az || f|| := [ |f| egyenldség trivialisan norméat defi-
0

nial, ezzel a norméaval viszont Cg [0,1] nem teljes. El&szor ellendrizziik le, hogy

fyg € Cr0,1] esetén ||g - f]| < r[réaﬁchfH Most f,, := n~(id — %)-X[%7%+%)+

FX[142 1] trivialisan ||-||-Cauchy-sorozatot definial (az f, — fp, fliggvény 2-vel
2 n?

korlatozott, ugyanakkor egy |% — %‘ hosszu szakaszon kiviil azonosan nulla,

igy [|fn — fmll <2 ’% — %|) Indirekt tegyiik f6l, hogy az (f,) sorozat ||-|-

ban tart egy f € Cg [0,1] fiiggvényhez. Ekkor az el6bbi egyenlStlenség alapjan

minden g € Cg[0,1] mellett g - f, LN g - f. Valasszuk meg tetszbleges 0 <

<e< % esetén a g. € Cg [0,1] fliggvényt gy, hogy % — e-t6l balra azonosan
1 legyen, %—t(’il jobbra viszont azonosan 0. Ezzel g. - f,, azonosan 0 sorozat,
ezért g. - f is az azonosan 0 fiiggvény. Ezért f értékei  —e-tol balra azonosan
nulldk. Mivel ez minden pozitiv € mellett all, ezért TO, %)—en f azonosan 0.
Hasonléan adodik, hogy (é,l]-en f azonosan 1. Ez viszont ellentmondasban
all f folytonossagaval.

3.1.7. Megjegyzés. A definiciobol és a haromszog-egyenlStlenséghbdl azon-

nal adodik, hogy az X normalt térben x = lim x; és y = lim 1wy ese-
k— 400 k— 400

tén lim (zrp +ykr) = lUm xx+ lim yg, tovabba minden a € K szamra
k—+oo k—+oco k—+o00

li xp) =a- li LSt ||lz) = 1 .
Jm (o) =a- lim g S6t flof] = lm [z

3.1.8. Kovetkezmény. Legyen M C X. Ha M konvexz, akkor M is konvez.
Ha M altér, akkor M is altér.
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Bizonyitds. x pontosan akkor eleme M-nak, ha kozelithet M-beli sorozattal.
O

3.1.9. Allitas. Ha M < X zdrt altér, akkor minden v € X esetén K-v+ M
1s zart altér.

Bizonyitds. Ha v € M, akkor készen vagyunk. Ellenkez§ esetben d (v, M) >

> 0. Legyen (23) C K-v+ M és 2 € X, amelyekre z;, I & Persze ekkor

(z) korlatos is. Megmutatjuk, hogy « € K- v + M. Nyilvan minden k-ra z;
el6all x = uy +1ty - v alakban, ahol uy, € M és t, € K; ezzel minden ¢ # O-ra

Izl = llte - v+ urll = [tal - > [t] - d (v, M),

Jrl
v —U
tr k

ahonnan az () sorozat korlatossagabol a (tx) C K sorozat korlatosséga
azonnal adodik. A Bolzano—Weierstraf-tétel miatt ekkor van olyan (ty,) rész-
sorozat, amely konvergal egy t € K szamhoz. Ezzel azonnal

Ug, = Tk, —tp, UV —> T — 10,

igy M zart volta miatt © —¢-v € M. Ezért persze x € K- v + M. Ezzel
megmutattuk, hogy K - v + M zart. O

3.1.10. Kévetkezmény. Ha M < X zdrt altér és N < X véges dimenzids
altér, akkor M + N is zdrt altér.

3.1.11. K6vetkezmény. Ha M < X wvéges dimenzids altér, akkor zdrt is.

3.1.12. Megjegyzés. Altalaban egy normalt térben két zart altér Gsszege
méar nem feltétleniil zart, mint az alabbi példa is mutatja.

3.1.13. Példa. Tetszlleges a: Z — R, a = (ak)Jroo Z-sorozatra” jelolje

k=—o0 7

+oo 9
lall ==/ > lox|". Legyen

k=—o00
?(2) :={aeR”: ||| < +oo}.

Persze — a szokésos sorozatmiiveletekkel — £2 (Z) valos vektortér és az a — | a||
fliggvény norma ezen a vektortéren. Jelolje
k=—o0

M i={ ()i € £(2): Yk > 0raa_y = 0}

és
N = {(ak)zioo €?(Z):Vk > 0-racy, =k - a,k} .
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Gondoljuk meg, hogy M és N zart alterei az (¢2(Z),]-||) normalt térnek.
Masrészt tetszGleges ¢ = (1), > . € M + N vektor M-beli (ag) > _ kom-

k=—oc0 k=—oc0
ponensére és N-beli (Bk)zioo komponensére sziikségszertien fennall, hogy

a k < 0 indexekre B = 7y, és ax = 0, mig k > 0 esetén By = k- y_j és
“+o0o
ar = Yk — k- v_i. Ezért nyilvan az (Iklﬁ)

k=—
M + N-nek, tehat M + N # (2 (Z).

Ugyanakkor tetszoleges olyan (i) - Valos sorozat, amelynek elemei
véges sok indextdl eltekintve nullak, a fenti modon trivialisan el6all egy
M-beli és egy N-beli vektor dsszegeként. Mivel ¢2 (Z) tetszSleges eleme nor-
maban kozelithets ilyen tulajdonsagi (Vk);:ioo vektorokkal, ezért M + N
az egész (2 (Z) tér. Igy M + N # M + N, tehat M + N nem zart, jollehet
mind M, mind N zart altér.

€ (% (Z) sorozat nem eleme
oo

“+oo
k=

3.1.14. Feladat. Adjunk példat normalt térben zart kupra és egydimenzios
altérre, amelyek 6sszege nem zéart! (Otlet: Vegyiink a haromdimenzios térben
egy origd csucsi hegyesszogl forgastolesért, illetve ennek egyik alkotojara
illeszkedd egyenest.)

3.2. Folytonos linearis operatorok

A tovabbiakban legyenek (X, ||-||;) és (Y, ||||,) normalt terek K folott. Mivel
az X és Y tereknek egyarant van vektortér- és metrikus struktiardjuk, ké-
zenfekves vizsgalni azt az esetet, mikor egy A : X — Y leképezés egyidejtileg
folytonos és linearis. Példaul az R — R linearis leképezések (szammal vald
szorzéasok) folytonosak.

Mostantol fogva — elkeriilends a jelolésekbdl adodo félreértéseket — az X-
r6l Y-ba mend dsszes linedris leképezés halmazat Hom (X, Y)-nal jeloljiik,
mig az L(X,Y) jelolést azon lineéris leképezések halmazara tartjuk fonn,
amelyek folytonosak is. Hom (X,Y’) kozismerten vektortér K {616tt.

3.2.1. Definicio. Jeldlje
L(X,Y):={Ae€Hom (X,Y): A folytonos}
az X — Y folytonos linearis operatorok halmaza. Speciélisan
X" :=L(X,K)

az X-en értelmezett folytonos linearis funkciondlok Osszessége. X*-ot az
(X, []]l;) normalt tér topoldgiai dudlisinak mondjuk. Az Gsszes linearis funk-
cionalt tartalmazo X’ := Hom (X, K) halmazt pedig az X vektortér algebrai
dudlisanak.
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Megjegyezziik, hogy a funkcionédlanalizis név onnan ered, hogy a mate-
matika ezen aga a kiilonféle specialis normalt terek topologiai dualisanak
jellemzéseib6l nétte ki magat.

3.2.2. Tétel. Legyen A € Hom (X,Y). Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:
1. Ae L(X,Y), azaz A folytonos;
2. A folytonos a 0x pontban;

3. A korldtos a Bx egységgombon ;

>~

. létezik o > 0, hogy minden x € X esetén

|Az]ly < a-[lzl]; -

Bizonyitds. 1. = 2. trivialis.
2. = 3.: az A Ox-beli folytonossiga miatt az ¢ = 1 szdmhoz van olyan
d > 0, hogy minden z € X, ||z[|; = ||z — Ox||; < J esetén

| Az|ly = [|Az — Oy ||, = ||Az — AOx]|, < 1.

Ekkor minden = € Bx esetén ||§z||; < 4, tehat || Adz||, < 1, ahonnan || Az|, <
< %. Azaz A-nak Bx-en % egy korlatja.

3. = 4.: Legyen a > 0 A-nak egy Bx-en vett korlatja. Ekkor minden
x € X, x # 0x esetén

1

7.1‘
24P

L el =1
= — €T =
T

- (=)
, 1,

[Az]ly < - [|2[ly

tehat H;Hl -z € Bx, ahonnan

1
Azl = H T
1

tehat

minden xz € X, x # O0x esetén. Ez utobbi egyenlStlenség viszont trividlisan
z = 0x esetén is fennall.
4. = 1.: tegylik fol, hogy 4. teljesiil egy alkalmas a > 0 szammal. Ekkor
tetszbleges x € X ése > O esetén mindeny € v+ ;55 -Bx szémra ||y — z||; <
£ innen

< at1’

S
1y — Azll, = [A(y — )l < e lly —2ly <o =7 <e,
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tehéat azt mutattuk meg, hogy

6 —
—— B = ||Ay — Az]||, <&,
yE:choH_l X | Ay zll, <e

ami éppen azt jelenti, hogy A folytonos z-ben. O
3.2.3. Kovetkezmény. A € L(X,Y) esetén
{llAz[: 2z € X, [lzfl, <1} CR
korldtos halmaz.
3.2.4. Definicio. Jelolje A € L (X,Y) esetén

[A[]:= sup {[|Az|[, : x € X, |z}, <1} = sup Az,
zeX, |lzfl,<1

az A € L(X,Y) leképezés operdtornormdja (még nem tudjuk, hogy valéban
normall).

3.2.5. Allitas. Legyen A € L(X,Y). Ekkor minden x € X vektorra
[Az(ly < [IA]l - [l]l; -
Bizonyitds. || Al definicioja alapjan minden z € X, [lz||; < 1 esetén
[Az]l, < Al

Legyen most x € X, x # 0x, ekkor

1 1
| = ol = 1,
Il Nl
innen
1 1 1
o el = | 2ol = [a (o) <na
(&1 (&1 5 &4 2
ahonnan
[Azfly < ALl ,
és ez utobbi egyenlStlenség trividlisan z = Ox esetén is fennall. O

3.2.6. Allitas. Ha A € Hom (X,Y) és a > 0, melyekre minden © € X
esetén
[Az]ly < a- |l

akkor A€ L(X,Y) és
4]l < a.
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Ha mindezeken felil van egy xo € X, [|xol; = 1 tulajdonsdgi vektor, melyre
[Azoll, = o,
akkor | A| = .

Bizonyitds. Ha minden x € X esetén ||Az|, < a-||z||; , akkor egy fenti tétel
alapjan A € L (X,Y), tovabba

A=~ suwp  [Azy < sup o z], <e.
zeX, |zl <1 zeX, ||z, <1
Az allitas masodik része || A|| definicioja alapjan nyilvanvalo. O

3.2.7. Kovetkezmény. Ha X,Y,Z normdlt terek K folott és A € L(X,Y),
BeL(Y,Z), akkor B- A e L(X,Z), tovdbbd

1B - Al < B - 1A -

Bizonyitds. Tetszbleges © € X-re ||[(B-A)z|| = ||B(Ax)| < |B]] - ||Az| <
< (1Bl - lAll) - ||| Innen az allitas nyilvanvalo. O

3.2.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy az [a, b] intervallumon értelmezett foly-
tonos valos fiiggvények C [a, b] vektorterén a

= t
7l = manc £ (1)

egyenlGség norméat definial!

b
3.2.9. Példa. A (Cla,b],]||o) normalt téren értelmezett [ : C'la,b] — R

a
linearis funkcionélra minden f € C'[a, b] esetén

/bf S/blflﬁ/bllflc(ba)~||fllc,

tovabba az id” € C'[a,b] 1 értéki konstans fiiggvényre ||id0H c=1és

b

b
/id“ :/1dt:b—a,

a

b b
/GC[a,b]* és / =b—a.

tehat
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3.2.10. Allitas. Legyen (X, ||-||) normdlt tér K folitt. Egy o € X' linedris
funkciondl pontosan akkor folytonos, ha ker ¢ zdrt.

Bizonyitds. Ha ¢ folytonos, akkor a K-beli {0} zart halmaz ¢ altali ker ¢
Gsképe zart.

Megforditva, tegyiik 61, hogy ker ¢ zart. Ha ¢ azonosan nulla, akkor persze
folytonos. Tegyiik fol, hogy ¢ nem azonosan nulla. Ekkor létezik a € X\ ker
vektor. Mivel ez utobbi halmaz nyilt, ezért van olyan r» > 0 szam, hogy az
a + 7 - Bx halmaz nem metsz ker ¢-be. Ez azt jelenti, hogy

Ogétp(a—l—r-EX):gaa—i—rwp(BX),

kivetkezésképp ¢ (Bx) # K. Vegyiik észre, hogy tetszoleges nemnulla o €
€ (E X) esetén (E X) tartalmazza az egész 0 koriili || sugari zart korlapot
(ill. intervallumot). Ez azt jelenti, hogy ha ¢ (EX) nem volna korlatos, akkor
meg kellene egyeznie az egész K-val. Mivel pedig nem egyezik meg, ezért
korlatos. ¢ (EX) korlatossaga viszont ekvivalens ¢ folytonossagaval. O

3.2.11. Tétel. Legyenek (X, ||-||,) és (Y,||-|l,) normdlt terek K félott. Ekkor
L(X,Y) altere Hom (X,Y)-nak, tovdbbd a ||-|| : L(X,Y) = Ry,

[All:= sup [lAz[,
zeX, |lzf, <1

leképezés norma az L(X,Y) wvektortéren. Ha (Y,|-||) Banach-tér, akkor
(L(X,Y),||-I) is Banach-tér.

Bizonyitds. El6szor harom dolgot jegyziink meg:

1. Ofom (x,v) nyilvan eleme L (X,Y)-nak. Ha pedig A € L(X,Y) olyan
operator, amelyre ||A|| = 0, akkor minden x € X-re

[Az[ly < [IA[| - [lz], =0
miatt A azonosan Oy, azaz A = Opom (x,v)-
2. Tetszoleges A € L (X,Y) és o € K esetén minden z € X-re
e~ A)yall, = lla- Axll, = lal - 1 Azll, < (lal - 4]} - ],

innen az egyik fenti allitas miatt - A€ L(X,Y) és |la-Al <|a|- || 4]l
Ha most a # 0, akkor a kapottakat az é szamra és az « - A operéatorra
alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 1

a1 =204 < 2o,

a |
ahonnan ||« - A|| > |«|-||A||, ezt pedig a fentiekkel 6sszevetve ||« - A|| =
= |a| - ||A||. Ez utobbi egyenlGség persze oo = 0 esetén is igaz.
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3. |-/, norma volta és az egyik fenti allitds miatt tetszéleges A, B €
€ L(X,Y) esetén minden x € X-re

I(A+ B) x|y = [[Az + Bzlly < [[Az|ly + [ Bz|, <
<Al Nzlly + 1BI - 2l = AT+ 1IBID - llzll,

alapjan A+ B e L(X,Y) és ||[A+ B|| < ||Al|l + ||B|

A fentiek miatt L (X,Y) trividlisan altere Hom (X,Y)-nak. Ennek bir-

tokdban az 1., 2. és 3. pontokbol a ||-|| operatornormara vonatkozé hérom
normaaxiéma is azonnal leolvashat6. Tehat (L (X,Y), ||-||) norméalt tér K f6-
16tt.

Tegyiik most 6, hogy (Y, ||-||,) Banach-tér. Legyen (A,) C L(X,Y) |||
Cauchy-sorozat. Ekkor (A,,) korlatos is, azaz létezik L > 0 szam, hogy minden
n € N esetén

[An]l < L.

Masrészt [|[Anz — Apzlly = |[(An — Ap) 2|y < [|An — Al - |Jz]]; alapjan
minden rogzitett x € X esetén (A, x) egy ||-||;-Cauchy-sorozat. Mivel Y teljes,
ezért minden x € X esetén (A,x) konvergens sorozat Y-ban. Jelolje

A: X =Y,
A(z):= lim A,z.
n—+o00

A normalt térbeli sorozatok Osszegének és szamszorosanak konvergenciajara
vonatkozo tétel alapjan azonnal adodik, hogy A linearis. Tovabba minden
xz € X esetén ||A, x|, < L- |||, miatt

|Az||, = H lim A,x
n—-+oo

= nll)r-&r-loo [Anzlly < L -z,

tehat A € L (X,Y). Legyen € > 0. Mivel (A,,) ||-||-Cauchy-sorozat, ezért van
olyan N € N kiiszobindex, hogy minden m,n > N esetén

[An — Am|l <,
kovetkezésképpen minden x € X-re

[Anz — Amzlly < [|[An — Al - [z, <& lzfl; -
Legyen n > N rogzitett. Ekkor m — +o0o hatardtmenettel minden = € X
esetén a fentiek miatt

140 = A)all, = Ly = dal, = | i (4,2~ ) 2
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= ml_ig_loo |Anx — Amx”g <e: ||33H1 )

ami egy korabbi allitas alapjan azt jelenti, hogy |4, — A|| < ¢ minden n > N

esetén. Ezzel megmutattuk, hogy A, W 4. Tenat (L(X,Y),]]]) Banach-
tér K folott. O

3.2.12. Kévetkezmeény. Tetszdleges (X,||-||) K folotti normdlt térre (X% |-|])
Banach-tér K folitt.

3.2.13. Tétel. Legyen (X, ||||) normdlt tér, (Y,||-||) pedig Banach-tér K fo-
l6tt. Legyen M < X sdrd altér (azaz M = X ) és A€ L(M,Y). (A folytonos-
sdgot természetesen az X -beli norma M-re vald leszikitésére nézve értjiik.)
Ekkor A egyértelmiien kiterjeszthetd egy Ace L(X,Y) operdtorrd. Tovabbd

ekkor HA\H = ||4].

Bizonyitds. A feltétel miatt minden & € X vektorhoz van hozza norméban
konvergélo (z,) € M sorozat. Legyen (z,) C M tetszSleges ilyen sorozat.
Persze (x,) Cauchy-sorozat is, ahonnan a minden m,n € N indexek mellett
fennallo

[Azn — Azp|| < A - lzm — @l

egyenl6tlenség alapjan (Axz,) C Y is trividlisan Cauchy-sorozat. Mivel YV
teljes, ezért (Ax,) konvergens is. Gondoljuk meg, hogy a lir_{l Az, €Y
n—-—+0o0

vektor nem fiigg az (x,,) sorozat valasztasatol. Valoban, ha mind (), mind
(yn) egy z-hez kovergdlo M-beli sorozat, akkor a

rn han paros;
Zp 1= 2 )
" yYnt1 ha n paratlan
2

sorozat is z-hez tart, tehat mindaz igaz ra, amit ilyen sorozatrél megallapi-
tottunk, tehat az is, hogy (Az,) konvergens. No de (Az,)-nek mind (Az,),

mind (Ay,) részsorozata, ezért (Az,) konvergencidja miatt lirf Az, =
n—-+0oo

= lim Ay,.

n—-+4oo
Igy joldefinialt az A : X =Y,
/Al(x) := lim Az,, ahol (z,) C M és x, Wl
n—-+oo

leképezés. Ezzel a fentiek a kovetkezSképpen is fogalmazhatok: tetszdleges
x-hez tarto (x,) C M sorozatra Az, — A(x). Ezzel a tétel Gsszes allitasa
egyszertien lathato. ElGszor tetszéleges x € M esetén az x, := x konstans
sorozattal azonnal adodik, hogy A (x) = Az, tehat A valoban kiterjesztése
A-nak. Legyen most z,y € X és a,8 € K. Ekkor afeltétel szerint létezik
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x-hez tarto (x,,) € M sorozat, és y-hoz tarto (y,) C M sorozat. Persze ekkor
(axy + Byn) € M és ax, + By, — ax + PBy. Igy a fentiek szerint

~

Alax + py) = ngrfoo A(axy, + Byn) =

=a- lim Az, +0- lirf Ayn:a-A\(m)+B~A\(y),
n——+00

n—-+oo

tehdat A tényleg linearis. Most megmutatjuk, hogy eme A-on kiviil nincs
X — Y folytonos kiterjesztése A-nak. Valoban, ha B : X — Y folytonos
kiterjesztése A-nak, akkor tetszéleges x € X vektorra véve egy z-hez tarto
(x) € M sorozatot, B folytonossaga és a fentiek miatt azonnal

B(z)= lim B(z,) = lim Az, = A\(x) ,

n—4oo n—-4o0o

tehat B meg kell, hogy egyezzék g—pal. Most mér elegend6 igazolnunk, hogy
A maga is folytonos és normaja ||A||-nal nem nagyobb. Ez viszont azonnal

kovetkezik a minden z € X és (z,) C M, x, M) z mellett fonnalld

|Ae] =t awall < tim (1A] - Jleal) = 4] - 2]

egyenlGtlenségbdl. O

3.3. Neumann-sorok

Az aldbbiakban legyen X Banach-tér a K test {6l6tt és A € L (X) transzfor-
méaci6. Az alabbi allitds a mértani sorok Gsszegére vonatkozd tétel altalano-
sitasa lineéris transzformaciokra.

3.3.1. Allitas. Ha ||A|| < 1, akkor az L (X)-beli 3 A* sor abszolit konver-
gens, tovdbbd I — A-nak létezik L (X)-beli inverze és

+oo
(I-A)~" =>4k
k=0

Bizonyitds. A szubmultiplikativitas (| BA|| < ||B]| - ||A]|) alapjan teljes in-
dukcioval azonnal adédik, hogy minden k € N-re HA’“H < ||A||k Maésreészt
Al < 1 miatt a 3 [|A||" mértani sor konvergens. Ezekbél egyiitt az kévet-
kezik, hogy a > A sor abszolut konvergens. Mivel L (X) a legutobbi tétel
alapjan teljes, ezért Y A* konvergens is. Most

+oo
Spi=> AP & §:=) A
k=0
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jeloléssel lim S, = S, tovabba
I(I=A)-Sp = (I=A)-S|| = [(I = A) - (Sp = S| < [T = All - |5 =S][—= 0
alapjan lim (I — A) - S,) = (I — A)- S = (I — A)- 3,20 A*. Masrészt trivi-

alisan

(I—A)-S,=1-A""",
ahonnan || A"+ < A" — 0 miatt
lim(I —A)-S, =1
Osszevetve

+oo
(I—A4)-> A =1
k=0

Hasonléan adédik, hogy Z;ﬁ% Ak (I — A) = I. Mindez éppen a bizonyitando
egyenlGséget jelenti. O

A fenti allitas fontos szerepet jatszik a matematikai kozgazdasagtanban.
Kiilonosen az a specialis eset, mikor X = R™ (és igy L (X) természetes mo-
don azonosul R™*"-nel). Ezen beliil is fontos eset az, mikor az A € R™**™
matrix elemei nemnegativ szamok. Ekkor persze minden k-ra A* elemei is
nemnegativak, igy a sorosszeg elemei is azok. A fenti allitas értelmében tehéat
ekkor (I — A)™" nemnegativ elemt métrix. Az (I — A)~' matrixot egyébként
a kozgazdaszok az A matrix Leontyiev-inverzének szoktak nevezni. A most
elmondottakat tehat a kdzgazdaszok tgy szoktak idézni, hogy ha egy nemne-
gativ elemi A € R™™ mdtrizra ||A| < 1, akkor van nemnegativ Leontyiev-
muverze.

3.4. Véges dimenziés normalt terek

E szakaszban az R" teret végig az

e
o)

e

euklideszi norméval tekintjiik. A konvergens valos sorozatok négyzetére, Gssze-
gére és négyzetgyokére vonatkozd ismereteinkbdl azonnal adodik, hogy egy
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(zx) € R™ sorozat pontosan akkor konvergal egy x € R™ vektorhoz, ha min-

den 1 < j < n esetén a:éj) konvergal 2)-hez (midén k — 400), ugyanis

ool = |3 (2 — o))"

j=1

Innen az is trividlis, hogy az (x) sorozat pontosan akkor korlatos, ha a
komponensei mint valés sorozatok korlatosak.

3.4.1. Lemma. Legyen (ac,(cl)) , (.13](3)) yeeny (x,(qn)) n darab korldtos valds so-
rozat. Ekkor van olyan (végtelen) ky indexsorozat, hogy az (Jcé?) , (xé?) yeen
ce (:17](;)) (rész)sorozatok mindegyike konvergens.

Bizonyitds. Az R-beli Bolzano—Weierstrafk-tételbsl n-re vonatkozo teljes in-
dukcioval azonnal adodik. (Az n + 1-re vonatkozo lépés pl. az alabbi modon
igazolhat6: az elsé n darab sorozatra alkalmazzuk az indukcios feltevést ; majd
a kapott indexsorozatra az n + 1-edik sorozatot is sztikitsiik le. Ekkor van n
darab konvergens és egy n + l-edik korlatos sorozatunk. Alkalmazzuk ezen
n + 1-edik sorozatra a Bolzano—Weierstraf-tételt. Ezzel egy olyan indexsoro-
zatot nyeriink, amely mentén az n+ 1-edik sorozat is konvergens. Most erre az
indexsorozatra a mar konvergens els§ n darab sorozatot tovabb sztikithetjiik.
Mivel konvergens sorozatok az indexsorozat ritkitasaval konvergensek marad-
nak, ezért a legutobb kapott indexsorozat mentén mar mind az n + 1 darab
sorozat konvergens lesz.) O

3.4.2. Kovetkezmény. Az (R™,|-[|,) normdlt térben minden korldtos soro-
zatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitds. A fenti lemméabol kovetkezik az annakelGtte tett megallapitasok
alapjan. O

Ha az Olvas6 korabbi tanulméanyaiban nem szerepelt a kompakt halmaz
fogalma, akkor a tovabbiakban egy X normalt tér egy M részhalmazat kom-
paktnak nevezziik, ha minden M-bél vett sorozatnak van konvergens részso-
rozata, és annak hatarértéke is M-hez tartozik.

3.4.3. Kovetkezmény. Az (R",|-||.) normdlt térben a korldtos zdrt halma-
zok kompaktak.

Bizonyitds. Legyen M C R™ tetsz6leges korlatos és zart halmaz. Legyen (xy)
tetsz6leges M-bol vett sorozat. Ez persze korlatos sorozat, igy a fentiek szerint
van konvergens (x,) részsorozata. No de M zart is; ezért az M-bol vett
konvergens sorozat hatarértéke M-hez tartozik. O

3.4.4. Kovetkezmény. Az R™ tér egységgombje kompakt.



3.4. VEGES DIMENZIOS NORMALT TEREK 113

Welierstrafs-tétel ¢

3.4.5. Tétel. Ha (X, ||||) normdlt tér K folott és M C X kompakt halmaz,
akkor minden f : M — R folytonos fligguény félveszi mind a maximumdt
mind a minimumdt az M halmazon.

Bizonyitds. Jelolje « az f fliggvény fels hatarat az M halmazon (ami el-
vileg +00 is lehet). Nyilvan az f értékkészletébdl vehetiink egy a-hoz tartod
sorozatot, azaz van olyan (x,) C M sorozat, amelyre f (z,) — a. Mivel
M kompakt, ezért (z,)-nek van egy valamely © € M ponthoz konvergélo
(2, ) részsorozata. Mivel f folytonos, ezért persze f(z,,) — f(x). No de
f(xn,) — « is fennall, tehat f (z) = «, ahonnan azonnal adodik, hogy f az
x helyen f6lveszi a maximumat.

A minimum folvételének igazolasa hasonloan torténik. O

Legyen mostantol (X, ||-||) tetszoleges valos normalt tér.
3.4.6. Allitas. Minden A € Hom (R™, X) leképezés folytonos, azaz
Hom (R",X) =L (R", X).
ai

az
Bizonyitds. Tetszbleges | . | € R™ esetén a normatulajdonsagok és a Cauchy-

egyenlGtlenség miatt

ai
a2 n n n
A . = (|A Zak~ek = Zak-Aek SZHakAekH:
: k=1 k=1 k=1
Qn

n n n
2
< k] Aerll < (D a2 D [ Aer]?,
k=1 k=1 k=1

fgy L:=,| > ||Aex|” valasztassal
\ =1

ai a1
ag az

A <L . ,
Gnp Qnp

e

ami azt jelenti, hogy A folytonos. O
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3.4.7. Tétel. Minden A :R"™ — X izomorfizmusra A és A" is folytonos.

Bizonyitds. Az A folytonossagat mar tudjuk. Tekintsiik R™-nek az
S:={zeR":|z|,=1}
an. egységszférajat. Ez nyilvan zart, hiszen (z) C S,z € R™, z, — x esetén
lzlle = llzklle] <l — 2kl =0,

tehat 1 = ||ag|l, — [|z||,, amiért is ||z||, = 1, azaz © € S. Az S halmaz
korlatos is, tehat R™ mar ismert tulajdonsaga miatt kompakt. Most a ||-|| o 4,
x +— ||Az| fiiggvény folytonos, igy a Weierstrafs-féle tétel értelmében az S
halmazon félveszi a minimumat. No de S elemei nemnullék, igy A izomorfiz-
mus volta miatt S elemeinek A-képei sem nullék, tehat ezek normai is mind
pozitivak. Emiatt
L := min ||Az|| > 0,
zeS

ahonnan azonnal adodik, hogy minden x € R™ esetén ||Az| > L-||z|,. Innen
minden u € X esetén (z = A~ u valasztassal) ||ul| > L - [|A™ u|_, azaz

Ja~tall, < 7 -l

kovetkezésképpen A1 folytonos. O

3.4.8. Tétel. Legyenek (X, |-||,) és (Y,]||||l,) normdlt terek K folott. Ha X
véges dimenzids, akkor minden A : X — 'Y linedris leképezés folytonos.

Bizonyitds. X és'Y mindenképpen tekinthetSk valés normalt tereknek, és X
mint valos vektortér is véges dimenzios (ha X komplex tér, akkor dimg X =
= 2dimc¢ X). Tovabba A mindenképpen R-linearis. Legyen dimg X = n,
ekkor létezik C' : R® — X izomorfizmus. A fenti tétel értelmében C—1 :
: X — R™ folytonos, a megelz§ tétel szerint pedig A - C' : R™ — Y folytonos
linearis operator. Igy A = (A-C) o C~! is folytonos. O

3.4.9. Kovetkezmény. Ha X ésY wvéges dimenzids normdlt terek K folott,
akkor minden A : X — Y idzomorfizmus folytonos, tovabbd nyilt halmazt
nyilt halmazba, zart halmazt zdart halmazba, kompakt halmazt pedig kompakt
halmazba visz.

Bizonyitds. A és A~! mindegyike folytonos. O

3.4.10. Megjegyzés. Ha A € L(X,Y), akkor trivialisan minden korlatos
halmazt korlatos halmazba visz.
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3.4.11. Ko6vetkezmény. Ha X véges dimenzids normdlt tér K félott, akkor
X-nek egy részhalmaza pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zdrt. Kovet-
kezésképpen minden korldtos X -beli sorozatnak van X-ben konvergens rész-
sorozata.

Bizonyitds. n := dimg X jeloléssel létezik A : R®™ — X R-izomorfizmus.
A bizonyitando allitas igaz az (R™,||-||,) normalt térben, innen a legutobbi
kivetkezményt A-ra és A~'-re alkalmazva azonnal adodik, hogy igaz X-ben
is. O

3.4.12. Kovetkezmény. Tetszdleges K folotti X wvéges dimenzids normdlt

tér teljes, azaz Banach-tér.

Bizonyitds. Legyen (zr) C X Cauchy-sorozat. z; — x. Persze ekkor (zy)
korlatos is. A fentiek miatt ekkor van olyan (xy,) részsorozat, amely konvergal
egy = € X vektorhoz. A Cauchy-tulajdonsag miatt azonnal lathatd, hogy az
egész (x,) sorozat tart z-hez. O

3.5. Néhany specialis Banach-tér

3.5.1. Megjegyzés. Legyen X vektortér K folott. Egy [|-]| : X — R, fiige-
vényt (K folotti) nyers normdnak mondunk, ha teljesiti a szok4sos norma-
tulajdonsagokat (tehat csak abban mas, hogy +oo-t is folvehet értékként).
Legyen ||-|| : X — R, rogzitett nyers norma. Jeldlje

M:={zeX:|z| < +oo}.
Azonnal lathato, hogy M altere X-nek, tovabbd ezen az M vektortéren |||,

norma. Tehat (M, H|||M) normalt tér K folott.

3.5.1. Korlatos fiiggvények terei (c-tipusu terek)
Az L™ (X) tér
Legyen X egy tetsz6leges halmaz. Ekkor persze KX vektortér K folott. Jelolje
[llo : KX — Ry,
[fllse := sup [f]
b'¢

(ami persze 400 is lehet). Azonnal lathato, hogy ||, nyers norma a K¥
vektortéren. Ezért a Megjegyzés miatt

LE (X) = {f €KY 1 ||f|lo < +oo} = {f € K* : f korlatos}

altere K¥-nek és (Lg° (X),||]|.,) normalt tér K folott. Az ebben szerepls
|||, normét szuprémumnormdnak is nevezziik.
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3.5.2. Allitas. (L (X),|||l.) teljes, azaz Banach-tér.

Bizonyitds. Legyen (f,) C L (X) Cauchy-sorozat. Ekkor (f,) korlatos is,
azaz létezik L > 0 szam, hogy minden n € N esetén

Masrészt |frn () — fm ()] < sup|fn — fm| = [[fn — fmllo alapjan minden
X

rogzitett € X esetén (f, (x)) egy K-beli Cauchy-sorozat, tehat konvergens
is. Jelolje

f: X =K,
fla):= lm fu(z).

Most minden x € X esetén | fy, (z)| < sup |fu| = | fullo £ Lés fr (x) = f(2)
e

miatt |f, ()] < L, ahonnan
[l < L,

tehat f € L2 (X). Legyen most € > 0. Mivel (f,,) ||-|| ,.-Cauchy-sorozat, ezért
van olyan N € N kiiszébindex, hogy minden m,n > N esetén

[fn = frlloo <&

kovetkezésképpen minden x € X-re

|fr (%) = fin (@) < || fn — fm”oo <e

Legyen n > N rogzitett. Ekkor m — 400 hatardtmenettel minden z € X
esetén a fentiek miatt

[(Fn = 1) (@)oo = |fn (@) = f (@)l = | lm_(fu(2) = fm (2))] =

m——+oo

= dim [fa (o)~ ()| <2
ami egy korabbi allitas alapjan azt jelenti, hogy || f, — f||., < € minden n >

> N esetén. Ezzel megmutattuk, hogy f, l% f. Tehat (L (X),||lw)

Banach-tér K 6lott. O

3.5.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az (Lg® (X), ||-||,) tér normakon-
vergenciaja éppen az X halmazon valo egyenletes konvergencia, azaz (f,,) C

CLY(X), fe Ly (X) esetén az f, ‘%" f feltétel éppen azt jelenti, hogy

az X halmazon f, egyenletesen tart f-hez.
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3.5.4. Megjegyzés. Egy M < Lg© (X) altér nyilvan pontosan akkor Banach-
tér a szuprémumnormaval, ha zart altér az (Lg° (X), ||| ) Banach-térben.
Ez pedig pontosan akkor all fonn, ha az M-bdl vett konvergens sorozatok
limese is M-hez tartozik. Az el6z6 megjegyzést is figyelembe véve tehat egy
M < L (X) altér nyilvan pontosan akkor Banach-tér a szuprémum-
norméaval, ha az M-bdél vett egyenletesen konvergens sorozatok li-
mesfiiggvénye is M-hez tartozik.

A C(K) tér

Legyen K kompakt topologikus tér. Jelolje Ck (K) a K — K folytonos fiigg-
vények Osszességét. A Weierstrafi-tétel miatt minden f € Ck (K) fiiggvény
abszolutértéke folveszi a K halmazon a maximumat, kdvetkezésképpen kor-
latos. Ezért Ck (K) részhalmaza L® (K)-nak. Mivel nyilvan nemiires, tovab-
bé kozismerten két folytonos fliggvény Osszege is, szorzata is folytonos, ezért
Ck (K) altere L® (K)-nak. Mivel pedig — szintén kézismerten — egy folytonos
fliggvényekbdl allo egyenletesen konvergens fiiggvénysorozat limesfiiggvénye
is folytonos, ezért a Megjegyzés értelmében Ck (K) Banach-tér a
szuprémumnormaval. No de a Weierstrall-tétel alapjan ilyenkor a szupré-
mum egytttal maximum is, azaz minden f € Ck (K) esetén

[flloc = sup[f] = max|[f].
K K

Ezért a Ck (K)-ra lesziikitett szuprémumnormat szokas mazimumnormdnak,
C-normdnak, vagy éppen Csebisev-normdnak is nevezni, és tradicionalis okok
miatt tébbnyire ||-|| ,-vel jelolni. Ezen jeloléssel tehat (Ck (K), ||-||,) Banach-
tér K f6lott. Ebben a térben a normakonvergencia természetesen tovabbra is
a K halmazon val6 egyenletes konvergencia.

Specialis eset: ha [a, b] kompakt intervallum, akkor K = [a,b] valasztassal
nyerjiik a (Cxk [a,b],||-||) K folotti Banach-teret.

A C'a,b] tér

Jelélje Ct [a, b] az [a,b] — K folytonosan derivalhato fiiggvények Ssszességét,
azaz

Ck [a,b] := {f € Cx [a,b] : f derivalhato és f’ € Ck [a,b]}.
A derivélas Gsszegre és szamszorosra vonatkozo szabélya miatt C [a, b] trivia-
lisan altere Ck [a, b]-nak, tehat maga is vektortér K f5lott. (Ha a Ci [a, b] vek-
torteret a C-normaval latjuk el, akkor nem kapunk Banach-teret. Ugyanis pl.

f(x):=12z—a—-"b| és f, (z) = nf;+% f (t)dt definiciokkal f,, € CL [a,b]
és f ¢ Ck a,b], ugyanakkor |f (z) — f, (z)] < 2n f;Jr% |z — t|dt < 2, ahon-
nan f, ||||o-ben tart f-hez. Tehéat (f,,) C Ck [a,b] ||||~Cauchy-sorozat, de
(Ck [a,b], |-l o)-ben nem konvergens. )



118 3. A FUNKCIONALANALIZIS ELEMEI

Jelslje |||l o1 : Ck [a, b] — Ry,

[fller = lflle + 1 e -

3.5.5. Allitas. Ck [a,b] a ||| normdval Banach-tér K féldtt.

Bizonyitds. ||-||-1-re a normatulajdonsagok természetszertileg teljesiilnek. Te-
hét (Ck [a,b], ||| c1) nrmalt tér K f6ltt. Legyen most (f,,) € Ck [a,b] egy
||| ;1-Cauchy sorozat. ||-||o: definiciojabol trivialisan adodolag mind (fy,),

mind (f;) ||-||-Cauchy-sorozat a Ck [a,b] térben. Mivel e tér teljes, ezért
mind (f,), mind pedig (f,) ||-||o-konvergens sorozat a Ck [a,b] térben, az-
az mind (f,), mind pedig (f},) egyenletesen konvergensek [a,b]-n. A beve-
zet$ analiziskurzusbol jol ismert 4llitas miatt ekkor az (f,,) fiiggvénysoro-
zat f limeszfiiggvénye is folytonosan derivalhato, tovabba f’ éppen az (f))
fiiggvénysorozat egyenletes limeszfiiggvénye. Azaz f € Cp[a,b], tovabba
lf = fulle = 0és || f' = frllc = 0. E kett6t dsszeadva éppen

If = fallgr =0 (n = +00)
Tehét az (f,) sorozat ||-||:-konvergens. O

3.5.6. Feladat. Jelolje ||||;1 : Ck [a,b] — Ry,

Ifller = 1f @]+ 11 lle-

Mutassuk meg, hogy |||/ norma a Cg [a,b] vektortéren. Igazoljuk, hogy a
[-llc: norma ekvivalens a ||| norméval, azaz vannak olyan «,f pozitiv
konstansok, hogy [[|zn < a - |lgr és |Ie < B ||-l6n. (Otlet: Newton—
Leibniz-tétel.)

3.5.7. Megjegyzés. Legyen k € N. A fentiekhez teljesen hasonléan végig-
vihetd, hogy az [a, ] intervallumon k-szor folytonosan derivalhato K-értéki
fiiggvények CF [a, b] Ssszessége Banach-tér a ||| o : Ck [a,b] = Ry,

Fllow = 1flo + " 171
j=1

norméaval. Azaz (Cf [a,b], ||| o) Banach-tér K fol6tt.

Az (> ¢ és ¢y terek

Az L (X) tér egyik fontos speciélis esete az X = N valasztassal adodo £3° =
= L (N) Banach-tér. Ez a korlatos K-sorozatok tere a szuprémumnorméaval.
Ezzel ({7, ||-]|,) Banach-tér K fol6tt.
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Jelolje
c:= {a =(an) N eKN:a konvergens} .

n=1
Mivel minden konvergens sorozat korlatos, ezért ¢ C ¢°°. Mivel pedig kon-
vergens sorozatok Osszege is, szamszorosa is konvergens, ezért ¢ < £°° altér.
Legyen most (a(k)) C ¢ egy N-en egyenletesen konvergens sorozat. (Ekkor

—+oo
persze minden k-ra a®) maga is egy K-beli (a%’“)) sorozat.) Mivel az
n=1

(a(k)) sorozat egyenletesen Cauchy-tipusi, ezért azonnal adédik, hogy az

= lim o

a® = lim a N
n—-+o0o
értékek sorozata maga is K-beli Cauchy-sorozat, ezért konvergal is egy a €
€ K szamhoz. Az a'®) C ¢ sorozat a € {g egyenletes limeszsorozatdnak a-
hoz valé tartasa mar a szokasos médon adoédik: Legyen ¢ tetszéleges pozitiv
szam ; ekkor a fentiek szerint van olyan kg kiiszobindex, hogy k > kg esetén
o — a(k)‘ < 5. Ugyanakkor van olyan ng kiiszobindex, hogy n > ng esetén

Ha — a(k)H = sup |a, — a;k)‘ < S
S neN 2
Ezért persze minden k > kg és n > ng esetén
lan —af < ’an_a;k)‘ +’a£ﬁ) _04‘ < §+g:57

azaz minden n > ng esetén |a, — «| < €, amivel éppen azt mutattuk meg,
hogy

lima = lim a, =a,
n—-+o0o

kovetkezésképp a € c. Tehat c az (3 térnek olyan altere, amely zart az egyen-
letes konvergenciara nézve. Igy a Megjegyzés miatt (c, ||-||.,) Banach-
tér K f6lott. A fentiekbdl ugyanakkor az is kdvetkezik, hogy a lim mint c-n

értelmezett (a — lima) linearis funkcional folytonos. Jeldlje most

o = {a = (an)}> € c:lima = 0} .
Természetesen c¢o = ker (lim), ami a lim funkcional folytonossaga miatt zart
altere c-nek. Ezért persze (co, ||-||,) is Banach-tér K fol6tt. Ugyanakkor
az is trivialisan lathato, hogy tetszdleges a € ¢ esetén az |a| sorozat folve-
szi maximuméat az N halmazon, tehat a cg-beli szuprémumnorma egytuttal
maximumnorma is (éppugy, mint a C (K) téren).
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3.5.2. Az L? Banach-terek (1 <p < +00)

Az aldbbiakban kiilonosen tdmaszodunk a mértékelméleti ismeretekre.

3.5.8. Definicié. Legyen (T, S, u) mértéktér. Egy f : T — R mérhet6 fiigg-
vényt integralhatonak (abszolut integralhatonak) mondunk, ha [ fi du és
T

J f- dp koziil legalabb az egyik (mindegyik) véges. Ha f integralhato, akkor

T/fdu:T/f+duT/f_du.

f nyilvan pontosan akkor abszolut integralhato, ha integralhato és integ-
ralja véges.

T
jelélje

3.5.9. Megjegyzés. Ha f abszolut integralhato, akkor p-m.m. véges értéki,
tovabba f egy alkalmas o-véges halmazon kiviil elttinik. Ha |f| intergalja 0,
akkor f =0 pg-m.m..

3.5.10. Definicié. Legyen (T, S, 1) mértékter. Jelolje
L (T,S,u) == {f : T — R mérhets | f abszoltt integralhato} .
L% (T, S, p) nyilvan valos vektortér a szokasos fiiggvénymiveletekkel.

3.5.11. Megjegyzés. Barmely f € LL (T,S,pn) és g : T — R esetén ha
f =g p-m.m., akkor g abszolut p-integralhato és VE € S-re [ fdu = [ gdp.
E E

Ha viszont adott egy abszolut integralhaté g : T — R fiiggvény, ahhoz van
olyan f € L} (T,S, 1), hogy f = g p-m.m..

A fenti megjegyzésben szerepls f és g fliggvényeket tehat mértékelméleti
szempontbol nem sziikséges megkiilonboztetniink egymastol, s a tovabbiak-
ban nem is fogjuk. Eszerint hat ,,egy fliggvény pontosan akkor abszolut
p-integralhaté, ha eleme L} (T, S, 1)-nek”. Igy persze Lk (T, S, i) eleme-
inél megengedhetjiik — utélagosan —, hogy végtelen értéket is folvegyenek —
persze csak egy p-nullmértékd halmazon.

Nyilvan egy f : T — R mérhet6 fiiggvényre ekkor

feLL (TS, ) <=>/|f| djt < 400,
T

Konvencié: Ha L (T, S, u)-ben a p-m.m. megegyezé figguényeket nem kii-
lonboztetjiik meg, az a vektortérstruktirdt nem rontja el.

(Egzakt nyelven arrdl van szd, hogy L (T, S, u)-ben a p-m.m. eltind fiigg-
vények egy M alteret alkotnak, s a tovdbbiakban az Lk (T, S, ) /v faktor-
teret nevezziik L (T, S, p)-nek.)
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3.5.12. Definici6. Legyen (T, S, 1) mértéktér. Jelolje
L& (T,8,p) :={f : T — C mérhets |Re f,Imf € Ly (T,S,p)} .

L& (T, S, p)-ben a p-m.m. megegyezd fiiggvényeket nem kiilénboztetjiik meg.
Ezen konvencioval LL (T, S, ) vektortérstruktiraja megmarad.

Nyilvan egy f : T — C mérhet§ fliggvényre

feLb @S = [ 17l dus<toc.
T

3.5.13. Definicié. f € L} (T,S, p) esetén jeldlje
/fd/i ::/Refdu+i~/1mfdu.
T T T

Az [-dp: L (T, S, 1) — C leképezés komplex linearis funkcional.
T

3.5.14. Megjegyzés. Tetszoleges f,g € Lk (T, S, u) esetén ha VE € S-re
[ fdu= [gdu, akkorf = g p-m.m.
E E

3.5.15. Allitas. Tetszdleges f,g : T — Ry mérhetd figguényekre és o > 0
szamra [ f+gdu= [ fdu+ [gdués [a- fdu=a- [ fdpu.
T T T T T

3.5.16. Lemma. Haag,h:T — R fiigguények egyike integrdlhatd, a mdsik
abszolit integrdlhatd, akkor [g— hdp= [gdu— [hdp.
T T T

3.5.17. Kévetkezmény. Ha a g, h : T — R fiigguények egyike integrdalhatd,
a mdsik abszolut integrdlhatd, akkor [ g+ hdu = [gdu + [ hdp, tovdibbd
T T T

minden o € R esetén [a-gdu=a- [gdu.
T T

3.5.18. Tétel. Tetszdleges f,g € L (T) figgvényekre [ f+gdu= [ fdu+
T T
+ [gdp és [a- fdu=a- [ fdu.
T T T

Konvencid: Az eddig ldtottak alapjan egységesitve a valds és komplex esetet,
mondhatjuk, hogy Lk (T) vektortér K filott. Ly (T)-ben a p-m.m. megegye-
20 fligguényeket nem kilonboztetjik meg. A vektortér-struktira ekkor nyilvin
nem romlik el.

3.5.19. Megjegyzés. ‘ffdu‘ < [1fl du (f € Lk (T, S, p)).
T T
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3.5.20. Definicié. Mint lattuk, ha Ll (T, S,p)-ben a p-m.m. megegyezs
fiiggvényeket nem kiilsnboztetjiik meg, akkor Ly (T, S, ) vektortér K f515tt.
Jelolje ezen vektortérben

H”l : L]}( (T7Sa/u’) - R-i—v
1912 = [ 171 d
T

Azonnal lathato, hogy ||-||; norma az Lk (T, S, u) vektortéren, melyet L'-
norméanak neveziink. Ezzel tehat (L]%( (T,S, 1), H||1) normalt tér K folott.

3.5.21. Definicié. Legyen p > 1 valés szam és f : T — K mérhetd fiiggvény.
Jelolje

1
p
190, = | [1rvde )
T
amelyet az f fiiggvény p-norméjanak neveziink (ez még nem ,igazi” norma,
csupan ,nyers félnorma”!).
Az alabbi lemma a korébbi tanulményokbdl ismert Young-egyenl6tlenség:

3.5.22. Lemma. Legyenek p,q olyan pozitiv szamok, amelyekre Il] + % =1.
Ekkor tetszdleges a,b > 0 szdmokra

al b
a-b< — + —.
p q

Holder-egyenlStlenség: ¢

3.5.23. Tétel. Legyenek p,q olyan pozitiv szamok, amelyekre % + % = 1.
Ekkor tetszdleges f,g: T — K mérhetd fligguényekre

1 - glly < IF1, - llally »

mdsképpen

1
/|f~g\ dp < /Ifl Pdu | - /Ig\ Ydp | .
T T T

Bizonyitdas. Ha ||f|, és [|g]l, koziil valamelyik 0, akkor f vagy g trivialisan
p-m.m. nulla, tehat az egyenl6ség teljesiil. Ha ||f\|p és ||g||q valamelyike +oo,
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akkor is trividlis az egyenlétlenség. Tegyiik héat fol, hogy | f[[, és [|gl|, mind-
egyike véges pozitiv szam. Alkalmazzuk a Young-egyenlGtlenséget minden
t € T mellett az

f®)

At =

1£1l,

szamokra, majd ezt az egyenlGséget integraljuk T-n u szerint. Eppen a kivant

egyenlGtlenséget kapjuk. O
Minkowski-egyenlGtlenség ¢

3.5.24. Tétel. Tetszbleges p > 1 wvalds szdmra és f,g : T — K mérhetd
fiigguényekre

Bizonyitds. p =1 esetére az allités trivilis. Legyen p > 1. Az
-1 -1 -1
\f+gl”=1f+gl-1f+gI” " <Ifl-[f+9I" +lgl-|f + gl

egyenlGtlenséget integraljuk T-n p szerint; majd a kapott jobb oldal két tag-
jara alkalmazzuk a Holder-egyenlGtlenséget :

/\f+g| Pdu <
T

< [1s10r P dus [lgl 15+ ol <
T T

< /If\”du -/|f+g\q'(p_1)du +
T T

q

" /lgl”du ' /\f+g|q'(p71)dﬂ =

T T

=

- /If\pdu -/|f+g|”du 4 /Igl”du ~/|f+g|pdu _
T T T T

1 1
= /\fl Pdp |+ /Igl Pdp : /|f+9|pdu ,
T T T

10
]
Q=

Sl
Q=
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azZaZzZ
J1ralraw< (151, + sl ) - | [ 17+ o1 du
T T

Ha [|f+ g| Pdu = 0, akkor persze az igazolandé egyenlétlenség tgyis nyil-
T
vanvalo. Ha || f||, vagy [|g]l, végtelen, akkor is. Minden més esetben

0< [|f+gl Pdu < [ 2(1f] Vv Ig])] Pdu<2P | [|f] Pdu+ [ |g| Pdu | <+oo,
Jirearan<] funeane

T

=

q

tehat az elébb kapott egyenlStlenséget leoszthatjuk ( J1f+gf d,u) -val:
T

1 1—1
P q

/|f+g\”du - /\f+g|”du <71, + gl
T T

s éppen ezt akartuk bizonyitani. O

3.5.25. Definicidé. Legyen p > 1 valds szam. Jelolje
LY (T, S, p) == {f : T — K mérhets | [|f], < —|—oo}.

A T — K mérhet6 fiiggvények vektorterének vektortérstruktiraja nyilvan-
valéan nem sériil, ha benne a p-m.m. megegyezs fliggvényeket nem kiilonboz-
tetjilk meg. Ezen konvenciéval ||-|| ) nyers norma ezen a vektortéren (hasznal-

1 - . L .,
va, hogy [IfIl, = (II/1”l)7). Igy a Megjegyzés alapjan LE (T, S, 1)
vektortér K folott, s6t (L% (T,S, 1), [||l,, ) normalt tér K folott.

3.5.26. Lemma. Legyen (f,) C LE (T, S, i) olyan sorozat, amelyre

+oo
D lfell, < +oe.

k=1

—+o0
Ekkor a Y fi figguénysor pu-m.m. konvergens, tovdbbd a >, fi dsszegfiigg-
k=1

vényre

—0 (n — +00).

—+oo n
POEEDIE
k=1 k=1

P
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Bizonyitds. Definialjuk a T-n értelmezett F,, G, és G fiiggvényeket (n € N)
a kovetkezSképpen:

n —+oo
Fo(t):=) fu(t), Gu():= @], Gt):=)_ Ifi(t).
k=1 k=1

k=1

Persze minden t-re G, (t) / G (t), igy aztan G2 (t) , GP (t), ahonnan a
Beppo Levi-tétel, majd a Minkowski-egyenlGtlenség alapjan

n p n p +oo P
/Gpdu:hm/szu: DA ] < (Z ||fk||p> < (Z ||fk||p> :
pa pa k=1 » k=1 k=1

ez utobbi pedig véges korlat, tehat GP abszolut integralhato. Ezért p-m.m.
t-re GP (t) véges, ahonnan aztan G (t) is véges. Ez pedig éppen azt jelenti,
hogy p-m.m. t-re Y fi (t) abszolut konvergens, kovetkezésképp konvergens
is. Jelolje F' ezen filiggvénysor Osszegfiiggvényét. Ekkor F,, pontonként u-
m.m. tart F-hez. Masrészt G > G,, > |F,| — |F| alapjan G > |F|, igy
|F — F,| < 2G, amiért is 2P-GP L'-beli majorénsa az (|F — F),|”) sorozatnak.
Ugyanakkor (|F — F,|”) pontonként p-m.m. tart 0-hoz. Igy a Lebesgue-féle
dominalt konvergenciatétel miatt

/|F7Fn|pdu%0 (n — +00),
T

ami lényegében éppen a bizonyitandé allitas. O

3.5.27. Tétel (Riesz—Fischer). (L% (1,8, 1), H||p) Banach-tér K folétt. To-

vabbd ha egy LP-beli (f,) sorozat ebben a térben konvergdl egy f € LY (T, S, 1)
fiigguényhez, akkor eqy alkalmas részsorozata p-m.m. is konvergdl f-hez (Riesz-
lemma).

Bizonyitds. Legyen (f,) C Li (T, S, 1) Cauchy-sorozat. Valasszunk ki ebbdl
olyan (fy, ) részsorozatot, hogy minden k-ra

1
ank+1 - fnka S W

Alkalmazzuk az el6z6 lemmat az ( Jrgsr — fnk) C LY (T, S, p) fiiggvénysoro-
zatra. Ezzel - (fn,,, — fn,) pontonként g-m.m. konvergal egy h € LY (T, S, 1)
fiiggvényhez, s a részletosszegek ||-|| ,-ban is.tartanak h-hoz. Emiatt egyrészt

k—1
fnk = fn1+ Z (fn_;’+1 - f”])
j=1
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pontonként y-m.m. konvergal f,, + h-hoz, mésrészt a részletdsszegek ||| -
tartasa miatt (fy,) |||l -ben is tart f,, + h-hoz (ezzel igazoltuk is a Riesz-
lemmat). Mindezzel megmutattuk, hogy (f,) olyan Cauchy-sorozat, amely-
nek van konvergens részsorozata. Ekkor persze (f,) maga is konvergens. [

3.5.28. Megjegyzés. Az (L (T, S, p), H||p) Banach-térben (1 < p < +00)
az S-mérhetd K-értékd 1épcesds fiiggvények sird alteret alkotnak.

Bizonyitds. Tetsz6leges f € LY (T, S, 1) esetén a lépesds fliggvények mérték-
elméletbdl jol ismert alaptulajdonsaga szerint van olyan lépcsés fiiggvények-
bol allo (p,,) sorozat, amely pontonként p-m.m. tart f-hez, tovabba amelyet
|f| majoral. A Lebesgue-féle majoralt konvergenciatétel miatt ekkor (alkal-
mazva az |f — ¢, |" fiiggvényekre) ¢,, p-normaban is tart f-hez. O

3.5.29. Definici6. A fentiek speciilis eseteként jeldlje tetszéleges 1 < p <
< +00 esetén (6%, ||||p> az

(L% (N,P(N),#), H||p) Banach-teret, ahol # a szamlalomeérték.

05 elemei éppen a K-értékii p-adikusan felosszegezhets sorozatok, tovabba

1

+oo P

a = (a,)!% € (% esetén lall, = (Z ak|p> . A p = 400 esetet (mint
k=1

a korlatos K-sorozatok (¢g°,|-]|,,) Banach-terét) mar az el6z6 szakaszban
definialtuk.

Specialisan p = 2 esetén a fent targyalt Holder-egyenlGtlenség miatt bér-
mely a,b € (2 esetén Y axby abszolt konvergens sor. Jelolje (| -) : €% x
x 2 - K,

+oo
(a|b):= Zaka.
k=1

Ez nyilvan K-skalérszorzat az (% vektortéren, s az indukilt norma éppen
-]l , amellyel ellatva £ a mér latottak miatt Banach-tér. Ezért (6%, (- |-))
Hilbert-tér K {6lott.

3.5.3. Az L°° Banach-tér

Legyen (T,S, i) mértéktér. Jelolje tetszoleges f : T — R vagy f : T — C
esetén

I = inf{s%p|f tE€S, u(T\E)= 0}

az f fiiggvény p-abszolut szuprémuma (ez +oo is lehet). Azonnal lathato,
hogy mindig

119 = min {suplf|: £ < S, (T B) =0
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hiszen definici6 szerint minden n € N-re létezik F,, € S, hogy u(T'\ E,) =0

+oo
és sup |f| > ||fH(()’é) — L ekkor E := () E, vélasztassal trividlisan sup|f| =
E n=1 E

= |IfI%) &s p(T\ E) =0.
A T — K S-mérhets fiiggvények vektorterének vektortérstrukturaja nyil-
vanvaloan nem sériil, ha benne a p-m.m. megegyezs fiiggvényeket nem kii-
16nboztetjiikk meg. Ezen a vektortéren az f — || f ||((>Z) hozzarendelés nyilvan-
valéan nyers norma. Igy a Megjegyzés alapjan a fenti konvencioval

L (1,8, ) = {f € KT+ |1 1) < 400}
vektortér K folott, s6t (Lfg (T,S, 1), H||g;)) normalt tér K {5l6tt.

3.5.30. Allitas. (L]?(o (T,S, 1), ||||ég)) teljes, azaz Banach-tér K folott.

Bizonyitds. Legyen (f,) C L (T, S, u) Cauchy-sorozat. Ekkor a fentiek alap-
jan minden m,n € N-re van olyan E,, , € S, hogy

sup | fn — fol = [1fm — full &

m,n

és pw(T\ Ep ) =0. Jeldlje E:= ) NEm,n. Persze p (T \ E) = 0. Tovabba
m,nec

SUP | fon = ful < D |fn = ful = 1 fm - Fall

m,n

alapjan az f, fliggvények FE-re valo lesziikitései Cauchy-sorozatot alkotnak
a (L (E),|I|l) Banach-térben. Igy (f,r) konvergens is e térben, azaz
van olyan f € L (E), hogy (f,) egyenletesen tart f-hez az E halmazon.
Az egyenletes konvergencia miatt f mérhets. Mivel E nullmértéki, ezért f
természetes modon tekinthets Le° (T, S, i) egy elemének. Most

If = fal® < Sup|f = ful =0

miatt f,, konvergal f-hez az (LH%o (T,S, 1), ||||éo“)> térben. O

3.5.31. Megjegyzés. A mértékelméletbdl tanultak miatt minden korlatos
mérhet§ fiiggvény egyenletesen kozelitheté6 mérhets 1épcesés fiiggvényekkel.
Innen trividlisan adodik, hogy az S-mérhetd K-értékid lépcesds fiiggvények
stird alterét alkotjak az (Lfg (T,S, 1), ||H(()g)> Banach-térnek.

A tovabbiakban — hacsak nem okoz félreértést — ||-||. helyett rendszerint
csak ||| -t frunk.
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3.5.4. A Meyer-tétel és a Dynkin-tétel. Stirtiség LP-ben

3.5.32. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszsleges o > 0 esetén a [—a, ]
intervallumon értelmezett fliggvényekbdl allo,

fO (t) L=
Frsn (1) = g - (72 (1) + 0® — 17)

rekurziéval értelmezett fliggvénysorozatra
1. minden n-re f,, polinom és f,, > 0 [—a, a]-n (a definiciobdl kizvetleniil);

2. minden t € [—a, a]-ra (f,, (t)) monoton fogyo sorozat (teljes indukcicval

fn+1 (t) - fn+2 (t) = i ' (fn (t) + fn+1 (t>) ' (fn (t) - fnJrl (t)) >0
alapjdn);

3. minden ¢t € [—a,al-ra (f, (t)) monoton fogydlag tart o — |t|-hez (az
[ limeszfigguény trividlisan kielégiti az f (t) = 5= - (f* (t) + a* — t?)
egyenldséget, amelybdl kihozhats f (t) = a — |t]).

3.5.33. Kovetkezmény. Tetszdleges a > 0 esetén létezik olyan valds poli-
nomokbol dllo sorozat, amely a [—a, o] intervallumon pontonként monoton
novdleg tart |-|-hez.

Legyen T egy halmaz. Jelolje L™ (T') a T-n értelmezett korlatos fiiggve-
nyek vektorterét. Egy H C L* (T) halmazt szorzatzartnak mondunk, ha
fig € Hesetén f-g e H. Jelolje 1L € L (T') az azonosan 1 fiiggvényt.

3.5.34. Definicié. Egy M < L*° (T) alteret Dynkin-térnek (vagy Dynkin-
altérnek) neveziink, ha 1 € M, tovabba

fel=(T),(fa) €M, fn20 (VneN), fu () 7 f(t) (VteT) = [feM.

A Dynkin-tereket A-rendszereknek is szokas nevezni.

Nyilvan L (T') maga Dynkin-altér, tovabba akarhany Dynkin-altér met-
szete is Dynkin-altér. Igy barmely H C L> (T) halmazra a H-t tartalmazo
Dynkin-alterek metszete a legsziikebb H-t tartalmazoé Dynkin-altér. Ezt a
Dynkin-alteret a H fiiggvényhalmaz generalta Dynkin-altérnek nevezziik és
D (H)-val jeloljiik.

3.5.35. Definicié. Egy M < L (T) alteret Stone-halénak neveziink, ha
minden f € M esetén

fle M és IAfeM.
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3.5.36. Megjegyzés. Ha M < L* (T) Stone-h4lo, akkor minden f,g € M
esetén fVgeés fAge M. (fVg=3(f+g+I|f—g]),stb)

3.5.37. Tétel. Ha H C L (T) szorzatzdrt, akkor D (H) is az.
Bizonyitds. Jelolje f € D (H) esetén
Dyi={g€D(H): [ g€D(H)}.

f > 0 esetén trividlisan leellendrizve adédik, hogy Dy Dynkin-altér. Ha most
f € D(H) tetszoleges elgjeli, akkor a korlatossdg miatt van olyan ¢ € R,
hogy f+t-1 > 0. D(H) altér volta miatt trivialisan

Df+t.]1 - Df,
hiszen
(f+t-0)-g=f-g+t-g & [f-g=(+t-1)-g—t-g
Innen persze adédik, hogy Dy ilyenkor is Dynkin-altér. Most ha f € H, akkor
minden g € H-ra f-g € H C D(H) miatt g € Dy, azaz
H C Dy,
ahonnan Dy Dynkin-altér volta miatt D (H) C Dy. Eszerint f € H, g €

€ D(H) esetén f-g € D(H). Ezt ujra atfogalmazva: tetszéleges rogzitett
g € D(H)-ra minden f € H esetén f € Dy, azaz

HCD,,

ahonnan most D, Dynkin-altér volta miatt D (H) C D,. Eszerint tehat tet-
sz6leges g, f € D (H) esetén f-g € D(H), azaz D (H) szorzatzart. O

3.5.38. Tétel. Ha H C L™ (T) szorzatzart, akkor D (H) Stone-hdlo.
3.5.39. Definicié. H C L™ (T) esetén jelolje

o =0 Uaf ,

feH

ez nyilvan a legsziikebb T-beli o-algebra, amelyre nézve minden f € H fiigg-
vény mérhets. A oy o-algebrat a H fiiggvényhalmaz generalta o-algebranak
nevezzik.

3.5.40. Tétel. Ha M < L°° (T) olyan Dynkin-altér, amely egyittal Stone-
hdlo is, akkor M tartalmaz minden opr-mérhetd korldtos valds fiigguényt.
(Mivel M trividlisan ilyen figgvényekbdl dll, ezért igy is fogalmazhatunk,
hogy M megegyezik a opr-mérhetd korldtos valds fiigguények dsszeségével.)
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Bizonyitds. Jelolje
A={ACT:xa€M}.

1 € M miatt persze T € A. Mivel két fliggvény also ill. felsé burkolojara
nézve M zart, ezért A metszet- és uniozart. A

XA\B = XA — XAnB

egyenlGség és a metszetzartsag miatt A kiillonbségzart is. A

XCJ AL /‘XJrLjoAk
k=1 k=1

hataratmenet és M Dynkin-altér volta miatt A o-uniézart is. Ugyanakkor
1 € M miatt T € A. Ezért A egy T alaphalmaziu o-algebra. Megmutatjuk,
hogy oy C A. Legyen f € M rogzitett. Ekkor minden o € R mellett a

LA (f —al +[f —al])] / X(f>a)

hatardtmenet alapjan x(y~qo) € M, hiszen M Dynkin-altér és a szoban forgo
fiiggvénysorozat elemei nemnegativak. Igy (f > a) € A, s mivel ez minden
a-re igaz, ezért f A-mérhets. Tehat M-nek minden eleme A-mérhets, igy
om C A

Ez viszont éppen azt jelenti, hogy minden op;-mérhet karakterisztikus
fliggvény M-ben van. Mivel M altér, ezért minden o,;-mérhets 1épcsés fiigg-
vény is M-ben van. Mivel tetsz6leges nemnegativ op;-mérheté fliggvény elsall
nemnegativ op-mérhetd lépesés fliggvények pontonként monoton névé lime-
szeként, ezért M Dynkin-tulajdonsaga implikalja, hogy tetszGleges korlatos
nemnegativ oys-mérhetd fiiggvény M-hez tartozik. Innen az f = fi — f_
egyenlGség és M vektortér volta miatt nyerjiik, hogy minden oj;-mérhets
korlatos valos fliggvény eleme M-nek. O

A legutobbi harom tételbdl trividlisan kovetkezik az in. Meyer-tétel:

3.5.41. Tétel (Meyer). Ha L < L (T) Dynkin-altér és H C L szorzat-
zart fiigguényhalmaz, akkor L tartalmaz minden og-mérhetd korldtos valds

fiigguényt.

Az alabbi tétel alapvetGen fontos:

3.5.42. Tétel. Legyen (T, S, p) mértéktér, 1 < p < +o0 és H < LY (T, S, 1)
olyan korldtos fiigguényekbdl dllo szorzatzdrt altér, amelyre 1 € H és oy = S.
Ekkor H sird altere LE (T, S, p)-nek.

Bizonyitds. 1 € H miatt p véges. Jelolje M a H tér [|-[| -lezardsénak L> (K)-
val valo metszetét. A kis Lebesgue-tétel miatt trivialisan M Dynkin-tér. Eb-
ben H szorzatzart részhalmaz. Igy a Meyer-tétel miatt M minden o4-mérhets
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(=S-mérhetd) korlatos valos fiiggvényt tartalmaz. Mivel a H tér LP-beli le-
zérdsa tartalmazza M-et, ezért tartalmaz minden K-n értelmezett korlatos
S-mérhet6 fiiggvényt. Az 1 € H feltételbdl azonnal adodik, hogy a Lebesgue-
tétel miatt ugyanakkor ezek a fiiggvények maguk is stirtiek L (T, S, p)-ben,
ezért a H tér LP-beli lezarasa maga az Lf (T, S, p) tér. O

3.5.43. Kovetkezmény. Legyen K C R"™ kompakt halmaz az n-dimenzios
Lebesque-mértékkel elldtva. Legyen 1 < p < 4o00. Ekkor Cr (K) sdri altere
L% (K)-nak.

Bizonyitds. Cr (K) szorzatzart és 1 € Cg (K). Tovabba K-nak minden zart
C részhalmazéra d (-, C) folytonos fiiggvény, ahonnan C' € o¢, (k). Innen
trividlisan B (K) = 0¢y k), ahonnan a fenti tétel miatt Cr (K) stirti L} (K)-
ban. O

3.5.44. Kovetkezmény. 1 < p < +oo esetén Cc (K) strid altere LY (K)-
nak.

Az el6bbi tételnek még néhany fontos kovetkezményét fogalmazzuk meg.

3.5.45. Kovetkezmény. Ha I korldtos intervallum és p: B(I) — Ry véges
Borel-mérték, akkor minden 1 < p < 400 esetén a polinomok P altere siird
LY (I,B(I), p)-ben.

Bizonyitds. Persze 1 € P szorzatzart altere Ly (I,B(I),p)-nek. Az I-beli
kompakt intervallumok mér masodfokt polinomok nivohalmazaként is elGall-
nak. Ezek viszont generaljak az I-beli Borel-halmazokat. Tehat op = B (I).
A tétel alkalmazésa innen mar trivialis. O

Egy R — R fliggvényt trigonometrikus polinomnak mondunk, ha el6all
(t — coskt), illetve (¢ — sin kt) alaka (k nemnegativ egész) fiiggvények (vé-
ges) linearis kombinaciojaként.

3.5.46. Kovetkezmény. Ha i : B((0,27)) — R véges Borel-mérték, akkor
1 < p < 400 esetén a trigonometrikus polinomok T tere siri altere
L]]% ((0727‘-) aB ((0,27‘(’)) ,/J,)—TL@]C.

Bizonyitds. Minden 0 < a < 27 esetén a cos (33— %) > cos% nivohal-
maz éppen a (0, «) intervallum. Ezek viszont generaljak a (0,27)-beli Borel-
halmazokat. Tehat o7 = B ((0,27)). A tétel alkalmazéasa innen trivialis. O

3.5.47. Kovetkezmény. Legyenek (T,S,u) és (X, A,v) véges mértékterek
€s 1 < p < +oo. Ekkor a mérhetd téglikbol elkészitett lépcsds fligguények strd
alterét alkotjdk LY (T x X,8 @ A, p ® v)-nek.
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Bizonyitds. A szoban forgd altér szorzatzart, tartalmazza 1-et, tovabba az
altér indukalta o-algebra trividlisan tartalmazza a mérhetd téglakat. Ez utob-
biak generélta o-algebra viszont definici6 szerint S ® A. O

3.5.48. Feladat. Mutassuk meg, hogy 1 < p < +o0 esetén Cx (R™)NLE (R™)
stird altere Li (R™)-nek.

3.5.49. Megjegyzés. Ck (K) nem stirt L (K, B (K),A™)-ban, az nyil-

vanvalo.

3.5.5. Szeparabilitas

3.5.50. Definicié. Legyen X topologikus tér. Egy M C X halmazt si-
riinek mondunk, ha az M lezéras maga az X alaphalmaz. Egy (zx) € X
sorozatot sérdnek mondunk, ha {z, : n € N} siird halmaz. Az X topologi-
kus teret szepardbilisnak mondjuk, ha van benne stri sorozat (azaz van stri
megszamlalhato részhalmaz).

3.5.51. Megjegyzés. Ha X valés normalt tér és S C X, akkor ling (S) =
= ling (9) (hiszen tetszSleges S-bol vett véges lineéris kombinécio egyiitthatoi
kozelithetSk racionalis sorozattal). Kovetkezésképp ha S legfeljebb megszam-
lalhato, akkor ling (S) szeparabilis normalt tér (hiszen maga ling (S) meg-
szamlalhato).

3.5.52. Kovetkezmény. Minden véges dimenzids valos normdalt tér szepa-
rabilis.

3.5.53. Allitas. Egy végtelen dimenzids valés X normdlt tér pontosan akkor
szepardbilis, ha van benne olyan (f,) C X linedrisan fiiggetlen sorozat, hogy

X =T ({f, :neN}).

Bizonyitds. ElGszor tegylik fol, hogy X szeparabilis. Ekkor van benne egy
(xy) strd sorozat. Definialjuk rekurzioval a (k;) indexsorozatot a kévetkezd-
képpen: legyen ki := 1, és ha mar kq, ko, ..., k; definidltak, akkor legyen

kjt1:=min{n € N:z, ¢ lin (x4, Tk, ..., 2x,) } -

(Mivel X nem véges dimenzios, ezért ez a rekurzié joldefinialt.) Az igy kapott
(k;) sorozatra természetszeriileg igaz, hogy (:ckj) linearisan fliggetlen sorozat.
Tovabba minden n-re vagy x, € lin (xkl,xk,z, e 7$kn_1) , Vagy Tp = Tk, .
Eszerint

{zn :n €N} Clin ({zy, : j €N}),

ahonnan X = {z, : n € N} QH({xkj i€ N}) C X.
Az allitas forditott iranya a legutébbi megjegyzésbdl kovetkezik. O
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Mindezek valos normalt terek helyett komplex normélt terekre is triviali-
san végigvihetsk, csak Q helyett a {a +i-b: a,b € Q} megszamlalhato testet
kell venni.

3.5.54. Allitas. Ha I korldtos intervallum és p : B(I) — Ry véges Borel-
mérték, akkor minden 1 < p < +oo esetén Ly (I,B(I),p) szepardbilis.

Bizonyitds. Lattuk, hogy P strt altér L§ (I)-ben. A P alteret viszont az
(id") sorozat generalja. Ezért LE (I) szeparabilis. O

3.5.55. Feladat. Gondoljuk meg, hogy 1 < p < 400 esetén nem korlatos I
intervallumra is szeparabilis L (I, B (1), \)!

3.5.56. Feladat. Gondoljuk meg, hogy 1 < p < 400 esetén a (f; sorozattér
szeparabilis!

3.5.57. Feladat (*). Legyen K C R" kompakt halmaz. Mutassuk meg, hogy
1 < p < +o0 esetén LE (K, B(K),\™) szeparabilis! (Otlet: gondoljunk az
n-véaltozos polinomokra!)

3.5.58. Feladat. Igazoljuk, hogy ¢°° nem szeparabilis! (Otlet: £>°-nek van
kontinuum sok, paronként egymastol egységnyi tavolsagra es6 eleme.)

3.5.59. Definicié. Legyen (T, S, u) mértéktér.Egy pozitiv p-mértékd A € S
halmazt py-atomnak neveziink, ha A barmely mérhetd részének mértéke vagy
w(A), vagy nulla.

3.5.60. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely (T, S, 1) mértéktérre
(LZ(T, S, 1) [ ll)

vagy nemszeparabilis, vagy véges dimenzios! (Otlet: Ha végtelen sok atom
van S-ben, akkor a nemszeparabilitds a ¢°°-hez hasonléan lathato. Ha csak
véges sok atom van, akkor két eset lehetséges: 1. az atomok komplementuma
nullmértéki, ekkor a tér trividlisan véges dimenziés. 2. az atomok komple-
mentuma pozitiv mértékid, ekkor e halmaz trividlisan felbonthatoé végtelen
sok pozitiv mértékd halmaz diszjunkt unidjara. Ezen halmazokkal operalva
a nemszeparabilitds megint csak a ¢°°-hez hasonloan végezhets.)

3.5.61. Megjegyzés. Weierstral elsd stirtiségi tétele (lasd a Filiggelék meg-
felels fejezetét) miatt a K-polinomok — mint [a, b]-n értelmezett fliggvények —
vektortere stird altere Ck [a, b]-nak. Kénnyt latni, hogy ebben a polinomtér-
ben viszont a K-racionalis egyiitthatos polinomok vannak stirtien, ez utébbiak
viszont megszamlalhaté sokan vannak.

3.5.62. Kovetkezmény. (Cx [a,b],|-||) szepardbilis Banach-tér.

3.5.63. Feladat (*). Legyen K kompakt metrikus tér. Mutassuk meg, hogy
(Cx (K), |||l o) szeparabilis Banach-tér!






4. fejezet

Hilbert-terekrol

A kovetkezSkben kiilonos hangsillyal esnek latba a linearis algebra skalaris
szorzatos terekre vonatkozo fogalmai és allitasai, a Hilbert-tér (= teljes ska-
laris szorzatos tér) fogalmaval egyiitt [I], tovabba a Mértékelmélet c. kurzus
anyaga, kiilonds tekintettel azon allitasra, hogy tetszéleges (T, S, 1) mértéktér

esetén (f | g) :::I[fgdu (f.g € L& (T, S, p)) definiciéval (LE (T, S, 1), (- | -))

Hilbert-tér K folétt (K = R vagy C ). Specialisan (% = LZ (N, P (N),#)
a négyzetesen felosszegezheté K-sorozatok Hilbert-tere (# a szamlalomeér-

—+o0
ték). Ez utobbi esetben a skalarszorzatot természetesen az (z | y) := > ¥y,
k=1

egyenlGség adja meg.

Ha I C R intervallum, akkor LZ (I) alatt az L% (I,B(I),\) Hilbert-teret
értjik, ahol B (I) az I-beli Borel-mérhets halmazok o-algebraja és A\ az ezen
értelmezett Lebesgue-mérték.

Emlékeztetdiil azonban felidézziik a Hilbert-terek bevezetését.

4.0.64. Definicio. Legyen H vektortér K f6lott és (- | -) : H x H — K olyan
fliggvény, hogy minden z,y,z € H és a € K esetén

L(z+ylz)y=(x]z)+(yl2);
2. {a-x|y)=a-(z]y);

(ylz)=(z|y);

e

4. ha x nemnulla vektor, akkor (z | ) pozitiv valos szam.

Ekkor azt mondjuk, hogy a (- | -) fliggvény egy skalarszorzat a K test f6l6tti
H vektortéren; ezzel egyidejileg azt is mondjuk, hogy (H, (- | -)) skalarszor-
zatos tér K f6lott. H nullelemét a tovabbiakban jeldlje Oy. x € H esetén

135
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jelolje ||z|| := /(x| x). Egyszerten ellendrizhets, hogy minden z,y € H és
a € K mellett

o |z]| =0<= 2 =0pg;
o lla-zfl = laf - l=l;

2 2 2
o lz £yl = llzl” £ 2Re (z [ y) + [lylI” -

4.0.65. Allitas (Cauchy-Schwarz-Minkowski). Legyen (H, (- | -)) skaldrszor-
zatos tér K folott. Ekkor minden x,y € H-ra

o [(z|y)] <]yl (Cauchy=Schwarz-egyenldtlenség);
o [z +y| < |zl + ||yl (Minkowski-egyenldtlienség).

Bizonyitds. Feltehetd, hogy y # 0. Ekkor a legutobbiakat hasznélva

0<||x

)

(x| y) ’ o Sl e yP -yl s |z |y
- 5yl =lzl"-2 57—+ 1 = ||z ———%—
llyll llyll llyll lyll

ahonnan azonnal |(z | y)| < ||z| - ||y||. Innen aztan

2 2 2 2 2 2
e +ylI” = llz]"+2Re (x [ ) +lylI” < [lzl"+2 [l [yl+[yl™ = (] + lyl)”-
O

A fentiek alapjan minden (H, (- | -)) skalarszorzatos tér normalt tér is az
lz]| := v/{z | ) normaval. H zart egységgémbjét (a O koriili 1 sugart zart

gémbot) jelolje By, mig H nyilt egységgombjét (a Og koriili 1 sugara nyilt
gémbot) BY jeldlje.

4.0.66. Definicid. Legyen (H, (- | -)) skalarszorzatos tér K {616tt. Azt mond-
juk, hogy (H, (- |-)) Hilbert-tér K folott (K = R esetén valos Hilbert-tér,
K = C esetén pedig komplex Hilbert-tér), ha H-ban mint normalt térben
minden Cauchy-sorozat konvergens.

A ,legalapvetsbb” Hilbert-terek a fent emlitett LZ (T, S, u) terek az (f | g) :
:= [ fgdu skalarszorzattal. A nyilvanvalo (f | f) = ||f ||§ egyenlGségbdl nem-
T

csak e (-|-) fliggvény skalarszorzat volta kévetkezik, de a fentebbi Riesz—
Fischer-tétel alapjan az is, hogy L% (T, S, i) valoban Hilbert-tér K folott.

A Banach-terek kozott a Hilbert-terek azok, amelyeknek van olyasmi ,,geo-
metridja”’; amelyet ,tér” és ,geometria’ gyanant magunkban képileg megjele-
nitlink. Ebben a tévolsidgon tilmenden nemcsak skalarszorzat van, de ,sz6g”
is (az = és y nemnulla vektorok kozbezart o szogét éppen a skalarszorzattal
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(z]y)
IR
letlentil a cosinustétel analogiaja alapjan). Ez a képi megjelenités lehetévé

teszi, hogy viszonyag mély fliggvénytani igazsagokat mintegy ,szinte harom
dimenziéban” lassunk.

és a tavolsaggal definialhatjuk a cosa = egyenlGség altal, nem vé-

4.0.67. Példa. Legyen (2, A, P) valoszintiségi mez6 (mértéktér, amelyre
P(Q) =1). Egy £ : Q - R (vagy Q@ — C) A-mérhets fliggvényt valo-
szintiségi valtozonak mondunk. Ha £ abszolut P-integralhato, akkor

E () :=Q/§dP

a & valoszintiségi valtozdé varhatd értéke. Innen a kozismertnek szamito
definicioval a & valoszintiségi valtozo szorasa

D)= \/E (-E@©?).

amennyiben ez az utébbi kifejezés véges. Ha a £ és ) valoszintiségi valtozoknak
van szorasa, akkor

cov (§,1) := E((§ = E(§)) - (n—E(n)))

a & és n valoszintségi valtozok kovariancidja és nemkonstans valdszintiségi

valtozok esetén
cov (§,1)

D (&) - D (n)

a ¢ és n valoszintiségi valtozok korrelacios egyiitthatdja. Konnytd meggon-
dolni, hogy £-nek pontosan akkor van szérasa, ha £ € L% (Q, A, P). Legyen
most H az LZ (2, A, P) azon elemeinek altere, amelyeknek a varhato érté-
ke nulla. Ekkor az LZ (2, A, P)-beli skalarszorzattal H Hilbert-tér K f5l6tt,
egy vektor hossza pedig éppen a szorasa; két vektor skaldrszorzata éppen a
kovarianciajuk; és a két vektor kozbezart szogének cosinusa corr (€,7). To-
vabba & pontosan akkor merdleges 7-ra, ha korrelalatlanok. £ és 1 pontosan
akkor linearisan GsszefiiggGk, ha kozbezart szogik 0 vagy m, azaz korrelacios
egyiitthatojuk 1 vagy —1. Mindezek kénnyedén vizualizalhatok.

corr (&,1m) :=

4.0.68. Definicié. Legyen H skalarszorzatos tér K folott. Azt mondjuk,
hogy egy « € H vektor ortogonalis (merdleges) egy y € H vektorra (jelben:
z Ly), ha (z|y) =0.

x L y nyilvan egyenértékd y | xz-szel, mig az x 1 x relaci6 z = Opy-
val. E,F C H esetén E | F, ha E minden eleme ortogonalis F' minden
elemére. S6t = L F, ha {z} L F. Jeldlje B+ az E-re ortogonalis H-beli



138 4. HILBERT-TEREKROL

vektorok sszességét. Specidlisan a1 := {z}*. Persze a Cauchy-Schwarz-

egyenlétlenség miatt (- | z) € H*, amiért - = ker (- | z) zart altér. Igy

persze B+ = (] 2t is zart altere H-nak. E' neve: az E halmaz H-beli
zelE

ortokomplementumea.

4.0.69. Megjegyzés. Skalarszorzatos terekben az
2 2 2
[ £ ylI” = ]| + 2Re (x [ y) + [ly||

azonossag miatt trivialisan fennall az
2 2 2 2
o+ yl* + o = ylI* = 2 () + 1y

un. paralelogramma-szabaly (vagy Neumann-szabaly), illetve © L y
esetén az

2 2 2
e +ylI” = llz[I” + [yl

an. Pitagorasz-tétel is. Ez utobbinak evidens a kovetkezd alakja is: ha
T1,T2, ..., T, egymasra paronként ortogonalis vektorok, akkor

2 n

= l«l*.

k=1

n

>

k=1

Az alabbi feladatbol kideriil, hogy a Neumann-szabaly karakterizilja is a
skalarszorzatos tereket.

4.0.70. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy K f6l6tti (X, ||-||) normalt tér-
ben érvényes a paralelogramma-szabéaly, akkor ||-|| alkalmas skalarszorzat altal
indukélt norma. (Otlet: Jeldlje @ (z,y) := |z +y|° — ||z — y|*. Az |ja|* +
+ |p|* = i (Ha+b\|2 +|la— b||2) egyenlGség felhasznalaséval a @ (z,2) +

+ @ (y, z) Osszeget hozzuk @ (z + y,22) alakra. Az igy nyert azonossagot
x — x + vy, y — Ox szereposztassal alkalmazva trividlisan ® (z +y,z) =
= 1® (24 y,22), amit az eredetileg nyert azonossagba visszairva ® (z,z) +
+(y,2) =@ (x +y,2),azaz D (-, z) additiv. Innen persze Q-linearis. Ugyan-
akkor folytonos is, ahonnan egyszerti meggondolassal @ (-, z) R-linearis. ®
persze szimmetrikus is és nyilvan @ (z,z) = 4| z|°. Most K = R esetén
(z | y) := 3@ (z,y) a fentiek alapjan éppen a ||-|| normat indukél6 skalarszor-
zatot definial. K = C esetén pedig (z | y) := 1@ (z,y) — £ ® (iz,y) definialja
a ||| normat indukalé skalarszorzatot.)
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4.1. A Riesz-tétel. Szeparaciok

Az alabbiakban legyen (H, (- | -)) Hilbert-tér K folott. Emlékeztets: hax € H
és ) # M C H, akkor az x pont és az M halmaz tavolsaga

d(z,M):=inf{|lx —y| :y € M}.

4.1.1. Tétel (Riesz). Tetszbleges O # M C H konvexr zirt halmazra és
x € H pontra egyértelmien létezik az M halmazban x-hez legkdzelebb fekvd
pont, azaz A x, € M, melyre

|z — 2| = d(x, M) .

Bizonyitds. d(x,M) definicioja alapjan létezik olyan (z,) C M sorozat,
melyre
|l — xn|| = d(z, M) (n = +00).

Tetsz6leges m,n € N esetén az x — x,, és x — x,, vektorokra alkalmazzuk a
Neumann-szabalyt (paralelogramma-szabély):

lz = 2 + 2 = 2ull” + (2 = 20) = (@ = @) * = 2||z = 20]* + 2|2 — 2,

azaz

2

Ty + X
=0 4+ |Zm — xn”Q =2z - xn”Q + 2|z - $m||2-

4Hx
2

Minthogy M konvexitésa miatt L2tfm € M, igy a bal oldal els6 tagja leg-
alabb 4d? (z, M). Megmutatjuk, hogy (z,) Cauchy-sorozat. Legyen ¢ > 0.
Ekkor létezik N € N, hogy minden n > N esetén ||z—=z,|* < d2(z, M) +
+ %. Igy minden n,m > N esetén a legutobbi egyenldség jobb oldala kisebb,
mint 4d? (z, M) +€2, a bal oldal elsé tagja viszont legalabb 4d? (x, M ). Innen
@ — 2| < €2, azaz ||z, — 2| < e. Tehat (z,) Cauchy-sorozat. Mivel H
teljes, ezért (z,,) konvergal egy x, € H vektorhoz. Mivel pedig M zart, ezért
x4 € M. Tovabba nyilvan

|z — 24| = lim || — x,|| = d(x, M).

Hatravan még az egyértelmiiség igazolasa. Tegyiik fol, hogy x, és x* egyarant
olyan M-beli pontok, melyeknek xz-t6l vett tavolsdga minimalis. Tekintsiik
azon (x,) C M sorozatot, amelynek paratlan indext elemei x.-gal, paros
indext elemei pedig x.-gal egyeznek meg. Ez a sorozat eleget tesz a bizonyitas
elején vett sorozatra kirétt kivanalmaknak. Tehat mindaz is igaz ra, amit
arra a sorozatra belattunk; nevezetesen hogy konvergens. Ez viszont csak
agy lehet, ha x* = x, . O
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4.1.2. Feladat. Adjunk példat Banach-térben vektorra és zart altérre, ame-
lyek tavolsaga nem vétetik fol! Jelesiil mutassuk meg, hogy a (Cr [0,1], [|-|| )

1

Banach-téren a ¢f = [ f — f(0) egyenldséggel definialt folytonos lineé-
0

ris funkciondl ker ¢ magterének nincs idjg 1)-hez legkézelebbi pontja! (Otlet:

gondoljuk meg, hogy minden f € ker p-re ||id[071] - f”c > %, ugyanakkor
1

minden 0 < § < 1 esetén van olyan f € ker ¢, amelyre [§,1]-en f (1) =1 — 7,
és [0,0]-n is linearis f. Leellendrizhets, hogy ekkor Hid[OJ] — f”c = f(0) =

_ 0+2

= g5, ami tetszGlegesen kozel keriilhet i-hez.)

A tovabbiakban e szakaszban legyen H valés Hilbert-tér.

4.1.3. Tétel (szigoru szeparacio). Legyen M C H nemdiires konvex zdrt hal-
maz és x € H\ M. Ekkor van olyan y € H vektor, amelyre

sup (u | y) < (z[y).
ueM

Sét feltehetd, hogy ||yl = 1.

Bizonyitds. Riesz tétele szerint létezik M-ben z-hez legkozelebb fekvs .
pont. Persze © # x,. Legyen u € M tetsz6leges. Ekkor minden t € [0,1]
esetén M konvexitasabol

t-ut+(l—1t) x. €M,
ahonnan z, vélasztasa miatt
lr = (- ut+ (L= 1) - @)lI* = ||l — 2.
Ezek szerint az f: R — R,
f@ =z =-ut@=t) -z ) =z -z + - (z.—w)|* =
=z -z )* + 2 (2 —u| 2 — @) + 17 ||z — uff?

nemnegativ értékd masodfoka (vagy konstans) polinomra minden ¢ € [0,1]
esetén f (t) > f (0). Emiatt az elstfoku tag egylitthatoja szitkségképpen nem-
negativ, azaz

(e —u |z —x4) > 0.

Innen y := x — x, vélasztassal minden u € M-re
(o ly) —(u|y) =(zs —u|y) =(zs —u|2z—2,) >0,
azaz (x4 | y) > (u | y), ahonnan

(T« | y) > sup (u|y).
ueM
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Maésrészt
(@]y) = (@ |y) = (@ =2 | y) = & — 2] >0,
ezért
(x| y) > (z |y) = sup (u|y).
ueM
A tétel legutolso allitdsa y # 0y miatt magatol értet6dé. O

4.1.4. Kovetkezmény. Legyenek K, M C H diszjunkt nemiires konvex hal-
mazok, tovdbbd K kompakt és M zdrt. Ekkor van olyan y € H vektor, melyre

(v]y).

S < inf
sup (uly) nf

Bizonyitds. Mivel M zart és —K kompakt, ezért M — K is zart; tovabba
MNK = () miatt 0y ¢ M — K. A fenti tétel szerint ekkor létezik olyan
y € H vektor, amelyre

sup (uly) <(0m|y) =0,

ueM—K
azaz
0> sup (v—wly)= sup (v]y) —(wl|y)=
vEM,wEK veEM,weK
= sup {v]y) = if (wly),
ami bizonyitja allitasunkat. O

4.1.5. Kovetkezmény. Fgy M C H halmaz pontosan akkor konvex zdrt, ha
eléall zart félterek (azaz {x € H : (x| y) < a} alakd halmazok) metszeteként.

Bizonyitds. Az egyik iréany trivialis. A maéasik ugy adodik, hogy a szigora
szeparaciot alkalmazzuk a-re és M-re minden egyes © € H \ M mellett. O

A kovetkez6 szeparacios elv az an. ,er6s” (de a szigortnal ,gyengébb”)
szeparacio. Ehhez néhany megel6z6 észrevételre lesz sziikségiink.

4.1.6. Megjegyzés. Ha M C H konvex halmaz, akkor M is trividlisan
konvex (gondoljunk a lezaras sorozatokkali jellemzésére).

4.1.7. Lemma. Legyen M C H konvex halmaz, x € int M és y € M. Ekkor
minden 0 <t < 1 esetén

t-x+(1—t)-yeint M.
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Bizonyitds. A feltétel szerint van olyan r > 0, hogy = + r - By C M. Ekkor
M konvex volta miatt trividlisan

MDOt-(z+r-By)+(1—-t)-y=t-z+Q—t)-y+t 7By,
amiértist-x 4+ (1 —1t) -y € int M. O
4.1.8. Kovetkezmény. Ha M C H konvex, akkor int M is konvex.

4.1.9. Lemma. Legyen M C H konvex halmaz, x € int M és y € M. Ekkor
minden 0 <t < 1 esetén

t-x+(1—1t)-yeint M.

Bizonyitds. A feltétel szerint van olyan r > 0, hogy x +r - By C M. Persze
ekkor z 4+ r - By C int M is fennall. Tovabba létezik olyan z € M vektor,
hogy ||y — z|| < 155 -r. Most ¢ -z + (1 —t) -y el6all t - u+ (1 — ) - z alakban,
mégpedig nyilvan

u::x+T~(yfz)

vélasztassal. Innen [lu — z|| < 3t |y — 2| < 3% 5 -r =7 miatt u € z +

—t
+r- By Cint M. Az el6z8 lemma miatt igy
t-z+(1—t)-y=t-u+(1—1t) 2z €int M. O

4.1.10. Tétel (erSs szeparacid). Legyen M C H olyan konvexr halmaz,
amelyre int M # &. Ekkor minden x € H \ int M vektorhoz létezik olyan
y € H vektor, amelyre

<(zl|y) (Vu € intM),
(uly) <{zly)  (VueM).

Bizonyitds. Feltehets, hogy © = 0g. Legyen xg € int M. Indirekt tegyiik fol,
hogy —z9 € RS -intM. Mivel zy eleme a konvex nyilt M, := RS -int M
halmaznak, {gy a legutobbi lemma miatt

1 1
0y = 5 " %o + 5 (—z0) € int M, = RS -int M,
ahonnan persze Oy € int M, ami ellentmondés. Ezért —xg ¢ RS -int M. A
szigori szeparacios tétel miatt ekkor van olyan egységnormaja y € H vektor,
amelyre

sup  (u|y) <(-x0|y),
uER?FintM
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ahonnan minden ¢ > 0-ra

Lo
sup {u|y) < (=2 |y),
u€int M

innen pedig t — 400 hataratmenettel sup (u|y) < 0. Legyen most u €
ueint M
€ int M tetszsleges. Ekkor van olyan § > 0 szam, hogy u + § -y € int M,

innen

(wly) <(uly)+o-yl*=(u+dyly) <0=(0x|y),

ami bizonyitja is az allitdsunk els§ felét. Legyen most u € M tetszéleges.
Ekkor az egyik fenti lemma szerint minden 0 < ¢ < lesetént-zo+(1 —1t)-u €
€ int M, igy a mar latottak miatt

{t-zo+(1—t)-uly <(0m|y),

ahonnan ¢ — 0+ hataratmenettel (u | y) < (O | y), ami bizonyitja az allitas
masodik felét. O

4.1.11. Kovetkezmény. Legyenek K, M C H diszjunkt nemiires konvex
halmazok, és tegyiik fol, hogy int M # &. Ekkor van olyan y € H vektor,
amelyre

(
(

Bizonyitds. Ha x € K, akkor x — int M egy olyan nemiires nyilt halmaz,
amely K — M-ben fekszik, tehat int (K — M) # @. Igy alkalmazhatjuk a
fenti tételt a konvex K — M halmazra és a rajta kiviil fekvé Oy vektorra,
ebbdl éppen egy kivant tulajdonsaga szeparaciot nyeriink. O

ly) < (v]y) (Vue K,veint M),

U <
uly) <{(z|y) Mue K,veM).

Véges dimenzioban a szeparacios elv tovabb vihets. Ehhez egy (szemlélete-
sen nyilvanvald, de annal inkdbb fontos) technikai lemmara lesz sziikségiink.

4.1.12. Lemma. Legyen H véges dimenzids valds euklideszi tér és M C H
olyan konvex halmaz, amelyre Oy ¢ M. FEkkor van olyan (xp) C H\ M
sorozat, amely normdban tart O -hoz.

Bizonyitds. Ha Og ¢E, akkor konstans sorozattal készen vagyunk. Tegyiik
hat f6l, hogy Oy € M \ M. Most linM-nek vegyiink fol egy M-bdl vett
(u1,u, ..., uy,) bazisat. Indirekt tegyiik fol, hogy van olyan o > 0 szam,
hogy

vi=—o- (U Fug -+ um) € M.
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Ekkor van olyan(y,) C M sorozat, amely tart v-hez. Legyen (o1, @2, .., ©m)
az (ug,ug, ..., Uy) bazis duilis bazisa. Persze minden z € linM-re

m
=Y ;@) uj
j=1

Tovabba linM véges dimenzios volta miatt a @1, ps,..., @, funkcionalok
folytonosak, igy minden j = 1,...,m-re ¢; (yn) = ¢; (v) = —a. Ezért van
olyan n € N index, hogy mindegyik j-re ¢; (y,) < 0. Ekkor

1 i — 0k (Yn)

1= > ¢ (yn) k=11— ;1 ©5 (Yn)

j=1 J

1 m
1-— Z ©; (Yn) k=1

Jj=1

CUE =

bal oldala tényleg igazi konvex kombinacio, igy y,, u1,us, ..., Uy, € M miatt
eleme is M-nek, a jobb oldal pedig Oy, tehat 0y € M. Ez ellentmondas. Igy
minden o > 0 mellett —a - (ug +ug + -+ + ) ¢ M, tehat az

1
Tn, ::—E-(ul—&—uz—i—---—kum)

valasztassal nyert (z,,) meg is felel a lemma allitasanak. O

4.1.13. Tétel (végesrangu szeparacio). Legyen H véges dimenzids valds euk-
lideszi tér és M C H olyan konvex halmaz, amelyre O ¢ M. Ekkor van olyan
y € H nemnulla vektor, amelyre

sup (u | y) <0.
ueM

Bizonyitds. A fentilemma szerint van olyan (z,,) C H\M sorozat, amely nor-
méaban tart 0g-hoz. A szigori szeparécios tétel miatt minden n-re van olyan

egységnormaju y, € H vektor, hogy sup (u | y,) < (z, | yn). A Bolzano—
u€M
Weierstraf-tétel miatt (y,,)-nek van olyan (y,,) részsorozata, amely normé-

ban tart egy y € H vektorhoz. Persze igy ||y|| = 1. Tovabba k& — oo
hataratmenettel minden u € M-re

(uly) = kggloo (| Yyny) < kEToo (Trg | Yny) < kgrfoo lZnll - llynll = 0,

ami igazolja a bizonyitandé allitast. O
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4.1.14. K6vetkezmény. Legyen H véges dimenzios valds euklideszi tér. Ek-
kor tetszbleges K, M C H diszjunkt nemiires konvex halmazokra van olyan
y € H nemnulla vektor, hogy

S < inf .
ugﬂg(ﬂlw_;gK(vlw

Bizonyitds. Alkalmazzuk a tételt a konvex M — K halmazra. O

4.1.15. Példa. A sikbeli M := ((—o0,1) x (0, +00))U {[(1)]} konvex halmaz
diszjunkt az origdtol, és a fenti tételben szereplé mdédon szeparalhato is téle
(pl. a —pr, lineéris funkcionallal), de szigortan nem szeparalhato, s6t abban
az értelemben erésen sem, hogy nincs olyan y € R? nemnulla vektor, amelyre
minden u € M esetén (u | y) < 0 allna fonn.

4.1.16. Példa. Ha H véges dimenzios euklideszi tér és f : [a,b] — H folyto-
nos, (a,b)-n derivalhat6 fiiggvény, amelyre f (a) = f (b) = Op, akkor konnye-
dén adodik, hogy

0y €conv({f (t):a<t<b}).

(Legyen n := dimlin (Ry). Persze foltehetd, hogy n > 1. Indirekt tegyiik fol,
hogy meégis Oy ¢ conv ({f' (¢) : a <t < b}). Ekkor alkalmazhatjuk a véges-
rangu szeparaciot, amelybdl egy olyan nemnulla y € lin (R ;) vektort nyeriink,
hogy (- | y) o f derivaltja nempozitiv, tehat (- | y) o f monoton fogyo; no de a
végpontokban nulla, igy végiil is (- | y) o f azonosan nulla. Emiatt R, C y*,
ami (n — 1)-dimenzids, s ez ellentmondéas.) Innen tetszéleges f : [a,b] — H
folytonos, (a,b)-n derivalhato fiiggvényre trividlisan

f(b) - f(a)
b—a
(Mint az kozismert, a Lagrange-féle kozépeértéktétel klasszikus alakjaban mar
R%-be képezd fiiggvényre sem igaz, lasd pl. f:[0,2] = R? ¢+ [$*7]))
4.1.17. Feladat. Igazoljuk a kovetkez6t: ha X valds vektortér, A C X kon-
vex halmaz, fi, fa,..., fn : A — R pedig olyan konvex fiiggvények, amelyek
felsé burkol6ja nemnegativ, akkor az f1, f,.. ., fn fiiggvényeknek van olyan
konvex kombinécioja is, amely nemnegativ. (Otlet: alkalmazzuk R"-ben a
végesrangu szeparicios tételt az origora és a

C:={aeR":3z € A, hogyVj-rea; > f;(x)}

econv({f' (t):a<t<b}).

konvex halmazra, majd lassuk be a kapott vektor nemnegativitasat.)

4.1.18. Feladat (gyenge*-szeparaci6). Legyen X valos normalt tér, ) # K C
C X* konvex halmaz, p € X* ¢ >0 és x1,x2,...,2, € X olyanok, hogy

(N { e X :v(a)) € lpley) e p(ay) e} N K =0

Jj=1
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Mutassuk meg, hogy ekkor van olyan a € X vektor, hogy

sup ¢ (a) +¢ < ¢ (a).
PeEK

(Otlet: Alkalmas eltolassal elérhets, hogy Ox« € K. A vektorok alkalmas
atelGjelezésével és e csokkentésével az is elérhetd, hogy mindegyik ¢ (z;) —
— ¢ pozitiv legyen. A feltétel, K konvex volta és O0x- € K alapjan ekkor
minden ¢ € K-ra van olyan j, hogy ¥ (z;) < ¢ (z;) —e. Alkalmazzuk az el6z6
feladatot a ¢ — ¢ (z;) — e — v () konvex fiiggvényekre a K halmazon.)

Véges dimenzios terekben a normak ekvivalencidja miatt mér az eddigiek
alapjéan is trivialis, hogy a fenti tipusi szeparéiciok tetszsleges norma mellett
is igazak.

4.1.19. Tétel (Goldstine). Legyen X walds Banach-tér, & € X** ||®] < 1
és H C X* véges halmaz. Ekkor tetszdleges € > 0 esetén van olyan z € X,
lz]| <1 vektor, hogy minden ¢ € H mellett |Dp — pz| < e.

Bizonyitas. Jelolje x € X vektorra ¥ € X**, Ty := px. Indirekt tegyiik fol,
hogy a ® € R vektor nincs benne a véges dimenzios (R¥, ||-|| ) normaélt
térben vett

K = {£|H HF RS Bx}
konvex kompakt halmazban. Ekkor a szigort szeparacios tétel miatt van olyan
a € R¥ vektor, amelyre

Y alp) @p>maxy alp)-ale)=sup > alp) ez,

pEH pEH rEBx pEH

innen @, := > a(yp) - valasztassal persze
peH

Py, > sup .z = |||,
TEBx

ami ||®]| < 1 miatt ellentmondas.
Tehat @5 € K, igy € sugart kornyezete tartalmaz egy )z, v € Bx alakt
vektort. Ez az = éppen megfelel a tétel kivinalmainak. [

4.2. A Krein—Milman-tétel végesranga verzidja

Legyen X valos vektortér. Egy M C X konvex halmaznak egy K konvex
részhalmazat az M halmaz extremdlis részhalmazénak mondjuk, ha

wveMO0<t<lt-ut+(l—-t)-ve K = u,veK.
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Azt mondjuk, hogy egy M C X konvex halmaznak egy x € M pont extremdlis
pontja, ha {x} extremalis részhalmaza M-nek, azaz

uveMO<t<lt-u+(l—t)-v=0=—u=z="0.

4.2.1. Megjegyzés. Egy x € M vektor pontosan akkor extremalis pontja
M-nek, ha M \ {z} is konvex.

Az M C X konvex halmaz extremalis pontjainak dsszességét jelolje ext(M).
Egy F C X halmaz konvex burkat jelolje conv (F).

4.2.2. Megjegyzés. Az M C X konvex halmaz tetszélegesen sok extremalis
részhalmazanak metszete is trivialisan extremalis részhalmaza M-nek (felté-
ve, hogy a metszet értelmezve van).

4.2.3. Megjegyzés. Ha K extremélis részhalmaza M-nek és L extremalis
részhalmaza K-nak, akkor L extremalis részhalmaza M -nek.

Bizonyitds. Tegytik fol, hogy u,v € M, 0 <t < 1,t-u+ (1—t)-v € L.
Ekkor L C K miatt u,v € M,0 <t <1, t-u+(1—1t)-v e K. Mivel K
extremalis részhalmaza M-nek, ezért u,v € K. Tehat u,v € K,0 < t <
<1,t-u+(1—t)-v € L is igaz. Mivel L extremalis részhalmaza K-nak,
ezért innen u,v € L. MIndezzel éppen azt mutattuk meg, hogy L extremalis
részhalmaza M-nek. O

4.2.4. Kovetkezmény. Ha K extremdlis részhalmaza M -nek, akkor ext(K) C
Cext (M).

A tovabbiakban legyen H valos Hilbert-tér.

4.2.5. Definicio. Tetszbleges M C H konvex halmaz és y € H esetén jeldlje
MW .= {xEM(x|y) = sup (- |y>}
M

(Persze M) {ires is lehet.)

4.2.6. Allitas. Tetszéleges M C H konvex halmazra ésy € H vektorra M)
extremdlis részhalmaza M -nek.

Bizonyitds. Legyenek u,v € M, 0 < t < 1 és tegyiik f6l, hogy t-u+(1 —t)-v €
€ M®. Ekkor

tesup (- |y) + (1 —t)-sup (- |y) =sup (- |y) =(t-ut(1—1)-v|y) =
M M M

=t-(u|lyy+1—-1t) (v|y,
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ahonnan
0=t (sup 1)~ () + =0 (sup 1~ o).

Mivel e legutobbi 6sszeg mindkét tagja nemnegativ, ezért sziikségképpen
(u|y) =sup(-|y) = (v |y), azaz u,v € MW. Tehat M) extremalis rész-
M

halmaza M-nek. O

4.2.7. Kovetkezmény. Tetszdleges M C H konver halmazra és y € H
vektorra
ext (M(y)) Cext (M).

4.2.8. Megjegyzés. Ha M C H nemiires konvex kompakt halmaz, akkor
minden y € H-ra M) is nemiires konvex kompakt (M-nek egy zart affin
halmazzal vett metszete, amely a Weierstrafi-tétel alapjan nemiires).

4.2.9. Tétel (Krein-Milman 1.). Ha M C H konvexr kompakt halmaz és
lin (M) véges dimenzids, akkor

M = conv (ext (M)).

Bizonyitds. n = dim (lin (M))-re vonatkozé teljes indukcioval bizonyitunk.
n = 0-ra az allitas nyilvanvalo. Most tegyiik fol, hogy az allités n-ig igaz, és
ebbdl bizonyitsunk n + 1-re. Legyen hat H valés Hilbert-tér és M C H olyan
konvex kompakt halmaz, amelyre dim (lin (M)) = n + 1.

Legyen x € M. Ekkor M korlatos zart volta miatt létezik legkisebb, il-
letve legnagyobb t,, illetve t* valos szam, hogy t,. - x és t* - © € M. Persze
t, <1 < t*. Megmutatjuk, hogy ¢, -z és t* -z € conv (ext (M)). Mivel a
lin (M) (n + 1)-dimenziés euklideszi térben M és (t*,400) - x nemiires disz-
junkt konvex halmazok, ezért a végesrangu szeparacios tétel miatt van olyan
y € lin (M) nemnulla vektor, hogy barmely u € M és t > t* esetén

(uly)<(t-zly),
innen ¢t — ¢* hataratmenettel sup (- | y) < (t* -z | y), ahonnan t* -z € M
M
miatt

<t*-w|y>=8}\14p<-|y>,

azaz t* - x € MW, Ezért MW —t* . C ker (- | y), masrészt y # Oy miatt
ker (- | y) az (n + 1)-dimenzids lin (M) vektortérben n-dimenzios altér, igy az
indukciods feltevés alapjan

MW —*. 2 = conv (ext (M(y) —t* w>>7
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speciélisan 0 € conv (ext (M® —t* - z)), ahonnan trividlisan
t* - € conv (ext (M (y))) , innen pedig a legutébbi kovetkezmény alapjan

t* -z € conv (ext (M)).

Hasonloan lathato, hogy t.-x € conv (ext (M)). Innen conv (ext (M)) konvex
volta miatt
x € conv ({t. -z, t* - x}) C conv (ext (M)).

Ezzel megmutattuk, hogy M C conv (ext (M)). Persze M konvexitasa miatt
conv (ext (M)) C M. Tehat az allitas n + 1-re igazolt. O

4.2.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (Cr[a,b],|||) valéos Banach-
térben a Begap egységgdmbnek pontosan két extremdlis pontja van, és
conv (ext (ECR[a’b])) csupa konstans fliggvénybdl all (tehat benne van egy
egydimenzios altérben!), jollehet maga az egységgémb végtelen dimenzids te-
ret feszit ki.

4.3. Ortonormalt sorozatok

A tovabbiakban legyen (H, (- | -)) Hilbert-tér K {6lott.

4.3.1. Definicié. Egy (x) C H sorozatot ortogondlisnak mondunk, ha kii-
16nb6z8 indext elemei paronként ortogonalisak egymasra. Az (xx) C H orto-
gonalis sorozatot ortonormdltnak nevezziik, ha minden eleme egységnyi nor-
maja. Ha (x) C H ortogonalis sorozat, akkor a H-beli )y, sort ortogondlis
sornak mondjuk.

4.3.2. Allitas. Egy H-beli 3" x), ortogondlis sor pontosan akkor konvergens,
ha a3 ||lzl|> numerikus sor konvergens. Tovdbbd a sor konvergencidja esetén

+oo +oo

2
2kl =2 Nl
k=1 k=1

Bizonyitds. Y x), konvergencidja az (n— Y., _, x)) sorozat konvergenciajat
jelenti, ez pedig a Cauchy-tulajdonsaggal ekvivalens. Azaz ) x) pontosan
akkor konvergens, ha minden € > 0 szdmhoz van olyan N € N, hogy minden
n>m > N esetén ||Yp_ x| < e, ami persze ugy is fogalmazhato, hogy
minden € > 0 szdmhoz van olyan N € N, hogy minden n > m > N esetén
1>, mkHQ < e. No de a sor ortogonilis volta miatt a Pitagorasz-tétel

2

alapjén ilyenkor mindig ||S20_  zx]|* = S27_  ||z]|®. Tehat 3 24 pontosan
akkor konvergens, ha minden € > 0 szadmhoz van olyan N € N, hogy minden
n > m > N esetén y ,_ |zx]> < e. Ez pedig a fentebbihez hasonloan
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pontosan azt jelenti, hogy a numerikus 3 [|lzx|° sor konvergens. Ezzel az
allitasban szereplé ekvivalenciat igazoltuk is.
Most minden n-re a Pitagorasz-tétel miatt

n 2 n

2
> ak| =Dl
k=1 k=1

s ha most )z konvergens, akkor egyszerti hataratmenettel

2

—+oo
Do
k=1

+oo
2
=l -
k=1

4.3.3. Allitas (erds Bessel-egyenlGtlenség). Legyen (uy) € H ortonormdlt
sorozat. Ekkor minden x € H esetén

—+oo

>l [ < el

k=1

Bizonyitds. Minden n € N-re a linearis algebrabol jol ismert Bessel-egyenl6t-
lenség miatt Y, [(z | w)|® < ||lz||°. Az llitas innen n — +oo hataratme-
nettel adodik. O

4.3.4. Kévetkezmeény. Legyen (ur) C H ortonormdlt sorozat. Ekkor min-

den x € H wvektorra a H-beli >, (x| ug) - ug sor konvergens, tovdbbd y :=
+oo

= > (x| ug) - up definicidval minden n-re (y | un,) = (X | ty).
k=1

Bizonyitds. Mivel > (x | ux) - us, ortogonalis sor, ezért a fenti két allitas alap-
jén konvergens is. Tovabba minden n-re az (- | u,) fliggvény folytonossiga és
linearitasa miatt

+o0 too
= (5 o L) e L ) = 55 o) o) = ),
hiszen a legutébbi szumma tagjai az n-ediktél eltekintve mind nullak. O

E ponton emlékeztetiink a (korabban targyalt) négyzetesen felosszegezhets
K-sorozatok K folstti (€%, (- | -)) Hilbert-terére.

4.3.5. Megjegyzés. Ha (ur) C H ortonormalt sorozat, akkor minden = €
€ H esetén az T : N — K, n — (z | u,) sorozat az erds Bessel-egyenlGtlenség
miatt eleme ¢%-nek.
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4.3.6. Definici6é. Egy (ux) C H ortonormalt sorozatot teljes ortonormdlt
sorozatnak mondunk, ha minden z € H-ra

VYneN:(r|u,) =0= 2z=0g.

4.3.7. Megjegyzés. Ha (u;) C H tetszéleges ortonormélt sorozat, akkor az
M :=lin ({u,, : n € N}) Hilbert-térben (uy) teljes ortonormalt sorozat.

Bizonyitds. Legyen x € M olyan, hogy minden n € N-re (z | u,) = 0. Esze-
rint minden n-re u, € . Mivel at altér, ezért persze lin ({u,, : n € N}) C
C . Mivel pedig a2t zart is, ezért M C z*, innen € 2, ahonnan z =

O

= 0y.

4.3.8. Tétel. Legyen (ur) € H ortonormdlt sorozat. Ekkor a kivetkezdk
ekvivalensek :

1. az (ux) ortonormdlt sorozat mazximdlis abban az értelemben, hogy sem-
milyen x € H esetén sem lesz x,u1,us,us, ... ortonormdlt sorozat;
2. az (ur) C H ortonormdlt sorozat teljes;

“+oo
3. minden x € H-ra x = Y (x| ug) - ug;
k=1

+oo
4. minden x,y € H-ra (x |y) = Y, (x| ug) - (y | uk);
k=1
: 2 2
5. minden x € H-ra ||z]|” = > |{x | ur)|” (Parseval-formula).
k=1

Bizonyitds. 1=2: Legyen « € H olyan, hogy minden n € N-re (z | u,) = 0.
Indirekt tegyiik f6l, hogy = # Op. Ekkor y := Hi—” véalasztassal természete-
sen minden n € N-re (y | u,) = 0, igy viszont y,u1,us, us, ... ortonormalt
sorozat, ami ellentmondésban all 1.-gyel.

2=3: Legyen x € H. Ekkor a korabban mar latottak miatt > (@ | ug) - ug

+oo
konvergens sor, s ekkor y := Y (x| ug)-ug valasztassal minden n-re (y | u,) =

k=1
= (x| up). Innen minden n-re (x — y | u,) = 0, ahonnan 2. miatt x —y = Oy,
+oo
azaz ¢ =y = »_ (x| uk) - uk.
k=1

3=4: Az (- |_y> fliggvény folytonossaga és linearitasa miatt

+oo too 1 T
(z|y) = <Z <33Uk>'uk-y> = <$|Uk>'<w€|y>=k§1<ﬂf\w>'<y|uk>-

k=1 k=1

4=-5: y = x valasztassal trivialis.
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5=1: Indirekt tegyiik 6], hogy van olyan z € H vektor, amelyre x,us, ua,
us, . .. ortonormélt sorozat. Ekkor persze egyrészt ||z| = 1, méasrészt minden
n € N-re (z | up,) = 0, ahonnan 4. miatt

+oo —+oo
2 2
2] =" [ [u)* =D 0=0,
k=1 k=1
ami ellentmondas. Tehat az uq, ug, us, . .. ortonormaélt sorozat maximalis. [

4.3.9. Allitas. Egy (ux) € H ortonormdlt sorozat pontosan akkor teljes, ha
H =1lin ({ug : k € N}).

Bizonyitds. Ha (uy) teljes, akkor a fenti tétel 3. pontja miatt H minden eleme
normaban kozelithet6 lin ({uy : k € N})-bol vett sorozattal. Megforditva, ha
H =1lin ({uy : k € N}), akkor a legutobbi megjegyzés értelmében (ug) teljes
ortonormalt sorozat lin ({uy, : k € N}) = H-ban. O

4.3.10. K6vetkezmény. Ha H-ban létezik egy (uy) C H teljes ortonormdlt
sorozat, akkor H szepardbilis.

Bizonyitds. A Szeparabilitds c. korabbi szakaszban szerepelt, hogy a

T ({f :n € N})
alaku alterek mindig szeparabilisak. O

4.3.11. Példa. A ¢% Hilbert-térben minden n € N-re e, : N = K, j > 6,
definicioval trividlisan (e,) C ZH% teljes ortonormaélt sorozat. Kévetkezésképp
(% szeparébilis.

4.3.12. Tétel. Ha (uy) C H teljes ortonormdlt sorozat, akkor a ® : H — (%,
O (z):N=>K, n (x| uy)
leképezés normatarts izomorfizmus (in. izometrikus izomorfizmus).

Bizonyitds. Egy fentebbi megjegyzés alapjan ® a H halmazt valoban (%-ba
képezi. A (- | u,) fiiggvények linearitdsa miatt ® maga is linearis. A Parseval-
formula miatt minden x € H-ra

Jr
2 = 2 2
lzl7r =D e | u)® = 1@z |
k=1

tehat ® normatarto is, persze ekkor injektiv is. Mar csak a sziirjektivitast
kell megindokolnunk. Legyen (a1, aa,...) € (% tetszéleges. Ekkor persze
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—+o0 > sz loe|* = S e -ug||*. Innen a mar latottak alapjan (o - uz)
ortogonalis volta miatt H-ban > (ay, - ux) konvergens sor. Jelolje e sor Gssze-
gét x. Minden n-re az (- | u,) figgvény folytonossidga és linearitdsa miatt
trividlisan (x | u,) = a,,, ahonnan persze

(a1, a9,...) = dx.
Tehat @ sziirjektiv is. O

Mar sok mindent tudunk a teljes ortonormalt sorozatokrol, de létezésiikre
eleddig még nem lattunk feltételt.

4.3.13. Tétel (erés Gram-Schmidt). Minden végtelen dimenzids szepardbilis
Hilbert-térben létezik teljes ortonormdlt sorozat. S6t ha (fn) C H olyan li-
nedrisan fliggetlen sorozat, hogy

H:E({fn:nEN})v

akkor uy 1= Hﬁl\’
Jot1 — Z <fn+1 | uk> T Uk
Uny1 = b=l (n € N)
’ Jnt1 — kz <fn+1 | uk?> s Ug
=1

rekurzidval egy olyan H-beli teljes ortonormdlt (u,) sorozatot kapunk, amelyre
minden n € N esetén

lin (uy,ug, ..., uy,) =Un (f1, fo, ..., fn) -

Bizonyitds. Elgszor az allitds masodik felét indokoljuk. Mivel a megadott
rekurzi6 egybeesik a véges dimenziébdl jol ismert Gram—Schmidt-eljarassal
(nevezetesen a fenti joldefinialt rekurzié minden n-re a lin (f1, fo,. .., fn) tér-
ben az (f1, fa, ..., fn) bazishoz éppen az (uj,us,...,u,) ortonormalt bazist
allitja els), ezért minden n-re (uy,us, ..., u,) ortonorméalt rendszer H-ban és
lin (uy,ug, ... uy,) =lin(f1, fo, ..., fn). Ebbdl az is azonnal kivetkezik, hogy
(up,) ortonormaélt sorozat és

lin ({u, :n e N}) =lin({f, : n € N}),

ahonnan lin ({u, : n € N}) = lin ({f, : n € N}) = H. Az egyik fenti allitas
értelmében viszont ekkor (u,,) teljes ortonormaélt sorozat H-ban.

Az allitas els6 fele a most bizonyitottakbol azon korabbi allitas alapjan
kovetkezik, mely szerint egy végtelen dimenzios szeparabilis normalt tér elgall
linearisan fiiggetlen sorozat zart linearis burkaként. O
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4.3.14. K6vetkezmény. Egy végtelen dimenzios Hilbert-tér pontosan akkor
szepardbilis, ha van benne teljes ortonormdlt sorozat.

4.3.15. Kovetkezmény. Ha H végtelen dimenzids szepardbilis Hilbert-tér K
folétt, akkor izometrikusan izomorf (% -vel, azaz létezik ® : H — (% izomet-
rikus izomorfizmus.

4.3.16. Allitas. Tetszdleges végtelen dimenziés H Hilbert-térben is létezik
ortonormdlt sorozat (de nem feltétlenil létezik teljes).

Bizonyitds. Vegyilk H egy megszamlalhato linearisan fiiggetlen részhalmaza-
nak zart linearis burkat. Ez szeparabilis Hilbert-tér, amelyben van ortonor-
maélt sorozat. O

4.3.17. Példa. Korabbiak alapjén a polinomok L% [—1,1]-nek stir{ alterét al-
kotjék. Az L2 [—1,1] Hilbert-térben a linearisan fiiggetlen (¢)>% polinomso-
rozatbél Gram—Schmidt-eljarassal kaphato teljes ortonormalt (u,) polinom-
sorozatot Legendre-polinomoknak szokas nevezni.

4.3.18. Tétel. Az L3 [0,27] Hilbert-térben az uy (t) := \/%,
() : = — cos kt
u i = —=cos
2k ﬁ )
1
Ugpt1 (1) : = —=sinkt

N3
definicioval nyert (u,,) sorozat egy teljes ortonormdlt sorozat L3 [0,27]-ben.

Bizonyitds. Az ortonormaltsag egy egyszerd integralasi gyakorlat. Ugyanak-
kor lin ({u,, : n € N}) megegyezik a trigonometrikus polinomok terével, amely
viszont stird altere LZ [0,27]-nek A Meyer-tétel és a Dynkin-tétel. Siriség
LP-ben c. szakaszban foglaltak szerint. Tehat L2 [0,27] = lin ({u,, : n € N}),
tehat a fentebb latottak miatt (uy,) teljes. O

4.3.19. Definicié. A fenti tételben szerepld teljes ortonormaélt sorozatot
klasszikus trigonometrikus rendszernek vagy klasszikus Fourier-rendszernek
nevezziik.

4.3.20. Feladat. Irjuk fol a fenti (u,) ortonormalt sorozatra és az f (t) =
= ”74 fliggvényre a Parseval-formulat! Igazoljuk, hogy

+
8

1_7T2

2 6 !
1

b
I
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4.3.21. Feladat. Mutassuk meg, hogy L2 [0,27]-ben u; (t) :=
ugg (t) : =

Uk+1 (t) =

-5l
3 3
. X

definicioval (uy) teljes ortonormélt sorozat!

4.3.22. Kovetkezmény (klasszikus Parseval-formula). Tetszdleges
f € L3027 fiiggvényre

2 27
Jirera=g-| [
0 0

illetve barmely f € L% [0,27] figgvényre

2 2w 2 2 2
+oo 1 +o00 1
f +I;; /f(t)-cosktdt —l—;; /f(t)-smk;tdt ,
=1 o =1 1o

2

27 +o0 1 27

2 . ik
[iro) w=3 5 [ra-ea
0 =— 0

4.3.23. Feladat. Kozismerten minden n > 0 egészre egy és csak egy olyan p,,
valos polinom létezik, amelyre minden ¢ mellett p,, (cost) = cosnt (Csebisev-

polinomok). Mutassuk meg, hogy az ﬁ o s \/% - pp, polinomok (n € N)

teljes ortonormalt sorozatot alkotnak a Lg ([—1,1],B([-1,1]), ) Hilbert-
térben, ahol u (A) = {ﬁdt. (Otlet: Az ortonormaltsaghoz a t = cosu

integraltranszformacioval térjiink a [—m,0] intervallumra, és hasznaljuk fol a
klasszikus trigonometrikus rendszerre mar latottakat. A teljesség a polinomok
stiri voltabol adodik.)

4.3.24. Megjegyzés. Ha M < H altér, akkor minden = € H esetén legfel-
jebb egyetlen olyan y € M vektor létezik, amelyre x —y L M. (Tudniillik ha
Y1, Y2 € M, ugyanakkor x —y1,x—ys L M, akkor y; —ys egyrészt M-ben van,
mésrészt y; — y2 = (z —y2) — (¥ —y1), ami ML altér volta miatt M*-ba
esik. Specialisan y; — yo ortogondilis sajatmagara, amiért is nullaval egyenld,
azaz yi = yz.)

4.3.25. Definicié. Ha M < H altér, és egy x € H vektorhoz létezik olyan

y € M vektor, amelyre x —y L M, akkor ezen y vektort az x vektor M-re
esd ortogonalis vetiiletének nevezziik és Py (z)-szel jeloljiik.

4.3.26. Allitas. Ha M < H zirt szepardbilis altér, akkor minden x € H
esetén létezik Py (x) € M. Az igy nyert Py : H — M leképezés eleme
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L (H)-nak és | Pyl € {0,1}. Ha (ux) teljes ortonormdlt sorozat M -ben, akkor

minden x € H-ra
—+oo

Py =5 (x| ug) - ug.
k=1
Bizonyitds. Elészor az utolso allitast indokoljuk. Legyen (uy) teljes ortonor-
maélt sorozat M-ben. Minden x € H-ra az erés Bessel-egyenl6tlenség miatt
S|z | ug)|? konvergens, tovébba egy masik tétel miatt az M Hilbert-térben
> {x | ug) - u, konvergens, ezért az A: H — M,

+oo
Az =Y (x| ug) - ug
k=1

leképezés joldefinialt. A sorésszegzésre vonatkozo legalapvetsbb szabalyok mi-
att A lineéris. Az ortogonalis sorok 0sszegének norméjara vonatkozo korabbi
formula miatt pedig minden x € H-ra

—+oo
2 2 + 2
|| Az|] =k21 K ) - )™ = 32025 K [ )]

ami az erés Bessel-egyenlStlenség miatt ||z[*-nal nem nagyobb. Ugyanakkor
nyilvan [|Aus|| = ||u1]| , amiért is ||A]| = 1.

Most az er6s Bessel-egyenlGtlenség kovetkezménye miatt minden n-re
(Az | up) = (z | un), ahonnan u, € (x — Az)". Mivel ez utobbi zart altér,
ezért azonnal adodik, hogy

M =Tin ({un : n € N}) C (z — Az)™.

Azaz © — Ax 1 M. Fzzel igazoltuk, hogy Ax éppen az M-re es6 ortogonalis
vetiilete z-nek, azaz Ax = Py (). Ezzel Py : H — M definialt és Py = A
(s persze igy || Pu|| = 1). Eppen ezt akartuk igazolni.

Az allitas els6 fele véges dimenzidos M esetén linearis algebrabdl ismert
(azzal egyiitt, hogy || Pum|l € {0,1}). Tegyiik fol, hogy M végtelen dimenzios.
Az er6s Gram—Schmidt-tétel miatt ekkor van benne teljes ortonormalt soro-
zat. Igy az allitas bizonyitando els fele a mar bizonyitott részbdl azonnal
kovetkezik. O

4.3.27. Tétel (Riesz). Ha M < H tetszéleges zdrt altér, akkor is minden
x € H esetén létezik Py (x) € M.

Bizonyitds. Legyen x € H. Egy koradbbi Riesz-tétel alapjan létezik olyan
x. € M, amelyre || — x.|| = d(x, M). Megmutatjuk, hogy z. = P (z).
Valoban, minden y € M vektorra és t > 0 szamra

& (2, M) < ||z = (@, + t-9)|* = (@ —z.) —t-y|* =
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=& —z.)* +2t-Re (e —a. | y) + 8- |ly|* =
= d* (2, M) + 2t -Re (z —a. | y) + - ly|*,

ahonnan 0 < 2¢-Re (z — a, | y)+t2-|jy||*, tehat 0 < 2Re (x — z, | y)+t-||y||*,
innen pedig t — 0+ hataratmenettel

0<2Re(r —z.|y).

Most y helyébe —y-t irva, azonnal 0 = Re (z — x, | y). Innen trivialisan 0 =
= (x — x4 | y) is fennéll (ha K = C, akkor irjunk y helyébe i - y-t). Mivel ez
minden y € M-re all, ezért © — x,. L M, tehéat z, valoban Py (z). O

4.3.28. Allitas. Legyenek M,N C H, x € H. Ekkor

1. 05 =H és H- = {0y };
2. xEMJ-<:>M§:EJ-;
3. MCN= NtCM*;
4. ML = (tinM)* = (Tmdl) " ;
5. (MLY)" =Timdf .
Bizonyitds. 1., 2. és 3. trivialis. Lassuk 4.-et: tetszbleges u € H-ra 2. alapjan

az u € M+ feltétel ekvivalens az M C ut feltétellel, s mivel u't altér (ill. zart
altér), ezért e feltétel a linM C ut feltétellel (ill. a linM C u' feltétellel)

ekvivalens; ami Gjra 2. alapjan az u € (linM )l feltetellel (ill. az u € (hnM )L
feltétellel) ekvivalens. Epp ezt akartuk latni.

S N\t
5.: A definici6 alapjan linM C (linML> , S ez utébbi a mar latott 4.

alapjan (M J-)J'—maul egyezik meg. Igy most mar elegend6 megmutatnunk,
hogy (ML)L C linM. Legyen = € (MJ-)L. A legutobbi tétel szerint 1étezik
Pr—7 (x). Ekkor persze x — Pr—7 (z) € M*. Ezért x € (MJ-)J' miatt

0= (z|z— Pgyr () =
= (Piar () | @ = Prr (7)) + (2 — Py (2) | — Py (2)) -

Mivel pedig & — Pr—7 (2) L linM és P57 (z) € linM , ezért
(Prmir (@) | @ — Prgp (2)) = 0, igy a legutobbi egyenldségsorozatbol

0= (2 — By (@) | @ — Py (@),

azaz © — P77 () = Op, tehat x = Pr 57 (x) € linM. O
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4.4. Gyenge konvergencia Hilbert-terekben

Az alabbiakban legyen H Hilbert-tér K folott.

4.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (x,) C H sorozat gyengén kon-
vergdl az x € H vektorhoz (jelben: z, = z), ha minden y € H esetén
(xn |y) = (x]y) (n— 400). Az (z,) sorozat gyengén konvergens, ha van
ahova gyengén konvergaljon.

4.4.2. Megjegyzés. A ,gyenge limesz” egyértelmd, azaz ha x,, — x és z,, —
z, akkor a K-beli limesz egyértelmtisége miatt minden y € H-ra (x| y) =
= (z | y), ahonnan trividlisan z = z.

4.4.3. Megjegyzés. Nyilvan z,, = x esetén ||z, || - |lz]| > (2, | z) — |||
miatt trividlisan
liminf ||, | > ||z|| -

4.4.4. Allitas. Legyen (z,) C H és x € H. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:

1.z, 5 x éslimsup ||z, || < |z|;

2. xp, = x éslim||z,| = ||| ;
3. z, U T .

Bizonyitdas. 1=2: A fenti megjegyzésbdl nyilvanvalo.
2=3: A feltétel alapjan

2 2 2 2 2
[2n —2|” = [lznll” — 2Re (zn | 2) + ||2]]" = [[2[|” — 2Re (z [ ) + [[z[| = 0.

3=1: Tegyiik fol, hogy x, ”—U z. Innen z,, = = a Cauchy-Schwarz-egyen-
16tlenség alapjan kovetkezik. Az allitas masik fele az |||z, || — ||z]|] < ||xn — ||
egyenlGtlenségbdl kovetkezik trividlisan. O

4.4.5. Példa. Tetszoleges (u,) € H ortonormalt sorozat az erds Bessel-
egyenlStlenség alapjan gyengén tart 0p-hoz, ugyanakkor |lu,|| =1 - 0 =
= [10&|l.

Ortogonélis sorokra viszont mér elég ,¢éles” fegyver a gyenge konvergencia:
4.4.6. Tétel. Egy H-beli Y xy, ortogondlis sorra az aldbbiak ekvivalensek:
LY [lal® < +oo;

2. >z normdban konvergens;

3. >y gyengén konvergens.
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Bizonyitds. 1. és 2. ekvivalencidja az el6zd szakaszban szerepelt. A fenti al-

n
litas értelmében igy elegend6 megmutatnunk, hogy ha Y x4 2z, akkor
k=1

minden n-re < |||

n

> Tk
k=1
Tetszbleges n > m természetes szdmokra az ortogonalitas miatt azonnal

(Lol Ea)-

k=1 k=1

2

)

m
> Tk
k=1

2
. Innen a Cauchy—

m
igy a gyenge hataratmenet miatt <x | > :ck> =
k=1

m
D Tk
k=1

Schwarz-egyenlGtlenség és egy trividlis egyszertsités utan valéban

m
e \ ol a
k=1

4.4.7. Allitas. Legyen M C H konvex zdrt halmaz, © € H és (zn) C M.
Ha x, 5 x, akkor x € M. (E tényt ugy is ki szokds fejezni, hogy egy Hilbert-
térben egy konvex zdrt halmaz dn. gyengén is zart.)

Bizonyitds. Indirekt tegyiik 61, hogy = ¢ M. Ekkor a szigoru szeparicios
tétel miatt van olyan y € H vektor, melyre

a:=sup (u|y) <(z]y).
ueM

Ekkor persze a > (2, | y) — (x| y) > «, ami ellentmondas. O

Szakaszunk {6 allitasa el6tt néhany tovabbi konzekvenciara lesz sziiksé-
glink.

4.4.8. Tétel (Riesz). Minden ¢ € H* funkciondlhoz létezik egy és csak egy
olyan y € H wvektor, amelyre

p="(1ly.
Sat ekkor |lyll = |-

Bizonyitds. El6szor igazoljuk az egyértelmiiséget. Ha y;,y2 € H olyan vekto-
rok, hogy mind ¢ ={(- | y1), mind ¢ = (- | y2) fennall, akkor persze (- | y1 —ya2)
azonosan nulla, igy specidlisan (y; — y2 | y1 — y2) = 0, ahonnan y; = y».
Most lassuk az egzisztenciat. Ha ker ¢ = H, az &llitas y = Op-val trivialis.
Tegyiik 6], hogy létezik z € H \ ker ¢. Mivel ker o zart altér, ezért a korabbi
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Riesz-tétel miatt 1étezik Per 2, és persze u := 2—FPier o2 € (ker cp)l nemnulla
vektor, amiért is u ¢ ker . Masrészt minden x € H-ra természetszertleg

(px) - u— (pu) - x € ker @,

innen u 1 ker ¢ miatt

0= ((px) u—(pu) -z |u)=(ulu) pz—(pu)-(z|u),

_ P Hr|lu)=(=x @-u
903?—<u|u><|> <||u||2 >7

tehat y := ﬁ -u valasztassal (- | y) = ¢. A Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenség

innen pedig

alapjan ugyanakkor trividlisan ||{- | y)|| = |ly||, tehat ||| = ||ly]|. O

Tetsz6leges A € P (N) végtelen halmazon értelmezett fiiggvényt kvdzisoro-
zatnak neveziink. Ha példaul (z,) tetszéleges sorozat és A € P (N) végtelen
halmaz, akkor () 4 kvazisorozat. A kvazisorozatok konvergencidjat termé-
szetes modon értelmezziik.

4.4.9. Megjegyzés. A valos, illetve sikbeli Bolzano—Weierstrafs-tételnek nyil-
van ekvivalens alakja a kovetkezs: Ha f : A — K korlatos kvazisorozat (ahol
A € P (N) végtelen halmaz), akkor van olyan B C A végtelen halmaz, hogy
fiB konvergens kvazisorozat.

4.4.10. Lemma (Cantor-féle atlos elv). Legyen minden n € N mellett adott
egy fn : N = K korldtos sorozat. Ekkor van olyan A € P (N) végtelen halmaz,
hogy minden n € N mellett az (fn)‘A kvdzisorozat konvergens.

Bizonyitds. Rekurzioval definialjunk egy végtelen halmazokbol 4116 monoton
szikiils (A4,) C P (N) sorozatot, a rekurzié6 minden lépésében a fenti meg-
jegyzést hasznaljuk. Az A; halmazt valasszuk gy, hogy ( f1)| 4, konvergens
legyen. Ha mar A,, definialt, akkor a fenti megjegyzést alkalmazzuk a korléa-
t0s (fnt1)|4, kvazisorozatra: eszerint van olyan A1 C A, végtelen halmaz,
hogy ( fn+1)‘ A,,, konvergens kvézisorozat.

Ezzel definialtuk az (A,) C P (N) sorozatot; egyidejtileg minden n € N-
re az (fn) 4, kvazisorozat konvergens. Most az o, := min (4, \ {1,...,n})
monoton névs sorozat trividlisan +oco-be tart, igy A := {ay, : n € N} € P(N)
olyan végtelen halmaz, amelyiknek tetszéleges A,,-bdl csupan véges sok eleme
log ki. Eszerint tetsz6leges n € N mellett igaz, hogy az ( fn)‘ 4 kvéazisorozat az
(fn) |ANA, kvazisorozattol csak véges sok pontban kiilonbozik, tehat ugyanoda
konvergél, mint ( fn)l Ana, » ami persze viszont ugyanoda tart, mint ( f”)l A,
Azaz minden n € N mellett az (fy), 4 kvazisorozat konvergens. O
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4.4.11. Kovetkezmény (Atfogalmazas). Legyen minden n € N mellett
adott egy (a,in)) korldtos K-beli sorozat. Ekkor van olyan (végtelen) (k¢) C N

szigorian novd indexsorozat, hogy az (a,i?) sorozatok mindegyike konver-

gens.

4.4.12. Tétel. Minden (x) C H korldtos sorozatnak van gyengén konver-
gens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen (xy) C H korlatos sorozat. Legyen e sorozat egy korlatja

L > 0. Jelolje minden n, k € N esetén algn) := (2 | xp). Ezzel minden n € N-

re definidltunk egy (a,(cn)) korlatos K-beli sorozatot. A fenti kovetkezmény

miatt van olyan (végtelen) (k¢) C N szigorian névs indexsorozat, hogy az
(a,(;)) sorozatok mindegyike konvergens, azaz minden n-re (£ — {(xg, | 2,))

konvergens. Rogzitsiik e (k) indexsorozatot. Meg fogjuk mutatni, hogy min-
den y € H mellett (¢ — (zk, | y)) konvergens K-beli sorozat. Jelolje

M:={ye H: (- (x| y)) konvergens K-beli sorozat} .

Persze (x,) C M. A konvergens sorozatok Osszegére és szamszorosara vonat-
kozo tétel alapjan M trivialisan altere H-nak. Megmutatjuk, hogy M zért
is. Legyen u € H és (u,) € M, u,, — u. Legyen ¢ > 0. Ekkor létezik olyan
no € N kiiszébindex, hogy n > ng esetén [|u — u,| < 57. Mivel u,, € M,
ezért van olyan £y € N kiiszobindex, hogy minden ¢, j > £, esetén

|<$k,3 — Tk |un0>| < g

Ekkor minden ¢, j > ¢, esetén

< =+ ok — @] = wnll < 5 +2L- o7 =

€,

amivel igazoltuk, hogy (£ — (zy, | y)) K-beli Cauchy-sorozat. Ez persze kon-
vergens is. Ezzel v € M, amivel megmutattuk, hogy M zart altér. Emiatt
lin ({z,, : » € N}) C M. Most legyen y € H tetszéleges. Az egyik Riesz-tétel
miatt 1étezik y; € lin ({z,, : n € N}), hogy y —y; L lin ({z,, : n € N}). Persze
y1 € M. Ugyanakkor y —y; L lin ({z,, : n € N}) miatt az (¢ — (zy, | y — y1))
sorozat azonosan nulla, amiért is természetszerileg y — y; € M. Mivel pedig
M altér, ezért y € M. Ezzel igazoltuk, hogy M = H, tehat minden y € H
mellett (¢ — (z, | y)) konvergens K-beli sorozat.
Jelolje most @ : H — K,

®(y):= lim (zy, |y) = lim (y|zy,).

{— 400 L—4o00
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A konvergens sorozatok Osszegére és szamszorosara vonatkozo tétel alapjan
® trivialisan lineéris funkcional. Ugyanakkor minden y € H-ra

| (y)| = lim [y | zy,)| <limsup [ly[| - lzx, || < L llyll,
£—+o00 l—+oco

tehat @ folytonos is. Ezért a legutobbi Riesz-tétel alapjan létezik egy és csak
egy olyan x € H vektor, amelyre ® = (- | ). Ezzel minden y € H-ra

(@, [y) = @) =(y|z)=(z|y) (£ — +00).
Azaz xj, = . O

4.4.13. Allitas. Legyen M C H nemiires korldtos zdrt konvex halmaz és f :
: M — R folytonos (elég: alulrdl félig folytonos) és konvex (elég: kvdzikonvex)
figguény. Ekkor f az M halmazon félveszi a minimumdt.

Bizonyitds. Legyen o := iJI\14f f- Legyen (8,) C R olyan sorozat, amely szi-

goruian fogyolag tart a-hoz. f (kvazi)konvexitasa és (alulrol félig) folytonos
volta miatt minden n-re 3, > « alapjan

M, :={zeM: f(z) <B.}

nemiires korlatos zart konvex halmaz. Vegylink egy olyan (z,) sorozatot,
amelyre minden n € N esetén xz,, € M,,. Mivel M korlatos, ezért e sorozatbol
kivalaszthatunk egy valamely x vektorhoz gyengén konvergalo (x., ) részso-
rozatot. Az (M,) sorozat monoton sziikiils; ezért tetszbleges j-re az (z,,)
sorozat egy indextdl kezdve Mj-be esik. Mivel pedig M; konvex és zért, ezért
x € Mj, azaz f (x) < f8;. Mivel ez tetszdleges j-re igaz, ezért f (z) < «, tehat
z-ben f folveszi a minimumét. O

4.4.14. Kovetkezmény. Tetszdleges M C H nemdires korldtos zdrt konvex
halmaz és y € H esetén (- | y) folveszi M-en mind a minimumdt, mind a
mazimumdt.

Bizonyitds. Mind (- | y), mind — (- | y) konvex és folytonos fiiggvény. O

4.4.15. Megjegyzés. A fenti kovetkezmény az egyik Riesz-tétel alapjan
azt jelenti, hogy egy Hilbert-téren értelmezett folytonos linearis funkcional
tetszoleges nemiires korlatos zart konvex halmazon félveszi a maximumat és
a minimumaét.

4.4.16. Feladat. Adjunk példat arra, hogy egy Hilbert-téren értelmezett
folytonos linearis A transzformacidra ||| o A az egységgdombén nem fel-
tétleniil veszi {61 a maximumat. (Ez egyuttal példa folytonos konvex fiigg-
vényre, amely egy nemiires korlatos zart konvex halmazon nem veszi fol a
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maximumat.) Jelesiil mutassuk meg, hogy az A : L?[0,1] — L?[0,1], f —
idjg,1) - f folytonos linearis transzformaciéra A (B Lz[ojl])—nek nincs az origotol
legtavolabbi eleme! (||A]| = 1)

4.4.17. Feladat. Mutassuk meg, hogy altaldban egy Banach-tér esetén mar
az is el6fordulhat, hogy egy a téren értelmezett folytonos linearis funkcional
nem veszi f0l a tér egységgémbjén a maximumét! Nevezetesen gondoljuk

1
meg, hogy a (Cr [0,1], ||| ) Banach-téren a ¢f := [ f — f(0) egyenldséggel
0

definialt folytonos linearis funkcionalra ||| = 2, de minden f € Bejo,1) esetén
lof| < 2! (Otlet: a —1 < f <1, of > 2 feltételegyiittes trivialis kalkulacioval
vezet ellentmondasra. Ugyanakkor ¢ (2%/- — 1) — 2.)

4.4.18. Feladat. Mutassuk meg, hogy végtelen dimenzios H esetén tetszd-
leges x € By vektorhoz van olyan csupa egységvektorbol allo H-beli sorozat,
amely gyengén konvergal z-hez! (Otlet: legyen (u,) C 2 ortonormalt soro-

zat 6s x, = x4+ \/1— ||z|* - un.)

4.4.19. Feladat (Banach-Saks-tétel). Mutassuk meg, hogy egy z, — =
tulajdonsagu (x,) C H (korlatos) sorozatnak van olyan (x,, ) részsorozata,

amelyre
Tp, +Tpy, +---+2 .
yk . ni ng k Nk H | T

(Otlet: Feltehets, hogy * = 0. A gyenge konvergencia miatt valaszthato
olyan (z, ) részsorozat, hogy minden k és 1 < j < nj, esetén <ch \ xnk+1> <
< k%rl Ennek atlagsorozata kozvetleniil becsiilhets.)

4.4.20. Feladat. Legyen (u,) C H ortonormalt sorozat. Mutassuk meg,
2

n n
hogy z, := % S up 5 0! Igazoljuk, hogy vy, := % >~ xp normaban nem
k=1 k=1
konvergens! (Otlet: Az uy, vektorok véges linearis kombinacioival valo skalar-
szorzas az () sorozat mentén trivialisan 0-hoz tart. Innen ||z, || = 1 alapjan
egyszeri becsléssel az uy, vektorok zart linearis burkanak elemeivel valé ska-
larszorzés is 0-hoz tart az (x,) sorozat mentén. Ezen altér ortokomplemen-

tuméan a tartés trivialis, ezzel x,, X 0. Most a Parseval-formula alapjan

2
’I'L2
lynll® = + -21 (\[z i) , ahonnan példaul trivilis becsléssel ||ys, || >
J=1 \Vj<k<n
A 1 i 4
2o 2| 2 %) 2

J 2n<k<3n

4.4.21. Feladat. Mutassuk meg, hogy Hilbert-térben egy konvex zart és
egy konvex zart korlatos halmaz Gsszege is zart! (Otlet: hasznaljuk a zart
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halmazok sorozatokkali jellemzését, a gyengén konvergens részsorozat kiva-
lasztasara konatkozo tételt, valamint a konvex zart halmazok gyenge limeszre
valo zartsagat.)

4.4.22. K6vetkezmény (szigora szeparacio I1.). Legyen H valds Hilbert-tér
és K,M C H diszjunkt nemiires konvex zdrt halmazok, tovdbbd K korldtos
is. Ekkor van olyan y € H vektor, melyre

< mi .
sup (u]y) <mip (v |y)

Bizonyitds. Alkalmazzuk a szigoru szeparacios tételt 0y-ra és a konvex zart
K — M halmazra. O

4.4.23. Megjegyzés. A fenti kovetkezmény mintha elsére azt sugallné, hogy
nem is a kompaktsig, hanem kozvetleniil a korlatos zartsag az oka a szigoru
szeparacionak. Am ne feledjiik, hogy a Hilbert-terek nagyon is specialis hely-
zetet foglalnak el a Banach-terek kozott, s dltalanosabb keretek k6zott bizony
mar a korlatos zartsaggal nem sokra megyiink. Egyébként nagyon is kompakt-
sagi gondolaton keresztiil sikeriilt e szeparaci6ig jutnunk. Banach-terekben ez
az allitas ebben a megfogalmaziasban méar nem igaz, lasd az alabbi példat.

4.4.24. Példa. Tekintsiik a [£.4.17 és [£.1.2] Feladatokban szerepls ¢ €
€ (Cr [0,1])" funkcionalt. A|4.1.2} Feladatbol azonnal kévetkezik, hogy Cr [0,1]-
ben a K :=idjg1) + iBCR[O’l] és M := 2Bc,0,1) N ker ¢ korlatos zart konvex
halmazoknak barmilyen pozitiv e-nal vannak egymashoz kozelebbi elemeik.
Ez trivialisan kizarja a szigort szeparaciot a K és M halmazok kozott. (Erés
szeparacio ugyanakkor van, mégpedig éppen a ¢ funkcionallal.)

4.5. A Krein—Milman-tétel végtelen dimenzios
valtozata

Az alabbiakban legyen H valos Hilbert-tér.

4.5.1. Megjegyzés. Ha M C H nemiires korlatos zart konvex halmaz, akkor

minden y € H-ra

M(y):{xeM:<x|y>=SJI\14P<'y>}

is nemiires nemiires korlatos zart konvex halmaz.

Bizonyitds. Mivel (- | y) folveszi M-en a maximuméat, igy M¥) nemiires. To-
vabba M®) egy korlatos zart konvex halmaz és egy folytonos linearis funkci-
onal magtere eltoltjanak metszete. O
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4.5.2. Lemma. Egy M C H nemdires korldtos zdrt konvexr halmaznak min-
den € > 0 mellett létezik e-ndl kisebb dtmérdji nemiires zdrt extremdlis K
részhalmaza.

Bizonyitds. Tekintsiik az o := sup {||z| : € M} € R, szamot. Legyen z, €
€ M olyan, hogy ||:v*||2 >a? — %. Jelolje

2
C::{xeM:<x|x*>2a2—58}.

Ekkor x, € C, tovabba minden z € C-re
2 2 2 2 e?
o= .l = ol = 2z |} + el < 02 =2 (02 = 5 ) a2 =
tehat ||z — 2.|| < 5, ahonnan diamC < . Jelolje
K :=M®@) = {x €M : (x|xz) =sup(| x*>}
M

Persze z, € M miatt sup,, (- | z.) > [|lz.]® > o2 — %, ahonnan K C C,
tehat diamK < e. A kordbban méar latottak miatt ugyanakkor K extrem-
alis részhalmaza M-nek, amely ugyanakkor a fenti megjegyzés értelmében

nemiires. O

4.5.3. Tétel (Krein—Milman I1.). Tetszdleges M C H korldtos zdrt konvex
halmazra
M = conv (ext (M)).

Ha M nemiires, akkor van extremdlis pontja.
Bizonyitds. El6szor nézziik az allitds masodik részét. Tegyiik fol, hogy M
nemires. A fenti lemma alapjan rekurzioval kivalaszthatunk egy nemiires
korlatos zart konvex halmazokbol 4116 monoton sziikiils olyan (M,,) sorozatot,
amelyre minden n € N mellett

1. M, +1 extremélis részhalmaza M, -nek;

2. diamMn+1 S

3. M1 =M.

1 .
n+17

Ekkor az ,extremalis részhalmaznak lenni” tulajdonsag korabban mar 14-
tott tranzitivitasa miatt mindegyik M,, extremaélis részhalmaza M-nek. Ezért

—+o0
() M, is zart extremalis részhalmaz. Ugyanakkor minden n-re kivalaszt-
n=1
va egy x, € M, elemet, 2. miatt trivialisan ||-||-Cauchy-sorozathoz jutunk,
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amelynek a teljesség miatt van egy valamely x vektorhoz konvergalo (x.,, )
részsorozata. Az (M,,) sorozat monoton sz(ikiil volta miatt tetszéleges j-re

az (xn, ) sorozat egy indextdl kezdve M;-be esik. Mivel pedig M; zart, ezért
+oo
x € M; minden j-re. Tehat x € (| M,. Ugyanakkor minden n > 2 esetén

n=1

diamM,, < 1, ezért sziikségszertien Jh M,, = {z}. Ez pontosan azt jelenti,
n=1
hogy x € ext (M).

Most térjiink az 4llitas els6 részére. Ha M = (), akkor az allitas trivialis.
Tegyiik fol, hogy M # (). Ekkor a mar latottak szerint ext (M) sem {ires.
Igy conv (ext (M)) nemiires korlatos zart konvex halmaz, amely trividlisan
részhalmaza M-nek. Indirekt tegyiik fol, hogy conv (ext (M)) # M. Ekkor
létezik © € M \ conv (ext (M)). A szigort szeparacios tétel értelmében van
olyan y € H vektor, amelyre

sup (uly) <(z]y).
u€conv(ext (M))

A legutobbi megjegyzés alapjan M (¥) nemiires nemiires korlatos zart kon-
vex halmaz, amelynek az allitds most igazolt mésodik része miatt van egy
z extremalis pontja. Mivel pedig M(¥) extremalis részhalmaza M-nek, ezért
z € ext (M). Igen am, de ekkor x € M és z € M) miatt

lyy<  _swp (ufy) <(zfy) <suw|y)=(z]y),
u€conv(ext (M)) M

ami ellentmondas. Tehat mégis conv (ext (M)) = M. O

4.5.4. Megjegyzés. Egy végtelen dimenzios Hilbert-térben elGfordulhat,
hogy egy konvex kompakt halmaz nem 4ll el§ az extremalis pontjainak konvex
burkaként (mint a végesrangu esetben), csupén az extremalis pontok konvex
burkanak lezartjaként (a fenti tétel értelmében). Lasd az alabbi két példat,
s az Gket kovets feladatot.

4.5.5. Példa. Legyen H = L2 [0,1] és jeldlje
N::{ueL%[O,l]:OSugl}

Ekkor N nemiires korlatos zart konvex halmaz. Megmutatjuk, hogy N ext-
remalis pontjai éppen a Borel-halmazok karakterisztikus fliggvényei, azaz a
{0,1}-be képezd mérhets fliggvények. Ez utobbiak persze trivialisan extrem-
alis pontok. Legyen most f € ext (N) tetsz6leges. Ha f pozitiv mértéki
halmazon venne 51 (0,1)-beli értéket, akkor létezne ¢ > 0 és A C [0,1] pozitiv
mértéki Borel-halmaz, hogy € < fi4 < 1 —e. Ekkor viszont

f=g (e xa) by (F e xa),
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mivel pedig f—e-xa és f+e-xa kiillonb6z6 elemei N-nek, ezért f nem lehet
N-nek extremalis pontja. Ezért valoban

ext (N) = {ya:AeB(0]1])}.

Persze ekkor conv (ext (N)) elemei 1épesds fiiggvények, tehat példaul idjg 1) €
€ N\ conv (ext (N)), azaz conv (ext (N)) # N.

4.5.6. Példa. Legyen H és N ugyanaz, mint az el6z6 példaban. Jelolje A :
: L20,1] — L3 [0,1],

Aﬁ:/fw.
0

Ekkor kénnyen lathato, hogy minden (f,,) C N, f € L [0,1], f, — f esetén

Af, U Af (a pontonkénti konvergencia nyilvanvalo, innen a normakonver-
vencia a Lebesgue-féle majoralt konvergenciatételbsl adodik). Emiatt az ed-
dig igazolt tételek alapjan M := A (N) trividlisan kompakt, persze konvex is.
Mivel A linearis és injektiv, ezért trividlisan ext (M) = A (ext (IN)); innen
azonnal adodik, hogy conv (ext (M)) # M; jollehet M konvex és kompakt.

4.5.7. Feladat. Legyen H = (% és

+o00o
M = {(an) €z Zk~o¢k <1 ésmindenn-re o, > O}.
k=1

Mutassuk meg, hogy M konvex és kompakt, am conv (ext (M)) # M! (Otlet:

N
M zart volta a > k- ax <1 tulajdonsagon keresztiil nyilvanvalo, M persze
k=1
konvex is. M elemeit az (%) sorozat majoralja, innen a kompaktsag is adédik.
Azonnal lathato, hogy M extremaélis pontjait a 0 és az % X {k} alaki sorozatok
alkotjak. Innen conv (ext (M)) csupa olyan sorozatbol all, amelyek egy index

utan eltiinnek. Viszont példaul (515) € M, tehét conv (ext (M)) # M.)

4.5.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy H Hilbert-térben a B egységgdmb
extremaélis pontjai éppen az egységvektorok. Kévetkezésképp conv (ext (By )) =
= Bp. (Hasonlitsuk 6ssze ezt az eredményt a végesrangi verziot térgyald
szakasz végén levd, a Cg [a, b] Banach-térre vonatkozo feladattal.)

4.6. Adjungalas

A kovetkezSkben legyen (H, (- | -)) Hilbert-tér K f6l6tt.
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4.6.1. Megjegyzés. Tetszbleges A € L(H) és y € H esetén létezik egy és
csak egy olyan z, € H vektor, amelyre minden x € H mellett

Az |y) = (z ] 2) .

Bizonyitds. Mivel (- |y) € H* és A € L(H), ezért (-|y)o A € H*. Igy
az egyik Riesz-tétel alapjan létezik egy és csak egy olyan z, € H vektor,
amelyre (- | y) o A= (- | z,), azaz amelyre minden x € H mellett (Az | y) =
= (x| zy). O

4.6.2. Tétel. Tetszbleges A € L (H) operdtorhoz létezik egy és csak egy olyan
A* 1 H — H linedris operdtor, amelyre minden x,y € H esetén

(Az |y) = (x| A"y),
(A%y | z) = (y | Az).
Bizonyitds. A skalarszorzat alaptulajdonsagai miatt az allitasban szerepld
két egyenl@ség ekvivalens, igy csak az elsére fogunk szoritkozni. EIGbb lassuk

az egyértelmiséget: ha B,C : H — H olyan lineéaris operator, amelyekre
minden x,y € H esetén

(| By) = (Az|y) = (x| Cy),
akkor (x | (B — C)y) =0, specilisan = := (B — C) y valasztassal
(B=C)y|(B-C)y)=0.

Emiatt (B — C)y = 0p, azaz By = C'y minden y € H-ra, tehat B = C.

Nézziik az egzisztenciat. A fenti megjegyzés szerint minden y € H vektor-
hoz létezik egy és csak egy olyan z, € H vektor, amelyre (- | y) o A= (- | z,).
Jelolje hat

A*:H — H,
A" (y) 1 = zy.
Ezzel a definicioval persze minden x,y € H esetén
(Ax | y) = (z | A (),

ami éppen az igazolando egyenlGség. Innen ugyanakkor minden y;,y2 € H és
a, 8 € K esetén minden z € H mellett

(x| A* (o + By2)) = (Az | ayr + By2) =a - (Az | y1) + B+ (Az | yo) =

=a-(z| A" W) +B- (x| A" (y) = (v]a A" (y1) + 8 A" (32)) ,
ami x tetszéleges volta miatt éppen azt jelenti, hogy

A (ay1 + By2) = - A" (y1) + 8- A" (y2) .
Ezzel megmutattuk, hogy A* linearis. O
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4.6.3. Definici6. Tetsz6leges A € L (H) esetén a fenti tételen szerepls A*
operatort az A operator adjungéltjanak nevezziik (és a tovabbiakban mindig
A*-gal jeloljiik).

4.6.4. Megjegyzés. A definiciot megel6z6 tételben szerepls egyenlGség-par
és az adjungalt operator egyértelmiisége miatt minden A, B € L (H) ésa € K
esetén

e (A+B)" = A* + B*;
o (@A) =aA*;
e (AB)" = B*A*.
Ugyanigy trivialis, hogy I* = I.
4.6.5. Megjegyzés (csillagbecslés). Tetszbleges A € L (H) és x € H esetén
* 112 * *
A ]]" < [[A (A )| - [=]] < [ Al| - [| A ]| - [l]] -

Bizonyitds. |A*x|]® = (A*z | A*z) = (A(A*2) | z) < [|[A(A*2)| - |=| <
< [All- [lA ]| - [l]]- O

4.6.6. Tétel. Tetszileges A € L (H) esetén A* folytonos és || A*|| = || All.

Bizonyitds. A csillagbecslést ||A*x||-val egyszerfisitve azonmnal |A*z| <
< || A|| - ||=||. Emiatt A* folytonos, s6t ||A*|| < ||A|l. A kapott eredményt
A helyett A*-ra alkalmazva |[|A*|| > || A||. Osszevetve | A*|| = || A]|. O

4.6.7. Megjegyzés. A definialé egyenl@ségbdl trivialis, hogy minden A €
€ L(H) esetén (A*)" = A.

Az alabbi allitast matematika-szerte C*-feltétel néven ismerik:

4.6.8. Allitas (C*-feltétel). Tetszileges A € L (H) esetén
1A= Al = | AA*| = |4l

Bizonyitds. A és A* folytonossaga miatt A* A is folytonos. A szubmultiplika-
tivitas és a fenti tétel alapjan ekkor

* * 2
[A"Al < [ A" - [[Al = 1Al - 1Al = LA[™
Masrészt tetszdleges © € H vektorra a csillagbecslést A*-ra alkalmazva

1Az ]|* < | A" Az|| - ]| < 1A A - (|| - [|]]
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azaz || Az|| < /|| A*All-[|z||, innen azonnal [|Al| < /|| A*Al|,ahonnan [A]% <

< ||A*AJ|. Osszevetve
1A= Al = || A

A kapott eredményt A helyett A*-ra alkalmazva a méar latottak miatt
* s,k Ak %112 2
[AA™| = A=A = [|A%]" = [[All"- O
4.6.9. Allitas. Tetszdleges A € L(H) esetén
ker A* = (im A)"  és ker A = (im A*)".

Bizonyitds. A** = A miatt elegendd csupén az elsé egyenlGséget igazolni.
Tetszoleges © € H esetén z € (imA)" < Vy e H: (x| Ay) =0< Vy € H
(A |y)y =0 A*z =0y < = € ker A*. O

4.6.10. Kévetkezmény. Tetszdleges A € L (H) esetén (ker A)" = im A*.
Bizonyitds. Tetsz6leges M < H altérre (M l)L =M. O

4.6.11. Allitas. Legyen A € L(H). Ho M < H A-invaridns altér, akkor
M+ A*-invaridns.

Bizonyitds. Legyen x € M*. Ekkor tetszoleges y € M esetén Ay € M, tehat
x 1L Ay. Azaz
0= (z|Ay) =({A"z|y),

igy A*r L y minden y € M mellett, kévetkezésképp A*x € M. O

4.6.12. Definici6. Legyen A € L (H). Azt mondjuk, hogy A normdlis, ha
A*A = AA*. Azt mondjuk, hogy A donadjungdlt, ha A* = A. Azt mondjuk,
hogy A unitér, ha A*A = AA* = 1.

4.6.13. Megjegyzés. Minden 6nadjungalt operator normalis. Minden unitér
operator normaélis.

4.6.14. Megjegyzés. Egy A € L (H) operator pontosan akkor énadjungalt,
ha minden z,y € H esetén

(Az [y) = (z [ Ay).

4.6.15. Megjegyzés. Egy U € L (H) operator pontosan akkor unitér, ha U
sziirjektiv és minden x,y € H esetén

(Uz |Uy) =(z | y),

kévetkezésképp ha U unitér, akkor minden x € H-ra |Uz|| = ||z||.
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4.6.16. Megjegyzés. Ha A € L (H) 6nadjungalt, akkor minden x € H-ra
trividlisan (Az | z) € R.

4.6.17. Allitas. Legyenck A, B € L (H) énadjungdlt operdtorok. Ez esetben
az A = B feltétel ekvivalens az

(Az | ) = (Bzx | x) (Voz € H)
feltétellel.

Bizonyitds. Csak azt kell megmutatnunk, hogy e masodik feltételbsl kévet-
kezik A = B. Tegyiik hat {6l, hogy minden x € H-ra (Ax | ) = (Bx | z),
azaz ((A— B)x | x) = 0. Eszerint minden x,y € H-ra is

) +((A=B)z|y) +(A-B)y|z) =
z) =((A=B)z|y)+(y[(A-B)z)

(a legutobbi lépésben A — B énadjungalt voltat hasznaltuk), ahonnan y :=
= (A — B)z valasztassal 0 = 2 (A — B)x | (A — B) x), innen pedig

(A - B) xr = OH,
azaz Ar = Bxr minden x € H esetén, tehat A = B. O

4.6.18. Kovetkezmény. Egy A € L (H) operdtor pontosan akkor normdlis,
ha minden x € H-ra ||Az|| = ||A*z||.

Bizonyitds. E legutobbi feltétel négyzetre emeléssel vett ekvivalens alakja
nyilvan
(A*Az | z) = (AA™x | x) (Ve e H),

ami a fenti tétel alapjan A*A és AA* 6nadjungaltsdga miatt ekvivalens az
A*A = AA* feltétellel. O

4.6.19. Kovetkezmény. Ha A € L (H) normdlis operdtor, akkor ker A* =
= ker A, kévetkezésképp ker A = (im A)™ és (ker )" =m A.

4.6.20. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy U € L (H) sziirjektiv operator
pontosan akkor unitér, ha minden z € H-ra ||Uz|| = ||z||.

4.6.21. Feladat. Legyen H komplex Hilbert-tér és A € L (H) olyan ope-
rator, amelyre minden x € H mellett (Ax | ) € R. Mutassuk meg, hogy A
onadjungalt! (Otlet: Alkalmazzuk a fenti allitast a 0 ési- (A — A*) 6nadjun-
galt operatorokra.)
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4.6.22. Megjegyzés. Legyen H komplex Hilbert-tér és A € L (H). Ekkor

B::%(AJFA*) és C::%(A*—A)

véalasztassal A = B + i - C, tovabba B és C trivialisan 6nadjungaltak. S&t
adjungalassal nyilvanvalo, hogy az A = B + ¢ - C (B, C 6nadjungaltak) els-
allitas egyértelmd. Ekkor a B operatort az A operator valos részének, a C
operatort pedig az A képzetes részének nevezziik.

4.6.23. Megjegyzés. Legyen H komplex Hilbert-tér. Egy A € L (H) opera-
tor pontosan akkor normalis, ha valds és képzetes része felcserélhets (BC =
= CB).

Bizonyitds. Ha A normalis, akkor A és A* felcserélhetGsége miatt B és C' is
feleserélhetsk. Megforditva, ha A = B+i-C, ahol B,C € L (H) felcserélhetd
dnadjungalt operatorok, akkor A* = B—1i-C alapjan trivialisan A*A = B?+
+C? = AA*. O

4.6.24. Feladat. Mutassuk meg, hogy az A, B € L (&%) ,
Aag,as,...):=(0,a1,as,...),
B(ay,as,...):=(az,as,...)

operatorok egymas adjungaltjai. Gondoljuk meg, hogy A*A = I, de persze A
nem unitér!

4.6.25. Feladat. Mutassunk példét olyan A € L (¢Z) 6nadjungélt transz-
formaciora, amely injektiv, de nem sziirjektiv. (Persze az egyik fenti allitas

értelmében ekkor im (A) stird altér.) (Otlet: pl. (Aa) (k) == 1 -a(k).)

4.7. Kompakt operatorok

A tovabbiakban legyen ismét (H, (- | -)) Hilbert-tér K {516tt.

4.7.1. Definicié. Egy A € L (H) operatort kompaktnak mondunk, ha az
H-beli By egységgémb A altali képének lezartja kompakt halmaz H-ban.

Tehat A € L (H) kompakt operator, ha A (EH) C H kompakt halmaz.

4.7.2. Megjegyzés. Egy A € L (H) operatorra trivialisan ekvivalensek:

1. A kompakt;

2. A minden korlatos halmazt teljesen korlatos halmazba visz;
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3. A minden korlatos sorozatot olyan sorozatba visz, amelynek van kon-
vergens részsorozata;

4. A minden korlatos sorozatot olyan sorozatba visz, amelynek van Cau-
chy-részsorozata.

4.7.3. Megjegyzés. Ha A, B € L(H) és A kompakt, akkor AB és BA is
trividlisan kompakt. Ha A és B is kompakt, akkor A + B is kompakt.

4.7.4. Tétel (Schauder). Ha A € L (H) kompakt operdtor, akkor A* is kom-
pakt.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy A* minden korlatos sorozatot olyan soro-
zatba visz, amelynek van Cauchy-részsorozata. Legyen (x,) C H korlatos
sorozat. Ekkor AA* kompakt volta miatt (AA*z,)-nek létezik konvergens
(AA*x,,) részsorozata. Most tetszdleges j, ¢ € N indexek esetén az x,; — 1y,
vektorra a csillagbecslés alapjan

4% 0, = A% || = A" (0, ~0) | < (|4 (A" @nn) ) - on, =]

Mivel az (AA*z,, ) sorozat Cauchy-sorozat, az (x,, ) sorozat pedig korlatos,
ezért a fenti egyenl6tlenség miatt (A*x,, ) is trividlisan Cauchy-sorozat. Ezt
akartuk megmutatni. O

4.7.5. Tétel. Ha A € L(H) kompakt operdtor, akkor minden o € K\ {0}
esetén ker (A — al) véges dimenzids.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik 61, hogy ker (A — al) végtelen dimenzios; ekkor
egy korabbi Allitas miatt a ker (A — al) Hilbert-térben létezik tel-
jes ortonorméalt (u,) sorozat. Vilagos, hogy az (Au,) = (« - u,) sorozatnak
nincs konvergens részsorozata, 1évén az elemei paronként /2 |a| tavolsagra
egymastol. Ez ellentmond A kompaktsaganak. O

4.7.6. Megjegyzés. A fenti tételt masképp is bizonyithatjuk, amely Hilbert-
tér helyett tetszéleges Banach-tér esetén is miikodik.

Ez a kovetkezs: a ker (A — o) altér egységgémbjét az A operator teljesen
korlatos halmazba viszi, viszont e kép ugyanezen altérben a 0y korili || > 0
sugart gémb. Tehat ker (A — o) tartalmaz teljesen korlatos gémbdt, ami a
Fiiggelékben (Radstrom-féle torlési szabaly uténi tétel) szerepeltek szerint
éppen azt jelenti, hogy ker (A — al) véges dimenzios.

4.7.7. Tétel. Legyen H # {0y} és A € L(H) kompakt operdtor. Ekkor az
x> ||Ax|| figgvény a H tér Sy = {x € H : ||z|| = 1} egységszférdjin folveszi
a maximumdt (ami persze || Al|).
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Bizonyitds. Feltehets, hogy ||A|| > 0. Legyen (z,) C Sy olyan sorozat,
amelyre ||Az,| — ||A||. Ekkor egy korabbi tétel miatt A kompaktsaga alap-
jan (zn)-nek kivalaszthatunk olyan (z,, ) részsorozatat, amely gyengén kon-
vergdl egy © € H vektorhoz, ugyanakkor Ax,, norméaban tart egy y €
€ H vektorhoz. Tovabba minden u € H-ra (z,, | A*u) — (x| A*u), azaz
(Az,,, | u) — (Az | u), tehat Az,, — Ax. Ugyanakkor azt is tudjuk, hogy
Az,, 5 y. A gyenge limesz egyértelmitisége miatt ekkor Az = y, emiatt
Az, 'l Az. Tnnen azonnal Az, || — [|Az|, azaz ||Az| = || A]|.

Mar csak azt kell meggondolnunk, hogy = € Sy. A gyenge konvergencia
alaptulajdonsagai miatt (z,,) C By és By konvex zart volta alapjan x €
€ By. Ugyanakkor ||A|| = ||Az| < [|A] - |lz|| és ||4| > O miatt ||z| > 1.
Tehat x € Sg. O

4.7.8. Feladat. Tekintsiik az ¢3 Hilbert-téren

0 han=1
T :: b b
(Ta) (n) { a(nnq)’ han > 2

mobdon értelmezett T operatort. Mutassuk meg, hogy T' kompakt, ugyanakkor
egyetlenegy sajatértéke sincs. Mi a helyzet a T™ operatorral 7

4.7.9. Feladat (*). Legyen A € L (H) kompakt operator és a € K\ {0}.
Mutassuk meg, hogy

o (A- aI)l(ker(A_aI))L inverze folytonos;

e im (A — al) zart;

e ha « sajatértéke A-nak, akkor @ is A*-nak!

(Otlet az elséhiz: ellenkezd esetben vehetiink (ker (A — o))" -beli egység-
vektorok egy olyan (z,) sorozatat, amelyre (A — al)x,, — Opy. Erre alkal-
mazva A kompaktsagat, rovid uton ellentmondésra jutunk. A harmadikhoz:
Ellenkezs esetben im (A — af) strd, igy a méasodik pont alapjan A — al
sziirjektiv. Igy ker (A — al) # {0x} miatt (ker (A — al)™)) egy szigortian
b6viils altérsorozat. Igy vehetd egy egységvektorokbol allo

Ty, € ker (A —al)")N (ker ((A - a])n71)>i

tulajdonsagt (x,) sorozat. Tetszbleges m < n indexekre Ax,,, (A — al)x, €
€ ker ((A - aI)nﬂ) alapjan ezért ||Az, — Az,,| =

Az, — (A—al)x,
«

= lla-zn = [Azm — (A = al) za]l| = |a|-{jzn - > |al-1,

tehat (Az,,)-nek nem lehet konvergens részsorozata. Ez ellentmondés.)
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4.8. Kompakt normalis operatorok spektralfel-
bontasa

A tovabbiakban legyen (H, (- | -)) Hilbert-tér K {5lott.
4.8.1. Allitds. Ha A € L (H) normdlis, v e H és a € K, akkor

Av=a-v <+— Av=a-v.

Bizonyitds. Osszeszorzassal azonnal ellenérizhet, hogy A normalis volta alap-
jan mind az (A —al)" - (A — al) operator, mind az (A —al) - (A—al)"
operator megegyezik az

A*A—TA— A" + o’ T

operatorral. Tehat A — aJ normalis. Igy egy korabbi kovetkezmény miatt
ker (A — al) = ker (A* —@l), tehat

(A-—al)v=0g <= (A" —al)v=0g,
ami éppen a kivant ekvivalenciat jelenti. O

4.8.2. Koévetkezmény. Ha v € H sajdtvektora az A € L(H) normadlis
operdtornak o € K sajdtértékkel, akkor v sajdtvektora A*-nak is, mégpedig o
sajdatértékkel.

4.8.3. Kovetkezmény. Ha A € L (H) normdlis operdtor és a € K, akkor
Sa (A) = Sz (A7)
(ahol So (A) :=ker (A — al) az A a-sajdtaltere).

4.8.4. Kévetkezmény. Egy A € L (H) onadjungdlt operdtor minden sajdt-
értéke valds. Egy U € L(H) unitér operdtor minden sajdtértéke egységnyi
abszolit értékid szdm.

Bizonyitds. Ha a € K sajatértéke A-nak egy v # 0y sajatvektorral, akkor a
fenti allitas miatt
a-v=Av=Av=a-v,

ahonnan o = @, tehat a € R.
Ha most 8 € K sajatértéke U-nak egy w # Oy sajatvektorral, akkor U
unitér volta alapjan

6] - lwll = (15 - w]| = [Uw]| = [Jwl],

ahonnan |3] = 1. O
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4.8.5. Allitas. Legyen A € L(H) normdlis operdtor és o, 3 € K, o # B.
Ekkor
Sa (A) L 5p(A).

Bizonyitds. Legyen x € S, (A) ésy € Sp(A). Ekkor Az = -z és Ay = -y,
igy A*y = 5 -y. Innen
a-(zly)=(a-z|y)=(Az|y)=(x| Ay =(z|B-y)=B-(z]y),
ami o # § miatt csak gy lehet, ha (x| y) =0, azaz & L y. Tehat
Sa (A) L Ss(A). O

4.8.6. Kévetkezmény. Ha A1, \o,... € K az A € L(H) normdlis operd-
tor csupa kilonbozd sajdatértékei és uy,us,... € H rendre hozzdjuk tartozd
sajdtvektorok, akkor uy,us, ... pdronként ortogondlis vektorok (tehdt pl. meg-
szdmldlhatd sajdtérték esetén ortogondlis sorozat).

Egy A € L(H) onadjungalt operatort pozitiv szemidefinitnek hivunk, ha
minden x € H-ra
(Az | z) > 0.

4.8.7. Lemma. Legyen A € L (H) pozitiv szemidefinit onadjungdlt operdtor
és © € H olyan vektor, amelyre (Ax | x) = 0. Ekkor Az = 0.

Bizonyitds. Tetsz6leges u € H és t > 0 esetén
(Alx+t-u)|z+t-u)=

(Az | z) +t- ((Az | u) + (Au | z)) +t* - (Au | u) =
t- ((Az | u) + (Au | ) + 2 (Au | ),

0<

ahonnan t¢-vel val6 osztassal
0<(Az |u)+ (Au|z)+t- (Au|u),
innen pedig ¢t — 04 hataratmenettel
0<({Az|u)+ (Au|z) = (Az | u) + (u | Azx).

Ebb6l u := — Az valasztassal azonnal adodik, hogy 2 ||Az||” = 0, azaz Az =
=0g. O

Mostantol tegyiik fol, hogy H # {Op }.

4.8.8. Lemma. Legyen A € L (H) nemnulla kompakt operdtor.
FEkkor ker (A*A —||A?- I) véges, de nem nulladimenzids altér.
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Bizonyitds. Az eléz6 szakasz utolso tétele miatt ||-|| o A az Sy egységszféran
folveszi a maximumaéat, mondjuk egy v helyen. Igy tetszéleges x € H vektorra
trivialisan

(A" Az | ) < |4 A] - al® = A1 o) = (A2 | ),

ahonnan
<@AW.1_AmQx|x>za

Mivel HAH2 -I — A* A trividlisan 6nadjungalt , ezért a legutobbi egyenlStlenség
azt jelenti, hogy ||A||2 - I — A* A porzitiv szemidefinit. Masrészt v valasztasa
miatt

(14121~ A A) v | v) = AP - ol — (4" Av] v) = 4] ~ 4] = 0,

igy az €l6z6 lemma alapjan (||A||2 I — A*A) v = 0g. Mivel |jv|| # 0, ezért
v € ker (A*A —||A]%- I) nemnulla altér, masrészt A*A kompaktsiga és
| A||> # 0 miatt véges dimenzios. O

4.8.9. Allitas. Legyen H véges dimenzids és A € L (H) énadjungdlt operd-
tor. Ekkor A-nak létezik \ € R sajdtértéke.

Bizonyitds. Az Sg kompakt egységszféran a Q4 : H — R, z — (Az | z)
folytonos kvadratikus alak félveszi a maximumaéat. Ennek értéke legyen A, és
w € Sy olyan vektor, ahol ezt az értéket Q)4 f6lveszi, azaz amelyre

(Aw | w) = A
Ugyanakkor tetszéleges x € H vektorra trividlisan
(Az| @) < A-Jz)* = (A -z | ),

ahonnan

(A-T—A)z|z)>0.

Mivel pedig X - I — A is trividlisan 6énadjungélt , ezért a legutobbi egyenlst-
lenség azt jelenti, hogy A - I — A pozitiv szemidefinit. Masrészt w véalasztéasa
miatt

(AT =A)w|w) =X [[wl* = (Aw | w) = A = (Aw | w) =0,

igy az eggyel korabbi lemma alapjan (M-I — A)w = 0g. Mivel |Jw]|| # 0,
ezért w sajatvektora A-nak a A sajatértékkel. O
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4.8.10. Allitas. Legyen H véges dimenzids és legyenek A, B € L (H) felcse-
rélhetd onadjungdlt operdtorok, azaz amelyekre AB = BA. Ekkor A-nak és
B-nek van kozés v sajdtvektora.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel szerint A-nak létezik o € R sajatértéke. Ekkor a
Sa(A)={reH: Av=a- -2} =ker(A—a-I)

sajataltér nem nulladimenziés. Tovabba minden x € S, (A)-ra AB = BA
alapjan
A(Bz) =B (Az) =B(a-xz) = «- Bz,

azaz Bx € S, (A). Ez éppen azt jelenti, hogy S, (A) egy B-invarians altér,
tehat B-nek az S, (A)-ra valo megszoritasa éppen a véges (de nem nulla-)
dimenziés S, (A) skalarszorzatos tér egy énadjungalt transzformacioja. Igy
ismeét az el6zd tétel miatt B-nek van S, (A)-ban egy v sajatvektora. Mivel
v € Sy (A) és v # Oy, ezért v A-nak is sajatvektora. O

4.8.11. Kovetkezmény. Legyen K = C, H véges dimenzids és A € L(H)
normdalis operdtor. Ekkor A-nak létezik \ € C sajdtértéke.

Bizonyitds. A korabbiak szerint vannak olyan B,C € L (H) felcserélhets
O6nadjungalt operatorok, hogy A = B+i-C. Ha v € H koz0s sajatvektora
B-nek és C-nek, akkor persze sajatvektora A-nak is. O

4.8.12. Tétel. Legyen A € L(H) kompakt normdlis operdtor, tovdbbd vagy
A onadjungdlt, vagy K = C. Ekkor A-nak létezik olyan A € K sajdtértéke,
amelyre |A| = ||A]].

Bizonyitds. Feltehet, hogy A nemnulla. Az egyik fenti lemma szerint ek-
kor ker (A*A — 14| I) véges, de nem nulldimenziés altér. Ez az altér per-
sze A normalis volta miatt A-invarians is, s6t a normalissagot karakterizalo
|[A*x|| = ||Az|| egyenldség alapjan A\ker(A*A—HA\FJ) normalis transzforma-
ci6. Ha netan K = R, akkor 6nadjungalt is. A legutobbi két allitas és kovet-
kezmény alapjan ekkor létezik w € ker (A*A —|A|? -1 ) sajatvektora A-nak
egy A € K sajatértékkel. A normalitas miatt persze ekkor A*w = X - w.
Innen pedig w € ker (A*A —|lA4]%- I) alapjan

AI> - w = A*Aw = A* (\w) = X - A*w = [\ w,

ahonnan |A| = ||A]|. O
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4.8.13. Kévetkezmény. Legyen A € L (H) kompakt normdlis operdtor, to-
vabbd vagy A onadjungdlt, vagy K = C. Ekkor az A operdtor K-beli sajatér-
tékei abszolutértékének van maximuma, tovdbbd
|All = max {|A| : A € K sajdtértéke A-nak} = HmHax [(Az | z)|,
z||<1
sot |(Ax | )| ezen mazimumdt folveszi a mazimdlis abszolut értékd sajdtér-
tékekhez tartokd egységnyi sajatvektorokon.

Bizonyitds. Az els6 egyenlSség a fenti tételbdl trivialis. Ha most A € K az A
transzformacié maximaélis abszolut értéki sajatértéke (tehat [N = [|A|]) egy
hozzatartozo egységnyi u sajatvektorral, akkor

[All = Al = [A-(u | w)| = [(A-u|w)| = [(Au | w)] <

< sup [(Az|z)| < sup [[Az|-[|lz] < sup [Az|| = [[A]l,
el <1 el <1 el <1

kovetkezésképp a fentiekben mindentitt egyenl@ségnek kell allnia (s emiatt a
szuprémumok is valojaban maximumok, s legaldbbis mindazokon a helyeken
fol is vétetnek, ahol |\| folveszi az | A|| értéket). Igy persze
[A]l = max [(Az | z)]. O
l=l<1

4.8.14. Kovetkezmény. Legyen A € L(H) tetszdleges kompakt operdtor.
Ekkor

[A|l = /max {\ € R : \ sajdtértéke A* A-nak}.

Bizonyitds. A* A dnadjungalt (s6t pozitiv szemidefinit, tehat az dsszes sajat-
értéke nemnegativ), igy a fenti kovetkemény és a C*-feltétel miatt

max {\ : A € Rsajatértéke A* A-nak} = |A*A|| = ||A]°. O

4.8.15. Lemma. Legyen A € L(H) kompakt normdlis operdtor, (\;) C K
pedig az A sajatértékeibdl dllé injektiv sorozat. Ekkor (A) tart 0-hoz. (Tehdt
az A sajdtértékeinek a nulldn kivil nincs torldddsi pontja.)

Bizonyitds. Legyen minden k € N-re up € H a Ag-hoz tartozd egységnyi
hosszu sajatvektor. A normalitasa és a Ap szdmok paronkénti kiilonbo6zs volta
miatt (ug) ortonormalt sorozat. Indirekt tegyiik fol, hogy A\x nem tart 0-hoz.
Ekkor a (\) sorozat korlatossaga és A kompakt volta miatt van olyan Ag,
és (Auy,) részsorozat, hogy Ai, tart egy nemnulla A € K szamhoz, (Auy,)

pedig norméaban egy y € H vektorhoz. Ekkor persze Auy, = Ak, - ux, miatt
Ak, - ug, — y. Tovabba
Y 1 1
[ = el = g =kl < g Uy = Ml + e = )
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alapjan uy, Iy 4, persze ekkor uy, R Lés 1= |Jug,| — H%H Ezért egyrészt
||%H = 1. No de az ortonormaéltsag miatt wug, 2 0p, innen pedig a gyenge
limesz egyértelmtisége miatt ¥ = Oy, ami ellentmondas. Tehat (\x) tart
0-hoz. O

4.8.16. Definicié. Tetsz6leges x,y € H esetén legyen x @ y : H — H,

(r®y)(2) = (z]y) =
Persze t @y € L(H), s6t z ® x 6énadjungalt. Ha (uq,us,...,u,) ortonor-

mélt rendszer H-ban, akkor trivialisan ) wup ® uy = Blin(uy usy.oun) -
k=1

4.8.17. Lemma (Hilbert-Schmidt). Legyen A € L (H) kompakt normdlis
operdtor, tovdbbd vagy A dnadjungdlt, vagy K = C. Ekkor A-nak van olyan
A sajatértéke eqy hozzdtartozo egységnyi u sajdtvektorral, hogy

1. A— X -u®u kompakt normdlis ill. K = R esetén énadjungdlt;
2. [Al = [IA]l;
3.im(A-XNu®u)CimA ésim (A— A - u®u) L u.
Bizonyitds. Egy korabbi tétel miatt A-nak van olyan A\ sajatértéke, hogy

[A| = ||A]|. Ezzel 2. teljesiil is. Legyen u a A sajatértékhez tartozo egységnyi
sajatvektor. Ekkor minden = € H-ra

A=-XNuuzr=Az—X\ (u®u)z =
=Az— A (z|lu)y-u=Az— (x| X u) - u=
=Azx — (x| A"u) -u= Az — (Ax | u) - u= P, (Az),
ahonnan A — A -u®u = P,1 - A. Ugyanigy

(A= X u@u)z=AT-\- (uQu)z =

=Ar - A (zv|u) - u=A— (x| A u) -u=

=A"x— (x| Au) - u= A"z — (A"z |u) - u= P, (A*x),
ahonnan (A — A-u®u)* = P,. - A*. Innen adjungalassal

A~PuL:A7)\~u®u:PuL~A.

Ebbdl 3. mindkét allitdasa kovetkezik, valamint A — X - u ® u kompaktsaga is.
S6t mivel P,r - A- Py =P, -Pyr -A= P, - A, azaz

A*)\'U@UZPUL'A'PUL
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is fennall, igy A normaélis volta miatt
(A= u@u) (A-X-u®u)= P, A*AP,. = P,i AA*P,. =
=A- N uu)(A-Xuxu)",

tehat A — \-u®u normélis. K = R esetén pedig A és u® u 6nadjungalt volta
miatt énadjungalt is. O

4.8.18. Tétel (Hilbert—Schmidt). Legyen A € L (H) nemnulla kompakt nor-
mdlis operdtor, tovdbbd vagy A dnadjungdlt, vagy K = C. Ekkor

e vagy van az A sajdtvektoraibol dllé olyan (uy,us, ..., u,) véges ortonor-
malt rendszer a megfeleld nemnulla A1, Ao, ..., N, sajdtértékekkel, hogy

n
A:Z/\k~uk®uk;
k=1

e vagy van az A sajdtvektorainak olyan (ux) C H ortonormdlt sorozata a
megfeleld nemnulla sajdtértékek (\;,) C K sorozatdval, hogy

lim =0.
n—-+oo

n
A_Z/\k'uk®uk
k=1

Bizonyitds. Rekurzioval definialjuk az (A4,,) C L (H) kompakt normalis (K =
= R esetén onadjungalt) operatorsorozatot az (u,) C H és ()\,) C K soro-
zatokkal egyiitt. A fenti lemma miatt A-nak van olyan \; sajatértéke egy
hozzéatartozo egységnyi u; sajatvektorral, hogy

1. Ay := A— )1 -uj; ®u; kompakt normalis ill. K = R esetén 6nadjungalt;
2. || = |IA]l;

3. imA; CimA ésim Ay L uy.

Most tegyiik fol, hogy A, u, és A, méar definidltak. Ekkor ismét a fenti

lemma miatt A,-nek van olyan A, ;1 sajatértéke egy hozzatartoz6 egységnyi
Up41 sajatvektorral, hogy

1. Ant1 = Apn — A1 - Unt1 @ Up41 kompakt normaélis ill. K = R esetén
onadjungalt;

2. I/\n+1| = HAn”a

3. imA,+1 CimA, ésim A1 L tpgr.

Mindezzel definialtuk az (A,) , (uy) és (\,) sorozatokat. Teljes indukcidval
azonnal adodik, hogy minden n-re
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n
1. Ap=A— > A up ® ug;
k=1

b

n
2. |)\n+1| = HA— Z Ak - Uk @ Uup
k

=1

3. minden k < neseténim A,, C im Ay L ug, tehatim A,, L uq,us, ..., uy.

Ez utobbibdl az is adodik —1évén w11 sajatvektora A,-nek—, hogy An4+1#0
esetén u,y1 € im A4,,, tehat up41 L w1, ug, ..., u,. Persze Ay nemnulla. Most
két eset lehetséges:

I. létezik legkisebb n, hogy A,411 = 0. Ekkor azonnal A = > A\p - up ®

k=1
® ug, tovabba a legutobbiak miatt (ug,us,...,u,) ortonormalt rendszer.
Az egyenl6séghdl adodolag trividlisan wq, us, ..., u, sajatvektorai A- nak és

A1, A2, ..., A, a nekik megfelel6 nemnulla A-sajatértékek.
II. minden n-re A,, # 0. Ekkor a fenti megallapitas miatt (u,,) ortonormalt
sorozat. Innen persze minden n-re

<Z Ak up ® Uk) Un+1 = Op,

k=1

amiért is Aupt+1 = Aplnt1 = Ant1 - Unt1, tehdt minden n-re w, sajatvek-
tora A-nak is A, sajatértékkel. Mivel minden o # 0-ra ker (A — o) véges
dimenzios és (u,,) fiiggetlen, ezért a (\,,) sorozat minden értékét véges sok-
szor veszi csak fol. Ugyanakkor || A||-val korlatozott is, de semmilyen injektiv
részsorozata nem tarthat 0-t6l kiilonb6z$ szamhoz. Ebbsl mar kovetkezik,
hogy A\, — 0. Igy aztan a kapottakbol

A*Z)\k”u,k X Uk
k=1

= |Apt1] =0 (n — +00). O

n

4.8.19. Definici6. A Hilbert—Schmidt-tételben szerepls A = > Ay u @up,
k=1
illetve lim
n—-+oo 1
bontdsanak nevezziik. Az utobbi formula a sordsszeg definicioja alapjan gy
is irhato, hogy

A= > Ap-up® ukH = 0 formulat az A operator spektrdlfel-
k_

—+o00
A:Z)\k CUE Q U
k=1
A fenti két formulat egyesithetjiik a hanyagabb A = >~ Ag - ur ® uy for-
E>1
mulaval, ami egyarant jelolhet véges Osszeget és sordsszeget.
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4.8.20. Megjegyzés. Legyen A € L(H) kompakt normalis operator, to-
vabbé vagy A 6nadjungalt, vagy K = C. Legyen A spektralfelbontasa A =

= > A -up Q@ug (tehat az uy vektorok az A egyméasra paronként ortogonalis
E>1

egységhosszu sajatvektorai, a A\ € K szamok pedig a rendre hozzajuk tartozo

sajatértékek). Ekkor minden x € H vektorra

1.
A:v:Z)\k-@c | wk) - uk;
k>1
2.
(Az | z) Z A () un) P
k>1
3.

1Az ])* = 1wl [ | wi) |

k>1

Bizonyitds. A legelsé formula csupan x behelyettesitése a spektralfelbontas-
ba. A kivetkezd ebbdl trividlis behelyettesitéssel adodik. A harmadik képlet
is az els6bdl kivetkezik az ortogonalis sorok sszegének (illetve a véges orto-
gonalis Gsszegek) normanégyzetére vonatkozo képlet alapjan. O

4.8.21. Megjegyzés. A Hilbert—Schmidt-tételben szerepls, nemnulla sajat-
értékekhez tartozo wui,us, ... sajatvektorok teljes ortonormaélt sorozatot (ill.
rendszert) alkotnak im A-ban.

Bizonyitds. A megfelel§ sajatértékek nemnulla volta miatt e vektorok im A-
beliek. Az
M := {uy,uy,...} Nim A

altér minden elemét A a fenti megjegyzés miatt nullaba viszi, tehat M C
CkerA | im A, ahonnan M = {0y}. Ez éppen az (uy, us,...) ortonormalt
sorozat (ill. rendszer) im A-beli teljességét jelenti. O

4.8.22. Megjegyzés. Ha A kompakt énadjungélt operator, akkor az egyik
fenti megjegyzésben szereplé (Ax | x) = > Ap - |(z | ux)|” egyenldség és a
k>1

Parseval-formula alapjan trividlisan
2 2
m - [lzf|” < (Az | z) < M- ||z

ahol m az A sajatértékeinek also, M pedig a fels6 hatara (amelyikiik 0-t6l
kiilonbozik, az maga is biztosan sajatérték).
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4.8.23. Megjegyzés. Tekintsiik a Hilbert—Schmidt-tételben szereplé A ope-

rator nemnulla sajatértékeihez tartozd wuq, us,... ortonormalt sajatvektoro-
kat. Legyen f € H. Vizsgaljuk meg az
Au=f

egyenletet. A megoldhatosag sziikséges és elegendd felététele f € im A, s ezt
a tovabbiakban tegyiik is fol. Keressiik meg az egyenlet egy (partikularis)
megoldasat. (ker A)L = im A alapjan az egyenletnek nyilvan egy és csak egy
u € im A megoldasa létezik. Ezt a megoldast fogjuk az alabbiakban elGalli-
tani (s ez lényegében egy numerikus eljarast biztosit szimunkra a megoldas
meghatérozasara).

Induljunk ki abbol, hogy tudjuk: ez az u € im A vektor létezik. Ekkor
minden az A spektralfelbontéasaban szerepld k indexre

(f Tur) = (Au | ug) = (u | A"up) = (u | Apur) = A, - (| u)

és A\, # 0 alapjan (u | ug) = <f|u’“> , gy > ¢ | 5) .y, normaban konvergens
k>1

H-beli sor (ha ugyan eleve nem véges 0sszeg), tovabba u € im A miatt
_ N )
ufz<u|uk>ukuTu
k>1 k>1
Tehat a keresett megoldast az A nemnulla sajatértékeinek és sajatvektorainak
ismeretében az
w=y M

k>1

Osszeg adja meg.

4.9. Egy alkalmazas: Hilbert—Schmidt-
operatorok

4.9.1. Megjegyzés. Kozismert, hogy ha f : [a,b] — R, Borel-mérhets és
b

/f(t) dt < +o0,

a

akkor f A-m.m. véges.

4.9.2. Megjegyzés. A fenti megjegyzés és a Fubini-tétel alapjan trivialisan
tetszéleges f € L% ([a,b] x [c,d], B ([a,b] x [c,d]),A?) fiiggvényre A-m.m.
s € [e,d] esetén f (-, s) € LZ [a,b].
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4.9.3. Megjegyzés. A legutobbi megjegyzés alapjan tetszéleges

7€ L3 ([a,b]  [e.d], B([a,b] x [e.d]) , )
és u € LZ [a,b] fiiggvényekre A-m.m. s € [c,d] esetén f (-,s) -u € Lk [a,b],
kovetkezésképp f f(t,s)-u(t) dt joldefinialt K-beli érték.

a

4.9.4. Megjegyzés. A Fubini-tétel alapjan trivialisan tetszéleges
1 € 1% (la.b] x [e,d), B ([a, ] x [e,d]), A®)

b
fiiggvényre az s — [ |f (¢, s)\2 dt fiiggvény eleme Li [c,d]-nek, tehat az s —
a

b

JIf (&, s)|? dt fiiggvény eleme L2 [¢, d]-nek.
4.9.5. Megjegyzés. Tetszleges f € L2 ([a,b] x [e,d], B ([a,b] x [e, d]),)\(z))
és u € LZ [a, b] fiiggvényekre a Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenség és a legutobbi
megjegyzés alapjan A-m.m. s € [¢, d] mellett

b b
/f(t,s> cu(t) di] < /|f<t, $)2 dt - |ull

tovabba az (t,s) — f (t,s) u (t) figgvény Borel-mérhetd, tehat a Fubini-tétel
b
miatt az s — [ f (¢, s)-u(t) dt fiiggvény is mérhetd, igy a fenti egyenlStlenség

a
miatt eleme L [c, d]-nek.

4.9.6. Definici6. Tetszéleges f € L% ([a,b] x [a,b], B ([a,b] x [a,b]) , AP)
fliggvényre jeldlje

Ky : L [a,b] — L% [a,b],
b
Ky ) (5): = [ £(t:5)u(e) .

Ezt a Ky leképezést az f magfigguénytd Hilbert-Schmidt-féle integrdloperd-
tornak nevezziik.

4.9.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy K; = 0 esetén f = 0 A(?-m.m. (tehat
K; =K, esetén f = g \®-m.m.)! (Otlet: f(-,s) € L% [a,b] miatt m.m. s-re
b

J1f (&, s)|* dt = 0, ahonnan a Fubini-tétel miatt f = 0 A®)-m.m.)



186 4. HILBERT-TEREKROL

A tovabbiakban legyen f € LZ ([a,b] x [a,b], B ([a,b] x [a,b]) , \?)) régzi-
tett.

A Ky operator nyilvan linearis. A legutébbi megjegyzés alapjan minden
u € L% [a,b] fiiggvényre

b b
2 2 2 2 2
1K pull é//If(t,S)l dt - |[ullzz ds = [|fl7z - ullze
a a

emiatt Ky folytonos is, s6t

K< A1l -
4.9.8. Megjegyzés. A Fubini-tételbdl trividlisan adodik, hogy K} = K,

ahol A-m.m. ¢, s € [a,b] esetén g (¢, s) = f (s,1).

4.9.9. Megjegyzés. Ha d-m.m. ¢,s € [a,b] esetén f (s,t) = f(¢,s), akkor
az el6z6 megjegyzés értelmében Ky onadjungalt.

4.9.10. Feladat (*). Legyenek f,g € L% ([a,b] x [a, b]). Mutassuk meg, hogy
h(t,s) = fbf (2,5) - g(t,2) dz definicioval h € L% ([a,b] x [a,b]), tovabba
Ky Ky = K;?. Mutassuk meg, hogy Ky pontosan akkor normélis, ha A-m.m.
t,s € [a,b] esetén
b b
/f(z,s)-mdz: (s,2)- f(t,2) dz.

a a

4.9.11. Tétel. Ky € L (Lﬂi [a, b]) kompakt operdtor.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy tetszéleges L [a, b]-beli korlatos sorozat K #-
képének van konvergens részsorozata. Legyen (u,) C L% [a, b] korlatos soro-
zat. A korabban mar latottak miatt (u,)-nek létezik olyan (u,,) részsoro-
zata, amely gyengén konvergal egy u € L [a,b] fiiggvényhez. Mivel A-m.m.

s € [a,b]-re f(-,s) € LZ [a,b], ezért a gyenge tartas miatt
b b
/unk ()- f(t,s) dt—)/u(t)-f(t,s) dt

A-m.m. s-re, ami éppen azt jelenti, hogy K ru,, pontonként \-m.m. tart K ru-
hoz. Ugyanakkor az egyik fenti megjegyzés alapjan A-m.m. s-re

b

a




4.9. EGY ALKALMAZAS: HILBERT—SCHMIDT-OPERATOROK 187

ahol o az (u,) sorozat egy korlatja. Eszerint a (K (uy,)) sorozatnak van
L?-beli majoransa, igy a Lebesgue-tétel miatt K (u,,) L*-normaban tart
K (u)-hoz. O

4.9.12. Kévetkezmény. Ha Ha A\-m.m. t, s € [a,b] esetén f (s,t) = f (t,s),
akkor Ky kompakt onadjungdlt transzformdcidja az L% [a,b] Hilbert-térnek.

4.9.13. Feladat. Irjuk f6l a K : L2 [0,1] — L2 [0,1],

1
/t/\s ) ds
0

kompakt 6nadjungélt operator spektralfelbontasat (itt ¢ A s := min {¢t, s}).
Allitsuk el6 az ebben szerepld sajatfiiggvények LD% [0,1]-beli sordsszegeként,
majd polinomialis kifejezésként is a

K = 61d[0 1] id[O,l]

egyenlet megoldasét! Igazoljuk, hogy L2 [0,1]-ben (uy) teljes ortonormalt so-
rozatot alkot, ahol minden k& € N-re

uk(t):\/isin(krwfg)t.

. t 1
Mennyi a K operator normaja? (Otlet: (Ku) (t) = [s-u(s) ds+t- [u(s) ds
0 t

alapjan mutassuk meg, hogy (Ku) f f ) drds, innen minden foly-

tonos u-ra a Ku = f feltétel ekvivalens azzal hogy f kétszer folytonosan de-
rivalhato, tovabba f” = —u és f (0) = 0= f' (1). Mutassuk meg ebbdl, hogy
csak pozitiv sajatérték létezik; tovabba A pontosan akkor sajatérték egy u
sajatfiiggvénnyel, ha az u nemnulla fiiggvény kétszer derivalhato, Au” +u =0
és u(0) =0 = (1). Innen a sajatértékek és az ortonormalt sajatvektorok:
minden k € N esetén

1
——
(k-m—3%)

Az uy, fiiggvények teljes ortonormalt sorozatot alkotnak im K = L2[0,1]-ben,
és persze ||K|| = %)

Ap = és uk(t)zx/ﬁsin(k-ﬂ'fz)t.

2

4.9.14. Feladat. Tetszéleges f € L% ([a,b] x [a,b], B ([a,b] x [a,b]) , AP)
fliggvényre jeldlje

Vy+ Lig [a,0] = L [a,b],
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V; ()] (s) : = / Fits) u(t) dt.

(A Vy operatort ‘Yolterra—féle integraloperatornak mondjuk.) Igazoljuk, hogy
Vy kompakt! (Otlet: Gondoljuk meg, hogy V; igazabol Hilbert—Schmidt-
tipust.)



5. fejezet

Szoboljev-terek és linearis
elliptikus egyenletek

Derivdlni akarunk —
ha torik, ha szakad.

5.1. A H' (Q) és H} (Q) Szoboljev-terek

Ebben a fejezetben kiilonos sillyal esik latba a mértékelmélet és a funkcio-
nélanalizis t6bb eredménye. Ez utébbiakat a jegyzet korabbi részeiben tér-
gyaltuk, de most kiilon is ki szeretnénk ket emelni, nevezetesen

e a normalt tér strtd alterén értelmezett folytonos linearis operator kiter-
jesztési tételét;

e a tényt, hogy L? (T, S, 1) Hilbert-tér (Riesz—Fischer-tétel);

e a Hilbert-terek legalapvetébb fogalmait és allitasait, kiilonos tekintettel
a kompakt normalis operatok spektralfelbontasara (Hilbert—Schmidt-
tétel).

A tovabbiakban végig egy 2 C R™ nyilt halmazra

12(Q) = L2 (Q,A Q) ,)\(”)) ,

ahol A (Q) az 2 halmaz Lebesue-mérhetd részhalmazainak o-algebraja és A
az n-dimenzios Lebesgue-mérték.

189
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5.1.1. Elokésziiletek

Legyen Q C R™ nyilt 6sszefiiggd halmaz. Jeldlje C} (Q) a kompakt tartoju
C' (Q)-beli fiiggvények vektorterét, tehat azon f € C! () fiiggvények Ssszes-
ségét, amelyekre

supp f :={z € Q: f(z) #0} CQ

(az f fiiggvény tartdja) kompakt halmaz. Nyilvin minden f € C} (Q) fiige-
vény természetes modon tekinthets C} (R™)-belinek (nullaként terjedve ki
komplementumara).

5.1.1. Megjegyzés. Tetszoleges a € R™ és 0 < r < R esetén van olyan [0,1]-
be képezs g € C} (R") fiiggvény, amely B (a,r)-en azonosan 1, B (a, R)-en
kiviil pedig azonosan 0. Ugyanis egyszertien megkonstrualhat6 olyan [0,1]-
be képezs h € C' (R) fiiggvény, amely [0,r?]-en 1 és [R?, +o0)-en 0. Ezzel
g:=hol|* éppen megfelel.

5.1.2. Megjegyzés. Ha egy f € C!(Q) fiiggvény egy nyilt G halmazon
azonosan 0, akkor barmely parcialis derivaltja is azonosan 0 a G’ halmazon.

Most kovetkezzék a parcidlis integralas egy fontos (in. variacios) valtozata.
5.1.3. Lemma. Tetszdleges f € C1(Q), g € CL(Q) és rogzitett 1 <k <n

eseten /(8kf-g) = —/(f'a’“g)'

Q Q

Bizonyitds. Az f-g fliggvényt terjessziik ki R™-re Q-n kiviil nullaként. Persze
a k-adik valtoz6 szerint integralva

Joutr gy dn =i g2z =0-0=0,
R

Most ezt az egyenlGséget integraljuk ki sorra az 6sszes tobbi valtozo szerint.
Igy az n-dimenziés Lebesgue-mérték definicidja és a Fubini-tétel szerint

Rzak(f-w:o-

Tekintve, hogy f - g az Q-n kiviil elttinik, igy az Q-n hatalyos dy (f - g) =
=0Ocf - g+ [+ Org egyenlGséget is alkalmazva,

[0+ [Go0=[ow o= [auga=0 O
Q Q R

Q
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5.1.4. Megjegyzés. Ha egy g € L? (Q) fiiggvény integralja barmely véges
sok (2-ba es6 zart gémb metszetén 0, akkor g = 0 m.m.

Bizonyitds. Mivel elegendd igazolni, hogy ¢g az ) barmely korlatos részén
m.m. nulla, ezért feltehets, hogy Q korlatos. Most azonnal lathatd, hogy ha
Gi,...,Gm, Hy,...,Hy; Q-ba es6 zart gombok, akkor g integralja a

q m
() Ei\ | Gx
Jj=1 k=1

halmazon is 0. (Ez m-re vonatkozo6 teljes indukcioval adodik hatarozatlan g
mellett

m—+1 q

q m q m
ﬂHJ\UGk: ﬂHJ\UGk \ ﬂHjﬁGm+1 \UGk
j=1 k=1 j=1 k=1 k=1

Jj=1

alapjan.) Innen a halmazadditivitas miatt trividlis, hogy ¢ integralja barmely
véges sok {2-ba es§ zart géomb uniéjan is 0. Innen pedig Lebesgue-tétellel
adodik (|g| € L (2) majoranssal), hogy g integralja barmely megszamlalhato
sok 2-ba es6 zart gomb uniojan is 0, tehat minden Q2-beli nyilt halmazon is 0.
Ahonnan minden zart halmazon is 0, kovetkezésképp minden Borel-halmazon
is 0. Innen nyilvanvald, hogy ¢ = 0 m.m. O

5.1.5. Allitas. Legyen (f;) C L2 (Q)NC* () olyan fiigguénysorozat, amelyre
Il
fi X0, Ha most valamely 1 < k < n indexre és g € L*(Q) fiigguényre

R
Ok fj LA g, akkor g = 0. (Természetesen az egyenldség L? (Q)-ban érten-

dé, azaz g =0 m.m.)

Bizonyitds. Legyen ¢ € CL(Q) tetszoleges. Ekkor 9y is kompakt tartoju,
ezért Opp € L2 (Q), igy

/ (f; - ) — 0.
Q

A fenti parcialis integralasi elv miatt tehat

/(akfj ) = 0.

Q

[@ti0= [@o

Q Q

Ugyanakkor trividlisan
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tehat [(g-¢) = 0 minden ¢ € C} () mellett. Megmutatjuk, hogy g-nek
O

barmely véges sok €2-ba es6 gdbmb metszetén vett integralja 0.
Legyenek ugyanis B (ap,7,) Q-ba esé zart gombok (1 < p < P). Ekkor

](gj ) Ny 7p sorozatok, hogy mindegyik B (ap,r,(gl)> is (2-ban

vannak olyan r
fekszik.Az egyik fenti megjegyzés miatt minden j-re van olyan [0,1]-be képezd
cpg) € C! (R") fiiggvény, amely B (a,, r,)-en azonosan 1, B (ap, r(])>—n kiviil
pedig azonosan 0. Legyen o) a gpfgj ) fiiggvények szorzata (1 < p < P). Ekkor
minden j-re [ (g-¢) = 0, ahonnan a Lebesgue-tétel miatt trivialisan

Q

[ -0

3 B(apvrp)

1D

P

Egy fenti megjegyzés miatt ezért g = 0 m.m. O

5.1.2. A H'(Q) és H} (Q) Hilbert-terek konstrukcidja

5.1.6. Allitas. Legyen (H, (- |-)) Hilbert-tér K folott és M < H altér, amely
al|]: MxM — K skaldrszorzattal (szintén) skaldrszorzatos tér. Tegyiik fol,
hogy a [ | -]-b6l szdrmazd norma erdsebb, mint M-en a (- | -)-bél szdrmazo.
Tegyiik fol tovdbbd, hogy ha egy (x,) C M sorozat (- |-) normdjdiban 0-hoz
tart, [- | -] normdjdban pedig Cauchy-sorozat, akkor [-|-] mormdjdiban is O-
hoz tart. Ekkor létezik egy és csak egy olyan (M,,[- | -],) Hilbert-tér K folétt,
amelyre

e M <M, <H;

o M sird altere az (M, [- | -],) Hilbert-térnek;

o [ | ], leszikitése M x M-re éppen [ | -|;

o q [ |],-bdl szdrmazo norma erdsebb a (- | -)-bol szdrmazondl.
Bizonyitds. Jelolje ||-||; a (-] -)-bdl szarmaz6 normat, ||-||, pedig a [- | -]-bol

szarmazot. Tehat alkalmas pozitiv c-vel minden € M-re |z||y > ¢ ||z||;.
Jeldlje

M, = {x €H:3(xn) SM, 2z, My & g () |-||2—Cauchy—sorozat} .

A konvergens, ill. Cauchy-sorozatokra érvényes alapszabalyok (Osszeg, szam-
szoros) miatt M, altér és persze M < M, (konstans sorozatok).
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Régzitsiik a kovetkezs észrevételt: ha az M-beli (z,,) és (uy,) [|-||,-Cauchy-
sorozatok mindegyike ||-||;-ben tart egy x € H vektorhoz, akkor a feltétel
alapjan ||z, — unll, = 0.

Legyen most z,y € M,. Ha most (x,), (), (Yn) , (vn) ||-||;-Cauchy-soro-

zatok, amelyekre x,,, u, M T, €S Yn, Un M y, akkor a rogzitettek miatt
[T [ yn] = [un [ va]l < lznlly - [lyn = vnlly + 120 = unlly - [[vnll, = 0

(hasznalva a Cauchy—Schwarz-egyenltlenséget). Ugyanigy

@0 | Yn] = [Zm [ ym]| < Nznlly - 19 = ymlly + |20 — zmlly - |ymllo
ahonnan azonnal adodik, hogy K-ban ([z,, | y,]) Cauchy-sorozat, tehat kon-
vergens. Erre az z-re és y-ra az

[z|y], = lUm [z, |yn]

n—-+oo

definicié a fenti nullatartas miatt nem fiigg (z,) és (y,) valasztasatol, csak
attol a ténytdl, hogy (z,,) és (yn) ||-||o-Cauchy-sorozatok, amelyekre x,, Il T
és yn m y. Ezzel definialtuk a [- | -], : M, x M, — K figgvényt.

A sorozatok Osszegének és szamszorosanak hatarértékére vonatkozo sza-
baly, valamint [- | -] skalarszorzat volta miatt [- | -], is skalarszorzat. Konstans
sorozatokkal adodik, hogy [ | -], kiterjesztése [-|-]-nak. Ezzel (M,,[ |],)
skalarszorzatos tér, amelynek M altere. Jelolje ||-||, a [-| -], normajat. Ha

most « € M,, tovabba (z,,) C M olyan ||-||,-Cauchy-sorozat, amelyre z,, Iy

*

x, akkor minden n-re [- | -], definicidja alapjan
|z — zn”i =z -z, |z —z0], = m1~i>r£oo [Tm — Tn | T — 2p] =

= lim @ — 2.3,
m——+oo

ami a sorozat Cauchy-tulajdonsaga miatt tetszéleges € > 0 szam alatt marad

kell6en nagy n-re. Ez azt jelenti, hogy e fentiek esetén z,, m T

Most tetszéleges x € M, vektorhoz létezik ilyen fenti tipust sorozat. Esze-
rint x kozelithets ||-||,-ban M-beli sorozattal. Ezért M stird altere M,-nak,
tovabba ||-||, éppen ||-||, M-re valo leszikitése.

Most megmutatjuk, hogy (M.,[-|-],) teljes. Legyen (z,) C M, ||,-
Cauchy-sorozat. M stri volta miatt minden n-re létezik u,, € M, hogy
@n — unll, < %. Ekkor (u,,) € M is |-|| ,-Cauchy-sorozat, azaz ||-||,-Cauchy-
sorozat. Mivel ||-||, erdsebb ||-||;-nél, ezért (uy) ||-||,-Cauchy-sorozat is. Tehat
H teljes volta miatt (u,) ||-||;-ben konvergal egy € H vektorhoz. No de
mivel (u,) |-||;-Cauchy-sorozat is, ezért « € M,. Fentebb lattuk, hogy ezen
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szitudcid esetén wu, & z. Innen persze z., & x. Tehat tényleg minden

(M., | -],)-beli Cauchy-sorozat konvergens, tehat (M., [- | -],) Hilbert-tér.
Lassuk, hogy ||-||, miért er8sebb ||-||;-nél: Tetsz6leges x € M,-ra vehetiink

egy olyan [|-||,-Cauchy-sorozatot, amelyre z, ﬁ x. Fentebb lattuk, hogy

ekkor x,, My . Peltételiink szerint minden n-re lznlly > ¢ |zn|l; , ahonnan

hataratmenetekkel ||z|, > c¢- [|z|,.

Egyértelmiiség: Tegyiik f6l, hogy egy (N, |- | -],,) Hilbert-tér is megfelel a
tétel allitasanak. Mivel tetsz6leges © € N vektor kozelithetd |||, .-ban egy M-
beli (z,) sorozattal (amiért is (z,,) Cauchy-sorozat (M, |- | -])-ben), tovabba
e tartas az erGsebbségi feltétel szerint ||-||;-beli is, ezért definici6 szerint x €

€ M,. Tehat N < M,. Tovabba tetszéleges x,y € N esetén M-bsli x, &f T

€s Yn ‘&f y kozelitésekkel

[z | y]** = ngr}rloo [Tn | Ynlsn = ngrfoo [Tn | yn] = 7 [ Y], ,

tehat az N-beli skalarszorzat az M,-belinek lesztikitése. Mivel N teljes, ezért
zart altere M,-nak. No de N tartalmazza az M,-ban stird M alteret, ezért
sziikségképp N = M,, s6t a skalarszorzat is ugyanaz. Tehat az (M., [- | -],)
Hilbert-tér egyértelmri. O

Legyen  C R™ nyilt dsszefiiggé halmaz. Ekkor L? (Q) Hilbert-tér K fo-
16tt. Legyen M azon C! () N L? (Q)-beli fiiggvények dsszessége, amelyeknek

mindegyik parcialis derivéltja is L? (Q)-ban van. (Korlatos Q-ra tehat M =
=C1(Q).) Az L? (Q)-beli skalarszorzat természetesen

1 9) o = / /g
Q

Jelolje [ | -] : M x M — K,

3

gl = {f19 2+ D _(Ocf | Okg)r2) -
k=1

[- | -] nyilvanvaloan skalarszorzat az M altéren, és a belle szarmaztatott nor-
mara

13 = £z + D 10k fll720 »
k=1

s e norma majoralja az L*-normat. Legyen most (f;) € M L?-norméban
0-hoz tartd olyan sorozat, amely |- | -]-Cauchy-sorozat is. Ekkor mindegyik
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Oy f; parciélis derivalt L?-normaban Cauchy-sorozat, amely a Riesz-Fischer-
tétel értelmében konvergens is L2-normaban. Az elézs pont egy éllitasa alap-
jan ekkor mindegyik Oy f; parcialis derivalt L2-norméban 0-hoz tart, tehat
[fill;y — 0. Tehat az M skalarszorzatos tér az L? (Q) Hilbert-tér vonat-
kozaséban teljesiti a legutobbi allitas feltételeit. Igy (M, [ | ]) egyértelmien
kiterjeszthets az L? (Q)-ban fekvé, az (M, [- | -]) skalarszorzatos teret stirt al-
térként tartalmazo K f6lotti olyan Hilbert-térré, amelynek norméja erésebb
az L*-normanal. Jeldlje ezt a Hilbert-teret

(H'(9) ¢ [ iy ) -

5.1.7. Definici6. A fenti (Hl (Q), (] ~>H1(Q)> Hilbert-teret az  tartomany
1,2-rendd (inhomogén) Szoboljev-terének nevezziik.
5.1.8. Definicio. Jelolje Hg () a C2(Q) < H'(Q) altér (- | ) 1 q)-ban
valo lezartjat. A H} (Q) alteret lassuk el a (- | ") i1 () Skalarszorzat (- | ->Hé(9)
lesziikitésével. Ezzel (Hg ), (| ->H5(Q)) Hilbert-tér K folott, amelyet az Q
tartoméany 1,2-rendd (homogén) Szoboljev-terének neveziink.

A konstrukeié alapjan tehat M stird altere H! (2)-nak, C} (Q) pedig stirti

altere H} (Q)-nak. o
Mostantol € legyen korlatos. (Tehat M = C1(Q).)

5.1.9. Megjegyzés. Rogzitett 1 < k < n mellett a 9, : C1(Q) — C(Q)
parcialis differencidloperator tekinthets a H* (€2) Hilbert-tér egy siirt alterén
értelmezett, L? (2)-ba képezd linearis operatornak. f € O (2) esetén nyilvan

10kl L2 ) < f Il -

igy H' () teljes volta miatt 9, egyértelmien kiterjeszthets egy H' (Q) —
L? (Q) folytonos lineéris operatorra, amelyet tovabbra is dy-val jeldliink. Te-
hat

O : H' (Q) — L* (Q)
folytonos linearis operator.
5.1.10. Feladat. n = 1 esetén a fenti kiterjesztés természetesen a kozon-
séges derivalt altalanositasat jelenti. Mutassuk meg, hogy egy korlatos nyilt
I C R intervallumra H' (I) elemei éppen az L? (I)-beli fiiggvények integral-
fiiggvényei (ill. ezek eltoltjai). Igazoljuk, hogy a € I és u € L? (I) esetén e
kiterjesztett derivalttal

/ u| =u.

a



196 5. SZOBOLJEV-TEREK ES LINEARIS ELLIPTIKUS EGYENLETEK

A fenti feladat értelmében az intervallumon értelmezett Szoboljev-fiiggvé-
nyek folytonosak (s6t abszolit folytonosak). Az alabbi feladat értelmében
altalanos esetben ez mar nem all:

5.1.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy az f : R?\ {0} — R,

_ [In*(=In]|jx||) ha 0< |x||<1/e
f )= { 0ha x| >1/e

fiiggvény — mint L2 (Rg)—beli fiiggvény — eleme H (Rg)—nak, jollehet f nem
eleme C (R3)—nak (ami precizen azt jelenti, hogy barmely C (R3)-beli fligg-
vényt6l pozitiv mértékd halmazon kiilonbozik)!

(Otlet: az R? \ {0} halmazon léteznek f klasszikus értelemben vett foly-
tonos parciélis derivéltjai és f-fel egyiitt L? (R?)-beliek, ez utobbi [ ﬁ <
B

< +oo alapjan trivialis. Most legyen h € C* (R) az %—t()’l balra azonosan 0,
az 1-t6l jobbra pedig azonosan 1, egyébként is [0,1]-be meng fliggvény. Ekkor
hj(x) :== h(j-|Ix||) és f;j :== h; - f definiciéval trivialisan (f;) € C} (R?)

és Lebesgue-tétellel f; lﬁf f. Tovabba klasszikus értelemben 0y f; — 01 f =
= (hj —1) - 01f + 01h; - f. Ennek els6 tagja megint csak Lebesgue-tétellel
tart L2-ben 0-hoz; a masodik tag L?-normanégyzetét pedig — amelynél elég
az % < |Ix|l < % gombhéjra szoritkozni — trividlisan becsiilhetjiik a

4 max|h’|2~ln4 (In 27)
.
3 J

kifejezéssel, amely 0-hoz tart. Ezért 0, f; l% 01 f, és ugyanigy kapjuk, hogy
II-1 , II-1l 2 . .

Oofj =5 Oof ¢s Osf; —5 Oaf. Igy aztan (91f;), (Daf;) 6s (3sf;) |||l 2-

Cauchy-sorozatok, tehat (f;) ||| py-Cauchy-sorozat, midén f; i, f. Ez-

zel a H} (]RS) tér definicioja miatt f — mint L? (R3)-beli fliggvény — eleme

H} (R?)-nek, s6t klasszikus értelemben szamitott parcialis derivaltjai — mint

L? (R?)-beli fiiggvények — megegyeznek a kiterjesztett értelmi megfelels par-
cialis derivaltakkal.)

5.1.12. Megjegyzés. A legutobbi megjegyzés értelmében minden f € H?! (£2)
fliggvényre

2 2 2
1Az o) = 1220y + Z 0k flI 720 -
k=1
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|V”H1@n

— II-1 II-1
hiszen (f;) € CY (Q)NL2(Q), f; —= Fesetén f; —=7 fésOpf; —37
Ok f, ahonnan ||fjHL2(Q) = 2 () ¢ ||akfj||L2(Q) = [0k fllL2(q) » tehat

2 2 2 2 2
Hfj”Hl(Q) = Hfj||L2(Q) + Z HakfjHLZ(Q) - Hf”m(n) + Z HakaLz(Q) )
k=1 k=1

masrészt trivialisan | £ 75 q) = [1fl70 -
5.1.13. Tétel. Tetszdleges f € H' (Q), g € HL () és rogzitett 1 < k < n
esetén

[@t9=- [0

) o)

Bizonyitds. A H' (Q) és H{ () terek konstrukcioja miatt vannak olyan (f;) C
C C1(Q) és (g;) C CL(Q) sorozatok, hogy H'! (Q2)-normaban f; — f és
g; — g. Ekkor persze L? (Q)-norméaban 9y f; — O f és Org; — g, ezért

/(5kfj “95) = /(akf‘g) és /(fj - Org;) —>/(f'3k:9)'
Q Q Q Q
Ugyanakkor a legutébbi lemma miatt minden j-re

/(5ka "9j) = —/(fj'akgj%

Q Q
igy a fenti hataratmenetekkel

/(akf-g)z—g/w-akg)- 0

Q

Ekvivalens normak a H} () térben

Egy K £616tti X vektortéren értelmezett ||-||; és ||-||, normakat ekvivalenseknek
mondjuk, ha alkalmas véges ¢, d > 0 konstansokkal

¢l < M-y < d- 1l -
A normaekvivalencia nyilvan ekvivalencia jellegii tulajdonsag: reflexiv, szim-

metrikus és tranzitiv.
Mostantol legyen €2 C R™ korlatos nyilt Osszefiiggd halmaz.
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5.1.14. Lemma. Tetszdleges f € C(Q) fiigguényre

/|f($)\2d%‘ < diam® (2) - / 01f ()] da
O Q

(ahol diam () az Q tartomdny dtmérdje).

Bizonyitds. Az Q2 halmazt foglaljuk bele egy olyan T' = x}'_; [ax, bi] téglaba,
amelyre by — a; < diam (Q2). Az Q-n kiviil azonosan 0 kiterjesztéssel persze

f € CL(T). Most tetszdleges x = (z1,...,7,) € T esetén a Newton—Leibniz-
tétel miatt

f(.]?) :f('rlvx%'-')xn) 2/51f(t,x2,...,xn) dt.

Innen a Cauchy—Schwarz-egyenl&tlenséggel

T 2 T
|f($)|2: /1-31f(t,x2,...7xn) dt S (1'1—0,1) '/|81f(t,$2,...,.’1}'n)‘2 dtv

ahonnan a Fubini-tétel alapjan

by
Q/|f2=T/f|2= /] [|f<x1,x2,...,xn>|2dx1 d(@s,. .. ) <

XE=2[ak,bk

by

< [ ([ @ma [0 @ @) do ) da) <

ngz[ak,bk] a1

b1 / b1

< (b1—a1)- / / /|5'1f(t73327-~~,$n)|2 dt| dzy | d(xa,...,7,) <

XZ:Q[alwbk] a1

by
<(by—a)*- / /\31f(ta$27~~7$n)|2 dt | d(za,...,xn) =

ngz[akvbk] a1

= (b -0 10 = - ) [Jouf < din? @) [ff?. O
T Q Q
5.1.15. Kévetkezmény. Tetszéleges f € HE (Q) fiiggvényre is

/\f(x)|2dx§diam2 (Q)~/|81f(x)\2da:.
Q

Q
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. .. Ilerg 0
Bizonyitds. Vehetiink egy (f;) C C! () sorozatot, amelyre f;
lI-I H [
Ekkor 01 f; il O1f ¢és persze f; il f. Mivel minden j-re a lemma
miatt

/\fj () dx < diam? (Q)./|61fj (2)? da,

1gyf\f] )| dac—>f|f )|? dmesf|81f] )|? dx—>f\81f )|? dz alapjan
/\f(x)|2dx§diam2 (Q)~/|81f(m)\2dx. O
Q Q

5.1.16. Kévetkezmény. Tetszdleges f € Hi (Q) fiigguényre

1£1l L2 < diam (Q) - 1011l 12y < diam () - | > |10k f1172(0)-
k=1

5.1.17. Kovetkezmény. A ||~HH5(Q) norma ekvivalens a

/ 1 (@) de
Q

normdval a H} () vektortéren, sét minden f € HE (Q) esetén

1l ey < o/ cliam? () + 1+ [ F I o -

Bizonyitds. ||f||;15 @ < ||fHH3(Q)- Ugyanakkor a fenti kovetkezmény miatt

1 ) =

> N0k fll720) =
k=1

minden f € Hg (Q) fiiggvényre
Hf“Hl(Q = Hf||L2 Q) +Z:Halcme(Q) (dlam )Jrl) 'Znakfniz(g) =
k=1

2
= (diam® (@) + 1) - (Il 00 ) -

Tehat || £ 1 ) < 4/diam® (2) + 1+ | f[31 q)- -

5.1.18. Megjegyzés. Az eggyel korabbi kovetkezményt atfogalmazva, min-
den f € H} () esetén

Hf||L2(Q) < diam () - ||f\|;{5(9)
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Kompakt beagyazas L>-be
Az alabbiakban az egyszertiség kedvéért tegyiik fol, hogy K = R.

A Poincaré-egyenlétlenség ¢

5.1.19. Lemma. Tekintsik a Q = (a,b)" C R™ kockdt. Tetszbleges f €
e C1(Q) figguényre

2

1 n
£ 1720 < =R /f + z_:/ O f)?

Q

Bizonyitds. Feltehets, hogy a = 0. Tetsz6leges z,y € Q-ra

f(y)_f(m):f(ylv"'vyn)_f(xlﬁ""xn):

M- 10

(f(yh"'ayk71'k+la"'7xn)7f(y1,'"ayk—laxka"'vxn)) -

Yk

Okf (Y1y - Yk—1, s Thot1, - - - Tp) Al

x>
Il

1Ik

Innen négyzetre emeléssel és a Cauchy-egyenl6tlenséggel, majd Bunyakov-
szkij-egyenlGtlenséggel

2 y) —2f (x) f)+ 2 (x) =

3kf (Y15 Ykm1s s Thot1, - - -5 Tp) dig | <

HMﬁ

Tk

2
n

S’I’L /akf Yiye ooy Yk— lvtk7xk+15'--axn) dtk S
k=1
n Yk
Snz (yk_xk)'/(6kf(y1a"'7yk—17tkaxk+1a"'7xn))2 dtk S
k=1 Tk
n b
<n-b- /8kf (W1, Yk b T -5 ) .
0

=1

A kapott egyenlGtlenséget integraljuk ki = szerint, majd y szerint is a @ koc-
kan (vegyiik észre, hogy ekézben a jobb oldal k-adik tagjaban végil is az
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Yly- ooy Y1, k) Tht1,-- -, Ty valtozok mindegyike szerint 0-tol b-ig integral-
tunk, és ezen tulmenéen még az 1, ..., Tk, Yk, - - - , Yn valtozok szerint is; am
ez utobbiak vonatkozasaban mar konstans fliggvényt integraltunk):

k_lQ
ahonnan
2
[r@asg| [1@a] 1523 [on? =
Q Q k=10

A Friedrichs-egyenlétlenség ¢ Tekintsiik a Q = (0,a)" C R™ kockét.

5.1.20. Lemma. Tetszdleges € > 0 szdmhoz van olyan véges sok g1,...,gn €
€ L% (Q) egységnormdsii fiigguény, hogy barmely f € H' (Q) esetén

n N
£ 11720y < & D 10 flliz0) + D (F | 99) 12 -
k=1 p=1

Bizonyitds. Legyen € > 0. Valasszuk meg az m € N szamot gy, hogy m? >
> "2—‘1; teljesiiljon. Bontsuk {6l a @ kockat m™ db. egybevagd kockara (Q
éleit m egyenl6 részre osztva, és az osztopontokon at a lapokkal parhuzamos
hipersikokkal szétvagva). Igy nyerjiik az egybevago, =8l Q1,Q2,...,QN

kockakat, ahol N := m". Tetsz6leges f € C1(Q) és 1 < p < N esetén a
Poincaré-egyenlétlenségbsl

2
[r@as [r@a| g [ o
Qp @p

:1Qp

w3

igy gp :== (%) Xq, valasztéassal

2
> . no5 N 2
é{f (z) dz < Q/f g | +55a k_l/p(akf) ,
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&s [lgpllp2(q) = 1- Osszegezziink p szerint :

n

||fH2L?(Q <Z (f 1 9p) LQ(Q)+ a® Z/ o)’
p=1 k=1

N
<10 o (IFl5y) -

p=1

Legyen most M C H'(Q) azon f fiiggvények Osszessége, amelyekre e fenti
egyenl6tlenség all. A mar latottak szerint C! (Q) € M. Ugyanakkor mind-
egyik O : H' (Q) — L?(Q) operator folytonos, igy M zart halmaz. Mivel
Cl (Q) stirti H! (Q)-ban, ezért M = H' (Q). O

A masodik Friedrichs-egyenlétlenség ¢ Legyen 2 C R”™ nyilt Osszefiiggd
korlatos halmaz.

5.1.21. Lemma. Tetszdleges e > 0 szdmhoz van olyan véges sok g1,...,gN €
€ L?(Q) fiiggvény, hogy birmely f € H} (Q) esetén

N
2
1130y < (M) + D045 190 3ace
p=1

Bizonyitds. Feltehets, hogy Q része egy Q = (0,a)" C R™ kockdnak. Az
el6z6 Friedrichs-egyenl6tlenség miatt van olyan véges sok g1, ...,gn € L? (Q)
egységnormaju fiiggvény, hogy barmely f € H! (Q) esetén

n N
||f||2L2(Q) <e- Z ||akf||2L2(Q) + Z (f §p>i2(Q) :
k=1 p=1

Ez az egyenlétlenség specidlisan minden f € C} (Q)-ra is all, igy (trivialis
kiterjesztés alkalmazasaval) minden f € C! (Q)-ra is. Most a g1,...,gn -
ra sztkitésével kapott gi,...,gn € L?(Q) fiiggvényekkel is természetesen
minden f € C! (Q)-ra (hasznalva a H'Hj‘fé(ﬁ) jelolést)

N
2 *
171y < = (Wligeen) + 30 U 130
p=1

Legyen M C H} (Q) azon f fiiggvények Gsszessége, amelyekre e fenti egyenlét-
lenség all. A mar latottak szerint tehat C! () C M. Ugyanakkor mindegyik
O + HY (2) — L2 (Q) operator folytonos, igy M zart halmaz. Mivel C! (Q)
stirti H} (2)-ban, ezért M = H} (Q). O
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H'(Q) kompakt beagyazasa L? (Q)-ba ¢ Tekintsiik Gjra a Q = (0,a)"
C R™ kockat.

5.1.22. Tétel. Haegy (f;) C H' (Q) sorozat a (Hl @), (| ~>H1(Q)> Hilbert-

térben gyengén tart egy f € H' (Q) fiigguényhez, akkor (f;) L* (Q)-normdban
is tart f-hez.

Bizonyitds. Feltehets, hogy f = 0. Legyen K > 0 az (f;) sorozat egy H' (Q)-
beli korlatja. Rogzitsiink egy € > 0 szamot. A Friedrichs-egyenl&tlenség alap-
jan ekkor van olyan véges sok g1, ...,gn € L?(Q) egységnormaji fiiggvény,
hogy béarmely v € H! (Q) esetén

2 N
2 £ *
Iolag) < me - (i) + D0 @ 1920y
p=1

specialisan minden j-re

g2 . N
1y < o (15l + 2005 1 9n)2acay -
p=1

Mivel az L%-beli fiiggvényekkel vett (L2-beli) skalarszorzasok folytonosak
H'(Q)-n, ezért (f;) L*(Q)-gyengén is tart 0-hoz. Igy azonnal

N
Z fi |9p L2(Q) 0.
p=1

N

Tehat van olyan jo index, hogy j > jo esetén ) (f; | 9P>2L2(Q) < % Innen
p=1

azonnal minden j > jo esetén ||fj||L2(Q) <e. O

5.1.23. Koévetkezmény. A (H1 @), (| ->H1(Q)> Hilbert-tér By (q) egy-

séggombje kompakt részhalmaza az (L2 (@), (| ’>L2(Q)) Hilbert-térnek. Ko-
vetkezésképp a H' (Q) — L*(Q), f + f bedgyazds kompakt operdtor.

Bizonyitds. Legyen (f;) C By () tetszbleges sorozat. Mivel H' (Q) Hilbert-
tér, igy e sorozatnak van egy f € H'(Q) fiiggvényhez gyengén konvergald
részsorozata. B (q) konvex zart volta miatt f € Byi(g). A fenti tétel értel-
mében a széban forgd részsorozat L2-normaban is tart f-hez. Mindez éppen
azt jelenti, hogy Bp1 (@) sorozatkompakt halmaz L? (Q)-ban. O
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H} () kompakt beagyazasa L? (2)-ba ¢ Legyen Q) C R nyilt dsszefiiggd
korlatos halmaz.

5.1.24. Tétel. Ha egy (f;) C H} (Q) sorozat a (H& (Q), (] '>H3(Q)> Hilbert-

térben gyengén tart egy f € H} (Q) figguényhez, akkor (f;) L? (Q)-normdban
is tart f-hez.

Bizonyitds. Feltehets, hogy f = 0. Legyen K > 0 az (f;) sorozat egy Hg (Q2)-
beli korlatja. Rogzitsiink egy € > 0 szamot. A mésodik Friedrichs-egyenl&ség
alapjan ekkor van olyan véges sok g1, ..., gy € L? () fiiggvény, hogy barmely
v € H(Q) esetén

2 N
2 € *
0120 < o - (Religen) + 32 01002200
p=1

specidlisan minden j-re

82

N
1y < o (Iiligon) + D045 1002
p=1

Mivel az L?-beli fiiggvényekkel vett (L2-beli) skalarszorzasok folytonosak
H} (Q)-n, ezért (f;) L* (Q)-gyengén is tart 0-hoz. Igy azonnal

N
Z (fi 1 9p)7 L2 — 0
p=1

N

Tehat van olyan jo index, hogy j > jo esetén > (f; | 9p>i?(ﬂ) =
p=1

azonnal minden j > jo esetén ||fj||L2(Q) <e. O

2
5. Innen

5.1.25. K6évetkezmény. A (H& (), (] '>H6(Q)) Hilbert-tér By (q) egység-

gombje kompakt részhalmaza az (L2 (Q), (| '>L2(Q)> Hilbert-térnek. Kovet-
kezésképp a H (Q) — L*(Q), f — f bedgyazds kompakt operdtor.

Bizonyitds. Legyen (f;) C By (q) tetszéleges sorozat. Mivel H} () Hilbert-
tér, igy e sorozatnak van egy f € Hg (Q) fiiggvényhez gyengén konvergald
részsorozata. By (qy konvex zart volta miatt f € Bpi(q). A fenti tétel értel-

mében a széban forgod részsorozat L2-normaban is tart f-hez. Mindez éppen
azt jelenti, hogy By (q) kompakt halmaz L? (Q)-ban. O
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5.1.3. Egy Dirichlet-feladat megoldasa. Sajatérték-feladat.
Numerikus eléallitas

A klasszikus és az altalanositott feladat megfogalmazasa

Legyen Q C R™ nyilt &sszefiiggs korlatos halmaz. Jeldlje 9Q := Q\ Q az
tartomany hatarat, ami kompakt. Legyen minden 1 < k,j < n esetén adott
ag; € CL(Q),ce C(Q)NL>(Q), és tegyiik fol, hogy a; = aj; minden
k, j mellett. Legyen L : C%(Q) — C (),

Lu = ZZ@- (ak,; - Oru) + ¢ - u.
k=1 j=1

5.1.26. Definicié. Az L differencidloperatort az () tartoményon egyenle-
tesen elliptikusnak mondjuk, ha vannak olyan p, ¢ > 0 szdmok, hogy az

a1 EJJ; ai2 (-T) s Aln (33)
A)=|
QAn1 (a:) ct Gpn (33)

egyiitthatomatrixra minden z € R™ esetén

pllal® < ((A@) )=12) <q- =

(A A Laplace-operator példaul egyenletesen elliptikus.)
A tovabbiakban tegyiik f6l, hogy L egyenletesen elliptikus.
Tekintsiik tetszoleges f € C () N L2 (Q) fiiggvényre az
) Lu(x)=f(z) (reQ)),
*
u(x)=0 (x € 0Q)
homogén peremfeltételi Dirichlet-feladatot. Ennek megoldésan olyan u €

€ C?(Q) fiiggvény értiink, amelyik folytonosan terjed ki Q-ra, e kiterjesztés
a df) hataron azonosan 0, tovabba Lu = f.

5.1.27. Allitas. Egy v € C2(Q) fiiggvényre Lu = f pontosan akkor, ha
minden v € Hi (Q) esetén

n

/ Zzn:ak,j'akwﬁﬁ—c-u-ﬁ :_/f.g,
Q

o \k=1j=1
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Bizonyitds. Lu = f azt jelenti, hogy az () tartoményon
n n

Zzaj(ak,j'aku)+c.u:f’

k=1 j=1

ami (mindkét oldal L? (Q)-beli) azzal ekvivalens, hogy L? (Q) egy tetszoleges
strd alterét képezd v fliggvényekkel skalarszorozva all fenn az egyenléség:

z": /(3j(ak,j'5ku)-5)+/(c~u~6):/(f.@),
!

j Q Q

n

k=1j=1

Most C} (Q) stird L2 (2)-ban (lasd a Fiiggeléket), igy H} (Q) is az. Tehét
Lu = f azzal ekvivalens, hogy minden v € H} (Q) mellett fennall a legutob-
bi egyenldség. Alkalmazzuk most a parcialis integralasra vonatkozo [5.1.13}
Tételt minden (k, j) par mellett (1 < k,j <n) az ay;-Opu e H' () ésv €
€ H} (Q) fiiggvényekre, valamint a 9; differencialoperatorra. Eszerint

Q/ (05 (ap s - Opu) -T) = — / (ars - O - 957),

amit a megel6z6 egyenlGségbe visszahelyettesitve azonnal megkapjuk a kivant
formula Lu = f-fel valo ekvivalencidjat.
Mostantol f-rol csak annyit tegyiink fél, hogy f € L? (). O

5.1.28. Definicié. Egy u € H' (Q) fiiggvényt az Lu = f egyenlet altala-
nositott megoldasanak mondunk, ha minden v € H} (Q2) esetén

iiak,j-aku-aj@fc~u~i :—/f.f.
Q

o \k=lj=1

A fenti allitas szerint tehat ha egy u € C2 () fiiggvény az eredeti ér-
telemben vett (an. klasszikus) megoldasa az Lu = f egyenletnek, akkor
altalanositott megoldasa is.

Tekintsiik most a homogén peremfeltétel esetét. Igazolhatd (bonyolult),
hogy ha egy u € C?(Q) fiiggvény Q-ra gy terjed ki folytonosan, hogy a 92
hatéron azonosan 0, akkor u € H{ (). Tehat a homogén peremfeltételt az
Laltalanositas” sordn az a kovetelmény fejezi ki, hogy az u € H! (2) feltételen
tilmenden u € H} (). Ezzel kézenfekvé a kivetkezs definicio.

5.1.29. Definicié. Ha egy u € H} (9) fiiggvény altalanositott megoldasa az
Lu = f egyenletnek, akkor azt mondjuk, hogy v altaldnositott megoldasa a
(*) homogén peremfeltételii Dirichlet-feladatnak.

(A fentiek értelmében tehat ha u € C2 (Q) eredeti értelemben vett /azaz
klasszikus/ megoldasa (x)-nak, akkor altalanositott megoldésa is.)
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Egzisztencia és unicitas a ¢ < 0 esetben
Az eddigi feltételeinken til, e pontban tegyiik f6l, hogy ¢ < 0.

5.1.30. Tétel. A (x) homogén peremfeltételd Dirichlet-feladatnak tetszdleges
f € L? () mellett létezik egy és csak egy dltaldnositott u € HE () megolddsa,
tovdbbd erre a megolddsra

diam? (Q) + 1

ull 13 0y < Nl p2g) -

Bizonyitds. Vezessiink be 1j skalarszorzatot a H} (€2) vektortéren, nevezete-
sen
n

[u|v]::/ Zzn:ak7j-8ku~8jﬁ—c-u-ﬁ ,

o \k=1j=1

masképpen

wl= [({(4@) )W @) v @), -c@ @@ o)) d

Q

Az u valtozoban ez nyilvan linearis, a konjugalt szimmetria abbdl adodik,
hogy az A (z) egyiitthatométrix minden z-re szimmetrikus. Az egyenletes
ellipticitas és ¢ < 0 miatt pedig [ | -] pozitiv definit.

Szintén az egyenletes ellipticitas feltételét felhasznalva minden u-ra és z-re

-l @I < (4@ ) @) | (@)

ahonnan integralassal

p (i) < [{(4@ Yu@ 1w @), do <o (lulige)

Q

2
LSa @l

Innen pedig ¢ < 0 miatt trividlisan

2 2
P (Il ) <l < a- (Julliye) + lello - lula) <
< - (Iulige) + el - diam® (@) - (Julliy @) =
= (a+ llel. - dinm?® () - (Jullpyoy)
(itt a Megjegyzést is hasznaltuk). Eszerint a [- | -]-bol szarmaztatott

norma ekvivalens H-||B%(Q)—V&L igy persze ||-||Hé(9)—val is. Tehat HE (Q) a [ | -]
normajaval is teljes, azaz Hilbert-tér.
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A (Hg (Q),[ | -]) Hilbert-téren a ® : Hj () — K,

linearis funkcional folytonos (mert egy ekvivalens norméara nézve trivialisan
az), {gy Riesz tétele szerint létezik egy és csak egy u € HE (Q) fiiggvény, hogy

® = [ | u], azaz minden v € H{ (Q) esetén — [ (f-v) = [v] ], ahonnan
Q
konjugalassal
_/(fﬁ):[u|’l_)}:/ ZZakJakuaj@_cu@ ,
Q o \k=1i=1

ami éppen azt jelenti, hogy u altalanositott megoldasa a (x) homogén pe-

remfeltételdi Dirichlet-feladatnak. Megforditva, ha egy u. € HE (Q) fiiggvény

altalanositott megoldéasa a (x)-nak, akkor [- | -] definicioja miatt minden v €

€ Hj (Q)ra — [(f-v) = [v|u], azaz u, is a ® funkcionalt reprezentalja.
Q

Igy a Riesz-tétel egyértelmiiségi része miatt u az egyetlen altalanositott meg-
oldés.

Most az L?-beli Cauchy-Schwarz-egyenlétlenség és a Megjegyzés
alapjan, majd az egyik fenti becslés miatt minden v € H} (2)-ra

B0 = / (0| < 1 ey - 1002 < 15 2o - diam (9) - ol @) <

Q
. 1
< £l L2 (q) - diam () - b [v | v],
igy [ | -] norméjara nézve ||| < || fll 2 diL\/IEQ). fgy (tjra csak Riesz tétele
miatt)

Viulul = 9] <l £ll L2 - (hin}p(m'

Innen pedig tjra az idézett fenti becslés, majd af5.1.17} Kovetkezmény alapjan

diam (2 * p
Hf||L2(Q)' (&) > V[ulu]l > \/ZS‘HUHHI(Q) > vP — ||u||H1(Q) J
VP ° iam?2 0
diam” () + 1

ebbdl pedig

_ diam (Q)-4/diam*(Q)+1

diam?(Q)
[ull g2 o) < » A —

+1
Nl 2 -
O

Nl 20y <
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5.1.31. K6vetkezmény. A (x) homogén peremfeltételi Dirichlet-feladatnak
legfeljebb egy u € C? () klasszikus megolddsa lehet.

Sajatérték-feladat a ¢ < 0 esetben

Tovabbra is alljanak fonn eddigi feltételeink.

5.1.32. Tétel. Létezik olyan (uj) C H} () az L? (2)-ban teljes ortogondlis
sorozat €s (A;) C RC szdmsorozat, hogy minden j-re u; a fenti értelemben
vett dltaldnositott megolddsa az

LU:)\j'Uj

egyenletnek. (Ezt dgy is szokds fogalmazni, hogy (u;) teljes ortogondlis
dltaldnositott sajdtfiiggvényrendszere az L operdtornak, a megfeleld \;
sajdatértékekkel.) Tovdbbd \; — —oo és mindegyik \; sajdtaltere véges di-
menzids. Végiil tetszéleges f € L?(Q) figgvényre az Lu = f egyenlet us
dltaldnositott megolddsdra

+oo

up = _Z (f1 uj>L2(Q) U

j=1
(az dsszeg HE (Q)-normdban értendd).

Bizonyitds. Vezessiik be a H} () vektortéren a legutobbi tétel bizonyitésa-
ban méar szerepls

[u | v] ::/(iiak,p~8ku~8pv—c-u-v>

k=1p=1

skalarszorzatot. A széban forgd bizonyitds ezen részét felhasznalva
(H§ (Q),[- | }]) Hilbert-tér és normaja ekvivalens a ”'”Hé(ﬂ) norméval. Most
az idézett tétel értelmében a (x) feladatnak minden f € L? () mellett 1étezik
egy és csak egy éltalanositott u € Hy (Q) megoldasa, tovabba

diam?® () + 1
Jull gy € S Ul

Jelolje G : L? (Q) — Hg (Q) azt a leképezést, amelyik minden f € L?(Q)
fliggvényhez hozzarendeli a neki megfelel6 megoldast. G persze linearis. A
fenti becslés (és a normaekvivalencia) miatt G folytonos is. Az el6z8 pont egy
eredményének Kovetkezmény) értelmében a B : H} (Q) — L% (),
u — u beagyazas kompakt operator. Igy G:=G B: H} (Q) — H}(Q) is
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kompakt operator. Tetszdleges f € H} (2) mellett tehat G f altalanositott
megoldasa (x)-nak, igy minden v € Hg (Q) esetén

n

@714 /(ZZ@ (@) 0 c-(@1) ) [r

k=1p=1

Most f és v felcserélésével a jobb oldal egyszertien konjugalodik, ezért G én-
adjungalt [- | -]-ra nézve. Tovabba {C:'f | f] =—1 \f|2 , igy G negativ definit.
Q

(Tehat ker G = {0} és imG = H{ (Q).) Alkalmazzuk a Hilbert-Schmidt-
tételt a (H (2),[ | |]) Hilbert-térben a G kompakt 6nadjungélt operétorra.
Eszerint H} (Q)-nak van a G sajatvektoraibol allo teljes ortonormalt (uj) C
C H} (2) sorozata rendre a megfelels «; sajatértékekkel. G negativ definitsé-
ge miatt mindegyik o; negativ, igy persze G kompakt volta miatt véges rangt

is. Mindezek szerint minden j € N mellett éuj = aj - u;, azaz a legutobbi
kiemelt formula alapjan barmely v € H} () esetén

/(iiak”"a’“(%'“J’)'aﬂo”‘c'(ad'%)'v> :_/“j-ﬁ,

Q k=1p=1
azaz
n n 1
/ E E Qkp OkUj - OpU —C-Uuj -0 :—/(-uj>-u,
.
1 J
Q k=1p=1 Q

1

tehat valoban u; altalanositott megoldasa az Lu = a

tetsz6leges 7, £ indexekre a fentiekbdl

/uj-m:_/ (iiak,p'@c(%-uj)~8pu¢—c.(aj.uj).w> _

Q Q k=1p=1

= —ay - [u; | uf,

u; egyenletnek. Most

tehat egyrészt az (u;) sorozat az L? (Q)-beli skalarszorzatra nézve is orto-
gonalis, masrészt HujHLQ(Q) = \/—a;. A sorozat linearis burka stird H} (Q)-
ben a H} ()-normara nézve, tovabba az L? (2)-norma gyengébb a H} (2)-
norménal és rd nézve H} (Q) stirii L? (Q)-ban; emiatt az (u;) sorozat linearis
burka is stirt L2 ()-ban. Azaz (u;) teljes L2 (Q)-ban is. G kompakt volta
miatt a; — 0—. Igy Aj = a% jeloléssel a tétel allitasanak elsé fele kész.
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Legyen most f € L? (). Mivel (\/MJT> ortonormalt sorozat L? (2)-ban,

ezért a Parseval-formula miatt

“+oc0 2

Z (f | ug) < oo,
— —Qy

j=1

—+oo
igy aj — 0 miatt >, [(f | u;)|* < +oo. Tehat a (H§ (),[-|-]) Hilbert-
j=1

“+oo

térben konvergens a — >° (f | ;) 12(q) - u; ortogonalis sor. Jeldlje uy e sor
j=1

H} (Q)-beli 6sszegét. Ekkor tetszoleges v € Hy (€2) mellett

+oo

+o0
[Uflv]Z—ZU\ug')'[Uj|v]=—z<f|[vluj‘]'ug‘>=

+ o0 j:1
<f|Z[DUj]~Uj><f|v>

itt felhasznaltuk, hogy az Do unkcional folytonos -en), azaz
itt felh ltuk, h f L(Q)f kcional fol H} (2

/(ZZakyp.E)ku.apv—c.u.v) :_Q/f'y’

Q k=1p=1

tehat az imént definialt vy nem mas, mint az Lu = f egyenlet (az el6z6 tétel
értelmében egyértelmiien létezs) altalanositott megoldésa. O

A sordsszeg numerikus elSallitasa

5.1.33. Megjegyzés. A fenti tétel utolso allitdsa numerikus eljarast ad az
Lu = f egyenlet altalanositott megoldaséanak elallitasara az egyenlet altala-
nositott sajatfliggvényei és sajatértékei ismeretében. A véges részletosszegek
integralos kvadraturaképletekkel szamolhatok; és tudjuk, hogy e részletossze-
gek Szoboljev-norméban kozelitik a tényleges u; megoldast.

5.1.34. Megjegyzés. A fenti tételbdl trivialisan kovetkezik, hogy a tétel
feltételeinek fennallasa esetén a H} (2) Hilbert-tér szeparabilis. Marpedig
tetszGleges korlatos Gsszefliggs nyilt 0 C R™ halmazra konnyt teljesiteni a
tétel feltételeit, pl. akar az L := A Laplace-operatorral. Tehat tetszdleges
korlatos dsszefiiggd nyilt O C R" halmazra a H} () Hilbert-tér sze-
parabilis.
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Az elgjelkotetlen c esete

A fenti tétel bizonyitaval az eredeti feladat ¢ < 0 feltétele is némileg kikii-
szobolhets. Legyen adott minden 1 < k,j < n esetén ap; € C1(Q),c €
e C () NL>®(Q), és tegyiik fol, hogy a;r = a,; minden k,j mellett (tehat
c tetszdleges eldjelil). Viszont tegyiik cserébe fol, hogy az Lu =0
egyenletnek altalanositott megoldasa csak a konstans 0. (Ez a cre
tett megkotés felszabaditasaval 6nmagaban mar nem maradna igaz.) Tekint-
siik az L: C%(Q) — C(Q),

n n

Lu := ZZaj (ak,j - Opu) +c-u

k=1j=1
differencidloperatort, és tegyiik fol, hogy L egyenletesen elliptikus. Legyen
a > 0 olyan széam, hogy ¢ — a < 0 (c korlatossédga miatt van ilyen «). Ekkor
az L — ol operatorra

(L—a[)u:zzzaj (ak,; - Oku) + (¢ — @) - u,

k=1 j=1

tehat L —al olyan tulajdonsagu differencialoperator, mint amilyennel a fenti-
ekben foglalkoztunk. A fentiek értelmében tehat van olyan (u;) C Hj () az
1

L? (2)-ban teljes ortogonalis sorozat és (\;) = (Z) C R® (a; — 0) szam-

sorozat, hogy minden j-re u; &ltalanositott megoldasa az
(L—al)u=A;-u;

egyenletnek. Ezért aztan minden u; altaldnositott megoldasa az
Lu=(\+a) y

egyenletnek. (Azaz (u;) altalanositott teljes sajatfiiggvényrendszere L-nek is,
Aj+a sajatértékekkel.) Mivel feltettiik, hogy az Lu = 0 egyenletnek altalano-
sitott megoldéasa csak a konstans 0, ezért \; + o # 0, igy «; - a # —1. Legyen
[ | -] a fenti bizonyitasban szerepl6 — de L helyett természetesen az L — ol
operatorbol szarmaztatott — skaldrszorzat. Legyen most f € L% (Q). Mivel

( il ) ortonormalt sorozat L? (Q)-ban, ezért a Parseval-formula miatt

+oo 2

(f Tuy)
M < oo,
$¥| Uy |?
igy a; = 0 és o - # —1 miatt 21 ‘Twil’ < 4o0. Tehét a (Hj (Q),[-]])
j=
—+o0

Hilbert-térben konvergens a — 3 (Flus) ortogonalis sor. Jeldlje us e sor
J

— ciotl Uy
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H} (92)-beli 6sszegét. Ekkor tetszoleges v € H} (2) mellett (hasznalva a leg-
utobbi tétel bizonyitasaban levd G operator definici6jabol adoédo [éuj | v} =

=- f V) azonossigot):

/(iiak,p-alﬂuf@pv—c'ufm) =

k=1p=1
f|U n n ~ B
= o —1p—
“+o0
:_; f|aui1,/<’;;akp8kujav—(c—a) Uj - V—or- Uy v)
“+o0
Il _
:_]Z_:lom’ [“ﬂ"”]_a'g/(uj'v) .
+o0
= Uy . N\
- o o [0 -
“+o0
_ s Ml i —a [ | =
j;ozj'oz+1 J Q/(uj V) -« Q/(UJ v)
_mM

wX+®/wfm:

o [ / §?U$"W~v=—/ww.

Q j=1 Q

ca+1

|
i

8

=

j=

tehat uy € H} () valoban altalanositott megoldasa az Lu = f egyenlet-
nek. Mivel feltételiink szerint a homogén egyenlet alalanositott megoldéasa
egyértelmt, ezért ez a megoldas is egyértelmii.

Gondoljuk meg végiil, hogy ezen f — u; hozzarendelés (ami persze linea-
ris) (||||L2 ) ||'HH5)—folytonos. Minden f € L? (Q) esetén az (\/"777) sorozat

teljes L2-ortonormalt volta miatt

+oo 2 +oo
= Voo | T jeN Q; — a—|—1 (1]
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ahol K := | /m11£]1 W > 0. Ezzel a K-val tehat tetszdleges f € L% (Q)
JE ’

fliggvényre

1
”uf”[.\.] < K : ||fHL2 .

Alternativatétel

A fenti pontban foglaltak trivialis atfogalmazasaval az alabbi alternativatétel
adodik:

5.1.35. Kévetkezmény. Legyen Q C R"™ nyilt dsszefiiggd korldtos halmaz,
legyen minden 1 < k,j < n esetén adott aj; € C1 (2),c € C(Q)NL> (), és
tegyiik fol, hogy a;x = ai,; minden k,j mellett. Legyen L : C* (Q) — C (),

Lu = ZZaj (ak,j - Oru) +c - u.

k=1j=1

Tegyiik fol, hogy az L differencidloperdtor egyenletesen elliptikus. Ekkor az
alabbi két feltétel kozil pontosan az eqyik teljestl:

e az Lu = 0 egyenletnek létezik nemtrividlis dltaldnositott megolddsa.

e minden f € L*(Q) esetén az Lu = f egyenletnek létezik egy és csak egy
dltaldnositott uy € H} () megolddsa, tovdbbd ezen f — us hozzdren-

delés (||||L2 ) ||'HH5)-f0lyt0nos.

Egy alkalmazas: Poisson-sajatérték-feladat az egységnégyzeten.
A valtozok szétvalasztasa

Tekintsiik a @ := (0,1) x (0,1) egységnégyzetet. @ hatéara ekkor

9Q = ({0,1} x (0,1)) U ((0,1) x {0,1}).

Keressiik meg a A = §?+03 Laplace-operator Hg (Q)-beli teljes altalanositott
sajat fliggvényrendszerét a megfelel§ sajatértékekkel egyiitt. Ez azt jelenti,
hogy a

Au(xvy):)‘u(xay) ((xvy)eQ)a
u (I7y) =0 ((:C’y) € aQ)

Dirichlet-feladat altalanositott megoldasait keressiik, mikézben A\ is befutja
a valos szamokat.

Eloszor keressiik csak a fenti feladat(ok) u (z,y) = ¢ (x) - (y) szorzat ala-
ka megoldasait. (Utana latni fogjuk, hogy masféle megoldas nincs is.) Ekkor
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azonnal

{cp”(af)-w(y)+s0(w)~w”(y) o) vy, (O<zy<l),

A
(0)=¢(1) =0, Y (0) =1 (1) =0.

Most feltételezziik egyelére, hogy ¢ és 1) nem azonosan 0, és az egyenletet
vizsgaljuk csak a ¢ (z), (y) # 0 valtozok mentén. Ekkor

QON (x) L ,(/}// (y)
¢ () Y (y)

Mivel a bal oldal nem fiigg y-tol (és a jobb oldal z-t8l), ezért mindkét oldal

sr @@ el y) oy
konstans, persze ugyanaz a c konstans. Ezzel tehat o) — ¢ gy = A—c,

ahonnan ¢” () = c¢- ¢ (z) és " (y) = (A —¢) - ¥ (y). (Ez utobbi feltételekbe
mér az is belefér, ha ¢ vagy 1 azonosan 0.)

Gondoljuk meg, hogy ekkor a ¢ (0) = (1) = 0és ¢ (0) = (1) =0
peremfeltételek miatt sem ¢, sem A—c nem lehet sem pozitiv, sem 0. Tehat A <
< ¢ < 0. Ezért ismét a homogén peremfeltételek miatt ¢ és ¢ trividlisan csak
@ () = c¢1-siny/—cx és P (y) = ca-sin Ve — Ay alakiak lehetnek (¢, co € R).
Megint csak a peremfeltételek miatt /—c = k7w és ve— X = jn (k,j € Z).
Innen ¢ = —k%72 és A = — (k:2 —|—j2) 72, tehat az altalanositott sajatértékek
és sajatfliggvények

Ak,j — _ (k2 _|_]2) 7'('2

Ug,; (z,y) = ¢1 - sinkmzx - ¢o - sin jmy,

ahol ¢ + ¢3 > 0. Ellenérizziik le, hogy ezek klasszikus sajatértékek és sajat-
fliggvények is.

A Hilbert-terek elméletébdl ismert, hogy (:E — v/2sin k?‘(’.’t)zil teljes or-
tonormalt sorozat L2 [0,1]-ben, s6t ((z,y) — 2sin kra - sin jmy)y jen teljes or-
tonormalt rendszer L? (Q)-ban. Ez azt jelenti, hogy a A Laplace-operatornak
nincs a fentiektsl kiilonbozs altalanositott sajatfiiggvénye. (Tehat az Osszes
altalanositott sajatfliggvény szorzat alaka, mégpedig a fenti alakia.) Ezért
a A operatornak a fentebbi tétel alapjan adodo teljes ortonormalt alta-
lanositott sajatfiiggvényrendszere éppen (konstans szorzoktol eltekintve) a
((z,y) = 2sinkmx - sin jry), ;o fliggvényrendszer, rendre a

Aij = — (K% + j%) 2

sajatértékekkel.
Mivel a megfelels tétel bizonyitasaban szerepld (u;) sorozatra fennallt az

||uj||L2(Q) =V
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egyenldség, igy abbol visszaszdmolva a Szoboljev-térbeli ortonormalt (uy ;)

fliggvényrendszer most <(m, y) — 2_ sinkmx - sin jﬂy) , azaz
V Ak k,jEN
2 . o
(z,y) — —5—— —sin kmx - sin jmy
VRS 4R k,jEN
: 5 u=f, . .
Ez alapjan tetszGleges f € L? (Q) esetén a Dirichlet-feladat al-
Yo =
taldnositott megoldéasa
us (2,y) =
=— Z T RIT I / f(t,s) - sinknt - sin jws) dtds - sin knwz - sin jy.
2447
jEN Q

A megoldas elsallitasanak a fenti példan bemutatott modszerére mint a
valtozok szétvalasztasanak modszerére szokas hivatkozni. Ez lényegében
tehat a kovetkezkbdl all:

e talalni szorzat alaku (szeparélt valtozoju) sajatfiiggvényeket;

e valos fiiggvénytannal kimutatni (ha lehet), hogy az igy nyert fiiggvény-
rendszer mar teljes;

e adott jobb oldal esetén a megoldast a mér ismert teljes ortonormaélt
sajatfiggvényrendszerrel numerikusan elGallitani.

5.1.4. Egy altalanosabb numerikus eljaras:
A Rytz—Galjorkin-moédszer

5.1.36. Megjegyzés. Legyen H valés Hilbert-tér, M < H zart altér és
® € H*. Ha az a € H vektor H-beli reprezentacioja a ® funkcionalnak
(azaz ® = (- | a)), akkor a Pysa vetiilet éppen M-beli reprezenticioja a @y,
funkcionélnak.

Bizonyitds. Minden « € M-re x L a — Pyra, igy (z | Pya) = (x | a). O

5.1.37. Tétel (Rytz—Galjorkin). Legyen H wvalds Hilbert-tér és (z,) C H
olyan linedrisan figgetlen sorozat, amelyre lin ({2, : n € N}) sdrd altere H-
nak, tovdbbd ® € H*. Jelolje minden n indexre a @y, funkciondl reprezen-
taciéjdt an € H,. Ekkor (a,) normdban tart a ® funkciondl a € H reprezen-
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Bizonyitds. A Riesz-tétel alapjan ®-nek létezik egy és csak egy a € H repre-
zentacidja. A fentiek értelmében minden n-re a,, = Pp,a.

Most lin ({#, : n € N}) stird volta miatt van a z, vektorok linearis kom-
binaci6ibol allé olyan sorozat, amely normaban tart a-hoz. Innen trivialisan
olyan a-hoz tart6 (u,) C H sorozat is van, hogy minden n-re u,, € H,. Igy a
vetiileti tulajdonsag miatt ||a — a,|| < |ja — u,|| — 0. O

5.1.38. Megjegyzés. Konkrét feladatok soran természetesen az érdekel ben-
niinket, hogy a fenti tételbeli a,, vektor milyen egyiitthatokkal all el a z; vek-
torok lineéris kombinaciojaként. A z1,..., z, vektorok linearis kombinacidira
térve, a reprezentaciobol azonnal kapjuk, hogy (rogzitett n-re)

an =& 21+ & 22+ +&n - Zn,
ahol (&1,&s,...,&,) megoldasa a

(z1|21) &+ (| 22) Sat -+ (2| 2n) &n = ®(21),
(za|z1) &1+ (22| 22) &+ + (22| 2n) - &n = P (22),

(o | 21) €0+ (o | 22) - Ea oo+ (2 | 20) - €0 = B (20)

egyenletrendszernek. (Ami azt is maga utén vonja, hogy az egyenletrendszer

megoldhatosagat kiilon nem kell vizsgalnunk.) Minden n-re megoldva ezt az

(n xn méretl) egyenletrendszert, majd a kapott értékeket visszahelyettesitve
n

az an, = »_ &z képletbe, megkapjuk az a,, vektort; s ezen vektorok sorozata

k=1
az a vektorhoz normaban konvergal. A most leirt numerikus eljarast hivjak

Rytz—Galjorkin-mo6dszernek.

5.1.39. Megjegyzés. A fenti Rytz—Galjorkin-moédszert alkalmazhatjuk pél-
daul az egyik korabbi szakaszban (Egzisztencia és unicitds a ¢ < 0 esetben)
megfogalmazott feladatra. A feladat és az ott szerepls tétel jeloléseit hasz-
nélva, a modszert a (Hg (Q), [ | -]) Hilbert-térben a

funkcionélra alkalmazhatjuk, ahol
[u|v]::/ ZZakyj-aku~8jE—c~u-6
o \k=1i=1

Persze még rogziteniink kell egy linearisan fiiggetlen (z;) C H} (£2) sorozatot.
Ezutan a [z | z;] értékeket (pl. valamilyen kvadrataraképlettel) kiszamolva,
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n
majd a fenti egyenletrendszereket megoldva és az a, = Y. rzr képletbe
k=1

visszahelyettesitve, megkapjuk a feladat altalanositott megoldésahoz Hg (9)-
norméaban konvergal6 sorozatot.

Ha példéaul (z;) C Hg (©2) sorozat gyanant specialisan a Sajdtérték-feladat
a ¢ < 0 esetben c. szakaszban megkapott teljes ortonormaélt altalanositott
sajatfiggvényrendszert vessziik, akkor a Rytz—Galjorkin-modszer éppen azt
a numerikus kozelits eljarast adja vissza, amelyet a szoban forgd szakasz-
ban ismertettiink. Persze ebben az esetben a kozelité megoldasra vonatkozd
egyenletrendszerek tautologiava egyszertisodnek; ennek arat viszont az Aal-
talanositott sajatfiiggvények kiszamitasaval kell megfizetniink, mig altalanos
esetben (z;) tetszoleges olyan H{} (Q2)-beli linearisan fiiggetlen sorozat lehet,
amelynek értékkészlete siird alteret general H{ (€2)-ban. Tehat a (z;) sorozat
megvalasztasanak donté szerepe lehet abban, hogy a Rytz—Galjorkin-médszer
alkalmazésa soran mely részszamitasok fognak nehezebbnek vagy kénnyebb-
nek bizonyulni.

5.1.40. Megjegyzés. Az el6z6 (Poisson-sajdtérték-feladat az egységnégyze-
ten) pontban szerepls

ug,; (x,y) = 2sink7x - sin jry

fliggvényrendszer teljes altalanositott sajatfiggvényrendszere a @ = (0,1) x
x (0,1) egységnégyzeten elSirt homogén peremfeltételii Poisson-egyenletnek.
Ha most egy masik homogén peremfeltételii egyenletesen elliptikus Dirichlet-
feladatot akarunk a @ egységnégyzeten megoldani, akkor e fentiek ugyan
altalaban mar nem lesznek altalanositott sajatfiiggvények, viszont lineari-
san fiiggetlenek és linearis burkuk sird Hj (Q)-ban; tehét a fenti uy ; fiige-
vényeket hasznalhatjuk a Rytz—Galjorkin-moddszerhez. Nevezetesen legyenek
a11,a1,2 = az,az2 € C(Q),c € C(Q)NL>(Q), ¢ <0, és ekkor jeldlje

L:C*(Q) = C(Q),

Lu = 0y (a1,1 - O1u) + 02 (a1,2 - O1u)+01 (az,1 - ou)+02 (az,2 - Gou) + ¢ - u.
Tegytik fol, hogy ez az L differencidloperator egyenletesen elliptikus. Most fel-
irhatjuk az L-hez tartozo altalanositott homogén peremfeltételii peremérték-

feladatot, majd a beléle szarmaztatott Hd (Q)-beli [- | -] skalarszorzatot. Ek-
kor a vonatkozo linearis egyenletrendszerek egyiitthatoi

[Up,q | Ur,s] = /(al,l “O1Up,g - O\l s + Q1,2 - O1tp g - Oolly s +
Q

+ as. - 82“;0,(1 : alur,s + a2 - aQUp,q : a2ur,s - Cup,qur,s)v

ami az u, 4 fliggvények valasztdsa miatt az a; 1,012,022 és c fliggvények és
derivaltjaik egységnégyzeten vett megfelels Fourier-egyiitthat6ibol adodik.
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Tehat jelen esetben a Rytz—Galjorkin-modszerben szereplé egyenletrendsze-
rek egytitthatoi egyszertien az egyiitthatofiiggvények, ill. derivaltjaik Fourier-
egylitthat6ibol adédnak.






6. fejezet

A funkcionalanalizis harom
alapelve

A Kklasszikus funkcionalanalizisben harom tételt, illetve tételkort szoktak gy
szamontartani, mint a funkcionédlanalizis harom f§ alapelvét. Fzek: A Ba-
nach—Steinhaus-tétel és kore, a Banach-féle nyiltleképezés-tétel és ko-
re, valamint a Hahn—Banach-tétel és kore. A Banach—Steinhaus-tételkor
azon kérdés koré tomoriil, hogy végtelen sok lineéris operator pontonkénti
korlatossaga milyen terekben implikal egyenletes korlatossagot; illetve pon-
tonkénti konvergenciabol mikor kévetkeztethetiink egyenletes konvergenciara.
Ennek elsdsorban a numerikus modszerek elméletében, példaul az interpola-
cioelméletben van nagy szerepe. A Banach-féle nyiltleképezés-tételkor linearis
operatorok folytonossagi kérdéseit feszegeti méas, egyszertibben leellendrizhe-
t6 feltételekre alapozva, példaul folytonos operator inverzének folytonossagét,
illetve egy operator folytonossagat egyszertibb topologiai feltételekre (pl. gra-
fikon zart voltara) alapozva vizsgalja. Mindez példaul egyenletek megoldésai-
nak bizonyos paraméterektdl valo folytonos fiiggésének biztositasaban szokott
hasznosnak bizonyulni. De a Banach-féle nyiltleképezés-tétel legalabb ennyi-
re fontos szereppel bir a feltételes szélsGérték-feladatok elméleti megalapo-
zésaban is. A Hahn—Banach-tételkor kiterjesztési, szeparéicios és beagyazasi
kérdések koré tomortil, illetve a gyenge konvergencia, illetve topologia megala-
pozasaban fontos. A harom elv koziil talan a Hahn—Banach-tételkor a ,legte-
oretikusabb”, bar a kezdetek kezdetén a technikailag legegyszeriibb is; ritkan
hasznalatos kozvetleniil az alkalmazott diszciplindkban, leginkdbb magaban
az ,absztrakt” funkcionalanalizisben. Példaul Hilbert-terekben minden ismer-
tebb funkcionalanalizisbeli tétel Hahn—Banach-tétel nélkiil, s6t ami ebbdl iga-
zan lényeges: transzfinit okoskodés nélkiil is egyszertien kihozhato. (, Transz-
finit okoskodas” alatt természetesen itt nem altalaban a kivalasztasi axiomat

221
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és ekvivalens alakjait, hanem pusztan azok megszamldlhatondl nagyobb hal-
mazrendszerekben valo alkalmazasait értjiik.) Tehat a Hahn—Banach-tételnek
bizonyos értelemben ,Hilbert-terektsl tavolodva” né meg a szerepe.

E harom alapelv koziil kettd nagymértékben tamaszkodik a Baire-féle kate-
goriatételre, amelyet joggal nevezhetiink a funkcionalanalizis ,nulladik” alap-
elvének. Legel6szor ezt targyaljuk.

6.1. A Baire-féle kategoriatétel

Legyen (X, 7) topologikus tér és H C X. Azt mondjuk, hogy a H halmaz az
(X, 7) topologikus térben

o seholsem strd vagy sovdny, ha intH = {);
o clsd kategorids, ha el6all megszamlalhato sok sovany halmaz unidjaként;

e mdsodik kategorids, ha nem els kategorias.

Maga az (X, ) topologikus tér elss, illetve masodik kategorias, ha az X
alaphalmaz e térben elsg, illetve méasodik kategorids. Persze minden iires bel-
seji zart halmaz sovany, és minden soviny halmaz els6 kategorids. Egy zart
részhalmaz pontosan akkor sovany, ha belseje iires. Egy els6 kategorias hal-
maz minden részhalmaza is els§ kategorids. Egy sovany halmaz lezarésa is
persze sovany. Kovetkezésképp egy elsé kategorias tér elall megszamlalhato
sovany zart részhalmazanak uniojaként.

6.1.1. Megjegyzés. Egy masodik kategérias részhalmaz nem allhat el6 meg-
szamlalhato sok elsé kategorias részhalmaz unidjaként. Egy masodik katego-
rids tér nem allhat el6 megszdmlalhato sok elsé kategorias részhalmazanak
uni6jaként.

6.1.2. Megjegyzés. A szamegyenesnek mind a racionalis szadmok, mind
az irracionalis szamok stri részhalmazat alkotjak, igy egyikiik sem sovany.
Ugyanakkor Q trivialisan elsé kategorias, és a Baire-tételbsl azonnal kovet-
kezni fog, hogy R\ Q pedig méasodik kategorias.

6.1.3. Megjegyzés. Ha az X tér topologidjat egy els6 kategorias részhal-
magzara szikitjlik, akkor a kapott tér még mindig lehet masodik kategorias.
(Gondoljunk R egyelemii részhalmazaira.) Viszont ha X egy M részhalma-
za mint topologikus tér elsé kategorias, akkor M mint részhalmaz is elsé
kategorias. Kovetkezésképp egy mésodik kategoérias részhalmaz mint tér is
masodik kategorias.

Bizonyitds. Elegend6 meggondolnunk, hogy az M topologikus tér egy A so-
vany részhalmaza az X térnek is sovany részhalmaza. Ehhez pedig elegendd
belatni, hogy ha A X-beli lezarasanak belseje nemiires, akkor A M-beli lezé-
rasanak belseje sem iires. Ez utébbi pedig elemi kalkulacio. O
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6.1.4. Tétel (Baire). Legyen (X, d) nemdires teljes metrikus tér és (F,) az
—+oo

X zdrt részhalmazaibdl dlle olyan sorozat, amelyre |J F, = X. Ekkor van
n=1

olyan n € N index, hogy intF,, # (.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik f6l, hogy mindegyik Fj, belseje iires. Ekkor tri-
vidlisan igaz a kovetkezd: minden () # G C X nyilt halmaz, € > 0 és k € N
esetén van olyan B(x,r) C G\ F), gémb, hogy r < €. Ez alapjan rekurzi-
o6val definialunk az F,, halmazoktol rendre diszjunkt B (x,,7,) gémbdk egy
monoton sziikiil§ sorozatat a kovetkezSképpen: n = 1l-tre G = X, € = 1 és
k =1, ekkor a B (x1,71) gémb diszjunkt Fy-t6l. Ha mar B (z,,r,) definialt,
akkor (n + l-re) G = intB (x,,7,), € = n%rl és k = n + 1 szereposztassal a
fentiek alapjan valasszuk a B (2,41, 7nt1) g0mbot, ami diszjunkt Fj,1-t6l.
Ezzel definidltuk a (B (zy,7,)) sorozatot. A konstrukcié miatt minden n-re
n < %, igy a gobmbok monoton sztkiilése miatt (z,) Cauchy-sorozat. Mivel
X teljes, ezért az (x,,) sorozat konvergal egy © € X ponthoz. Mivel pedig
tetszoleges n-re Vk > n esetén xy, € B (x,,7,), ezért © € B(zy,,r,) minden

n-re. Ami miatt = ¢ F,, minden n-re. Ez ellentmondaés. O

6.1.5. K6vetkezmény. FEgy nemdires teljes metrikus tér mindig mdsodik ka-
tegorids. Tehdt egy Banach-tér is mindig mdsodik kategorids. Egy nemiires
teljes metrikus térben egy elsd kategorids halmaz komplementuma mindig md-
sodik kategorids.

6.1.6. Kovetkezmény. R-ben R\ Q mdsodik kategorids.

6.1.7. Feladat. Igazoljuk, hogy egy nemiires lokdlisan kompakt Ts-tér is
mindig masodik kategorias!

6.1.8. Feladat. Igazoljuk, hogy a raciondlis szdmok halmaza nem A&ll el
megszamlalhato sok R-beli nyilt halmaz metszeteként! Mutassuk meg, hogy
az R halmazon nincs olyan metrika, amelynek a sorozatkonvergencia-fogalma
egybeesne az R — R fliggvények pontonkénti konvergenciajénak fogalma-
val! (Otlet: Q véges részhalmazainak karakterisztikus fiiggvényei trividlisan
pontonként koézelithet6k R — R folytonos fliggvények alkalmas sorozatéaval.
Maga xq is pontonként kozelithet6 Q véges részhalmazai karakterisztikus
fiiggvényeinek alkalmas sorozataval. Viszont xg pontonként sem kozelithets
folytonos fiiggvényekbdl allo sorozattal — és ez a ,,dupla csavar” az, ami met-
rikus terekben kizart {gondoljunk a zart halmazok sorozatokkali jellemzésére
és RE-ben a folytonos fiiggvények halmazanak eme szoéban forgd hipoteti-
kus metrikdban vett lezartjara}. Indirekt tegyiik ugyanis fol, hogy xq el6all

R — R folytonos fiiggvények egy (f,) sorozatanak pontonkénti limeszeként.
+oo +oo
Ekkor viszont a () |J (fm > 3) halmaz egyrészt el6all megszamlalhato sok

n=1m=n
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nyilt halmaz metszeteként, mésrészt Q-val is megegyezik, ami a fenti kovet-
kezmény értelmében ellentmondas.)

6.1.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy végtelen dimenziés Banach-tér
nem &llhat el megszamlalhato sok véges dimenziés alterének unidjaként!
Igazoljuk, hogy a val6s polinomok R [t] vektorterét nem lehet olyan norméval
ellatni, amellyel teljes volna! Mutassuk meg, hogy egy Banach-térnek nem
lehet megszamlalhatoan végtelen algebrai bazisa!

6.1.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy a C [a,b] Banach-térben azon fiigg-
vények, amelyek legalabb egy pontban, legalabb egyik oldalrol derivalhatok,
els6 kategoridas halmazt alkotnak! (Tehéat a ,tipikus” folytonos fiiggvények
sehol sem derivalhatok.) (Otlet: a legaldbb egy pontban jobbrol derivalhato
fliggvények halmazahoz fedésiil tekintsiik az

Fn:{feC[a,b]:ao<a<1_1,
n

hogy Vo < z < 1-re |f(x)f(a)|§nxa|}

(n € N) zart halmazokat.)

6.1.11. Feladat. Igazoljuk az Osgood-tételt: Ha egy X topologikus téren
értelmezett folytonos fiiggvények egy (f,) sorozata pontonként tart egy f :
: X — R fiiggvényhez, akkor f szakadési helyeinek halmaza els6 kategoriés.
(Otlet: tetszéleges € > 0 mellett vizsgaljuk az wy : X — R, folytonossagi

j

F, = {x € (wr >e):Vk,j>n, |fr(z) = f; ()] <

W ™

zart halmazokkal.)

6.2. A Banach—Steinhaus-tétel

6.2.1. Tétel (Banach—Steinhaus). Legyenek X,Y normdlt terek K folott,
E C X egy mdsodik kategorids halmaz és A C L (X,Y) olyan operdtorhalmaz,
hogy minden x € E mellett

{Az: Ae A}

korldtos halmaz Y -ban. Ekkor A korldtos részhalmaza az L(X,Y) normdlt
térnek.
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Bizonyitds. Jelolje
U= () A" (By).
AcA

Persze U zart halmaz, ezért minden n € N-re n - U is zart. Most tetsz6leges
x € E vektorhoz a feltétel miatt van olyan n index, hogy {Az: A€ A} C
C n- By, eszerint £ € A~ (By) minden A € A mellett, tehat £ € U, azaz
x € n - U. Ezzel megmutattuk, hogy

—+o0

Ec|)@m-U).

n=1

Mivel E masodik kategorias, ezért nem lehet mindegyik n - U zart halmaz
sovany, ezért van olyan n € N index, hogy int (n - U) # (. Azaz létezik x € X
ésd >0, hogy x+6-Bx Cn-U. Ezzel

25~EX§(J:+5~EX)—($+6-EX)Qn-U—n-U:n-(U—U)Q

Cn- () (A (By) - A" (By)) =n- () A" (2:By) =20-U

alapjan Bx C 5 - U. Ez U definicioja alapjan azt jelenti, hogy minden A €
€ Aesetén A (Bx) C % - By, azaz ||A|| < %. Tehat A C L(X,Y) korlatos
halmaz. O

6.2.2. K6évetkezmény. Legyen X Banach-tér, Y pedig normadalt tér K folott.
Legyen A C L (X,Y). Ekkor az aldbbiak ekvivalensek :

1. minden x € X-re {Ax: A € A} CY korldtos halmaz;

2. van olyan E C X madsodik kategoridas halmaz, hogy minden x € E-re
{Az: A€ A} CY korldtos halmaz;

3. ACL(X,Y) |||-korldtos halmaz.

Bizonyitds. Mivel X teljes, ezért masodik kategoérias, tehat 1. = 2. nyilvan-
valo. 2. = 3. a fenti tételbdl kovetkezik. 3. = 1. pedig magatol értet6ds. O

6.2.3. Tétel. Legyenek X és Y Banach-terek K folott, tovdibbd (A,) C
C L(X,Y). Ekkor a kévetkezdk ekvivalensek :

1. minden x € X-re (Apz) CY konvergens;

2. (An) € L(X,Y) korldtos sorozat, tovibbd van olyan M C X halmaz,
hogy lin (M) = X és minden x € M-re (Anx) CY konvergens;

3. (4,) C L(X,Y) korldtos sorozat, tovabbd van olyan A € L(X,Y) és
M C X halmaz, hogy lin (M) = X és minden x € M-re A,x M> Ax;
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4. van olyan A € L(X,Y) operdtor, hogy minden x € X-re Apx 0 Ay,

Bizonyitds. 1. = 2. Mivel az (A,,) C L(X,Y) sorozat pontonként konver-
gens, ezért pontonként korlatos is, igy a fenti kovetkezmény miatt (A,) nor-
méban korlatos. Igy M := X valasztassal teljesiil 2.

2. = 3. Legyen K > 0 olyan, hogy minden n-re ||A,|| < K. Persze a kon-
vergens sorozatok Osszegére és szdmszorosara vonatkozo tétel miatt azonnal
minden z € lin (M) esetén is konvergens (A4,z). Ekkor Ag : lin (M) =Y,

Apz:= lim A.x
n—-+oo
is trividlisan linearis operator, s6t a pontonkénti tartés és a norma folytonos-
saga miatt minden x € lin (M)-re

[ Aoz || = lim [[Anz| < K - ||z]],

tehat Ag folytonos. Mivel lin (M) stirt altere X-nek és Y Banach-tér, ezért
a Tétel alapjan Ag egyértelmiien kiterjeszthets egy A € L(X,Y)
operatorra. Ezzel 3. nyilvanvalbéan teljesiil.

3. = 4. A konvergens sorozatok Osszegére és szamszorosara vonatkozd

tétel miatt azonnal minden = € lin (M) esetén is A,x Wl ag Legyen az
(4,,) sorozat egy normakorlatja K > 0. Legyen x € X és € > 0 tetszSleges.
Ekkor lin (M) = X miatt van olyan y € lin (M), hogy |ly — z|| < SRATAT)
A mondottak miatt ugyanakkor van olyan N € N kiiszébindex, hogy minden
n > N esetén ||Ay — Anyl| < 5. Ezekkel minden n > N esetén

[Az — Anzl| < Az — Ay[| + [[Ay — Anyl| + [|Any — Anz|| <
3
< Al llz =yl + 5 + 1Al - ly — 2] <

< (Al + [14n1) m

v <k
2 — )
amivel igazoltuk, hogy A,z M> Ax tetszGleges x € X-re.
4. = 1. magatol értet6ds. O

6.2.4. Megjegyzés. A fenti bizonyitasbol trividlisan lathato, hogy a fenti
tételbeli 1., 3. és 4. pontok ekvivalenciaja akkor is fennéll, ha Y nem teljes.

6.2.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha X,Y normalt terek K folott és
A C L(X,Y) nem korlatos operatorhalmaz, akkor azon X-beli pontok H
halmaza, amelyekre {Azx : A € A} korlatos, els6 kategorias F,-halmaz (elsall
megszamlalhato sok zart halmaz uniojaként)! Igazoljuk, hogy ha X méasodik
kategorias is (pl. ha Banach-tér), akkor H komplementuma stirti X-ben!
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6.2.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy altalaban egy normalt téren értelme-
zett operatorcsalad pontonkénti korlatossédga nem ekvivalens e csaldd opera-
tornorméban vett korlatossagaval! Nevezetesen hogy ha a Cg [0,1] vektorteret
1
az ||f||, := [ |f| integralnormaval latjuk el, akkor a ¢, : Cr [0,1] = R, ¢y, f :
,
:=n- [ f folytonos lineris funkcionalok e téren pontonként korlatosak, 4m a
0

dualis térben nem alkotnak korlatos sorozatot, s6t ||, || = n. Miben médosul
a felallas, ha Cg [0,1] helyébe az Lg [0,1] Banach-tér keriil?

6.2.7. Feladat. Mutassunk példat Hilbert-téren értelmezett olyan folytonos

linearis funkcionalokbol allo sorozatra, amely pontonként konvergens (tehat

a latottak értelmében a sorozat normaban korlatos és a limesfunkcional is

folytonos), am a sorozat normaban nem konvergens! (Otlet: Tekintsiik pél-
1

daul az L2 [0,1] Hilbert-téren ¢, f := v/n - j f modon értelmezett folytonos
0

linearis funkcionalokbdl allo sorozatot. Ez nyilvan pontonként nullahoz tart,
ugyanakkor minden n-re ||¢,| = 1.)

6.2.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy Hilbert-térben gyengén konvergens
sorozat korlatos!

6.2.9. Feladat. Legyen X Banach-tér és Y, Z normalt terek K f6l6tt, tovabba
f: X XY — Z parcialisan folytonos bilinearis operator (azaz minden x €
€ X esetén f(x,-) € L(Y,Z) és minden y € Y esetén f (-, y) € L(X,2)).
Igazoljuk, hogy van olyan L > 0 szam, hogy minden z € X és y € Y esetén

If @l < L-[lzf - [yl !

(Otlet : Alkalmazzuk az { fGy):ye Ey} operatorcsaladra a Banach—Stein-
haus-tételt.)

6.2.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a Cg[0,1] vektorteret az || f|; :
1

:= [|f] integralnormaval latjuk el, akkor a ® : Cr[0,1] x Cr[0,1] — R,
0

1
®(f,g) := [ (f-g) bilinearis operator parcialisan folytonos, de nincs olyan

0
L > 0 szam, hogy minden f, g € Cg [0,1] esetén teljesiilne, hogy ||® (f,g)| <
< L-[lf1l- gl

6.2.11. Feladat (*). Mutassunk példat els§ kategorias normaélt térre, ame-
lyen igaz a Banach—Steinhaus-tétel, azaz tetszéleges tovabbi normalt térbe
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hato folytonos lineéris operatorainak egy pontonként korlatos csaladja egyen-
letesen is korlatos! (Otlet: Egy E C N halmazt nevezziink ritkdnak, ha

En{12,...
i (EOL2m

n—-+oo n

)

ahol |[EN{1,2,...,n}| az EN{1,2,...,n} halmaz elemszamat jeloli. Legyen

X az éﬂlQ Banach-tér azon elemeinek altere, amelyek egy ritka halmazon kiviil

elttnnek, ellatva az ¢'-normaval. Mutassuk meg, hogy X elsé kategorias,

pl. az F,, := {u € X : u(n) = 0} halmazok segitségével. Legyen most Y egy

tovabbi normalt tér és A C L (X,Y) pontonként korlatos halmaz. Jeldlje

minden n € N-re ¢, = sup ||4e,|, ahol e, (k) = &, . Most tetszSleges
AcA

rogzitett ritka £ C N halmazra X-nek az
U= {u €l : Vk € N\ E esetén u (k) = 0}

altere teljes, igy az A csaldd (%-re valo lesztikitése a Banach-Steinhaus-tétel
miatt norméaban korlatos, igy azonnal adodik, hogy {c, :n € E} korlatos
halmaz (hiszen n € E esetén e, € £}). Mivel ez minden ritka halmazra igaz,
ezért trivialis kalkulacioval adodik, hogy (¢, ) maga is korlatos sorozat. Ennek
egy korlatjat K-val jelolve konvex kombinacidkkal kénnyedén kapjuk, hogy
1. minden véges tartojt, egységnorméjt ¢-beli elemen is K-val korlatozott
A; 2. X minden egységnorméji elemén is K-val korlatozott A. Tehat A C
CK-Brx,y)-)

6.3. A Banach-féle nyiltleképezés-tétel

6.3.1. Megjegyzés. Legyen X normalt tér K folott. Ekkor tetszbleges E, F' C
C X halmazokra o
E-FCE-F.

Bizonyitds. E—F tetszoleges eleme x—y alaku, ahol z € E ésy € F. Ezekhez

vannak olyan (z,) C E és (y,) C F sorozatok, hogy z, Wl e Yn A, y.

Persze (z,, —yn) CE — F és x, — y, M) x —y, tehat x —y € £ — F. Ezzel

igazoltuk is az allitast. O

6.3.2. Lemma. Legyen X Banach-tér, Y pedig normdlt tér K folott és A €
€ L(X,Y). Ha

EY - A(BX)a

akkor .
3By € 4 (Bx).
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Bizonyitds. A szammal valo szorzasok oda-vissza folytonossaga miatt a fel-
tételbdl minden € > 0 esetén is

E'EY Q A(E-Ex),
ahonnan minden ¢, > 0 esetén trivialisan
e-By CA(e-Bx)+a-By.

Lassuk az allitas igazolasat. Legyen y € %Ey. A legutobbi tartalmazas segit-
ségével rekurzioval definidlunk egy olyan (z,,) C X sorozatot, amelyre minden

()]

n = l-re: a fentiekbél (¢ = § és o = } valasztéssal) van olyan z; € 3By,

1 2 4
hogy ||y — Az < 5.
y—A (Z Ik)
k=1

< 2,1% Ekkor éppen y — A (Z xk> € Q,L%By, igy ismét a fentiekbdl
k=1
(6 = 7t € a = 5z valasztassal) van olyan z,41 € erBx, hogy

(3 (Em)

< 5. Ezzel a rekwrzi6 kész és az (z,) C X sorozat joldefinidlt. Tehat
minden n € N esetén

n
y—4 <Z a:k) H < giber, tovabba [z, || < o

< 1

n € N esetén < savr-

Most tegyiik fol, hogy x1,xo,...,x, definidltak és

<

k=1
Innen azonnal adddik, hogy az X-beli > xj sor abszolut konvergens, s

+oo +oo
Sakll < > |lzkl] < 1. No de a
k=1 k=1

mivel X teljes, ezért konvergens is, st

n
kapottak miatt az n — A <Z xk> sorozat egyrészt y-hoz tart, masrészt (A
k=1

+oo +oo . +oo
folytonossaga miatt) A (Z a:k)—hoz is, ezért y = A (Z xk> Igy > ap €
k=1 k=1 k=1
€ By alapjan azonnal y € A (EX). Ez y tetsz6leges volta miatt éppen a
bizonyitando allitast jelenti. O

6.3.3. Tétel (Banach-féle nyiltleképezés-tétel). Legyenek X,Y Banach-te-
rek K folott és A € L(X,Y) szirjektiv operdtor. Ekkor minden G C X nyilt
halmazra A(G) CY is nyilt halmaz.
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Bizonyitds. El6szér megmutatjuk, hogy A (Bx) tartalmaz 0y koriili gdmbot.

+o00 _
Nyilvan X = | (n -B X) , ahonnan A sziirjektivitdsa miatt
n=1

LOJOHABX

+ [ —_—
kovetkezésképp ¥V = Ljo (n <A (BX)) . Mivel az n- A (BX) halmazok zartak
n=1

¢s Y masodik kategorias, ezért van olyan n € N index, hogy n - A (Bx)

belseje nemiires, ekkor persze A (BX) belseje sem iires, azaz van olyan v € Y

ésd>0,hogy v+d-By CA (EX). Ekkor a fenti megjegyzés szerint

2§~Ey:(’u+§~gy)*(’u+5ogy) QA(B)()*A(E)() c
C A(Bx) — A (Bx) = 24 (Bx).

tehat § - By C A (E ), innen pedig By C (% ~A) (BX). Az el6z6 lemma
miatt igy 28y C ( ) (EX) , tehat gEY CA (EX).

Most legyen G C X tetsz6leges nyilt halmaz. Legyen y € A (G). Persze
van olyan z € GG, hogy y = Ax. G nyilt volta miatt van olyan r > 0 szam,
hogy = + r - Bx C G. Ekkor a fentebb kapottakkal

A(G)QAx—I—T-A(EX) Qy—l—r-ggy,

tehat y € intA (G). Ezzel megmutattuk, hogy A (G) nyilt. O

6.3.4. Kbévetkezmény (Banach-féle homeomorfizmustétel). Legyenek X,Y
Banach-terek K folott és A € L(X,Y), amely egyittal bijekcid X ésY kozott.
Ekkor A=! is folytonos, azaz A=! € L (Y, X).

Bizonyitds. A fenti tétel szerint minden G C X nyilt halmazra (A_l)_1 (GQ)
= A (G) nyilt, ami most éppen azzal egyenértékii, hogy A~* folytonos. [

6.3.5. Feladat. Legyen X vektortér K f6lott, valamint |||, és ||-||, olyan
X-en értelmezett normak, hogy mind (X, |-||;), mind (X, |-||,) Banach-tér,
tovabba van olyan ¢ > 0 szam, hogy |||, < ¢ ||-||;. Mutassuk meg, hogy
ekkor van olyan d > 0 szam, hogy |||, < d-||-||5 (azaz ||-||; és ||-||, ekvivalens
normék). Mindez azt jelenti, hogy egy K folotti X vektortéren legfeljebb egy
olyan topologia létezhet, amelyet valamely X-et Banach-térré tevé norma
indukal. (Otlet: Alkalmazzuk a Banach-homeomorfizmustételt az (X, |-||,) és
(X, ]]|l,) Banach-terek kézott hato I : « +— « folytonos linearis operatorra.)
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Az atvezetési lemma ¢

6.3.6. Lemma. Legyenek X,Y Banach-terek K folott és A € L(X,Y) sziir-
jektiv, tovdbbd p € X* olyan funkciondl, amelyre ker A C ker . Ekkor létezik
eqy €s csak eqy olyan v € Y* funkciondl, amelyre

p=1-A

Bizonyitds. ¢ egyértelmiisége A sziirjektivitdsa alapjan trivialis. Adjuk meg
1-t mint parok halmazat:

i={(Az,pz):z € X} <Y x K.

Ekkor (0,«) € v esetén alkalmas z-szel Az = 0 és px = «, ahonnan x €
€ ker A C ker p miatt a = pa = 0; ezért ¢ fiiggvény. Mivel altér is, tovaibba
A sziirjektiv, ezért azonnal ¢ : Y — K linearis funkcional, amelyre nyil-
van ¢ = 1 - A. Mar csak a folytonossagot kell igazolnunk. A Banach-féle
nyiltleképezés-tétel értelmében van olyan § > 0 szdm, hogy 6 - By C A (Bx).
Ekkor tetszéleges y € Y, y # 0 vektorhoz létezik olyan x € By, amelyre

)

Ar = —uy.
llyll

Igy
ol = [wa (Y] = [ (Rl Y] 2 Il < L
g 7\ 5 lpr sl =5

ahonnan azonnal ¢ € Y* és ||| < %

6.3.1. A zartgraftétel

6.3.7. Definicié. Legyenek X,Y normaélt terek K f6lott, M < X altér és
A € Hom (M,Y). Azt mondjuk, hogy A zdrt operdtor az X és 'Y kdzétt, ha

tetsz6leges © € X, y €Y, (z,) C M, x, M) T és Ax, M) y esetén x € M és

y = Azx.

6.3.8. Megjegyzés. Ha XY normalt terek K {6l6tt és A € L (X,Y), akkor
A trividlisan zart X és Y kozott.

6.3.9. Példa. Tekintsiik a (Cgr[0,1],]||) valés Banach-teret és ennek a
[0,1]-en folytonosan derivalhato fiiggvényekbél allo Cf [0,1] alterét. Ekkor az
egyvaltozos analizis egy kdzismert tétele szerint D € Hom (C} [0,1], Cr [0,1]),
f — f' zart lineéris operétor Cg [0,1] és Crg [0,1] kozott, de nyilvanvaloan nem
folytonos a ||-|| ; norma vonatkozéasaban (gondoljunk a ¢ — €™ fliggvényekre).
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A kovetkezkben éppen azt fogjuk megmutatni, hogy egész Banach-
téren értelmezett, és Banach-térbe is képezé zart operator méar folyto-
nos is.

6.3.10. Megjegyzés. Legyenek (X, ||| x) és (Y,|-|ly-) normalt terek K fo-
6tt. Az X x Y direkt szorzaton nyilvanvaloan K-norma lesz a ||-|| v,y : X X
xY = Ry,

1 Yllxy = el x + lylly

fiiggvény. A K f616tti (X x Y, ||| .y ) normalt teret az (X, ||| ) és (Y, [|-|ly)
normalt terek szorzatanak mondjuk. Nyilvanvalo, hogy ha X és Y Banach-
terek, akkor az X X Y szorzattér is Banach-tér.

6.3.11. Definicié. Legyenek X és Y vektorterek K f6lott.
Egy A € Hom (X,Y) operator grafikonja alatt a

graph A := {(z, Az) :2 € X} C X xY
halmazt értjiik.

graph A nyilvanvaloan altér.

6.3.12. Megjegyzés. Legyenek X,Y normalt terek K folott, M < X altér
és A € Hom (M, Y"). A nyilvan pontosan akkor zart X és Y kozott, ha graph A
zért altér az (X x Y, ||| xy) szorzattérben (ez a zért operator definici6jabol
kozvetleniil kovetkezik a zart halmazok sorozatokkali jellemzése alapjan).

6.3.13. Tétel (zartgraftétel). Legyenek X,Y Banach-terek K folott és A €
€ Hom (X,Y) zdrt operdtor az X és Y kozétt. Ekkor A folytonos is, azaz
AeL(X,Y).

Bizonyitds. A fenti megjegyzés értelmében graph A zart altér az

(X %Y, [l ey

szorzattérben, ugyanakkor e szorzattér Banach-tér, kovetkezésképp graph A a
||| x sy norméval ellatva Banach-tér K folott. graph A minden eleme nyilvan
egyértelmten all el (x, Azx) alakban (azaz (x, Ax) meghatarozza z-et). Jelolje
ekkor P : graph A — X,

P (z,Az) := .

Az ||z||y < ||zl x +[|Az|ly = ||(z, Az)|| ¢y egyenlStlenség miatt P folytonos
operator, az ||[Az|y < ||z|lx + [|Az|ly = ||(z, Az)|| x «y egyenlGtlenség miatt
pedig AP is folytonos operator. P ugyanakkor trivialisan bijekcié graph A és
X kozott. Igy a Banach-féle homeomorfizmustétel miatt P! : X — graph A
folytonos linearis operator. Innen AP folytonos volta miatt A = (AP) - P~}
is folytonos. O
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6.3.14. Feladat. Legyenek X,Y Banach-terek K fol6tt és A € Hom (X,Y).
A kovetkezs szakaszban targyalandé Hahn-Banach-féle szeparacios elv segit-
ségével mutassuk meg, hogy A pontosan akkor folytonos, ha minden ¢ € Y*
esetén - A € X*! (Oﬂet: Az egyik irdny trividlis. A mésikhoz: lassuk be,
hogy A zart grafa és alkalmazzuk a zartgraftételt.)

6.4. A Hahn—Banach-tétel

6.4.1. Definici6é. Legyen X valos vektortér és p : X — R. A p fiiggvényt
pozitiv homogénnak mondjuk, ha minden o > 0 szdmra és x € X vektorra
pla-z) = a-p(x). A p fliggvényt szubadditivnak mondjuk, ha tetszdleges
x,y € X vektorokra p (z 4+ y) < p(x) +p (y).

Nyilvan minden félnorma (és igy minden norma is) pozitiv homogén szub-
additiv fiiggvény.

6.4.2. Lemma (Hahn—Banach). Legyen X valds vektortér, p: X — R pozitiv
homogén szubadditiv fligguény, M < X altér és @9 : M — R olyan linedris
funkciondl, hogy minden © € M mellett pox < p(x). Ekkor minden a € X \
\ M esetén @o kiterjesztheté az M + R - a altéren értelmezett olyan linedris
¢ funkciondlld, hogy minden x € M + R - a mellett is px < p(x).

Bizonyitds. Minden u,v € M esetén a feltételek alapjan

wou + v = o (u+v) <p(ut+v) =
=p((ut+a)+(v—a)) <p(ut+a)+p(v—a),

ahonnan
pov —p(v—a) <p(u+ta) - pou.
Ez azt jelenti, hogy van olyan ¢ valos szam, hogy minden u,v € M mellett
po(v) —plv—a)<E<puta)—go(u).
Mivel minden x € M +R-a vektorhoz egyértelmten 1éteznek v € M ést € R,
hogy x = u +t - a, ezért joldefinidlt a o : M + R-a — R,
plut+t-a):=pou+t-§

fliggvény. ¢ trivialisan linearis funkcional. Megmutatjuk, hogy minden z €
€M+R-aesetén pxr < p(x). Legyen x =u+t-a € M + R a tetszSleges
(uw e M, teR). Hat =0, akkor az allitas trivialis. Legyen most ¢t > 0. Ekkor
a &-re vonatkozo6 fenti egyenl6tlenség és p pozitiv homogén volta miatt

@xz(pou—kt-ﬁ:t-((po(%)—l—{) St-p(%—ka):p(u—l-t-a):p(x).
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Legyen végiil ¢t < 0. Ekkor megint csak a £-re vonatkozo fenti egyenlStlenség
és p pozitiv homogén volta miatt

pr =pout+t-§=—t- (<P0 (i) —5) <
S—t-p(ut—a>=p(u+t-a)=p(w)~ O

Egy A halmazrendszer ldnc, ha A, B € A esetén A C B vagy B C A.
Egy A halmazrendszerben egy £ C A lanc mazimdlis, ha A-ban nincs £-nél
ténylegesen b&vebb lanc.

Az alabbiakban felhasznéaljuk a halmazelmélet Kuratowski-Zorn-lemma
néven ismert fontos sarokkovét (ekvivalens a kivalasztasi axiomaval): Tet-
szdleges A halmazrendszerben létezik L maximdlis ldnc.

6.4.3. Tétel (Hahn—Banach). Legyen X wvalds vektortér, p : X — R pozitiv
homogén szubadditiv fiiggvény, M < X altér és ¢g : M — R olyan linedris
funkciondl, hogy minden x € M mellett pox < p(x). Ekkor o kiterjeszthetd
az egész X téren értelmezett olyan linedris ¢ funkciondlld, amelyre ¢ < p.

Bizonyitds. Jelolje H az 6sszes olyan ¢ € P (X x R) halmazok Gsszességét,
amelyekre van olyan M < N < X altér, hogy ¢ : N — R linearis funkcional,
tovabba 5 = o és 1 < pin. A Kuratowski-Zorn-lemma értelmében létezik
maximélis £ C H lanc. (Tehat minden 1,19 € L esetén 11 C g vagy e C
C 1)) Jeldlje

w:=UL.

Megmutatjuk, hogy ¢ eleget tesz a tétel allitasdban foglaltaknak. ElGszor is
gondoljuk meg, hogy ¢ fiiggvény (az X egy részhalmazarol R-be). Valoban,
(x,a), (z,8) € ¢ = UL esetén van olyan v1,1¥s € L, hogy (z,a) € i
és (z,8) € o5 namost ¥y C ¢ vagy 12 C 1, mondjuk ¥1 C o, ek-
kor persze (z,a), (z,8) € o, ahonnan v, fliggvény volta miatt a = S.
Tehat ¢ tényleg fiiggvény. Nyilvan D, = |J Dy, tehat D, altér. Gondol-
YeL

juk meg, hogy ¢ linearis. Tetsz6leges x,y € D, esetén (x, ¢ (x)), (y,¢ (v)),
(x4+y,0(x+y)) € p = UL, tehat vannak olyan 1,119,135 € L funkciona-
lok, hogy (z,¢(2)) € ¥1, (¥, (y)) € Y2 és (v +y,o(z+y)) € ¥3. Most a
11, P9, Y3 funkcionalok kozoétt van legb&vebb, mondjuk 3. Ennek fiiggvény
volta miatt ¢ (x) = ¥3 (z), ¢ (y) = Y3 (y) & ¢ (v +y) = Y3 (z +y), innen
13 linearitasa miatt

p+y)=vs(x+y)=v3(x)+¢3(y) =)+ (),

tehat ¢ additiv. A valos szorzd p-bdli kiemelése hasonloan adodik. Tehat ¢
linearis. ¢ definici6jabol az is trivialis, hogy ¢ < pp,,. Ezért ¢ € H. Indirekt
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tegyiik fol, hogy D, # X. Ekkor létezik a € X \D,,. Igy a fenti Hahn-Banach-
lemma miatt 1étezik ® : D, + R - a — R olyan lineéris kiterjesztése (p-nek,
amelyet p majoral. No de ekkor ® € H, és nyilvan £ U {®} is H-beli lanc. £
maximalitasa miatt igy LU{®} = L, azaz ® € L. Ezért D, definicidja miatt
Dy C Dy, ahonnan a € Dy, s ez ellentmondés. Tehat D, = X, s ez éppen
azt jelenti, hogy ¢ megfelel a tétel allitasdban foglaltaknak. O

6.4.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy a korlatos valés sorozatok /g° vek-
torterén van olyan A linearis funkcional, amelyre barmely (a,), (b,) € £§°
esetén

1. liminfa, < A ((an)) < li o
wnfalan < Allan)) < fmaupa

2. A((ant1)) = A((an));
3. ha (b,,) konvergens, akkor

A((an -bn)) =A((an)) - A((bn)) = A((an)) - lLm by.

n——+oo

Egy ilyen tulajdonsagu funkcionélt Banach-limesnek szokas nevezni, amely
nyilvanval6an linearis és ,kvazi-szorzattartd” kiterjesztése a konvergens soro-
zatok limes operaciojanak. (Otlet: a = (a,,) jeloléssel legyen A, a := atrton
M = {acfy : (Aya) konvergens}, Ag : M — R, Apa := limA,a és p :

(0 — R, pa :=limsup Apa. Alkalmazzuk a Hahn-Banach-tételt a A funk-

n—-+4oo
cionalra és a p pozitiv homogén szubadditiv fiiggvényre. Az igy nyert A-ra 1.

és 2. trivialisan teljesiil, kovetkezésképp A pozitiv funkcional is. Az is azonnal
leellendrizhets, hogy egy a € (° sorozat véges sok indexbeni megvéltozta-
tasa nem befolyasolja annak A-értékét. E két utobbi tulajdonsaghol 3. méar
kénnyedén kovetkezik elGszor pozitiv elemt, majd tetszsleges korlatos (ay,)
sorozatra.)

)

6.4.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy az el6z6 feladat kritériumainak
megfelels A : /g° — R Banach-limes nem lehet az egész /3° téren szorzattarto!
(Otlet: Vizsgaljuk meg a fenti feladat pontjainak teljesiilését az a, = 1 +
+(—=1)" és b, = a, 41 sorozatokra, illetve Gsszegiikre és szorzatukra.)

6.4.6. Feladat (*). Mutassuk meg, hogy a limeszoperdciénak van olyan
linearis A kiterjesztése ¢g°-re, amely a limsup és liminf operaciok kozott
van és az egész (R téren szorzattarté! (Tehat az elézé feladat értelmében
az eltolasinvariancia nem teljesiilhet ra.) (Otlet: Vegyiink N-en egy véges
halmazokat nem tartalmazo U ultrasziirét és elGszor nemnegativ a = (a,) €
€ Iy esetén jelolje

Aa:=sup{a>0:{neN:q, >a} clU}.
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Majd tetsz6leges a € (3° esetén Aa := A (at) — A (a™). Elemi kalkulacioval
lathato, hogy A megfelel a feladatban kirottaknak. Egyébként meggondolha-
t6, hogy a feladat feltételeinek megfelels tetszdleges A funkcionél a most leirt
moédon szarmaztathato.)

Ezek utan ratériink a Hahn—Banach-tétel komplex vektorterekbeni megfe-
lelGjére.

6.4.7. Megjegyzés. Minden z komplex szamra nyilvan
z=Rez —i-Re(iz).

6.4.8. Lemma. Ha X komplex vektortér és ® : X — R R-linedris funkciondl,
akkor létezik eqy és csak eqy W € X' C-linedris funkciondl, hogy ReV = ®.

Bizonyitds. Elészor lassuk az egyértelmiiséget. Ha U eleget tesz az allitdsban
foglaltaknak, akkor a fenti megjegyzés és W linearitasa miatt minden x € X-re

Uz = ReVx — i - Re (i¥x) = ReWz — i - Re (¥ (ix)) = Pz — i - D (ix),

ami joldefinidlt a U = ®x — i - @ (iz) egyenldség altal. Most mar csak az
egzisztenciat kell igazolnunk, s ehhez éppen elég ellendrizniink, hogy a ¥ :
: X > C, U (x):= Pz —i- P (ix) fliggvény megfelel az allitasnak. U additivi-
tasa nyilvanvalo, s6t a valos skalar kiemelhet&sége is. A C-linearitdshoz tehat
elegendd i kiemelhetGségét megmutatnunk. Legyen = € X, ekkor definicid
szerint

U (iz) = @ (iz) —i- @ (°z) = @ (iz) —i - (—2) = @ (ix) +i @ (z) =
=i (=i -®(iz)+ P () =i -V (z).

Ezzel igazoltuk, hogy ¥ C-linearis. A Re¥ = & egyenldség a definiciobol
nyilvanvalé. O

Az alabbi tétel mar egyarant vonatkozik R és C folotti vektorterekre. En-
nek komplex esetét — bar R folotti esetben formalisan nem az eredeti meg-
fogalmazast adja vissza — szokas egyszertien ,komplex Hahn—Banach-tétel”
néven emlegetni.

6.4.9. Tétel (Bohnenblust-Sobcezyk). Legyen X vektortér K folott, p - X —
R félnorma, M < X altér és g : M — K olyan linedris funkciondl, hogy
minden x € M mellett |pox| < p(x). Ekkor o kiterjeszthetd az egész X téren
értelmezett olyan linedris ¢ funkciondlld, amelyre |¢| < p.

Bizonyitds. Nyilvan Regpg < |@o| < pjas- Igy ha X-et valos vektortérnek te-
kintjiik, a Hahn—Banach-tételbsl azonnal ad6dik, hogy van olyan ®: X —R
R-linearis funkcional, amely egyrészt kiterjesztése Repg-nak, masrészt ® < p.
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Most K = R esetén legyen ¢ := ®. K = C esetén pedig a fenti lemma miatt
létezik egy és csak egy ¢ € X’ C-linearis funkcional, hogy Rep = ®. Mivel
e lemma Repp-ra is alkalmazhato, ezért annak egyértelmiségi része miatt
azonnal ¢y = o, tehat ¢ kiterjesztése po-nak. Azt is tudjuk, hogy minden
x € X-re Rep (z) < p(x). Tehat mind R, mind pedig C folotti esetben ¢
kiterjesztése pp-nak, tovabba minden 2 € X-re Rey () < p(x). Most tetszs-
leges rogzitett z-re van olyan o € K szam, hogy |a| = 1 és a-px = |px|, ezzel
p félnorma volta miatt |pz| = ¢ (ax) = Rep (az) < p(azx) = |a] - p(z) =
=p(x). Epp ezt akartuk megmutatni.

Az alabbi tétel a Hahn—Banach-tétel eredeti alakja. O

6.4.10. Tétel. Legyen (X, ||-||) normdlt tér K folott, M < X altér és @g €
€ M* funkciondl (a ||-|| norma M-beli leszikitésére nézve folytonos). Ekkor
wo-nak létezik olyan ¢ € X* kiterjesztése, amelynek funkciondlnormdja meg-
egyezik @y funkciondlnormdjdval.

Bizonyitds. A oo funkcionalt nyilvan majoralja a ||@o| - [|-]| félnorma. Igy a
Bohnenblust—-Sobczyk-tétel miatt g kiterjeszthets az egész X téren értelme-
zett olyan K-linearis ¢ funkcionélla, amelyre |p| < ||¢oll - ||-||- Ekkor persze

pe X*és el < |leoll- No de ¢ kiterjesztése po-nak, ezért. [|¢| = ||eoll. O

6.4.11. Tétel. Legyen (X, ||||) normdlt tér K folott és M < X zdrt altér.
Ekkor minden a € X \ M esetén van olyan ¢ € X* funkciondl, amely M-en
eltinik, tovdbbd ||p|| =1 és wa =d (a, M).

Bizonyitds. Mivel minden x € M + K - a vektorhoz egyértelmien léteznek
u€e M éstekK, hogy x =u+t-a, ezért joldefinidlt a g : M + K- a — K,

wo(u+t-a):=t-d(a,M)

linearis funkciondl. Persze M = ker g és ¢ga = d (a, M ). Ugyanakkor minden
u+t-ae M+K-aesetén

o (ut-a) =|t]-d(a, M) =d(t-a,M) =d(u+t-a,M) < lu+t-a

miatt ||| < 1. Legyen most (u,) € M olyan sorozat, hogy ||u, — a| —
d (a, M). Ezzel egyidejiileg persze minden n-re ¢q (—u, +a) = d(a, M), te-
hat lim g (—up + a) = lim ||—u, 4+ al| # 0, innen azonnal ||pg|| = 1. Most
erre a po-ra az elézd tételt alkalmazva azonnal adédik az allités. O

6.4.12. Kovetkezmény (normalt terek szeparacioja). Legyen (X, ||-||) nor-
malt tér K folott. Ekkor minden nemnulla a € X vektorhoz van olyan p € X*
funkciondl, amelyre ||| =1 és pa = ||a||. Kdovetkezésképp x,y € X esetén

r=y<=VoeX":pxr=opy.
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Bizonyitds. Alkalmazzuk a fenti tételt az M = {Ox} altérre. O

6.4.13. Kovetkezmény. Legyen (X, ||-||) normdlt tér K folott. Ekkor minden
a € X vektorra

la]| = max {J¢al : ¢ € X", ||l < 1} = max {|pal : ¢ € Bx+}.

6.4.14. Definici6é. Legyen (X, ||-||) normalt tér K f6lott. Jelolje tetszdleges
e X esetén T : X* — K,

7 (p) = .
6.4.15. Megjegyzés. T nyilvanvaloan linearis funkcional az X* téren, st a
legutobbi kévetkezmeny alapjan T folytonos, s6t éppen ||Z|| = ||z||. Eszerint

T az X**(= (X*)") Banach-térnek éppen egy ||z| norméju eleme. Innen
trividlisan adédik, hogy Z : X — X**,

I(x):==

egy normatarté (izometrikus) leképezés, szokasos kifejezéssel : izometrikus be-
adgyazésa X-nek X**-ba.

6.4.16. Definicio. Egy K {6l6tti (X, ||-||) normalt teret reflexivnek mondunk,
ha a fenti Z izometrikus bedgyazas egyuttal sziirjektiv is. (Tehat minden
folytonos linearis funkcionél = alaka.)

Mivel egy normalt tér topologiai dualisa mindig teljes, ezért egy reflexiv
normalt tér persze mindig Banach-tér is.

6.4.17. Megjegyzés. Ha X reflexiv Banach-tér R {6l6tt, akkor a legutobbi
kovetkezmény alapjan minden ¢ € X* funkcional folveszi a Bx egységgdm-
bén a maximumat :

el = max {|®p]: & € X, [[@f| < 1} = max {[zp|: 2 € X, [lz]| <1} =
=max {|pz|:z € X, ||z] < 1}.
Ehelyiitt csupan utalhatunk Robert C. James 1972-es hires tételére, mely
szerint egy X Banach-tér pontosan akkor reflexiv, ha a folytonos lineéris

funkcionéljai folveszik maximumukat az X tér egységgombjén. Ennek egyik
iranyat (a trivialisat) mutattuk meg a fentiekben.

6.4.18. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (Cg[0,1],[[|) Banach-tér nem
reflexiv! (Otlet: A ¢ € (Cr[0,1])",

wf:—f(O)—/lf
0
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funkcionél az egységgémb minden pontjiban 2-nél kisebb, viszont 2-re ra is
kozelit f, (0) = 1, f, ([%,1]) = {—1} tulajdonsagu ,konyokfiiggvényekkel”.
Tehat ¢ nem veszi {6l az egységgdémbon a maximumaét.)

6.4.19. Példa. Egy K folotti H Hilbert-tér reflexiv Banach-tér. Legyen
ugyanis ® € H**. Jelolje v : H — K, ¢ (z) := @ ((-| z)). Ezzel triviali-
san ¢ € H*, ahonnan a Riesz-tétel miatt van olyan y € H, hogy ¥ = (- | y).

Ekkor persze minden © € H-ra ® ((- | z)) = (y | z), azaz ismét Riesz tétele
alapjan minden ¢ € H*-ra ® (¢) = ¢ (y), tehat ® = 7.

6.4.20. Feladat. Mértékelméleti tanulmanyaink alapjan mutassuk meg, hogy
tetsz6leges (T, S, p) mértéktér és 1 < p < 400 esetén a L (T, S, u) Banach-
tér reflexiv!

6.4.21. Feladat. Gondoljuk meg, hogy minden véges dimenziés normélt tér
reflexiv!

6.4.22. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (¢}, [-||,;) Banach-tér nem reflexiv!
(Otlet: Gondoljuk meg, hogy a Feladatban szereplé Banach-limes ele-
me (£3°)"-nak, azaz természetes azonositassal (¢)" -nak, de nem 4ll el a
(a € £}) alakban.)

6.4.23. Feladat. Mutassuk meg, hogy a K f5l6tti (co, |-|| ) Banach-tér nem

. n
reflexiv! (Otlet: minden ¢ € ¢ és n € N mellett Y |pe| < ||| -1, ahonnan
k=1

—+o00

D:ch = K, o > per folytonos linearis funkcional, amely nem all el a
k=1

(a € co) alakban.)

6.4.24. Feladat. Gondoljuk meg, hogy ha X reflexiv Banach-tér, akkor X*
is az!

6.4.25. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha az X Banach-tér X* dualisa sze-
parébilis, akkor X is szeparabilis! (Otlet: Legyen (p5,) € X* ||-||-stirt sorozat,
és minden k-ra legyen z;, € X olyan egységvektor, amelyre |prag| > % lok -
Jel6lje M ezen xj, vektorok zart linearis burkat. Indirekt tegyiik f61, hogy M #
= X. Ekkor a Hahn—Banach-tétel miatt 1étezik olyan ) € X* egységvektor,
amelyre M C ker . Vegyiink egy olyan ¢y funkcionalt, amelyre [[¢) — || <
< 3. Ezzel |Jok]| > 3, gy |orar| > 2, ugyanakkor

1
lorar| = |prrr — Yai| < llox — D[ - [kl < 7

ami ellentmondaés.)
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6.4.26. Definicié. Legyen X vektortér K folott és M C X halmaz. Jelolje

pM:X%K+7
pM(x)::inf{oz>0:E€M}
e’

(azon konvencioval, hogy inf () = +00.) A pys fiiggvényt az M halmaz td-
maszfigguvényének (vagy Minkowski-funkciondljanak) nevezzik.

6.4.27. Feladat. Legyen X normalt tér K f6l6tt és M C X olyan konvex
halmaz, amelyre Ox € int M. Mutassuk meg, hogy ekkor p; pozitiv homogén
szubadditiv fliggvény, tovabba létezik olyan ¢ > 0, hogy pas < c- ||-||-

6.4.28. Megjegyzés. A fenti feladat felhasznalasédval a konvex halmazok
helyett altalaban normalt terekre, csakhogy elGszor az erGs szeparacidt érde-
mes kozvetleniil igazolni, majd ebbdl a szigorut. (A véges dimenzios eset a
Hilbert-térben targyalthoz képest nem ad 1j informéciot, hiszen ekkor béar-
mely norma amugy is ekvivalens egy euklideszi normaval). Ezért szokis a
konvex halmazok szeparacios tételeit a Hahn—Banach-tétel geometriai alak-
jainak hivni.



7. fejezet

Fuggelék

7.1. Néhany Banach-tér dualisa

7.1.1. Folytonos funkcionalok az [” Banach-téren
(1<p<+o0)

A kovetkezdkben kozponti szerepet jatszik a mértékelméletbdl ismert Radon—
Nikodym-tétel.

A tovabbiakban legyen 1 < p < +00 és ¢ a p dudlis szama: 1 < p < 400
esetén ¢ = p%v p = 1 esetén ¢ = +00, mig p = +oo esetén ¢ = 1. (Ekkor
persze g-nak éppen p a dudlis szama.) Legyen tovabba (T,S,u) rogzitett
mértéktér.

7.1.1. Megjegyzés. Tetszdleges g € L (T, S, 1) mellett a Holder-egyenl6t-

lenség miatt (illetve p = 1 vagy p = 400 esetén trividlis moédon) minden

f€LE(T,S, u)esetén f-g € Li (T, S, ) , tehat [ f-gdu joldefinialt (véges)
T

érték, tovabba ugyanezért

[ gl <lal, 171,
T
7.1.2. Definicio. Jelolje tetszéleges g € L (T, S, i) esetén
B LL (LS K ()= [ fogdn
T

7.1.3. Definicié. A (T,S, ) mértékteret lényegesnek mondjuk, ha nincs
benne végtelen mértékd atom. (Példaul minden o-véges mértéktér lényeges.)

241
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7.1.4. Allitas. Tetszoleges 1 < p < +oo és g € L (T, S, ) esetén (q a p
dudlis szama) ®, € (LY (T, S, n))", tovdbbd

e p>1 esetén ||‘I)g|| = Hqu;
o ha (T, S, ) lényeges mértéktér, akkor p = 1-re is | B = g ..

Bizonyitds. A linearitas trivialis. A legutobbi megjegyzés miatt ugyanakkor
@, trivialisan folytonos, s6t || @4 < ||g||,. Elegends hat igazolnunk, hogy az
emlitett esetekben [|@¢| > ||g]l,. Ennek bevezetéseként jegyezziik meg, hogy
nyilvanvaléan van olyan h : T'— K S-mérhetd fiiggvény, hogy |h| azonosan 1
és g = h-|g|. Az is nyilvan foltehets, hogy g # 0rq. Legyen elGszor 1 < p <
< 4o00. Jeldlje ekkor

fi=Th-lgl? =h-|g]" "

Nyilvan f € L? & |1, = gl = gl #0, fay
%fz/quszﬁwm“*hwmdu:/wwmnﬂmﬁ=
T T T

-1
= llgll, - llgllg™ = Nall, - I1£IL,

ahonnan || f[|, # 0 miatt trividlisan [ @, > [|g]|,.
Legyen most p = 400 (azaz ¢ = 1). Ekkor

&= [B-gdu= [ lgl du= gl = lal, -] .
T T

innen ||E||C>O # 0 miatt megint csak || ®,| > [lg|l;-

Végiil legyen p = 1 (azaz ¢ = +00) és tegytk {6l, hogy (T, S, 1) lényeges.
Legyen 0 < a < |[|g|| - Elegendé megmutatnunk, hogy minden ilyen a-ra
Byl > . A ||l (= |I|I%,) definicioja alapjan E, := (|g| > «) € S pozitiv
mértéki halmaz. A lényegesség miatt ennek létezik egy végesen pozitiv mér-
teki F, € S részhalmaza. Ezzel az f, = h - xr, fiiggvény nem a nulleleme
L>°-nek, tovabba

<I>gfa:/fa~gdu:/ﬁ~m~h~\9\ du:/lg\ duZ/adu:
T T Fa

Fo
=a-p(Fa)=a-|fall,
amiért is valoban ||®,|| > «. Eppen ezt akartuk megmutatni. O

A fenti bizonyitasbol megfigyelhets, hogy 1 < p < 400 esetén ®, mindig
folveszi maximumat az LP tér egységgdmbjén, mig p = 1 esetén ugyanez méar
nem latszik. Nos azért nem latszik, mert altalaban mar nem is igaz.
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7.1.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy (T, S, 1) = ([0,1],B([0,1]),A) és g =
= id|p,1) valasztédssal ®, nem veszi 6l Li ([0,1], B ([0,1]) , A) egységgdmbjén
a szuprémumat (ami 1)!

A szakasz 6 tételét elGszor nyers formaban (véges mértéktér esetére) fo-
galmazzuk meg:

7.1.6. Allitas. Legyen (T,S,p) véges mértéktér és 1 < p < +oo. Ekkor
tetszdleges ® € (LE (T,8,p))" funkciondlhoz létezik egy és csak egy g €
€ L (T,S, ) figgvény (q a p dudlis szama), amelyre ® = &4, azaz minden
fe Ly (T,S,p) esetén

<I>f=T/f-gdu~

Tovdbbd |g|, = || ®]|.

Bizonyitds. Elészor jegyezziikk meg, hogy p véges volta miatt minden £ € S
esetén yg € L (T,S,p). Innen egyrészt adodik az allitas unicitasi része,
hiszen ha ®,, = ® = ®,,, akkor minden E € S mellett @y, (xg) = P4, (XE)
ahonnan

/(91 —9g2) du =0,

E
amiért g; = go p-m.m. Mésrészt értelmes a v : S — K,

v(E):=®(xg)
definici6. Megmutatjuk, hogy v mérték. Persze v () = 0. Legyen most (Ay) C
C S paronként diszjunkt halmazokbol 4ll6 sorozat és jelolje A az uniot. Persze
n
a Yy, xa, fiuggvényekbdl allo sorozat pontonként tart x 4-hoz, ugyanakkor a
k=1

konstans 1 fiiggvény LP-beli majoransa e sorozatnak, igy e sorozat ||| p—ben
is tart x a-hoz. Innen — @ additivitasat és folytonossagat is hasznalva —

n

D v(A) =) P(xa,) =120 (ZXM) = ®(xa) =v(4),
k=1

k=1 k=1
+oo

azaz v (A) = > v (Ag). Tehat v valoban mérték. Persze v véges. S6t p (E) =
k=1

= O esetén xg = Op», amiért v (E) = 0, tehat v abszolut folytonos p-re nézve.
Igy a Radon-Nikodym-tétel miatt létezik egy és csak egy g € L (T, S, i)
fliggvény, amelyre minden F € S esetén

(I)(XE):V(E):/ng:/XE'ng-

E T
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P linearitasa miatt innen a @ f = [ f-gdu egyenl6ség minden S-mérhetd lép-

T
cs6s f fliggvényre is all. Legyen most f : T' — K korlatos S-mérhetd fiiggvény.
Ez koézismerten pontonként koézelithetd S-mérhets lépcsés fliggvények egy
T-n korlatos (f,) sorozataval. Persze ekkor ®f, = [ f,, - g du. Most egyrészt

T

e sorozat a Lebesgue-féle majoralt konvergenciatétel miatt p-norméban is tart
f-hez, igy ®f, — ®f, masrészt f, - g pontonként y-m.m. tart f - g-hez, s6t e
sorozatot |g| egy alkalmas szamszorosa majorilja. Igy djra a Lebesgue-tétel
miatt minden korldtos S-mérhets u : T'— K fliggvényre is

(+) ©f = [ f-gdn

tetszoleges korlatos S-mérhets f: T — K fliggvényre is. Most megmutatjuk,
hogy g € L (T, S, p1). Ehhez szétvalasztjuk a p =1 és p > 1 eseteket.
p=1:Jelolje E := (Reg > 2||®||) € S. Ekkor (*) alapjan

2 ||@||'M(E)§Re/gdu < /XE'gdu =[2(xp)l <2l - [Ixell =[] - w(E),
E T

ahonnan u(F) = 0, azaz Reg < 2||®| p-m.m. Hasonléan adodik, hogy

Reg > —2||®|| p-m.m., tehat Reg p-korlatos, és ugyanigy adodik Img p-

korlatosssaga. Ezért g € L2 (T, S, ).

1 < p< 400 : Legyen h : T — K olyan mérhets fiiggvény, amelyre |h|
azonosan 1 és g = h - |g|. Jelolje tetszoleges n € N-re E,, := (|g| <n) € S.
Ekkor f :=h-xg, - g|q_1 valasztassal persze f € L (T, S, p), s6t f korlatos,
igy (%) alapjan

1o 171, > [Bf] = /f~gdu :/w i,
T E,

%
ahonnan || f||, = (f lg|? du) miatt

En

:
@l [lol"du| = [ 1ol dn.
En En

1—1
P
Emiatt persze ||®]| > [ [ |g|? du) ,azaz [ |g|* dp < ||®[|?. Most g
E, En

abszolut integralhat6é volta miatt g p-m.m. véges, emiatt a monoton bd-
vills (E,) sorozat unidja nullmértékd halmaz kivételével kiadja T-t, azaz
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xE, 19|17 /7 1g|%. Igy a Beppo Levi-tétel miatt azonnal [ [g|? du — [ |g|? dp,
E T

innen [ [g|? dp < ||®[|* miatt [|g|? du < ||®||?, azaz g € LE (T, S, ).
B, T

Igy persze joldefinialt ®, € (L (T,S,u))". Most () éppen azt jelenti,
hogy a ® és ®, folytonos linearis funkcionalok a korlatos S-mérhetd fiigg-
vényeken megegyeznek. Mivel ez utobbiak stird alterét alkotjak LE (T, S, p)-
nek (a Riesz—Fischer-tétel utani Megjegyzés miatt méar a lépcsGsok
is), ezért a ® és @, folytonos linearis funkcionalok teljesen megegyeznek. A
legutobbi allitas értelmében ekkor persze || @[ = || @4 = [|g]],- O

7.1.7. Tétel (Riesz). Legyen (T,S,u) mértéktér és 1 < p < +oo, tovabbd
& e (LT, 1)"

e Hal < p < +oo, akkor létezik egy és csak egy g € L, (T, S, ) fiiggvény
(q a p dudlis szama), amelyre ® = ®,, azaz minden f € LY (T, S, u)
esetén

<I>f=T/f-gdu,

tovdbbd [|gl|, = [|®]]-
e Hap =1 és pn o-véges, akkor létezik egy és csak egy g € L (T, S, )
fiiggvény, amelyre ® = &4, azaz minden f € L% (T, S, 1) esetén
T

tovdbbd Hg||q = [|®].

Bizonyitds. Jelolje tetszbleges véges p-mértékd E € S halmazra pg : S —
Ry, prg(A) := pn(ANE). Persze pug véges mérték. Jelolje parhuzamosan
®E) [P (T, S, up) — K,

&) (f) = @ (f - xp).-

Persze &) € (LL (T,8,up))". A mar latott fenti allitas szerint minden
véges p-mértékd E € S halmazra ekkor létezik egy és csak egy olyan g €
€ L (T, S, pp) fiiggvény, amelyre minden f € LY (T, S, ppa) esetén

T

tovabbé |gell, = H(D(E) H Mvel a szoban forgo egyértelmiiség most pp-m.m.
egyértelmiiséget jelent, ezért feltehetd (és fel is tessziik), hogy gg azonosan el-
ttinik az £ halmazon kiviil. Ezzel a megkotéssel ugyanakkor gg € L (T, S, p)
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és ebben az értelemben p-m.m. egyértelmi (azaz mint a L (T, S, p1) tér eleme
egyértelmt). Eszerint tehat minden véges p-mértékd F € S halmazra létezik
egy ¢és csak egy olyan gg € L{ (T, S, pu) fiiggvény, amely az E halmazon kiviil
eltiinik, tovabba minden f € L§ (T, S, 1) esetén

O(f-xg)= [ f-9edu,
/

sét [lgell, = H<I>(E) H < ||®||- Megjegyezziik, hogy tetszGleges véges p-mértékid
E, F € S halmazokra az egyértelmiségi feltétel miatt az £ N F halmazon gg
p-m.m. megegyezik gp-fel; specidlisan E C F esetén gp p-m.m. megegyezik
Xk - gr-fel, kovetkezeésképp ||gell, < llgr|,- Jeldlje

o :=sup {llggll, : B €S, u(E) < +oo} < |0

Persze létezik véges p-mértékid halmazok egy olyan (E,) sorozata, hogy
lge, ||, — «, s6t a fentek értelmében feltehetd (és fel is tessziik), hogy az (E,)
sorozat monoton béviils. Jeldlje E, e sorozat unidjat. Ha p = 1, akkor a o-
végesség miatt (szintén a fentiek alapjan) azt is feltehetjiik (és fel is tessziik),
hogy E, =T.

Most a (gg, ) fliggvénysorozat trividlisan kvézistacionarius (p-m.m.), igy
pontonként p-m.m. konvergal egy ¢g : T — K S-mérhets fliggvényhez. Az
E,, halmazok monoton béviilése miatt persze |gg,| * |g|, s6t minden n-re
9E, = g-XE, p-m.m. Megmutatjuk, hogy tetsz6leges véges y-mértékdi £ € S
halmazra g- xg = gg p-m.m. A kapottak és a fentebb emlitett egyértelmiiségi
feltétel szerint minden n-re az £ N E,, halmazon y-m.m. megegyeznek gp és
gE, = g XE,, persze ez utobbi e halmazon g - xg-vel is megegyezik. Innen
azonnal g - xg = gg p-m.m. az F, halmazon. Ha most p = 1, akkor T' = E,
miatt készen is vagyunk. Ha viszont p > 1, akkor u (E, U (E\ E\)) < 400
alapjan

aqéaq—&-/‘gE\E*
T

iy =

“dp=lim /IgEn ! du+/!gE\E*
n—4oo
T F

n—-+oo

= lim /IgEnlq dp + / l9e\e. " dpn | =
T E\E.
= lim /’gE,LU(E\E*) ! dp < af,
T

amiért f |gE\E* 1 du =0, azaz gp\ g, = 0 p-m.m. Ez éppen azt jelenti, hogy
T

az E, halmazon kiviil is (tehat az egész T-n) ¢ - xg = gg p-m.m.
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A reprezentécio igazolasat innentdl szétvalasztjuk a p = 1 és p > 1 ese-
tekre. Legyen eldszor p = 1. Ekkor p-m.m. ¢ € T-re o > |gg, (t)| — |g (¢)]
miatt ||g||gg) < a, tehat g € LE (T, S, ) . Vegyiink egy f € Ly (T, S, p) fiigg-
vényt. Mivel most az F,, halmazok monoton béviilleg T-hez tartanak, ezért

a Lebesgue-tétel miatt f - xp, m fyigy ®(f - xg,) — ®f. Masrészt most
a (gg,) figgvények a-val korlatozottak, igy szintén a Lebesgue-tétel miatt
(o |f| majoranssal) [ f - gg, dpu — ff - gdu. Ezért

T

f = lm @(f xp)= lm /f g1, dpt = /f gdu = ,f.

n—-+o0o

Tehat valoban ® = ®,. Legyen most 1 < p < 4o00. Ekkor az E, halmazok
valasztasa miatt a Beppo Levi-tétel alapjan a4 > f l9g, |? dp — f lg|? dp,

ahonnan g € L% (T, S, p). Legyen f € LE (T,S u) tetszéleges. Ekkor van

olyan véges p- merteku halmazokbol &llo monoton boviils (F,) C S sorozat,

-,
amelynek uniojan kiviil f eltinik. Persze a Lebesgue-tétel miatt f-xr, —> f,

igy ® (f - xr,) = ®f. Ugyanakkor a mar latottak szerint

®(f xr,) /fgpdu /fngdu%/fgdu

(a legutobbi hatératmenet a Lebesgue-tételbél kovetkezik | f-g| € L' alapjéan).
Osszevetve ®f= [ f-gdpu minden f € LE (T, S, p) esetén tehat & =,,.

T

Lassuk az egyértelmiiséget !

Legyenek (mindegyik p esetére) gi,go € L (T,S,p) olyan fiiggvények,
amelyek reprezentaljak ®-t, tehat ®, = &,,. Ekkor egy alkalmas o-véges
halmazon kiviil mind g1, mind g, eltdnik (p = 1 esetén T' o-végessége miatt,

p > 1 esetén pedig g < +00 miatt természetszeriileg). Tehat van olyan véges
u-merteku paronként diszjunkt halmazokbol 4ll6 (F,,) C S sorozat, amely-
nek uniéjan kiviil g; és g elttinik. Most minden n-re mind g; - xF,, mind
g2 XF, reprezentilja a ®F») funkcionalt, ezért annak mar latott egyértelm-
sége miatt g1 - xXF, = gr, = g2 - Xr, p-m.m., tehat g; és go az F, halmazon
p-m.m. megegyeznek. Az F,, halmazok vélasztasa miatt ezért g1 = go p-m.m.
A lgll, = 1@4]| = [|@]| egyenldség a szakasz elss allitasabol kovetkezik. O

7.1.8. K6vetkezmény. Legyen 1 < p < +oo. Ekkor tetszdleges ® € ((5)"
funkciondlhoz létezik eqy és csak egy b = (bn) >, € UL sorozat (q a p dudlis
szdma), amelyre ® = Py, azaz minden a = (an)” | € U8 esetén

—+oo
Pa = Zak . bk,
k=1
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1
q

+oo
toudon 2] = [l = ( £ 1)

7.1.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy az L ([0,1], B ([0,1]) , A) Banach-téren
van olyan folytonos linearis funkcional, amely nem &ll el6 ®, (g € L') alak-
ban! (Ez éppen azt jelenti, hogy az L [0,1] Banach-tér nem reflexiv.) (Otlet:
Tekintsiik a szoban forg6 L™ tér C'[0,1] alterén értelmezett g : f — f(0)
linearis funkcionalt. Ezt majoralja a ||||i‘o norma, igy kiterjesztheté L>°-re
folytonos lineéris ¢ funkcionalla. Ekkor f,, (t) = (1 —t)" vélasztéssal minden
n-re @f, = 1. Viszont barmely g € L' fiiggvénnyel a Lebesgue-féle majoralt
1

konvergenciatétel alapjan ®,f, = [g(¢) - (1 —1t)" du — 0, tehat &, sosem
0
lehet ¢-vel azonos.)

A fenti feladat 6nmagaban még nem zarna ki, hogy létezzék izometrikus
izomorfizmus (L [0,1])" és L} [0,1] kézott. Amde még ez sem igaz:

7.1.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy (L [0,1])" nem lehet izometrikusan
izomorf L} [0,1]-gyel! (Otlet: Egy korabbi szakaszban /Szeparabilitas, szere-
pelt, hogy Lg° [0,1] nem szeparabilis, Lk [0,1] viszont szeparébilis. Marpedig
az el6z6 szakasz egy feladata {|6.4.25| Feladat} szerint egy szeparabilis dualist
tér maga is szeparabilis.)

Az L (T, S, u) tér pontos jellemzését L. V. Kantorovics és G. M. Fichten-
holtz adtak meg 1934-ben.

7.1.11. Megjegyzés. A fenti Riesz-tétel alapjan 1 < p < +oo esetén
LY (T, S, u) reflexiv (egy Banach-tér reflexiv, ha a masodik dualisaba valo
természetes beagyazésa sziirjektiv), mig pl. sem L} [0,1], sem Lg [0,1] nem
reflexivek. Most a Riesz-tétel, valamint e szakaszban korabban emlitettek
alapjan 1 < p < +oo esetén minden ® € (L (T, 8, )" funkcionél folveszi
maximumét az Li (T, S, ) tér egységgombjén, mig p = 1 esetén ez mar az
L4 [0,1] téren sem igaz. Kordbban mar utaltunk Robert C. James 1972-es
hires tételére, mely szerint egy X Banach-tér pontosan akkor reflexiv, ha a
folytonos linearis funkcionaljai folveszik maximumukat az X tér egységgdmb-
jén. (p = +o00 esetén persze a O, funkcionalok folveszik L egységgémbjén
a maximumukat, viszont a James-feltétel itt sem teljesiil, csak egészen mas
ok miatt: itt nem minden funkcional ®, alaka!)

7.1.12. Feladat (Landau-Toeplitz-tétel). A Holder-egyenlStlenség alapjan
trivialis, hogy tetsz6leges (T, S, 1) mértéktér és 1 < p < 400 mellett minden
f €Ly (T,S pn) ésge LL(T,S,p) esetén f-g € Li (T, S, ) (ahol g a p
duélis szama). Igazoljuk ennek bizonyos értelembeni megforditasat (Landau—
Toeplitz-tétel): Ha (T, S, p) lényeges mértéktér és g : T — R olyan S-mérhetd
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fliggvény, amelyre minden f € LE(T,S, ) esetén f-g € Li (T, S, u), akkor
g € LE (T, S, ). (Otlet: A p = +o0 eset trividlis. Legyen 1 < p < +o0. Jeldlje
neNé AeS, p(A) < 4oo esetén gna = xa - |9 An € LI. E szakasz
jeloléseit hasznalva a ®,, , funkcionalok a feltétel alapjan az Ly (T, S, )
Banach-téren pontonként korlatosak. A Banach-Steinhaus-tétel alapjan ekkor
létezik K > 0 korlatja az osszes @4, , funkcionalnak. E szakasz egyik allitasa
szerint ekkor
lgn.all, = [|®q, 4| < K,

innen a Beppo Levi-tétel trividlis alkalmazasaval [xa - g[|, < K. Most vé-
ges mértékiirdl o-véges A halmazokra térve is trivialisan fonnall a legutobbi
egyenlStlenség, sét ekkor olyan o-véges A halmaz is van, amelyre ||x4 - ¢ .
maximalis {és persze K-val korlatozott}. Ezzel x4 - g € L. Ha most g po-
zitiv mértékd B C A° halmazon volna pozitiv, akkor (T, S, u) lényeges volta
miatt olyan pozitiv és véges mértékii C' C B halmaz és ¢ > 0 szam is 1é-
tezne, amelyekre ¢ - ¢ < g is fonnéllna, ekkor viszont a y auc - g fliggvény
ellentmondana A vélasztasanak. Ezért g = x4 - g € L9.)

7.1.2. A Riesz-Kakutani-féle reprezentacios tétel

7.1.13. Megjegyzés. Ismerve, hogy a Lebesgue-mérték o-additiv a balrol
zart, jobbrol nyilt intervallumok félgytrtjén, igaz a kovetkezs: ha az [«, )
intervallum el6all az [ag, O);) intervallumok (k € N) diszjunkt uniéjaként, ak-

kor
+oo

B—a=> (Br—ax).
k=1
Az alabbiakban legyen (K, 7) kompakt topologikus tér. Egy @ : Cg (K) —
R linearis funkcionalt pozitivnak mondunk, ha minden f € Cr (K), f > 0
esetén ®f > 0.

7.1.14. Megjegyzés. Minden @ : Cg (K) — R pozitiv linearis funkcional
folytonos.

Bizonyitds. Tetszbleges f € Cr (K) esetén — ||f|o - Ix < f < ||fllg - 1k

alapjan ® pozitiv linearis volta miatt

—fllc- Lk < @f <||flle - PLk

(ahol 1g a K-n értelmezett, 1 értékd konstans fliggvény). Innen |®f| <
< @l - || fllo, tehat @ folytonos (st ||| = Pl k). O

7.1.15. Definicié. Jeldlje B azon legszitkebb K-beli o-algebrét, amelyre
nézve minden f € Cg (K) fiiggvény mérhets. (Masképpen B := o¢, (k).) Ezt a
o-algebrat a K kompakt topologikus tér Baire-féle o-algebrdjanak nevezziik.
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7.1.16. Megjegyzés. B nyilvan részrendszere a B (K) Borel-féle o-algebranak.

7.1.17. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha K metrizalhato is, akkor B =
= B(K)! (Otlet: Tetsz6leges C C K zart halmazra d (-, C) folytonos fiigg-
vény.)

Az alabbiakban jeldlie G az (f > 1) nivohalmazok Osszességét, midén f
befutja a Cg (K) halmazt.

7.1.18. Megjegyzés. o (&) =B.

Bizonyitds. Legyen f € Cg (K). Ekkor (f > 1) € G. Mivel Cg (K) vektortér,
ezért minden a > 0 szamra is (f > @) € G. Innen persze (f > 0) € o <§) ,
ahonnan viszont minden valos a-ra (fy > «a) € o (3) Tehat fi o (3)-
mérhet§. Ezt —f-re alkalmazva f_ o (QA)—mérheté‘. Ezért f = fi — f- is
o (é) -mérhetd. Tehat Cr (K) elemei o (é\) -mérhetsk, amiért is B Co <QA>

Ugyanakkor trividlisan G C g, ahonnan o (G\) - B. O
7.1.19. Megjegyzés. Tetszdleges 1 : B — R, véges mértékre o, :Cr(K)—
R,
&0 = [ £
K

pozitiv linearis funkcional.

7.1.20. Allitas. Legyenek p, v : B — R véges mértékek. Ekkor
¢, =d, <= pu=v.

Bizonyitds. A ,yisszafel¢” irdny tautologia. Tegyiik most f6l, hogy ®, = @,,.
Ekkor tehat minden f € Cg (K) fiiggvényre

/fdu:/fdu.
K K

Legyen f € Cgr (K) rogzitett, ekkor a
Ig Aln-(f = (M A Xgs1)

hataratmenet és a Beppo Levi-tétel alapjan

/ (L A (f — (L A F))]) dps / o di
K

K
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/ (L A (f — (g A ) dv / o

s mivel e két hataratmenet bal oldala a feltétel szerint megegyezik, ezért a

jobb oldalak is, azaz
/X(f>1) dN:/X(f>1)dVa

K K

tehat p(f > 1) = v(f > 1). Eszerint p és v megegyezik a G rendszeren.
Legyen most F azon B-beli halmazok Osszessége, amelyeken p és v meg-
egyezik.Tehdt G C F. A mértékek o-additivitdsa és szubtraktivitasa miatt
ugyanakkor F Fubini-rendszer. Mivel pedig G metszetzart, ezért a Dynkin-

tétel miatt o (6) C F, no de a szubtraktivitds miatt F trivialisan komple-
mentumzart is, igy o (é) C F, amiért is B=o (é) = F. Eszerint viszont p
és v teljesen megegyezik. O

7.1.21. Tétel (Riesz-Kakutani). Tetszdleges @ : Cr (K) — R pozitiv linedris

funkciondlhoz létezik eqy és csak egy olyan p : B — Ry wvéges mérték, hogy
o=9,.

Bizonyitds. Jelolje f,g: K — R, f < g esetén

[f,9) ={(z,0) e KxXR: f(z) <a<g(x)}
és
F= {[fvg) :fngCR(K)a fﬁg}
Azonnal lathato, hogy F egy K x R-beli félgytirt. Az is trivialis, hogy [f,g) =

= [u,v) esetén g — f = v — u, ahonnan &g — ®f = dv — du. Igy joldefinialt
avy: F— Ry,

v ([f,9)=®g—2f  (f,geCr(K), f<g)

halmazfiiggvény. Legyen most [f, g) € F, tovabba minden k € N-re is [f, gi) €
€ F, ugy hogy [f,g) elsall az [fi, gx) halmazok diszjunkt uniojaként. Ekkor
minden x € K-ra e szakasz els6 megjegyzése alapjan

—+oo

g(@) = f@) = (gr (@) = fi ().

k=1
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Az fi < gi feltételek miatt e sor szeletei monoton névéleg tartanak a sor-

Osszeghez, igy az
n— (ﬂf =Y (gk () — f (x))>
k=1

fliggvénysorozat pontonként monoton névéleg tart a g— f folytonos fliggvény-
hez. A Dini-tétel (lasd a kovetkezd szakaszt) miatt ekkor e fliggvénysorozat
egyenletesen is konvergal g— f-hez. Mivel pedig ® linearis és folytonos ||-||-re
nézve, ezért azonnal

+o0 too
g—Of = (Pgp—®fi), azaz v ([f,9) =Y vo([fr:gr))-
k=1 k=1

Ezzel megmutattuk, hogy vg (o-additiv) véges mérték az F félgytrin. Ezért
a Carathéodory-féle kiterjesztési tétel miatt v kiterjeszthets egy v : o (F) —
R, mértékke. Ezek utan megmutatjuk, hogy minden E € B és o > 0 esetén
E x [0,a) € o (F). Jelolje e célbol

U= {EEE:V@ZO—raEx[O,a)EU(]:)

ssv(Ex[0,0)=a v(E x [0,1))}.

Persze U C B Fubini-rendszer. Ugyanakkor — rogzitett a-val — tetszdleges
f € Cr(K) esetén a

a- (g An-(f = (Mx AP A a- x>
hataratmenet miatt éppen monoton béviilGleg
0,0 (Mg Afn-(f = (e AF)D) A (f >1) x[0,a),
innen egyrészt a bal oldal F-be esése miatt (f > 1) x [0, &) € o (F), masrészt
v (00 (A (F = @A) ) v ( (P> x[0,0) ),
o(a-(xAl-(f=@xAn) )=v( F>Dx0a) ).

Mivel ez utobbi hataratmenet bal oldala éppen a-szorosa az o = 1 esetnek,
ezért ugyanez a megfelel jobb oldalakra is igaz, azaz

V( (f > 1) x [0,0a) ):a-y( (f > 1) x [0,1) )
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Ez « tetszdleges volta miatt éppen azt jelenti, hogy (f > 1) € U. Ezzel meg-
mutattuk, hogy G C U, ahonnan U Fubini-rendszer és G metszetzart volta
alapjan a Dynkin-tételbsl B=o (g) C U. Most jeldlje p : B — R,,

w(E) =v(Ex[0,1)).

w trividlisan mérték. Ugyanakkor p(K) = v (K x [0,1)) = ®PlLx miatt p
véges. Ellendrizziik le, hogy tetszdleges B-mérhets f : K — R, fiiggvényre

[0,f) €0 (F) és
v([0,f)) = [ fdp.
/

(Elgszor — éppen B C U alapjan — pozitiv szamszor karakterisztikus fliggvény-
re trividlisan igaz a legutobbi egyenlGség, majd v és az integral additivitasa
miatt 1épesds fiiggvényekre, végiil a pontonkénti monoton kozelithetéség alap-
jan tetszoleges B-mérhetd f : K — R, fiiggvényre.) Ekkor persze tetszoleges
nemnegativ f € Cg (K) fiiggvényre is

/fdu= v ([0, ) = .
K

A linearitas miatt persze a [ fdu = ®f egyenldség tetszleges elSjeld f €
K

€ Cr (K) fiiggvényre is all, tehat & = &,,. Az egyértelmiiséget az el6z6 allitas

biztositja. O

7.1.22. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden ® € (Cg (K))" folytonos li-
nearis funkcionél elGall két pozitiv linearis funkcional kiilonbségeként ! (Otlet
Egy nemnegativ f € Cg (K) fiiggvényre legyen

Hy:={geCr(K):0<g<f}

és o (f) == s;fp ®. AHpg=Hp+H,egyenldségah = f+g + f+g egyenlség

korrektté tételével és alkalmazasaval trivialis. Innen vy additiv és persze po-
zitiv homogén is, tovabba a pozitiv folytonos fliggvényeken 1y > 0 és ¢y > .
Jelolje ¢1 : Cr (K) — R,

Y1 (f) =0 (f+) — Yo (f-)

és Yy := 11 — ®. Gondoljuk meg, hogy 1, és ¥y pozitiv linearis funkcionalok
és @ =1 — 1)
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7.1.23. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden ® € (Ck (K))* folytonos
linearis funkcionalhoz létezik egy és csak egy olyan p : B — K (valos vagy
komplex) mérték, hogy minden f € Ck (K) f6ggvényre

@f:wa!

(Ehhez persze el6bb definialni kell az elgjeles, illetve komplex mérték szerinti
integralt.) Mutassuk meg tovabb4, hogy ekkor p teljes valtozasa megegyezik
[|®]|-val!

7.1.24. Feladat. Mutassuk meg, hogy a K f6l6tti (co, ||-||,,) Banach-téren
értelmezett tetszéleges folytonos lineéris ¢ funkcionélhoz létezik egy és csak
egy olyan a = (a,) € ¢k, hogy minden b = (b,) € cp-ra

+oo
b = Zan by, !
k=1

7.1.3. A C'a,b] tér funkcionaljai

Egy g : [a,b] — R fiiggvénynek egy F = {a =tg < --- < t, = b} felosztas
menti meguvdltozdsa

hr(9) =Y lg(tk) — g (tr—1)|
k=1

és teljes vdltozdsa -
sup hr(g9) € Ry.

A g figgvényt korldtos vdltozdsinak mondjuk, ha teljes valtozasa véges. (Pél-
daul a monoton fiiggvények ilyenek.) Az [a,b] intervallumon korlatos valto-
zasu fiiggvények nyilvan valds vektorteret alkotnak.

Stieltjes-integral

Legyen g : [a,b] — R korlatos valtozasu fiiggvény és f € C [a,b] (= Cr [a, b]).
Az [a,b] intervallum egy F = {tg < -+ < t,, } felosztéasara

sF,g(f) = Zf (th—1) - ( g (tr) — g (tr—1) )

k=1

az f fliggvény F mentén vett g szerinti Stieltjes-dsszege. TetszGleges € >
> 0 szamhoz f egyenletes folytonossiga miatt van olyan § > 0 szam, hogy



7.1. NEHANY BANACH-TER DUALISA 255

t,s € [a,b], |t —s| < § esetén |f (t) — f(s)] < e. Ha most Fi, Fa két, -nal
finomabb felosztésa [a, b]-nek, akkor a megfelels Stieltjes-Gsszegek eltérése (a
kozos finomitas osztointervallumaira térve) az alabbi alakot 6lti:

sro () =370 () =3 (Fon =13 )+ (gt =s(t) ).

k=1
ahol minden esetben |ay, — Bi| < 6, tehat |f (ax) — f (Br)| < . Ezért

n

(5700 () =579 (NI <D _e-lg(tr) —g (1) <V -e,

k=1

ahol V' a g fiiggvény teljes valtozasa. Innen tetszéleges olyan (F,,) felosz-

tassorozatra, amelynek finomséga 0-hoz tart, trividlisan kovetkezik, hogy

(s7,,q (f)) Cauchy-sorozat, kévetkezésképp konvergél is egy valos szamhoz.

E legutébbi megallapités azt is trividlisan maga utan vonja, hogy a hatar-

érték fliggetlen a felosztassorozat valasztasatol, csak f-t6l és g-t6l fligg. Ezt

a hatéarértéket az f fiiggvény [a,b] intervallumon vett, g szerinti Stieltjes-
b

integrdljanak nevezziik és az [ f dg szimbolummal jeloljiik. Tehat tetszoleges

a
olyan (F,,) felosztassorozatra, amelynek finomséga 0-hoz tart, fennall, hogy

b
s (f) = / fdg

midén n — oco.
7.1.25. Allitas. Bdrmely g : [a,b] — R korldtos vdltozdsi fiigguvényre
O, :Cla,b] = R,

<I>g(f):=/bfdg

folytonos linedris funkciondl (|-||o-re nézve).

Bizonyitds. A linearitas a legutobbi hataratmenetbdl kézenfekvs. Ugyanak-
kor [a,b]-nek tetsz8leges F = {tg < --- < t,,} felosztasara

NE

570 (D1 < DI (o)l | 9 () = g tia) | <

>
Il
—

M=

<l | gt = gt) | <1fle-V;

b
Il

1
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ahol V' a g teljes valtozasa. Emiatt Gjra az emlitett hataratmenet alapjan

b

/ Fdg| <V Uflle.

a

tehat @, folytonos is, azaz ®, € (C [a,b])". O

A Cla,b] és a Cgn [a,b] tér funkcionaljai

7.1.26. Tétel (Riesz). Minden ® € (Cla,b])" funkciondlhoz létezik olyan
g : [a,b] = R korldtos vdltozdsu figguény, hogy & = &,.

Bizonyitds. A (C'la,b],|||) normalt tér zart altere az (L> [a,b], ||-|| ) nor-
malt térnek. Igy a Hahn-Banach-tétel értelmében @ kiterjeszthets egy
® € (L*®a,b))" funkciondlla. Tetszdleges = € [a,b] esetén éljiink az
Uz i= X[a,a] € L™ [a,b] jeléléssel. Legyen

g:la, b = R,
g(z):=d (uy).

Most [a, b]-nek barmely F = {tp < --- < t,,} felosztasara

ay == sgn (g (tr) — g (tk-1))
jeloléssel (k=1,...,n)

b (9= 2 lo ()~ )l = Y- (ot g ) ) =
:éak~ ( B (uy,) — B (ug,_,) )=
Sy (iak~ (e — e )) <
z( T

innen azonnal adodik, hogy g korlatos valtozasu (és teljes valtozasa legfeljebb
2|
Ha f € Cla,b] és F = {tg < --- <t} felosztéasa [a, b]-nek, akkor

fr= if(tkq) ' ( Uty — Uty )
=1

<[a] <[]+
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jeloléssel egyrészt
Ofr = fl(ts)- ( ® (uy,) — P (uy,_,) > =
k=1
=> fte-1)- ( 9 (tk) — g (tk—1) ) =srq(f)-
k=1

Maésrészt barmely, O-tarto finomsaga (F,,) felosztassorozatra f egyenletes
folytonossaga miatt az (fx, ) fliggvénysorozat egyenletesen tart f-hez [a, b]-n.
Igy ® € (L™ [a,b])" alapjan

Ofr, = f = f,

ugyanakkor a fentiekbdl

b
$ﬁfwhﬂﬁa/f@

Tehat minden f € C [a, b] esetén

<I>f/bfdg7

azaz ¢ = P,,. O

7.1.27. Kévetkezmény. Minden ® € (Cgn [a,b])” funkciondlhoz létezik
olyan g : [a,b] — R™ figguény, amelynek gi,...,9, komponensei korldtos
vdltozdsuak, tovibbd minden f € Cgn [a,b] fligguényre

nb
Qf = frdg

(a Crn [a,b] teret a || f|lo = m[a)g] |f (t)] normdval tekintjik, ahol az egysze-
te|a,
riség kedvéért || az R™-beli standard euklideszi normdt is jeloli).

Bizonyitds. Legyen (e, ...,e,) az R™-beli standard bazis. Ekkor minden 1 <
< k < n mellett a

(I)kf = (I) (f . ek)
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modon értelmezett @y € (C'[a,b])” funkcionél a fenti tétel értelmében repre-
zentalhato egy gy, : [a, b] — R korlatos valtozasu fiiggvénnyel. Ezekkel minden
f € Cgn [a, b] esetén

n n n b
<I>f=<1><2fk-ek>=Z<1>kfk=2/fkdgk. O
k=1 k=1 k=17

7.2. A Weierstrafi-féle stirtiségi tételek

7.2.1. Polinomok strtisége

7.2.1. Megjegyzés. Kordbban mér szerepelt, hogy tetszéleges o > 0 esetén
a [—a, o] intervallumon értelmezett fliggvényekbsl allo,

fo (t) L=
fusr (1) = 5 (F2(0) + 0%~ 1%)

rekurzioval értelmezett fiiggvénysorozatra

1. minden n-re f,, polinom és f,, > 0 [—a, a]-n (a definicicbdl kozvetleniil);

2. minden t € [—a, a]-ra (f,, (t)) monoton fogyo sorozat (teljes indukcicval
fn+1 (t) - fn+2 (t) = i : (fn (t) +fn+1 (t)) ! (fn (t) - fn+1 (t)) >0
alapjdn);

3. minden ¢t € [—a,al-ra (f, (t)) monoton fogyodlag tart o — |t|-hez (az
f limeszfigguény trividlisan kielégiti az f(t) = i . (f2 (t) +a? — t2)
egyenldséget, amelybdl kihozhatd f (t) = o — |t|).

7.2.2. Tétel (Dini). Legyen (K, T) kompakt topologikus tér és (f,) C C (K)
olyan sorozat, amely pontonként monoton fogydlag tart eqy f € C (K) figg-
vényhez. Ekkor f, egyenletesen is tart f-hez.

Bizonyitds. Legyen € > 0. Minden =z € K esetén jeldlje N, azt a legkisebb
indexet, amelyre minden n > N, esetén f, () < f (x) + . Ekkor minden
x € X-re ¢ + f — fn, folytonossaga alapjan

Up={yeK:fn, (y) < f(y) +e}

egy z-et tartalmazo nyilt halmaz, ezért {U, : x € K} nyilt fedése K-nak.
Mivel K kompakt, ezért van véges sok olyan z1,z2,...,7, € K, hogy K =
= U\_, Uy, Legyen N, := \/{_; N;,. Megmutatjuk, hogy minden n > N,
esetén |f — fn| < . Legyen hat n > N, és x € K rogzitett. Ekkor van olyan
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1 <k < p, hogy x € Uy, azaz fn, () < f(z)+e. Innen a pontonkénti
fogyo6 tartas miatt

f@) < fn(@) < fn. (2) < I, (@) < fl2) +e,

ahonnan |f, (x) — f ()| < e. Ezzel belattuk, hogy f, egyenletesen tart f-
hez. O

7.2.3. Kovetkezmény. Tetszdleges a > 0 esetén létezik olyan valds polino-
mokbol dllé sorozat, amely a [—a, a intervallumon egyenletesen tart oo — |-|-
hez. Persze ekkor olyan polinomsorozat is létezik, amely [—a, a]-n egyenlete-
sen tart |-|-hez.

A tovabbiakban legyen [a, b] kompakt intervallum. Jelolje

M :={f € Cla,b] : 3(pn) CR[t], hogy p,, — f egyenletesen [a,b]-n} =

:{fGC[aJ)} :Ve > 0-ra Jdp € R[t], hogy sup|f —p| gs}.
[a,b]

M nyilvan altere C'[a, b]-nek, tovabba minden polinom és || is eleme M-nek.
7.2.4. Allitas. f € M esetén |f| € M.

Bizonyitds. Legyen (p,) C R[t] olyan sorozat, hogy p, egyenletesen tart f-
hez [a,b]-n. Vélasszunk olyan « pozitiv szamot, amelyre Ry C [—a, ], s6t

minden n-re R, C [—a, a]. Tovabba legyen (g,) C R [t] olyan sorozat, amely
egyenletesen tart |-|-hez [—a, a]-n. Most minden n-re trivialisan

sup ||pn| = (gn o pn)| < sup ||| —qn| =0 (n — +00),

[a,b] [—a,a]
igy
sup || f|—(gn o pn)| < sup||f] = [pall +sup |[pal — (gn o pn)| <
[a,b] la,b] [a,b]
< [sug |f = pnl + ?HE 1Pn|=(gn o )| =0 (n — +00),

tehat g, o p, egyenletesen tart |f|-hez [a,b]-n. Azaz |f| € M. O

7.2.5. Kovetkezmény. f,g € M esetén fVg, fAge M.

Bizonyitds. M zart a linearis kombinaciora és az abszolutértékre nézve, igy
fvg=5(f+g+if-gheMéesfrg=5(f+g—|f—gl)eM. m
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7.2.6. Definicio. Egy f € C[a, b] fiiggvényt szakaszonként linedrisnak (to-
réttvonalnak, poligonnak) mondunk, ha [a, b]-nek van olyan a = z¢ < x; <
< o < m, = b felosztasa, hogy minden 1 < k < n esetén az [rr_1, Tk
intervallumon f egy elséfoku fiiggvénnyel egyezik meg. f-nek a szoban forgo
felosztas egyes osztointervallumaira valo lesziikitéseit az f fiiggvény tagjainak
nevezziik. Ha a fenti felosztés osztépontjainak szdméara is hivatkozni akarunk,
azt mondjuk, hogy az f szakaszonként linearis fiiggvény n tagu. Az f fiige-
vényt konyoknek mondjuk, ha elall két legfeljebb els6foku fiiggvény also vagy
fels6 burkolojaként.

7.2.7. Megjegyzés. Minden kényok eleme M-nek.

7.2.8. Megjegyzés. Ha f egy n + 1 tagu szakaszonként lineéris fliggvény,
akkor f n-edik tagjat jobbra b-ig linearisan meghosszabbitva nyeriink egy
n tagi szakaszonként linearis g fiiggvényt. Ekkor nyilvan f — g konyok,
tehat f e13all egy n tagi szakaszonként lineadris fiiggvény és egy
konyok Osszegeként.

7.2.9. Kovetkezmény. Minden n > 2 esetén egy n tagu szakaszonként li-
nedris fiigguény elédll n — 1 darab konydk dsszegeként.

7.2.10. K6vetkezmény. Minden f € C[a,b] szakaszonként linedris figg-
vény eleme M -nek.

7.2.11. Allitas. M = Cla,b].

Bizonyitds. Legyen f € Ca,b] tetsz6leges. Legyen € > 0. Mivel f egyen-
letesen folytonos, ezért van olyan § > 0 szém, hogy minden ¢,s € [a,b],
[t —s| < 6 esetén |f(t) — f(s)| < §. Legyena =29 < 21 < -+ < 1 =
= b az [a,b] intervallum egy d-nal finomabb felosztasa. Jeldlje g : [a,b] — R
azon egyértelmiien meghatarozott n taga szakaszonként linearis fiiggvényt,
amely az z; pontokban f-fel egyezik meg, azaz amelyre minden 1 < k£ < n

és t € [Tg_1, k] esetén

gt) = f(op_1)+(t—2p_1) - f(xg’;z :i;k(iff—l)_

Ekkor minden ¢ € [a, b]-re (van olyan k, hogy)

lg(t) = fOI<1g(t) = f @e-D) +|f (@e-1) = f @) =
. |f(xk) _f(xk:—l)| +|f<xk71) —f(t)| <

Tk — Tk—1
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tehat sup |[g — f| < 5. Masrészt a mar igazoltak alapjan g € M, ezért trivia-

[a,b]
lisan van olyan p € R[t], hogy sup |p — g| < 5. Ezzel sup |p — f| < €. Mivel
[a,b] [a,b]
mindez minden pozitiv e-ra elvégezhets, ezért f € M. O

7.2.12. K6vetkezmény (Weierstraf elsé stirtiségi tétele). Minden C [a,b]-
beli f figguény [a,b]-n egyenletesen kozelithetd polinomsorozattal.

7.2.2. Trigonometrikus polinomok stirtisége.
Fourier-sorok

Az alabbiakban jelolje Cy; az R-en értelmezett, 27 szerint periodikus foly-
tonos fiiggvények vektorterét. Jelolje tovabba Ci_ az R-en értelmezett, 27
szerint periodikus folytonosan derivalhaté fiiggvények vektorterét.

7.2.13. Definicié. Egy R — R fiiggvényt trigonometrikus polinomnak mon-
dunk, ha elgall (¢ — coskt), illetve (¢ — sin kt) alakt (k nemnegativ egész)
fiiggvények (véges) linearis kombinéciojaként.

Nyilvdn minden trigonometrikus polinom eleme Cy,-nek, st C3 _-nek.

7.2.14. Allitas. Minden v € R, 2 ¢ 21 -7 ésn € N esetén

sin ((2n +1) %) .

2sin Z

1
§+cosx+c032x+---—|—cosnx=
2

Bizonyitds. Minden k indexre és a fenti z-re sin (ksc + %) — sin (kac — %) =
= 2coskx - sin 5. Ezt 1-t6l n-ig 6sszegezve adodik, hogy

T

n
sin ((Qn—i— 1) 2) —sing = 2Zcoskx-sing,
k=1

ahonnan 2sin %—Vel valo osztassal azonnal adodik az allitas. O

7.2.15. Kovetkezmény. Minden x,y € R, x —y ¢ 2w - Z ésn € N esetén

sin ((2n + 1) £3Y)
. x—y .
=1 =1 2 sin 5

1 n n
3 +Zcoskx~cosky+Zsink:c~sinky:

Bizonyitds. A fenti allitést irjuk fol x — y-ra. O

7.2.16. Lemma. Legyenek [a, b] és [c, d] intervallumok. Tetszdleges
C ([a,b] x [c,d])-beli f és e > 0 esetén van olyan g € C ([a,b] X [¢,d]) figg-
vény, amelyre létezik O2g € C ([a,b] X [c,d]), tovdbbd minden (z,y) € [a,b] X
X [e, d] mellett

9 (z,y) — flz,y)| <e
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Bizonyitds. A Heine-tétel alapjan van olyan 6 > 0 szam, hogy minden
(z1,91), (¥2,92) € [a,b] x [c, d] esetén

w2 — 21|, [y — 1| <06 = [f (x1, 1) — f (22, 92)] < e.

Minden x € [a,b] és t > d esetén legyen f (z,t) := f(x,d). Ezzel persze a
legutobbiak az [a, b] X [¢, +00) halmazon is allnak. Jelolje g : [a, b] X [¢,d] — R,

y+3

y+6 [ f(zt)dt— fyf(z,t) dt

yimge [ Faty = -

Mivel minden z-re f(x,-) folytonos, ezért fc f (z,-) folytonosan derivalha-

t0, igy g (z,-) is folytonosan derivalhatd, tehat éppen létezik Oog (z,y) =
_ [Gutd)— )

, azaz Jag folytonos. Tovabba mivel f egyenletesen folytonos,
ezért minden xz,, — x esetén f (x,,-) egyenletesen tart f (x,-)-hez, amiért is
g folytonos az els6 valtozojaban. A masodik valtozéjaban viszont Lipschitz-
folytonos (f korlatos volta miatt) a-t6l fiiggetlen Lipschitz-konstanssal. Innen
azonnal adodik, hogy g is folytonos. Ugyanakkor minden (z,y) € [a, b] X [¢, d]
esetén

y+0

9 (2, y) = f (z, )] f(z,t) dt—f /f z,y) dt| <

IA

L
5

+
Y
y+35 y+o
Y

fz,y)| dt §% /Edt:é‘. O
y

7.2.17. Tétel (Riemann-lemma). Tetszdleges f € C ([a,b] X [c,d]) esetén

t —
/f(:c,t) . sinnTx d¢

x-ben egyenletesen tart 0-hoz (x € [a, b]).
Bizonyitds. El6szor tegyiik £6l, hogy létezik dof € C ([a,b] X [¢,d]). Minden
n € N-re parcialis integralassal

d

d
d
t— 2 t t— 2 t t—
/f(x,t)-sinndet: A )cosn 2‘%} —|—/ 9. (, )COSTL Qxdt,
c

n n
c c
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innen

d
t—
/f(m,t) -sinnTgIj dt| <

d
2 2 t—
<2 @)+ 1 @o) + [ |oaf ) 2 cosn' 7 de <
<2 e (42 @0 max (0],
~n labl ma)c( e.d] [a,b] ma)é ed 2

ami nyilvanvaldéan z-t6l fiiggetlen, 0-hoz tarto kifejezés. Legyen most f €
€ C([a,b] x [c,d]) tetszSleges. Legyen ¢ > 0. Az el6z8 lemma szerint van
olyan g € C ([a,b] x [c,d]) figgvény, amelyre létezik dag € C ([a,b] X [¢,d]),
tovabba minden (z,y) € [a,b] X [, d] mellett

€
— < —.
lg (z,y) — f(z,y)| < 3(d—0)
A mar latottak szerint van olyan ng € N kiisz6bindex, hogy minden n > ng
és x € [a,b] esetén
d

t—uw €
t dt| < —.
/g(x ) -sinn ) <3

c

Innen minden n > ng esetén

d
t—
/f(m,t) -Sinn?x dt| =

d
= /(f(x,t)—g(x,t)+g(x,t))-sinn_Txdt =

c
d d

= /(f(x,t)—g(:v,t))-Sinnt_Txdt—l—/g(m,t)-sinnt_Txdt <

d (&
/|f<x,t>—g<x,t>|-

x-t6] fliggetleniil, ami bizonyitja a tétel allitasat. O

IN

t— t—
sinn;‘ dt + /g(m,t)~sinnTxdt <e

c
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7.2.18. Tétel. Tetszdleges f € C1_ esetén az

2m 2m 2m
1 1 1
271_/f—i—;ﬂ_/f(t)-(:osktdt«:oskac—l—;ﬂ_/f(t)-sinktdt-sinkx
0 =10 =10

kifejezés mint x fiigguénye n — +oo hatdratmenettel egyenletesen tart f-hez
az egész szdamegyenesen.

Bizonyitds. Jelolje g, (z) a tételben szerepls kifejezést. Persze g,, trigonomet-
rikus polinom. Tovabba minden x-re trivialis kiintegralassal

27 n 27 n 27
1 1 1 . .
— | 1+ E — [ cosktdt - coskx + — [ sinktdt-sinkx =1,
2w ™ T
0 k=1" 1 k=1"

igy ezt f (x)-szel beszorozva és beléle g, (x)-et levonva kapjuk, hogy

f(m)—gm):i/(f(x)—f(t)) at +

2
0
n 27
+ l/(f(x)—f(t))-cosk:tdt-cosl’wc+
=1 " A
n 1 27
+ — [ (f(x) = f(t)) sinktdt-sinkz. (%)
= 0/

A legutobbi kovetkezmény alapjan viszont minden ¢ € R, x — ¢ ¢ 27 - Z és
n € N esetén
1 < " sin ((2n + 1) 15%)
— cos kt - cos kx sinkt - sinkx = 2
2 + I; + ; 2sin ’FT“’

)

innen

(f(x)—f()- <; + Zcoskt -coskx + Zsinkt . sinkx) =
k=1 k=1
= (rw-say D) IO TO G (e 5T =

. til\ .
2sin = 2sin =5

— h(z,{)-sin ((2n+1)t_2x),
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ahol
—f/(l'), hat:x,
hiz,t):={ f'(0), ha (z,t)=(0.27) vagy (27,0),
Lﬂ{(f) egyébként.

2sin 5+

f és f’ folytonossaga, valamint 27-periodicitésa alapjan h folytonos [0,27] x
x [0,27]-n (az (p, tn) — (,t) = h(xn,tn) = h(t,z) relacidhoz az egyetlen
nemtrivialis eset az, ha x, # t, és vagy t = x vagy x, — 0+, t, — 27—
vagy forditva; ilyenkor alkalmazzuk a Cauchy-kozépértéktételt f-re és az x +—
2 sin t% fiiggvényre t,, és x,, kozott, illetve t,, és x, +2m kozott). A legutdobb
kapott egyenldség mindkét oldalat 0-tél 27-ig ¢ szerint integralva és m-vel
osztva (x) alapjan éppen azt kapjuk, hogy

27

F (@) = gn (z) = l/h(:mt)-sin ((2n+1)t_2x> dt.

™

Igy h folytonos volta miatt a Riemann-lemma alapjan a legutobb kapott
integral n — +oo hatardtmenettel x-ben egyenletesen tart 0-hoz. Ez éppen
azt jelenti, hogy g, egyenletesen tart f-hez. O

7.2.19. Kévetkezmény. Minden f € CL_ figguényre minden x € R mellett

—+o0

27 27 +oo 2m
1 1 1
fx)= 27T/f+kz ;/f (t)-cos kt dt-cos kar]; ;/f(t)sin kt dt-sin kz,
0 0 =10

=1
sOt az itt szerepld sordsszeget elddllito sor x-ben egyenletesen konvergens.

7.2.20. Definici6. A fenti kovetkezményben szerepls, f-et egyenletesen els-
allito figgvénysort az f fiiggvény Fourier-soranak nevezziik.

Tehat f € C1_ esetén az f Fourier-sora egyenletesen eléallitja f-et.
7.2.21. Megjegyzés. Minden f € Cy, fiiggvényhez és € > 0 szdmhoz van
olyan g € C3,., hogy sup |g — f| <e.

R

Bizonyitds. A Heine-tétel alapjan van olyan § > 0 szam, hogy minden x,y €
€ [0,27] esetén

[z—yl<d=|f(2) - fy)l<e
Jelolje g : R — R,
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g trividlisan folytonosan derivalhatd. Mésrészt minden € R esetén

x+6 )

9o - 1@l =|5- [ F@y -5 [ fe@a<
z4-6

x+0
§%~/|f(t)ff(z)|dt§%~/5dt:s.

Ugyanakkor f-nek egy 27 hosszi intervallumon vett integraljanak értéke nem
fiigg a kezd6ponttol, emiatt trivialis kalkulacioval g (x 4+ 27) — g (z) = 0, azaz
geCy.. O

7.2.22. Tétel (Weiertstrass masodik strtiségi tétele). Minden f € Ca, fiigg-
vény elddll trigonometrikus polinomok R-en egyenletes limeszeként.

Bizonyitds. A legutobbiak miatt tetszoleges € > 0 szamra létezik g € O3,

g

hogy s%p lg — f| < §. Masrészt g-hez az elobbi kovetkezmény miatt van a

g Fourier-soranak olyan h szelete, hogy sup |h —g| < 5. h természetesen

trigonometrikus polinom és sup |h — f| < e. O
R

7.2.23. Megjegyzés. A fenti tétel nem jelenti azt, hogy a Ca,-beli fliggvé-
nyek is elgallndnak a Fourier-soruk egyenletes limeszeként. Ez annyira nem
igaz, hogy még olyan f € (s, fiiggvény is létezik, amelynek pl. x = 0-ban
divergal a Fourier-sora. (Lasd a szakasz utolso feladatat.) Ugyanakkor egy
Cor-beli fiiggvény Fourier-sora ,tal sok” helyen nem is teheti meg, hogy ne
allitsa el6 magat a fiiggvényt. (Lennart Carleson igazolta, hogy minden f €
€ L?[0,27] fiiggvényt A-m.m. ¢ € [0,27] helyen elsallit a Fourier-sora. Viszont
L' [0,27]-ben mar olyan fiiggvény is van, amelyiknek Fourier-sora mar min-
den argumentumra divergens. Az erre vonatkozo els6 kézismert példa Andrej
Ny. Kolmogorovtél szarmazik.)

7.2.24. Megjegyzés. Weierstrall masodik strtiségi tétele alapjan azonnal
adodik, hogy az L?[0,27] Hilbert-térben az u; (t) == —A

2m’
(1) : = —— cosht
uag () 1 = — cos kt,
N3
1
Ugpt1 (1) : = —=sinkt

T
ortonormélt sorozat teljes. Innen a Parseval-formulat targyald ekvivalencia-
tétel miatt kovetkezik, hogy tetszéleges f € L? [0,27] fiiggvényt L?-normaban
elgallit a Fourier-sora. (Ez viszont 6nmagaban még pontonkénti konvergen-
ciat sem jelent!)
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7.2.25. Megjegyzés. Ha egy f € L?[0,27] fiiggvény Fourier-egyiitthatoibol
képezett szamsor abszolut konvergens, akkor [sin|,|cos| < 1 miatt az elemi
analizisb6l ismert Weierstrafi-kritérium alapjan f Fourier-sora egyenletesen
konvergens. Mivel a [0,27] intervallumon folytonos fiiggvények egyenletes kon-
vergenciaja egytttal L2-normabeli konvergencia is, ezért az elébbi megjegyzés
miatt az egyenletes Gsszegfiiggvény sziikségképpen egyezik meg f-fel.

mT—Z 2

2
< 27

7.2.26. Feladat. Mutassuk meg, hogy a [0,27] intervallumon az z — (
fliggvényt egyenletesen allitja el6 a Fourier-sora, tehat minden 0 < x

esetén
+

r—xz\> n? =X coskz
(%) =G

L]
=

+oo
kovetkezésképp > k%

k=1
7.2.27. Kovetkezmény. Minden olyan f € Caor fiigguényt, amely a [0,27]
intervallumon folytonosan derivdlhato, egyenletesen elddllit a Fourier-sora.

Bizonyitds. h-val jelolve a fenti feladatbeli fiiggvény 2m-periodikus kiterjesz-
tését, f nyilvanvaléan el6all h-nak és egy Ca -eli fiiggvénynek linearis kom-
binaciojaként. O
7.2.28. Feladat. (5, a maximumnorméaval nyilvanvaléan Banach-tér. Jelolje
minden n € N-re ¢,, : Co; — R,

27 27 2
1 nq 1 sin ((2n+1) %)
@nf._%/erkZ_lw/f() cosktdt = - /f(t)~23m52dt
0 =10 0

(tehat @, f nem mas, mint az f fliggvény Fourier-sora n-edik kezddszele-

tének 0-beli értéke). Mutassuk meg, hogy a Cs, Banach-térre vonatkozoan
2n+1 .

(@] > = + ! (Otlet: értelmezziik ®,-et a fenti formulaval a [0,27)-
k=1

n értelmezett, szakaszonként folytonos fliggvényekre is. Ekkor az f, (t) =

g t
= sgn W) fiiggvényre {amely 0 egy kornyezetében azonosan 1}
2

|sint| < |¢t| alapjan

1 i sin (2n+1) %) 1 2Tr’sin (2n+1)1)|
(ann:;/TzzdtZ;/ 7 214t =
2
0
(2n+1)7 km ont1
1 |smu\ UaRaS| ) 2 1
-~/ ;ﬁ / sinul du =5+ 2 3

0 (k—1)=m
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Most f,, trividlisan kozelithet6 m.m. pontonként [0,27]-n értelmezett, —1 és
1 kozé es6 folytonos, szakaszonként linearis fiiggvények egy g, sorozatéval,
amelyre g (0) = 1 = gn 1 (27). Igy persze természetes modon gy € Car.
A Lebesgue-tétel szerint ugyanakkor ®,,9,, » — ®, fy. Eszerint ®,,-nek a C,
2n+1
egységgdmbjén vett szuprémuma legalabb ®,, f,,, ami legalabb % > %)
k=1

7.2.29. Feladat. Mutassuk meg, hogy van olyan f € Cs, fiiggvény, amely-
nek Fourier-sora az x = 0 pontban divergens, s6t a 0-beli Fourier-sor szeletei
nem is korlatosak. S6t mutassuk meg, hogy azon Cs-beli fiiggvények halma-
za, amelyek 0-beli Fourier-soranak szeletei korlatosak, els§ kategorias halmazt
alkot a Cy, Banach-térben! (Otlet: Alkalmazzuk indirekt moédon a Banach-
Steinhaus-tételt az el6zs feladatban szerepls (®,,) funkcionalsorozatra.)

7.3. A Radstrom-féle torlési szabaly

Az aldbbiakban legyen X normaélt tér K folott.

7.3.1. Tétel (Radstrom). Legyenek A, B,C C X halmazok, B konvezx és
zart, C' pedig nemdiires és korldtos. Ekkor

A+CCB+(C = ACB.

Bizonyitds. Tegylik fol, hogy A+ C C B+ C. Legyen a € A rogzitett. Ekkor
tetszoleges ¢ € C esetén

a+ce A+CCB+C,

igy van olyan b € B és d € C, hogy a+c = b+d, tehat a4+ c—d € B. Vagyis
minden ¢ € C vektorhoz létezik d € C' vektor, hogy

a+c—de B.

Definialjunk most rekurzioval egy (c,) C C sorozatot a kiovetkezképpen:
legyen ¢y € C tetszdleges (ilyen C' # () miatt létezik). Tegyiik 61, hogy ¢,
mar definialt. Ekkor a fentiek szerint létezik olyan ¢,y; € C vektor, melyre
a+cp—cny1 € B. Ezzel definialtuk a (¢,) sorozatot. Nyilvan minden n € N-re

bn:=a+ ¢, —cpy1 € B.

Mivel B konvex, ezért minden n-re B-nek eleme lesz a

n n+1
'_b1+b2-‘r~'~+bn_1 + . €1 — Cn+1
P 1= - == <n a+;§_10k ;;_2 L | =a+ "




7.3. A RADSTROM-FELE TORLESI SZABALY 269

vektor is, mésrészt C korlatos egy K > 0 korlattal, igy

C1 — Cp+1 1 2K
Ipn —all = | 2= < 2 (e + flensall) < 25 -0,
tehat p, — a. Mivel (p,) C B és B zart, ezért a € B. Azaz minden a € A
esetén a € B is, tehat A C B. O

7.3.2. Kovetkezmény. Tetszdleges A, B C X konvex zdrt halmazokra és
C C X nemiires korldtos halmazra

A+C=B+C = A=B0B.

7.3.3. Megjegyzés. A fenti kovetkezmény feltételei nem gyengithetSk. Ha
A, B C X tetsz6leges kiilonb6zé konvex zart halmazok és C' = (), akkor A +
+C =B+ C,de A # B. Hao A,B C X tetsz6leges kiillonb6z6 nemiires
konvex zart halmazok és C' = X, akkor A+ C =B+ C =X,de A# B. Ha
meg éppen C' nemiires korlatos, akkor A vagy B konvex vagy zart voltanak
elrontasaval adhatunk ellenpéldékat, amint ez az alabbiakbol kittinik:

7.3.4. Példa. Legyen

{(z,y) eR?* 1 2? +y* = 1};
{(z,y) eR?* 1 2? +y* < 1};
(z,y) eR*:2? +y* < 1},

K
L:
M:=
A K és L halmazok mindegyike zart, K nemiires korlatos is, valamint K +
+ K =L+ K, de K # L. (Ennek igazolasa trivialis lesz, miutan tudjuk,
hogy 2L C K + K. Ez viszont a kovetkezSképpen lathatd: 2L tetszéleges
(z,y) elemét kossiik Gssze az origdval; majd szerkessziink olyan egységoldala
rombuszt, amelynek ez a szakasz az egyik atloja. A két 1j cstes jeloli ki K
azon két elemét, melyek Osszege (z,y). A szerkesztést algebrailag is kovessiik
végig.)

Tovabba az L és M halmazok mindegyike konvex, M nemdiires korlatos,
és L+ M = M + M(= 2M), de L # M. Ez egyszertien azért igaz, mert
x| <1, ly]l < 1 esetén

[x+yll <lxl[+lyll <1+1=2.

7.3.5. Tétel. Ha az X normdlt térben van teljesen korldatos gomb, akkor X
véges dimenzids.
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Bizonyitds. Tekintsiik az X tér By = {x € X : ||z|| < 1} zart egységgombjét.
Nyilvan minden x € X és r > 0 esetén

B(z,r)=x+ (r-Bx).

Tegyiik f6l, hogy valamely X-beli z+ (r -B X) gomb teljesen korlatos. Mivel az
eltolasok teljesen korlatos halmazt teljesen korldtos halmazba visznek, ezért
r-Bx is teljesen korlatos. Igy léteznek olyan x1, zo, ..., x, € r-Bx vektorok,
hogy

A haromszog-egyenldtlenség alapjan trivialisan § Bx + 5 -Bx =r-By, ezért

y — y — ) y—
—Bx+ = Bx Clin (z1,29,...,2,) + = - Bx,
2 2 2
s mivel lin (z1, z2,...,z,) konvex és zart, ezért a Radstrom-féle torlési sza-
bély alapjan
-
5 'BX th (1'171‘2,...,1‘”),
azaz X = lin (%~EX) Clin (x1,z2,...,xy,). O

7.3.6. Kovetkezmény. Ha az X normdlt térben van kompakt gémb, akkor
X wvéges dimenzids.

7.4. Gyenge és gyenge*-konvergencia

A korabbiakban specialisan Hilbert-terekben méar foglalkoztunk gyenge kon-
vergenciaval. Most altalaban normalt terekben vezetjiik be e fogalmat, s meg-
vizsgaljuk, milyen feltétellel jellemezhets a korlatos sorozatok gyengén kon-
vergens részsorozatanak garantalasara. A kovetkezGkben nagymértékben ta-
maszkodunk A Hahn—Banach-tétel c. szakaszban irottakra. A tovabbiakban
legyen X normalt tér K folott.

7.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy () C X sorozat gyengén kon-
vergdl az x € X vektorhoz (jelben: x, — z), ha minden ¢ € X* esetén
or, = exr (n— +00). Az (x,) sorozat gyengén konvergens, ha van ahova
gyengén konvergaljon.
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7.4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy (¢,) C X* sorozat gyenge*-

konvergdl az ¢ € X* funkcionalhoz (jelben: ¢, vy ©), ha minden z € X
esetén p,r — pr (n — +00). A (¢,) sorozat gyenge*-konvergens, ha van
ahova gyenge*-konvergaljon.

~

7.4.3. Megjegyzés. © € X esetén hasznaljuk az 7 € X**, T (¢) := ¢z
jelolést. Ezzel (x,) C X és z € X esetén trivialisan

w ~ w"
Tp — T <> Ty — L.

7.4.4. Kovetkezmény. Ha X reflexiv, akkor egy (x,) C X sorozat gyen-
gén konvergens wvolta ekvivalens az (z,) C X** sorozat gyenge*-konvergens
voltaval.

Bizonyitds. (T,) gyenge*-konvergenciaja azt jelenti, hogy alkalmas ® € X**
funkcionallal z,, %+ ®. No de minden ilyen ® most 7 alaku, igy (z,,) gyenge*-
konvergenciaja azzal ekvivalens, hogy alkalmas = € X mellett 7, = 7. Ez

a fenti megjegyzés értelmében pedig azzal ekvivalens, hogy alkalmas z-szel
Ty — 2. O

7.4.5. Megjegyzés. A ,gyenge*-limesz’ egyértelmi, azaz ha ¢, EN p és
©n = 1, akkor a K-beli limesz egyértelmtisége miatt minden z € X-re pz =
= Yz, azaz éppen @ = .

7.4.6. Megjegyzés. A ,gyenge limesz” is egyértelmi, azaz ha z,, — x és
zn — z, akkor a K-beli limesz egyértelmtsége miatt minden ¢ € X *-ra px =
= @z, ahonnan a normalt terek szeparacioja (6.4.12} Kovetkezmény) miatt
T =z

7.4.7. Megjegyzés. Ha X teljes és a (p,,) C X* sorozat gyenge*-konvergens,
akkor a Banach-Steinhaus-tétel miatt normakorléatos is.

7.4.8. Kovetkezmény. Ha az (xz,) sorozat gyengén konvergens, akkor kor-
ldtos is (az X teljessége nélkil is!).

Bizonyitds. Az egyik fenti megjegyzés értelmében z,, = Z és a vonatkozo pri-
mal tér most X*, ami teljes. Ugyanakkor az x — T hozzarendelés a korabban
maér targyaltak miatt normatarto. O

7.4.9. Tétel. Legyen az X normdlt tér szepardbilis. Ekkor minden (vr) C
C X* normakorldtos sorozatnak van gyenge*-konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen (¢r) C X* korlatos sorozat. Legyen e sorozat egy korlatja

L > 0. Legyen (z,,) C X stri sorozat. Jelolje minden n, k € N esetén a,g") :

‘= @gZy. Ezzel minden n € N-re definidltunk egy (a,(cn)) korlatos K-beli



272 7. FUOGGELEK

sorozatot. A Cantor-féle atlos elv (4.4.11] Kovetkezmény) miatt van olyan

(k¢) C N szigortian név6 indexsorozat, hogy az (oz,i?) sorozatok mindegyike

konvergens, azaz minden n-re (¢ — ¢y, =) konvergens. Megmutatjuk, hogy
minden z € X mellett is (¢ — g, x) konvergens K-beli sorozat. Legyen x €
€ X. Vegyiink egy z-hez norméban tartd (xnj) részsorozatot. Legyen € > 0.
Ekkor létezik olyan jg € N kiiszobindex, hogy j > jo esetén Hx — T, || < 5T
A mar latottak miatt van olyan pg € N kiiszébindex, hogy minden p, q > pg
esetén

WM™

|S0kpxnjo - (pkqx”jo| S
Ekkor minden p,q > pg esetén

‘Pkpx_@kqx‘ < |(pkpm_(pkpx”jo ’+ |(pkpx"jo —PhqTng, | + |<‘qu Tnjo, — PheT <

e g e
=6L " T376L ©

amivel igazoltuk, hogy (¢ — ¢y, x) K-beli Cauchy-sorozat. Ez persze konver-
gens is.
Jel6lje most ¢ : X — K,
o(x):= lim @g,2.

{——+o00

A konvergens sorozatok Osszegére és szamszorosara vonatkozo tétel alapjan
 trividlisan linearis funkcional. Ugyanakkor minden z € X-re

|pz| = ,Jim lor, | < limsup |k, || - 2| < L - ||z,
=+ L—~+o0
tehat ¢ folytonos is, azaz ¢ € X*. Ezzel tehat ¢y, v, Q. 0

7.5. Gyenge konvergencia és reflexivitas
7.5.1. Megjegyzés. Legyen X normalt tér K folott és M < X altér. Ekkor
pEM <= 3pe X" : P = .

Bizonyitds. Az allitas azonnal kévetkezik a Hahn—Banach-tétel eredeti alak-

jabol (6.4.10F Tétel). O

7.5.2. Allitas. Legyen X reflexiv Banach-tér K folott és M < X zdrt altér.
Ekkor M mint Banach-tér is reflexiv.
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Bizonyitds. Legyen ® € (M*)*. Jelolje ¥ : X* — K, U (¢) := ® (<p|M). Ezzel
U € (X*)". Mivel X reflexiv, ezért van olyan a € X, hogy minden ¢ € X*-ra
pa = VYp = P (go‘M). Indirekt tegyiik f6l, hogy a ¢ M; ekkor a Hahn—
Banach-tétel eredeti alakjat kovets tétel Tétel) miatt van olyan ¢ €
€ X* funkcionél, amely az M altéren eltiinik, az a vektoron viszont nem. Ezt
a legutobb kapott egyenlGségbe helyettesitve ellentmondasra jutunk. Tehat
a € M. Legyen most ¢ € M* tetszbleges. A fenti megjegyzés értelmében van
olyan @ € X* funkciondl, hogy @)y = ¢. Ezzel igy

pa=pa=> (@M) = dp,
tehat minden ¢ € X*-ra pa = ®p. Ez éppen azt jelenti, hogy M reflexiv. [

7.5.3. Megjegyzés. Ha X reflexiv szeparabilis Banach-tér K {6lott, akkor
X* is szeparabilis.

Bizonyitds. Azonnal kovetkezik a[6.4.25] Feladatbol. O
A tovabbiakban legyen X normaélt tér K folott.

7.5.4. Lemma. Legyen X reflexiv szepardbilis Banach-tér K folott. Ekkor
minden (z) C X korldtos sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen (z,) C X korlatos sorozat. Ekkor (z,) C X** is korla-
tos, tovabba X* szeparabilis, igy az el6z6 szakasz tétele miatt van gyenge*-
konvergens (T, ) részsorozata. Mivel X reflexiv, ezért az el6z6 szakasz egyik
kovetkezménye miatt (x5, ) gyengén konvergens. O

7.5.5. Tétel. Legyen X tetszdleges reflexiv Banach-tér K folott. Ekkor min-
den (x) C X korldtos sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen M :=lin ({z : k € N}) Az egyik fenti megjegyzés értel-
mében M reflexiv szeparabilis Banach-tér. A fenti lemma miatt igy van olyan
(zg,) részsorozat, hogy minden ¢ € M*-ra

YT, — PT (£ = 400).
Most a kapottakat tminden ¢ € X* esetén a ¢|p; € M™ funkcionélra alkal-
mazva éppen azt kapjuk, hogy x, e O

A tovabbiakban felhasznaljuk a Hahn—Banach-tételbsl adodo kdvetkezs
szigoru szeparéacios elvet: ha X normdlt tér K folétt, M C X nemdires
konvex zdrt halmaz és x € X \ M, akkor van olyan ¢ € X* funkciondl, hogy

sup Repu < Repx.
ueM
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7.5.6. Allitas. Legyen X normdlt tér K folott, M C X konvex zdrt halmaz,
r€ X é (x,) C M. Ha x, = x, akkor x € M. (E tényt gy is ki szokds
fejezni, hogy egy normdlt térben egy konvex zdrt halmaz in. gyengén is zart.)

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fol, hogy « ¢ M. Ekkor a fenti szigort szepara-
ci6s tétel miatt van olyan ¢ € X* funkcionél, melyre

o = sup Repu < Reypz.
ueM

Ekkor persze @ > Repx,, — Repx > «, ami ellentmondas. O

7.5.7. Megjegyzés. Legyen X normalt tér K 616tt. Ha (z,) C X olyan

Cauchy-sorozat, amelyre z,, — x, akkor z, U x.

Bizonyitds. Tetszbleges € > 0 mellett az (z,,) sorozat elemei egy index utan
benne maradnak egy5 sugart zart gdmbben. A fenti allitas miatt ekkor z
is eleme ennek a gombnek. Azaz a mondott index utan a sorozat elemei
legfeljebb e-nyira esnek x-t6l. O

7.5.8. Kovetkezmény. Ha X olyan normdlt tér K folott, amelyben minden
korldtos sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata, akkor X Banach-
tér.

7.5.9. Allitas. Legyen X reflexiv Banach-tér K folott, M C X nemiires kor-
ldtos zdrt konvex halmaz és f : M — R folytonos (elég: alulrdl félig folytonos)
és konvex (elég: kvdzikonvez) figgvény. Ekkor f az M halmazon folveszi a
minimumdt.

Bizonyitds. Legyen « := i]r\14f f. Legyen (f,) C R olyan sorozat, amely szi-

gordan fogyolag tart a-hoz. f (kvazi)konvexitasa és (alulrol félig) folytonos
volta miatt minden n-re 3, > « alapjan

M, ={xeM: f(x) <B.}

nemiires korlatos zart konvex halmaz. Vegylink egy olyan (z,) sorozatot,
amelyre minden n € N esetén xz,, € M,,. Mivel M korlatos, ezért e sorozatbol
kivalaszthatunk egy valamely x vektorhoz gyengén konvergalo (x.,, ) részso-
rozatot. Az (M,) sorozat monoton szikiils; ezért tetszbleges j-re az (z,,)
sorozat egy indextdl kezdve Mj-be esik. Mivel pedig M; konvex és zért, ezért
x € Mj, azaz f (x) < 8;. Mivel ez tetszdleges j-re igaz, ezért f (z) < a, tehat
z-ben f folveszi a minimumat. O

7.5.10. Ko6vetkezmény. Ha X reflexiv Banach-tér K folott, akkor tetszd-
leges M C X nemiires korldtos zdrt konvex halmazon tetszdleges ¢ € X*
funkciondl valds része folveszi mind a minimumdt, mind a mazimumdt.
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7.5.11. Allitas. Legyen X reflexiv Banach-tér K folott, M C X konvex zdrt
és K C X konvex zdrt korldtos halmaz. Ekkor K + M is zdrt.

Bizonyitds. Legyen (z,) C K + M és z € X, hogy z, M z. Ekkor z,, el6all
Tp = Un + v, alakban (u, € K,v, € M). Most X reflexivitdsa miatt az
(up) korlatos sorozatnak van egy u € X vektorhoz gyengén konvergald (uy, )
részsorozata. Az egyik fenti allitas miatt w € K. Most trivialisan v, T
M konvex zart volta miatt innen x —u € M, azaz x € K + M. Tehat K + M
zart. [

7.5.12. Kévetkezmény (szigoru szeparacio I11.). Legyen X reflexiv Banach-
tér K folott és K, M C H diszjunkt nemiires konvex zdrt halmazok, tovdabbd
K korldtos is. Ekkor van olyan ¢ € X* funkciondl, melyre

sup Repu < min Repwv.
wEM veEK
Bizonyitds. Alkalmazzuk az elbbiekben idézett szeparacios elvet az origora
ésa konvex zart K — M halmazra. O

A tovabbiakban egy X normalt tér egységszférajat (az egységnormaju vek-
torainak Osszességét) jelolje Sx.

7.5.13. Lemma. Legyen X wvalos normdlt tér és M < X* véges dimenzids
altér. Ekkor van olyan T C Sx wvéges halmaz, hogy minden ¢ € M esetén

lell
max || > —.
T ol > 2

Bizonyitds. Sx~ N M C X* |||-kompakt halmaz, igy létezik véges sok
D192, -, on € Sxx N M, hogy Vo € M, |l¢|| = 1 esetén 1 < k < n,
hogy [l¢ — ¢k|| < 3. Most minden 1 < k < n szdmhoz van olyan xy, € Sx,
hogy vk (xx) > %. Jeldlje

T :={x1,29,...,2,}.

Legyen ¢ € M, ¢ # 0x-. Ekkor ﬁ € Sx+ N M, igy 31 < k < n, hogy
Hﬁ - g@kH < 1, ahonnan
¢ (k) 1 1 ¢ (zk) 1
—r(@e)|| < - llawll =7 = > o (an) -7 =
H el 4 4 el 4
o (p) 1 llll el
> = — > e > .

Ez utébbi egyenl6tlenség nyilvan ¢ = Ox esetén is igaz, s éppen ezt kellett
bizonyitani. O
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A tovabbiakban ha X valos normalt tér, akkor minden x € X esetén jeldlje
Z az x vektor X**-ba valo természetes bedgyazasat (az X* — R, ¢ — oz
hozzarendelést), tovabba C C X esetén

C:={F:zeC}.

7.5.14. Tétel. Legyen X olyan valds normdlt tér, amelyben minden korldtos
sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata. Ekkor X reflexiv (Banach-
tér).

Bizonyitds. Azt fogjuk megmutatni, hogy minden ® € X** || ®|| = 1 esetén
® € By. Rogzitsiik a ® funkcionalt. Elgszor is ,,A Riesz-tétel. Szeparéaciok”
c. szakaszban szerepl6 Goldstine-tétel miatt tetsz6leges @1, 2, ..., 0, € X*
és € > 0 esetén

_ﬂ 0 ([P (p;) —&,® () + ) N Bx #0.

Most rekurziv médon definialunk egy (x,,) C Bx ésegy (T,,) C P (Sx~) véges
halmazokbol all6 sorozatot a kdvetkezSképpen:
L. legyen 1 € Sx« tetszoleges. Jelolje Th := {¢1}. Ekkor a fentiek miatt
létezik
21 € Bx Nyt ([ (p1) = 1,® (1) +1]).

II. Most tegyiik f6l, hogy mar definidltuk a Ty,T5, ..., T, halmazokat és
az xi,xs, ..., T, vektorokat. Alkalmazzuk az el6z6 lemmat X *-ra és a

lin ({®,%1,%,...,%,}) < X** altérre. Ezek szerint létezik véges T+ C
C Sx~ halmaz, melyre minden ¥ € lin ({®,Z,To,...,T,}) esetén

v
max |¥| > u
T(n+1) 2

Jelolje Th, 41 :=T,, U T(n+1) Nyilvan ekkor

04
max || > i
Tht1 2

is fennéll. Ezek utan vélasszunk egy

Tnp1 €Bx N ) tp‘l([CI)(w)—l‘P(cpH : D

0T sn n—+1 n-+1

vektort (ilyen a Goldstine-tétel miatt létezik).
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( T,) C P (Sx~) sorozatokat. Persze (T},)

Ezzel definialtuk az (x ) CBxeé
:= |J T,. Ekkor minden
neN

monoton b&vils. Jelolje T

U elin ({P}U{Z, : n € N})

esetén nyilvan

|\
sup |¥| > H I
T,

(hiszen minden ilyen ¥ benne van egy alkalmas lin ({®,Z1, %2, ..., T, })-ben).
Innen egyszeri kalkulacioval adodik, hogy

minden ¥ € lin ({®} U {Z,, : n € N}) esetén is S;lp || > @
Most a feltevésiink alapjan létezik (1, ) részsorozat és x € X, hogy z,, — .
Persze a korabban mar latottak miatt € Bx Nlin ({x, : n € N}), hiszen e
halmaz konvex és zart. Ezért létezik (y,) C lin ({z,, : n € N}) sorozat, mely
[I-]|-ban konvergal z-hez. Ekkor persze (7,) is ||-||-ban konvergal z-hoz. Ugyan-
akkor (y,) C lin ({Z, : n € N}). Emiatt

7 elin ({®) U {Z, :n € N}

Kovetkezésképp ® — 7 € lin ({®} U {Z, : n € N}), ahonnan a fentiek alapjan
o7
sup |® — z| > M
T, 2

Masrészt tetszbleges ¢ € T esetén dng € N, hogy Vn > ng-ra ¢ € Ty;
ahonnan a konstrukcié miatt

1
n € |P -—®
prn €12 (p) = 7, 2 (0) + =
ami azt jelenti, hogy minden ¢ € T,-ra
o, — D ().

Ugyanakkor a gyenge tartas miatt minden rogzitett ¢ € Ti-ra px,, — @z,
amiért is

D (p) = px Ve e Ty).
Innen minden ¢ € Ty-ra (& — T) (¢) = 0, ahonnan a fentiek alapjan

o
0=sup|i>—55|2u7
T. 2

azaz ® = Z. Tehat @ € é}, ahonnan azonnal X** = X. O
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7.5.15. Kovetkezmény. Egy valds normdlt tér pontosan akkor reflexiv Ba-
nach-tér, ha benne minden korldtos sorozatnak van gyengén konvergens rész-
sorozata.

7.6. A C1(Q) és C?(Q) terek siirtiek L (Q)-ban
(1 <p<o0)

A tovabbiakban egy A C R™ Borel-halmazra LP (A) = L? (A, A (A),A™).
Legyen Q C R"™ nyilt 6sszefligg$ halmaz. Egy f: Q — R fliggvény tartdja

supp f:={z € Q: f(x) 0} NQ.

f kompakt tartdji, ha supp f kompakt halmaz. Jelolje C. (2) a kompakt tar-
toji C (Q)-beli fiiggvények vektorterét, C! (Q) a kompakt tartoja C'* (2)-beli
fiiggvények vektorterét, C? (Q) pedig a kompakt tartoju C? (Q2)-beli fiiggve-
nyekét.

Definialjuk minden ¢t € R esetére a h(t) értéket: ha t € [-%, %], akkor
h(t) := cos®t , a [-%, %] komplementuman pedig legyen h (t) := 0. Ezzel
h € C2 (R).

Jelolje minden j € N indexre n; : R® — R,

C2
ny (@) = h (1 -2l*)
és
Cj 1= Ui
R'Vl
Ezzel n; € C2 (R™) és 0 < ¢; < +o00.
7.6.1. Tétel. Legyen f€C. (R™). Ekkor tetszdleges j indexre az f;: R* =R,

fj(fff):l/nj(w—y%f(y) dy

¢

fiigguényre f; € C? (R™) és supp f; C supp f + jl\/g - B, tovabbd f; — f
egyenletesen.

Bizonyitds. n; korlatossdga miatt f; joldefinialt. Mivel 7; és Osszes legfel-
jebb masodrendii parcialis derivaltja egy C' > 0 szammal korlatozott, ezért
C - |f| L'-beli majorans mellett bederivalassal azonnal adodik, hogy f; €
€ C? (R™). Ha most egy x vektorra d (x,supp f) > % 5, akkor y € supp f
esetén n; (x —y) =0, y ¢ supp f esetén pedig f (y) = 0. Tehat minden y-ra
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n; (x —y)- f (y) = 0, kévetkezésképp f; (z) = 0, hacsak d (x,supp f) > %\/g
Ezért f; kompakt tartoju is, azaz f; € C%(R™), s6t supp f; C supp f +
+3V5 B
Legyen most € > 0. Mivel f trividlisan egyenletesen folytonos, ezért van
olyan 6 > 0 szam, hogy ||z — y|| < 6 esetén |f (x) — f (y)| < . Ekkor minden
j > 3+/5 indexre és z € R"-re = [ 1; =1 és suppn; C +,/F - B miatt
) 2 cj J J =3 2

]Rn
F @)~ f; (@) = f(w)—clj/m(w—y)~f(y> dy| =
R’n
:% m(fr*y)-f(x)dy*%/ﬂj(x*y)-f(y)dy§
R™ R™

1 1
< [nile=y)lf@) = fldy< — [n;(e—y) edy=e,

2 JRZ

tehat r%ax|f — fil < e, hacsak j > %\/g Ez éppen azt jelenti, hogy f;
egyenletesen tart f-hez. O

7.6.2. Kovetkezmény. Tetszdleges [ € C.(Q) figgvényre is van olyan
(f;) € C% () sorozat, amelyre alkalmas r; \, 0 sorozattal supp f; C supp f+
+7; - B, tovdabbd f; — f egyenletesen.

Bizonyitds. f természetes modon tekinthets C. (R™)-belinek. A fenti tételbeli
(f;) sorozatra a supp f; C supp f+ % \/g.B feltétel miatt egy indextdl kezdve
supp f; C €. Ezeket a fliggvényeket 2-ra lesztikitve a kivant tulajdonsagi
sorozatot kapunk. O

7.6.3. Kovetkezmény. A fenti kévetkezmény alakjabol azonnal adédik, hogy
minden 1 < p < oo mellett a széban forgd (f;) C C? (Q) sorozat LP-normdban
is tart az f € C. () fiigguényhez.

7.6.4. Tétel. Minden 1 < p < oo mellett C2(Q) sird altere az LP (Q)
Banach-térnek.

Bizonyitds. Jelolje M a C? () altér lezarasat az LP () Banach-térben. A
fenti kovetkezmény értelmében azonnal C. (2) C M. Elegendd hat megmu-
tatnunk, hogy C. (Q) strtd L? (£2)-ban.

Legyen f € LP () és € > 0. Q o-kompaktsaga és a Lebesgue-tétel miatt
(|f| LP-beli majoranssal) van olyan K C € kompakt halmaz, hogy

€
”f_f'XK”Lp(Q) < 3
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Trivialisan van olyan ag > 0 szam, hogy K + ag - B C . Felhasznaljuk, hogy
C (K + «ag - B) stirt L? (K + ag - B)-ben. Ezzel van olyan ¢ € C (K + «ag - B)

fliggvény, hogy
€

Hf\K'i‘CYO'B - <'0||LP(K+0¢0-B) < 3

Legyen 3 > 0 a ¢ egy korlatja. Mivel A(™) véges mérték a K + aq - B alap-
halmazon, igy egy «; “\, 0 sorozattal (a; < ) alkalmas j-re

€

AWK +aj-B) < A (K) + 35

Most a d (-, (K + «; - B)“) tavolsagfiiggvény folytonos és a K kompakt hal-
mazon pozitiv a minimuma. Igy elég nagy pozitiv szamszorosa a K halmazon
1-nél nagyobb. Az igy kapott fliggvénynek a konstans 1 fliggvénnyel véve az
alsé burkolojat, olyan folytonos v fiiggvényhez jutunk, amelyik

e [0,1]-be képez;
e a K halmazon azonosan 1 és

e a K + o; - B halmaz komplementuméan azonosan 0.

Terjessziik ki a ¢ fliggvényt forméalisan nullaként az Q \ (K + «p - B) hal-
mazra. Vilagos, hogy 1 - ¢ folytonos és tartéja része K + «; - B-nek. Tehat
Y- € C. (). Az is vilagos, hogy ¥ - ¢ a K halmazon megegyezik o-vel.
Ugyanakkor

1f = Plliogey < I = @) Xrcrao Bl o) + | XxraoB) | oy <
e
< Miscsoos - (pHLP(K+ao~B) I xrellpoe) < 37373
masrészt

9 9

— - A . . =
i = - @l oy < maclol - X (K + - B)\ K) < B o = 2.

ahonnan [|f — 4 - ¢[|,q) < €. Ezzel megmutattuk, hogy C. () stird L (2)-
ban. O

7.6.5. Kévetkezmény. Minden 1 < p < oo mellett CL () is sird altere az
L? (Q) Banach-térnek.
7.7. Fourier-transzformaéaci6

E szakaszban L' (R") végig jelélje a komplex fazisterd L (R™, B (R™),A(™)
Banach-teret.
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Fourier-transzformacié L! (R")-en

7.7.1. Megjegyzés. A Fubini-tétel és az egyvaltozos integréltranszforméacio
trividlis alkalmazasaval adodik, hogy minden f € L' (R™) és o € R esetén
z = « - x helyettesitéssel

/f(a-x) dw:%-/f(z) dz.
R Rn

7.7.2. Definici6. Jeldlje f € L' (R") esetén Ff,Gf : R™ — C,

xT) = 1 e_i'<w‘y> .
(Ff) () : ( m)nﬂj fy) dy,
(GF) () = (Ff) (~2) = ———r / e f (y) dy.
(V2r)"

Persze azonnal (Ff) = Gf.
Nyilvan F f és G f korlatosak (||f[|,. korlattal), tovabba a Lebesgue-féle
majoralt konvergenciatétel miatt trivialisan folytonosak. Igy

F,G: L' (R") = C(R™")NL> (R").
Az F és G operatorok persze linearisak.

7.7.3. Allitas. Minden f € L' (R™) és a € R esetén
(fol(a-idpn)) = L (Ff) L id
E o . n - (F o . n
Q- 1dr - 1dg» |,
G(fo(a-idgn)) = L (Gf) 1 id
e] . n = . [e] . n .
a-idg — idg

Bizonyitds. A definici6 és a fenti integraltranszformécios megjegyzés alapjan

1 )
F(fo(a-idpn))(z) = —% e—z~(x\y).fa, ) dy =
(f o (- idzn) () W%)R[ (a-y) dy
(a-my/ £G) o= (PN ()

R

A masik egyenléség (Gf) () = (Ff) (—z) miatt trivialis. O
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2

e~ 2 mint F sajatfiiggvénye
7.7.4. Megjegyzés. Minden x valés szamra
y2
/Sinzy ce” 2 dy=20
R

az integréal konvergenciaja és az integrandus paratlan volta miatt.

7.7.5. Megjegyzés. h(x) := [coszy e T dy definicioval kozismerten
R

h(0) = /6_% dy = V2,
R

tovabba bederivéalassal, majd parciélis integralassal

/
y2 y2
B (x) :/—y-sinxy-e_T dyz/sinxy- (6_2) dy =
R R

2

Y teo 92
[Sin:z:g,reﬁ} —/x'cosxy'(dey:Ofx~h(x),

— 00

azaz h' (z) = —x-h (z), h (0) = /27, amit h-ra megoldva h (z) = \/27r-e_%.
Tehat minden valés z-re

2

?2 x
/cosxy T dy=+V2m-e 7.

R
7.7.6. Kovetkezmény. A két fenti megjeqyzésbol minden x € R mellett

1 imy -
=— [ e".e T dy.
Var /
"R

u2 2
—i _y _z?
Y o772 dy=e 2

s

7.7.7. Kovetkezmény.
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ﬁ ( —iTRYk | yg]%) dy —

ﬁ\

e vi o llz]
H —iTkYk '6_% dyk = He_Tk =e 2 .
k=1 k=1

A masik egyenlSség (Gf) (z f) (—z) miatt trivialis. O

Felcserélési képletek

A tovabbiakban f: R™ — C és 1 < k < n esetén jelolje Qrf : R" — C,

(Qrf) (z) =2k - f (2)

és hasonloan, 1 < k,j <n esetén QrQ;f : R" = C,

(QQ;f) () :=ax -2 - f (2),

specialisan

(QRf) (@) = af - f (2).
7.7.8. Allitas. Tetszdleges f € CL (R™) fiigguényre és 1 < k < n indexre

O (Ff)=—i F(Quf),
Qr(Ff)=—i-F(Of),
Op (Ff)=—F (Qif)-

Bizonyitds. Minden f € C} (R"™) esetén |f|V|Qxf] L' (R™)-majoralasa miatt
az F f-et definial6 integralba be lehet derivélni a k-adik valtozé szerint:

N0 = e [ (1) =

__ e~ tlely) L. = . x
- (\/ﬁnR[ v f(y) dy = —i- F(Quf) (x).

Ugyanakkor O f € L' (R"), tehat képezhets Ff és F (O f) is. A Fubini-
tétel miatt e fliggvények barmelyik valtozojukban is (a tobbi valtozd értékét
tetszGlegesen rogzitve) L-beliek. A k-adik véltozobani parcidlis integraldssal
ekkor

/e,i.my) “Onf (y) dyr =

R
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+oo

= [ g )] T [t e ) dy =

R

=0+ixy - /Ffi'(“”‘y> - f(y) dyg.
R

Yr=—00

Most mindegyik oldalt a maradék n — 1 valtoz6 szerint is kiintegralva, a
Fubini-tétel miatt

/67i'<m‘y> Ok f (y) dy = ixy, - /eii.my) [ (y) dy,
Rn R'VL

ahonnan azonnal

FOrf) () = iz - (Ff) (x) =i - Qr (Ff) (z),

amivel a masodik bizonyitand6 egyenl@ség is adodik. Végiil az els§ egyenls-
séget a Qp f € C! (R™) fiiggvényre is alkalmazva

F(Qf) =F(Qr (Qrf)) =i-0k (F(Quf)) =i-0k (i-0x (Ff)) = —0p (Ff).

O
7.7.9. Kévetkezmény. Ha f € C? (R"™) is fenndll, akkor a fentieken til
Qi(F[)=—F (3;])-
Bizonyitds. Most Oy f is eleme C! (R™)-nek, igy az el6z6bol
Qi (Ff) = Qu(Qr (Ff) = Qu (=i F(9f)) = —i- Qu (F (9f)) =
= —i- (=i F (9 (0))) = —F (% f) - O

7.7.10. Kévetkezmény. f € C2 (R") esetén F (Af) = —|-|* - Ff.
7.7.11. Allitas. Ha f € C?(R"), akkor Ff € L' (R™).

Bizonyitds. f — Af € L'(R") (hiszen kompakt tartéji folytonos). Igy
F (f — Af) korlatos egy K > 0 korlattal. Ugyanakkor a fenti kvetkezmény-

b6l F(f — Af) = (1+ ||-||2) -Ff, igy

K

[Ffl < ——>
L+

amiért is Ff € L' (R™). O
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Inverzios tétel

7.7.12. Megjegyzés. f,g € L' (R") esetén

[ED@ 9@ do= [ 1) (Fo () da,
R» Rn
[ @D @) g do= [ 1) (G (a) da

R» Rn

Bizonyitds. Az (z,y) — —A=weT W) f (z).g (y) fiiggvények L' (R™ x R™)-

(vam)”
beliek, igy a definiciobodl és a Fubini-tételbdl azonnal adodik az allités. O

7.7.13. Kévetkezmény. f,g € L' (R") és j € N esetén

,/ d (f) H(Fg) (@) do = / (Ff)(2) g (j) iz,

Bizonyitds. Alkalmazzuk a fenti megjegyzést és e szakasz legels§ allitasat

fo (jl 'ian)—re és g-re:

RZf(j)(Fg)(x) dx/F<f°(;'idu§n>)(x)~g(x) dr —

_ f;'R[ (Ff) () g () do :/ ED e (5)

(itt a szakasz kezd6 megjegyzését is hasznaltuk az integraltranszformaciordl).
O

Inverzios tétel (gyenge valtozat) ¢

7.7.14. Tétel. Ha f € L' (R™) N C(R™) olyan fiigguény, amelyre Ff €
€ LY (R"), akkor G (Ff) = f.

2
Bizonyitds. Alkalmazzuk a fenti kbvetkezményt f-re és a g := e fligg-
vényre. Felhasznalva elGszor, hogy Fg = g,

RZf (j) g (x) dx :RZ (Ff)(z)-g <j> i,
/7 <a> = [Fp @)
o

R™

azaz
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Mivel most f, F'f € L' (R") N C (R"), ezért a Lebesgue-tétel miatt hatarat-
menettel

[r0-e = [ @

J
(ver)" s 0) = [ (F1) @) da.
tehat ) .
£(0) = (m/ (Ff) (2) d.

Vegyiik észre, hogy eszerint éppen G (Ff)(0) = f(0). Alkalmazzuk a ka-
pott egyenldséget tetszéleges x € R™ esetén az y — f (z + y) fliggvényre. A
Lebesgue-mérték eltolasinvariancidja miatt trivialis integréalhelyettesitéssel

Fy— f(z+y))(2) == (Ff)(2),

igy a fenti formulabol

f(x)=<y~>f<a:+y>><o>=/<F<yef<x+y>>><z> dz =

R’VL
= [ () () d = 6 (1) (o)
R’L
(hiszen Ff € L' (R™)). O
7.7.15. Kévetkezmény. Minden f€C%(R™) fiigguényre G (Ff) = f.

7.7.16. Kovetkezmény. Minden f € C?(R") fiiggvényre F (Ff) = fo
[¢] (*ian)

(hiszen F (Ff) (x) = G (F[) (—z) = f(-x)).
7.7.17. Kévetkezmény. Minden f € C?(R") fiigguény elddll f =Fg alakban
alkalmas g€ L*(R™) N L* (R™) N C (R™) fiiggvénnyel (g=F (fo(—idgr»))).

A fenti inverzids tételt most kissé élesitjiik (nem tessziik kiilon {6l a foly-
tonossagot):
Inverzi6s tétel (erésebb valtozat) ¢

7.7.18. Tétel. Ha f € L' (R"™) olyan figgvény, amelyre Ff € L' (R"),
akkor G (Ff) = f A-m.m.
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Bizonyitds. Persze G (Ff) korlatos. Legyen g € C? (R™). Ehhez a fentiek
szerint van olyan h € L' (R™) N C (R") fiiggvény, hogy g = Fh. Ekkor h
olyan L'-beli folytonos fiiggvény, amelyre Fh is L'-beli, igy az inverzios té-
tel mar bizonyitott gyenge véltozata miatt G (Fh) = h. Innen a legutobbi
megjegyzést tobbszor is hasznalva,

t/cmeﬂxwg<@cM~=/YFsz»<Gng>¢r=
J

R

::/YFsz»<G<Fm>modx:

R

:/uvwm-mmdz:/fu»u%wmdx:

R™

Rn
~ [ 1@ 9@
Rﬂ,
Tehat minden g € C? (R™) mellett

/G@ﬁu»ﬂmmz/}m»wmm.
R™ Rn

Most tetsz6leges g € C.. (R™) fiiggvény az el6z6 szakasz els6 tétele értelmében
egyenletesen kozelithets C? (R™)-beli fiiggvények egy olyan (g;) sorozatéval,
amelyek tartoi is egy rogzitett gdbmbon beliil maradnak. Ezekre a legutobbi
egyenlGséget alkalmazva hatardtmenettel azonnal adodik, hogy ez az egyenls-
ség minden g € C. (R™) mellett is all. Legyen most h : R™ — C olyan mérhetd
fliggvény, amelyre |h| azonosan 1 és h- (G (Ff) — f) = |G(Ff) — f|. Legyen
A C R™ tetszéleges véges mértéki halmaz. Ekkor a h-y4 € L' (R") fiiggvény
(az €l676 szakasz f6 eredményébdl kévetkezéen) L-normaban kozelithets egy
(¢j) € C. (R™) sorozattal. Feltehets (az 1 Ap; fiiggvényekre térve), hogy e ¢;
fiiggvények 1-gyel korlatozottak. S6t a Riesz-lemma miatt az is feltehetd (egy
részsorozatra térve), hogy a ¢; fliggvények pontonként is tartanak h-x 4-hoz.
Persze minden j-re

[6EN@ 0@ da= [ f@) o5 @) o
Rn R

Mivel G (Ff) korlatos, ezért G (Ff) - p; L'-normaban tart G (Ff) - h - xa-
hoz. Ugyanakkor f - ¢; pontonként tart f - h - xa-hoz, igy (|f| majoranssal)
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J (f-¢j) tart [ (f-h-xa)-hoz Tehat
R™ R™

/G(Ff)(fﬁ)'h(ﬂf)'XA(ﬂf) dx:/f(x)'h(fv)~XA(x) dz,
Rn

R

azaz azt kaptuk, hogy

0—/((G(Ff)—f)-h)—A/lG(Ff)—ﬂ

A

minden véges mértékd A C R™ halmazra. Innen azonnal G (Ff) = f I
m.m. O

7.7.19. Kovetkezmény. A fentiekhez szordl szora hasonldan adddik, hogy
ha f € L*(R") olyan fiigguény, amelyre Gf € L* (R™), akkor F (Gf) = f
A-m.m.

7.7.20. Definicié. Az F : L' (R") — L> (R")NC (R") operatort Fourier-
operatornak, a G : L' (R") — L*> (R™) N C (R") operatort pedig inverz
Fourier-operatornak nevezziik.

A fenti megadas szerinti F' és G operatorok persze nem pontosan egymas
inverzei, hanem (egyeldre) csak a fenti tétel feltételei mellett megforditasai
egymésnak. Az alabb kiovetkezd kiterjesztéssel azonban némileg tobb is mond-
hato.

F mint L? (R") — L? (R") unitér operator (Plancherel-tétel)

Az alabbiakban a Fourier-operatort az L' (R™) N L? (R™) térrdl kiterjesztjiik
az L? (R™) Hilbert-térre unitér operatorként. Természetesen nem is varhato,
hogy ezt a kiterjesztett operatort az L? (R")-beli fiiggvényeken ugyanaz a
definialo integral allitsa eld mint az eredeti operatort az L' (R™)-beli fiigg-
vényeken. De ha integralként nem is, de integralok L2 (R™)-beli limeszeként
mégis eld tudjuk allitani a kiterjesztett operatort. ErréSl szol ez a paragrafus.

7.7.21. Allitas. Tetszdleges f,g € C% (R™) esetén
[ @)= [ 13
R™ R™
Bizonyitds. A méar bizonyitottak szerint (F'f € L' (R™) miatt)

[En-@) = [wn-ca= [cEna-[ra 0
J

R R R™
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7.7.22. K6vetkezmény. Minden f € C? (R") esetén ||Ff|| 2 = | f|l -

7.7.23. Lemma. Minden f € L' (R™) N L?(R") fiigguényhez van olyan
(f;) € C%(R™) sorozat, hogy egyidejileg f; L—1> f ésf; L—2> I

Bizonyitds. A (x;j.ge - f) sorozat a Lebesgue-tétel miatt trividlisan L'-nor-
maban is, L?-norméban is tart f-hez. Legyen € > 0. Ekkor van olyan j index,
hogy

€

5

Most az el6z6 szakaszban foglaltak értelmében van olyan g € C2(j-B°)
fliggvény, hogy

1f = xge - Fllps I1f = X580 - fll 2 <

HX]’-B“ - f _9HL2(]'.130) < 2(

3
14+ AW (- B%))

Persze ekkor a Bunyakovszkij-egyenlGtlenségbdl

. 3
IXi8e - f = 9l ey < AfA G- BO) - Ixgse - f = 9l pypey < 55

igy a haromszog-egyenlGtlenség alapjan

1f=gllpsIf =gl <e.
Innen az allitas trivialis. O

7.7.24. Tétel. Tetszdleges f,g € L' (R™) N L? (R™) esetén is

[En @)= [13

R™

Bizonyitds. A fenti lemma miatt vannak olyan (f;), (g;) € C? (R™) soroza-
tok, hogy mind L'-, mind pedig L?*-norméban f; tart f-hez, g; pedig g-hez.
Ezért (f;) és (g;) |||l 2-Cauchy-sorozatok, igy a legutobbi kévetkezmény mi-
att (Ff;) és (Fg;) is ||| .-Cauchy-sorozatok, azaz L? (R") teljessége miatt
L2-normaban konvergalnak egy ¢, illetve egy v € L? (R") fiiggvényhez. A
Riesz-lemma miatt feltehet (ellenkezs esetben egy részsorozatra térve), hogy
(F f;) pontonként m.m. tart ¢-hez, illetve (Fg;) 1-hez.
Ugyanakkor minden x € R" esetén

() @) = (FL) @) < (e / [t (7 ()~ £ )| dy =
1

= (m)n Hf_fJHLl — 0,
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tehat F'f; pontonként tart F'f-hez. Hasonléan F'g; pontonként tart Fg-hez.
Emiatt ¢ = Ff Amm., illetve ¢ = Fg Am.m. Ezért aztan (Ff;) L*-
norméaban tart F'f-hez, és (Fg;) is F'g-hez. Most a legutobbi allitasbol minden

a /(Ffj) - (Fg) = /fj 95

R R

., L? L? L? L? .
igy fi — f,9; — g, Ff; — Ff, Fg; — Fg miatt

[@En @)= [ 13 =
Rn Rn

7.7.25. Kévetkezmény. Minden f € L' (R")NL? (R") esetén F f € L* (R"),
sot | F fll g2 = IIf]l 2

7.7.26. Tétel (Plancherel). Az F : L' (R*)NL? (R") — L% (R")NL> (R")N
N C (R™) operdtor egyértelmien kiterjeszthetd egy F L2 (R") — L? (R™)
unitér operdtorrd, tovdabbd minden f € L? (R™) fiigguényre

Ffe LM [ o=t .
Fi=1n; m)njé e £ (y) dy

(ahol LIM az L* (R™)-beli sorozatlimeszt jelenti: Limes In Mean).

Bizonyitds. A [3.2.13] Tétel szerint az F : L' (R") N L*(R") — L?(R")

(Il 2 > IIll .2 )-folytonos lineéris operator egyértelmtien terjeszthets ki egy

F : L?(R") — L?(R") folytonos linearis operatorra. Most tetszéleges f €
2

€ L2(R") és j € Nesetén x;.5-f € L' (R")NL2 (R"), tovabbé y;.5- f —— f,

Igy

~ ~ 1 .
Ff=LIMF (x;5- f) = LIMF (x;5- f) = LIM——— [ e "(lv. dy.
j-B

Innen ugyanakkor

|71

L= IF GG Dl = T g £l = 161
tehat I izometria. Elegendé most mér megmutatnunk, hogy F sziirjektiv is.
Mivel F izometria, ezért képtere is teljes, azaz zart. Ugyanakkor mar az
F: L' (R")NL? (R") — L% (R") operator képtere is stirti L? (R™)-ben, hiszen
egy korébbi kovetkezmény szerint minden f € C? (R") fiiggvény elsall f =
= Fg alakban alkalmas g € L' (R") N L* (R") N C (R") fiiggvénnyel, és azt
is tudjuk, hogy C? (R") stiri L? (R")-ben. Ha viszont F képtere siir is, zart
is, akkor F sziirjektiv. O
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7.7.27. Megjegyzés. A fenti tételhez szoérol szora hasonldoan igazolhato,
1
hogy az (F) : L? (R™) — L2 (R™) unitér operator L' (R™)NL? (R™)-re valo

lesztikitése ugyanaz, mint a G operator L! (R™) N L? (R™)-re valo lesztikitése,
tovabba minden f € L? (R™) esetén

()" s =psg [ s

Konvolicié L' (R")-en

7.7.28. Megjegyzés. Ha f € L' (R"), akkor a Fubini-tétel alapjan (n db
valés integralra bontassal) minden x € R™ mellett

R[ fe+y) dy :RZ f(y) dy,

R[ fe—y) dy :R[ f(y) dy.

7.7.29. Megjegyzés. Ha f,g € L' (R"), akkor az (z,y) — f(z —y) - g (y)
fiiggvény trivialisan B (R™) ® B (R™)-mérhetd, tovabba

\f(x—y>~g<y>|d<x,y>=//|f<x—y>-g<y>|dmdy:
Rn xR Rn Rn

— [19 )1 [ 1f (z = )] dady =
R R

~ [19)1 [ 1f )] dzdy =
R R

= 1Al - gl < oo,

kévetkezésképp az (z,y) — f(z —y)-g (y) fiiggvény eleme L' (R™ x R™)-nek.
Igy

[ [1@ =) g dydo = 51, gl < +oc,

RTL R’Vl
ezért aztan mm. x € R™ mellett [ |f(z—y)-g(y)| dy < +oo, tehat az

Rﬂ.
J f(xz—vy)-g(y) dy integral is értelmes és véges értéket definial.
RW,
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7.7.30. Definicié. Jeldlje f,g € L' (R™) esetén f x g : R™ — R,
(F29) @)= [ 1e=v) 90 dv
Bn
E paragrafus kezd6 megjegyzése miatt minden f,g € L' (R™) mellett
f*g=gxfmm
7.7.31. Megjegyzés. Minden f,g € L' (R") esetén
((z,9) = f(z—y)-g(y) € L' (R" x R")
miatt a Fubini-tétel alapjan f*g € L' (R™). Innen a legutobbi megjegyzésbal
1f gl < Wfllpa - llgllps -

Ezzel x : L' (R") x L' (R") — L' (R"), mindkét valtozdjaban trivialisan
linearis.

7.7.32. Allitas. Minden f,g,h € L' (R") esetén L' (R™)-ben
(frg)sh=fx(g=h).

Bizonyitds. A Fubini-tételt és e paragrafus kezdd megjegyzését is hasznélva,
A™_mm. z € R" esetén

((f*g)*h)(x)=/(f*g)(x—z)-h(z) dz =

— [ [ra—zm g dyenie) d =
R™ R™
[ [t 9=y n) ds =
R™ R™
— [ [t g2 n) ey -
R™ R™
R[f(zy).ﬂgg(yz).h(z) dzdy =

:/f(:ﬂ*y%(g*h)(y) dy =
in
=(f*(g*h)(x). O
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7.7.33. Kovetkezmény. A fenti megjegyzés és dllitds miatt (L1 (]R”),*)
Banach-algebra.

7.7.34. Tétel. Minden f,g € L' (R") esetén
F(fxg) = (\/271') -Ff-Fg.

Bizonyitds. Az e {@ly) = =@l . e {zly=2) az0n0ss4g miatt minden x €
€ R"-re

F(f+g)(2) = (\/%) /*2 elo) /f ) g(s) dedy =

i
V2m) // Tl f(y—2) dy g (2) dz =
Rn Rn
7(‘/%) [ R[ =2 fy—2) dy-g(2) dz =
<¢217r)/ / u) du-g(2) dz =
- (\/217) / (\/ﬂ) (z)-g(2) dz =

_ (\/ﬂ) (Ff)(x)- (Fg)(z). O

7.7.35. Megjegyzés. A fenti tételhez szorol szora hasonléan adodik, hogy
minden f,g € L' (R™) esetén

G(f*g):(\/%)n-af-cg.

7.7.36. Kovetkezmény. Legyenek f,g € L' (R"). Ha Ff,Fg € L' (R"),
akkor f - g € L' (R™) és

Ff«Fg=(Var) -F(fg).

Bizonyitds. Alkalmazzuk a fenti megjegyzést az Ff, Fg € L' (R") fiiggveé-
nyekre (és hasznaljuk a korabbiakat):

G(Ff+Fg)=(Var) -G(Ff) G(Fg) = (Var) - f-g.

Most f = G (Ff) miatt f korlatos, tehat f-g € L' (R"), igy a legutobb
kapottakbol

(x/%)n-F(f-g)zF(G(Ff*Fg)):Ff*Fg. 0
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