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El6sz6

Ez a jegyzet elsGsorban matematikus és informatikus egyetemi hallgatok sza-
maéra késziilt. A cél a ,,jegyzet” sz6 hagyoméanyos értelmével 6sszhangban nem
a teljesség, sem a nagyon részletes magyarazat, hanem a témorség volt. En-
nek f6 oka, hogy a téméat a szamos kivaloé magyar nyelvii irodalom (lasd a
fejezetben) egylittesen meglehetds teljességgel lefedi, igy minden fejezethez
hozza lehet olvasni a részleteket akar magyar nyelven is.

A didkok legtobbszor ugy hasznaljak az ilyen jegyzetet, hogy egy-oldalasan
kinyomtatva elhozzak az elGadésra, és ezek utan meg tudjék spoérolni a tab-
larol valé masolas nagy részét, és jobban tudnak koncentralni az elhangzott
bizonyitasokra és magyarazatokra, illetve ezek lejegyzésére. Ez a révid jegy-
zet kb. 40 darab 45 perces elGadas vazlatat tartalmazza, igy 6nallé tanulasra
nem igazan alkalmas, a megértéshez fontosak az el6adason elhangzott ma-
gyarézatok, részletek és bizonyitasok is.

Az els6 rész az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetemen a Matematikai Elemz6
szakon a ,Grafok és Algoritmusok Elmélete” cimii targy beinditasakor tartott
el6adasaim alapjan késziilt, az els¢ szdvegvaltozatot begépelte Matyasfalvi
Gyorgy, valamint Antal Eva és Cseh Péter 2008-ban, akiknek ezért roppant
hélas vagyok. Ebben a részben sorszdmozva szerepelnek azok a definiciok,
allitasok, tételek és algoritmusok, amelyek pontos kimondasa (és az algorit-
musok lépésszama is) a kollokvium teljesitésének elengedhetetlen feltétele.

A masodik részben a Matematika és az Alkalmazott Matematika MSc
program ko6zos ,,Algoritmuselmélet” cimii torzsanyag targyanak jelentGs ré-
széhez talalhatok jegyzetek. Itt sokszor csak az algoritmus 6tletét adjuk meg,
a részletek csak az el6adason hangzanak el. Am némi rutinnal ezekbdl az
Otletekbdl egy elegendGen sok elGismerettel rendelkezé MSc-s hallgatd 6nal-
I6an is ki tudja fejteni a részletes algoritmusokat és be tudja bizonyitani a
kimondott allitasokat és tételeket.

A harmadik rész fiiggelék, a jegyzetben hasznalt pszeudokod-formatum
magyarazatat és az alapvet§ algoritmusokra néhany jol kévethets példat tar-
talmaz.

Budakeszi, 2013. januar
Kiréaly Zoltan






I. rész

Alapveté algoritmusok






1. fejezet

Bevezetés

1.1. Algoritmus fogalma, modellezés

Ez a jegyzet algoritmusokkal foglalkozik, azonban az algoritmus fogalméat
pontosan nem definidljuk, mert nincs jol megfogalmazhat6, mindenki altal el-
fogadott definicio. A legelterjedtebb egy konkrét elméleti szamitogép-modellt,
a Turing gépet hasznéld definicio, lasd ezzel kapcsolatban a fejezetet. Al-
goritmuson mi mindig egy precizen definialt eljarast fogunk érteni, amely egy
rogzitett probléma-tipus egy adott feladatat mar automatikusan és helyesen
megoldja.

Egy algoritmus minden bemenetre (tovdbbiakban sokszor input) kiszamol
egy kimenetet (tovabbiakban altalaban output).

Ha egy adott problémahoz algoritmust szeretnénk tervezni, ennek elsd 1é-
pése a megfelel6 modell megalkotasa (melyben mar egzakt matematikai fogal-
makkal le tudjuk irni a feladatot), ebben a targyban ezzel a fontos résszel nem
foglalkozunk, ezt a diszciplinat kiilon egyetemi kurzusok targyaljak. Azonban
elég sokat foglalkozunk majd grafokkal, melyek az egyik altalanos modellezési
eszkoznek is tekinthetsk.

Ha méar megterveztiik az algoritmusunkat, akkor persze azt szeretnénk,
hogy az adott bementekre egy szamitogép végezze el a szamitasokat, ezért
az algoritmus alapjan el6 kell allitanunk egy szamitoégép-programot. Ezzel a
résszel szintén szamos kurzus foglalkozik az egyetemen.

Rovidebb algoritmusokat, illetve az algoritmusok vazat sokszor szévegesen
adunk meg. Ennek t6bb hatranya is van, egyrészt az igy megadott vazbol
nehezebb a programot elkésziteni, masrészt sokszor lényeges részletek kima-
radnak bel6le, harmadrészt kicsit is bonyolultabb algoritmusok ilyen leirasa
hosszadalmas és sokszor zavaros is lehet. Ezért szokas hasznalni (és mi is f6leg
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6 1. BEVEZETES

ezt fogjuk) az tn. pszeudokodot, mely az algoritmusok leirasanak elfogadott
t6mor leird nyelve, lasd a[21] fejezetben.

Feladat *™Modellezés » Algoritmus [*| Program

Megjegyzés. Egy feladatnal azt az algoritmust szeretnénk megtalalni, amely
a ,legrosszabb esetet” a ,legrovidebb futasi id6” alatt oldja meg. Az algorit-
mus futasi ideje egy bizonyos bemenetre a végrehajtott alapmiiveletek vagy
lépések” szama. Kényelmes tigy definialni a 1épést, hogy minél inkabb gép-
fliggetlen legyen. Az egyszertiség kedvéért fogadjuk el, hogy az algoritmusok
leirasdhoz hasznélt ,pszeudok6d” mindegyik sordnak egyszeri végrehajtasa-
hoz alland6 mennyiségi id6 sziikséges. Lehet, hogy az egyik sor tovabb tart,
mint a mésik, de feltessziik, hogy az i-edik sor minden végrehajtasa c; ideig
tart, ahol ¢; allandé. Az egyes algoritmusok futési idejének meghatarozasa-
hoz tehét elsGsorban az egyes utasitdsok végrehajtasainak szamat hatarozzuk
meg, majd ezeket hozzuk tomorebb és egyszertibben kezelhet§ alakra.

1. Definici6é. Egy A algoritmus lépésszama a kovetkez6 N — N fliggvény:
ta(n) 1= max(y |zj=n}{Az A algoritmus hany lépést tesz az x inputon}.
Az input altalaban egy bitsorozat: x € {0,1}", ennek hossza: |z| = n.

2. Definici6. Legyenek f és g: N — RS‘ fiiggvények. Azt mondjuk, hogy
f = 0(g) (ejtsd: nagy ordé g), ha léteznek ng, ¢ € N konstansok, hogy minden
n > ng egészre f(n)<c-g(n).

1.2. Barkochba

Feladat: 0 és 1000 kozotti szam kitalalasa.

A kovetkezd fa jol Abrazol egy algoritmust arra, hogy hogyan tegyiik fel a
kérdéseket, hogy minél kevesebb kérdésbdl kitalaljuk a gondolt szamot.

Az igy kapott fa leveleire konkrét szamokat irunk. A fa mélysége 10 (ez a
gyokértdl egy legalso levélig megtett ut hossza), ezért 10 kérdés mindig elég.
Ennél kevesebb 1épés nem lehet elég, mivel 9 kérdésnél a levelek szama csak
maximum 2° = 512 lehet. Ezt lehet altalanositani: ha 0 és (n — 1) kozotti
szam (dolog) koziil kell egyet kitalalni, akkor [log(n)] (az alap nélkiili log
végig a jegyzetben kettes alapu logaritmust jelent) lépésbdl lehet kitalalni,
és ennyi kérdés kell is.
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1. Algoritmus. (a és b kozotti egész szam kibarkochbazéasara.)

Ha a > b, akkor ilyen szdm nincs, ha a = b, akkor gondolt szam a.

Kiilsnben legyen ¢ = a + | 252 ].

Tegyiik fel azt a kérdést, hogy a gondolt szam kisebb-egyenlé-e c-nél?

Ha a valasz igen, rekurzivan hasznaljuk ezt az algoritmust, most mar csak egy
a és ¢ kozotti szam kitalalasara.

Ha a valasz nem, akkor is rekurzivan hasznaljuk ugyanezt az algoritmust, most
azonban egy ¢ + 1 és b kozotti szam kitalalasara.

Lépésszam: O([logn])

1.3. Barkochba el6re leirt kérdésekkel

Feladat: szam (dolog) kitaldlasa nem adaptiv kérdések esetén. Ekkor vajon
héany kérdés sziikséges?
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Azaz itt eldre fel kell tenni az Osszes kérdést. A ,,gondold” n-féle dologra
gondolhat, azt allitjuk, hogy ekkor is elég k = [logn] kérdés. Megkérjiik a
»gondold” jatekost, hogy a lehetséges dolgokat sorszamozza be valahogyan (pl.
a lexikografikus sorrend szerint) 0-t6l (n—1)-ig, és a gondolt dolog sorszamat
irja fel kettes szamrendszerben pontosan k jegyd szamként.

Az algoritmus egyszeriien az, hogy az i. kérdésben megkérdezziik, hogy a
sorszam 1. bitje 1-e7

Lépésszam: O([logn])

1. Allitas. Barkochba jdtékban n dolog kéziil egy kitaldldsdhoz elég [logn]
kérdés, de ennyi kell is. Ennyi kérdés akkor is elég, ha a kérdéseket eldre le
kell irni, azaz eqy késébbi kérdés nem fligghet az addigi vdlaszoktol.



2. fejezet

Keresés és rendezés

3. Definici6é. A rendezési feladat:

Input: aq,...,a, € U, ahol U (az univerzum) egy tetsz&leges rendezett
halmaz.

Output: az indexek iy, . . ., i, permutacidja, amelyre igaz, hogy a;, < a;, <
S . S as,, -

2. Tétel. A rendezési feladatndl az algoritmus dontéseit leiré fanak legaldbb
n! levele van és igy a fa mélysége > log(n!) > n~10gn—%-n. Kovetkezésképpen
minden olyan algoritmusnak, mely dsszehasonlitdsokat haszndlva rendez n
elemet, legaldbb n - logn — % - n dsszehasonlitdst kell tennie a legrosszabb
esetben.

Keresési/kivalasztasi feladat:

Bemenet: Az n (kiilonbozd) szambol allo A = {aq, as, ..., a,} halmaz és
egy k szam, amelyre fennéll, hogy 1 < k < n.

Kimenet: Az a;, € A elem, amelyik A pontosan k — 1 eleménél nagyobb,
valamint ennek 7; indexe a bemenetben.

Megjegyzés. Természetesen meg szokas engedni, hogy az inputban azonos sza-
mok is legyenek, mi most az algoritmusok és elemzéseik egyszertisitése miatt
ezt a keresési feladatoknal megtiltjuk. Keresési, kivalasztési, illetve rendezési
feladatra megoldast ad6 algoritmust tobbfélét is megvizsgalunk, a kozismer-
tebb rendezési algoritmusokat a hallgatosag a gyakorlat keretében ismétli at.
A kivalasztéasi feladat mindig megoldhato ugy is, hogy elGszor rendeziink,
utana kiiratjuk a megfelel§ elemet, de mi mindig ennél gyorsabb megoldast
keresiink.
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2.1. Felezd keresés

Feladat: Adott egy U rendezett univerzum, ennek egy S részhalmazat szo-
tarnak nevezziik. Egy n = |S| elemii szotarat kell tarolnunk tgy, hogy a
kovetkezs kérdésre gyors valaszt tudjunk adni: egy x € U elem benne van-e
S-ben, és ha igen, akkor talaljuk is meg. (Igazabol minden S-beli szohoz a
»jelentését” is tarolnunk kell, de ezzel az egyszertiség kedvéért nem foglal-
kozunk, mivel a ,taldljuk meg” azt is jelenti, hogy egyuttal a parjat is meg
tudnank talalni.)

X <? A(n/8) X <? A(3n/8) X <? A(5n/8) X <? A(7n/8)

\ \

Nem eleme

2. Algoritmus. Egy A[l : n] tombbe rendezziik (névekedGen) a szotarat.
Ezutan egy x kérdés esetén kibarkochbazzuk az indexét, és a végén rakérde-
ziink. Pontosabban (lasd az abrat) : el6szor megkérdezziik, hogy z < A(|n/2])
teljesiil-e. Ha igen, akkor az x < A(|n/4]) kérdéssel folytatjuk, kiilonben az
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x < A(|3n/4]) kérdéssel. Amikor, [log(n)] kérdés utan, x csak egy helyen,
az A(i)-ben lehet, akkor megkérdezziik, hogy « = A(4) igaz-e. Ha nem, akkor
x nincs a szotarban. Ha igen, akkor ott van, és az indexe 1.

Lépésszam: [log(n)] + 1

3. Allitas. A felezd keresés algoritmusa legfeljebb [logn] + 1 Gsszehasonli-
tdssal eldonti, hogy a keresett elem benne van-e a rendezett tombben, és ha
benne van, akkor az indexét is megtaldlja.

2.2. Legnagyobb elem

Feladat: Keressiik meg melyik elem a legnagyobb az adott inputban.

3. Algoritmus.

M :=a(l) /x Bevdlasztunk egy elemet az inputbdl.

H:=1 /x Megjegyezziik a helyét.

for i =2..n  /x Sorra vizsgdljuk a tobbi elemet.

if a(i) > M then M :=a(i); H :=1 [+ Amennyiben a(i) nagyobb
M -nél, akkor lecseréljik M-et a(i)-re és H-t pedig i-re.

Lépésszam: O(n)

Elemzés: Nyilvan a végén M fogja tartalmazni a maximalis értéket, H
pedig ezen elem indexét az inputban.

Az 6sszehasonlitdsok szdma pontosan n — 1. Az értékadasok szama legfel-
jebb 2n. Osszesen tehat a lépésszam O(n).

4. Allitas. A legnagyobb elem megtaldldsdhoz elég n — 1 dsszehasonlitds, és
legaldbb ennyi kell is.

Ennél kevesebb Gsszehasonlitassal nem lehet megtalalni a legnagyobb ele-
met. Ugyanis ha legfeljebb n — 2 6sszehasonlitast végziink, akkor legfeljebb
n — 2 elemrdl deriilhet ki, hogy valamely mésiknal kisebb. Tehat legalabb két
olyan elem lesz, amelyikr6l ez nem dertil ki, azaz soha senkinél nem voltak
kisebbek. De akkor akarmelyikiik lehet a legnagyobb elem. Igy azt is megal-
lapithatjuk, hogy ez az algoritmus egyben optimaélis is.

2.3. Egyszerre a legnagyobb és a legkisebb elem

Feladat: Keressiik meg egyszerre a legnagyobb és a legkisebb elemet.

Nyilvan 2n — 3 Osszehasonlitas elég az el6z6 modszerrel, azonban ennél
jobbat szeretnénk elérni.
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4. Algoritmus. Az elemeket parokba allitjuk, és a parokat ésszehasonlitjuk,
majd a nagyobbat a ,nyertesek” a kisebbet a ,yvesztesek” halmazaba tessziik.
Igy 5 Osszehasonlitas elvégzése utan két részre osztottuk az inputot. A legna-
gyobb elem a nyertesek maximuma, a legkisebb elem a vesztesek minimuma.
Halmazonként & — 1 Osszehasonlitdsra van sziikség ahhoz, hogy a vesztesek
koziil az abszolut vesztest, illetve a nyertesek koziil az abszolit nyertest ki-
valasszuk, fgy Osszesen § + 5 — 1+ 5 —1 = 37” — 2 0Osszehasonlitasra van
sziikség. Konnyd meggondolni, hogy paratlan n esetén Osszesen 3"7_1 lépés
kell.

Lépésszam: O(n).

5. Allitas. Ahhoz, hogy megtaldljuk a legkisebb és a legnagyobb elemet, elég

és kell is [3n] — 2 Gsszehasonlitds.

2.4. Két legnagyobb elem
Feladat: Keressiik meg a két legnagyobb elemet.

5. Algoritmus. Az elemeket parba allitjuk, és 6sszehasonlitjuk a parokat. Utana
vessziik a nagyobbakat, ezeket ismét parba allitjuk, és 6sszehasonlitjuk a paro-
kat. Es igy tovabb, nyilvan [logn] fordulé és pontosan n — 1 &sszehasonlitas
utan megkapjuk a legnagyobb elemet. A legnagyobb elemet csak [logn]| masik
elemmel hasonlitottuk Gssze, és nyilvan a masodik legnagyobb csak ezek kozil
keriilhet ki. Ezen elemek maximumat [logn] — 1 dsszehasonlitassal megkaphat-
juk.

6. Tétel. Ahhoz, hogy megtaldljuk a legnagyobb és a mdsodik legnagyobb
elemet, elég és kell is n+ [logn]| — 2 dsszehasonlitds.

2.5. Adatszerkezetek — bevezetés

Adatszerkezetnek nevezziik az adatok tarolasi célokat szolgald strukturalis
elrendezését, a lekérdezési algoritmusokkal egyiitt. Egy algoritmus 1épéssza-
ma igen jelentGsen fiigg a benne hasznalt adatszerkezetektsl. Ezenkiviil nagy
rendszerek kifejlesztésében szerzett tapasztalatok azt mutatjak, hogy az al-
goritmus beprogramozasanak nehézsége, és a végeredmény teljesitménye és
minGsége nagy mértékben fiigg a legmegfelelsbb adatszerkezet kivalasztasa-
t0l.

Egy adatszerkezetet absztrakt moédon gy adunk meg, hogy megmondjuk,
hogy milyen adatokat akarunk tarolni, és ezekkel milyen mtiveleteket akarunk
végezni. Az adatszerkezet elnevezése altalaban ezen , kivansaglistatol” fiigg, a
tényleges megvalositasra a név elé tett jelz6 utal.
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2.6. Kupac

Rekordokat szeretnénk tarolni, egy-egy kitiintetett Kulcs mezével. Egyelére
két miveletre koncentralunk: egy j rekordot be szeretnénk illeszteni (beszur-
ni) az eddig taroltak kozé, illetve a legkisebb Kulcsa rekordot le szeretnénk
kérdezni, és egytuttal torolni is (ezt a miveletet Mintorlésnek fogjuk hivni).

Itt a legegyszeriibb megvalositassal foglalkozunk, amelyet binaris kupac-
nak, vagy sokszor egyszeriien kupacnak neveznek.

Egy fat gyokeresnek neveziink, ha ki van jeldlve az egyik csiicsa, melyet
gyokérnek hivunk. Egy csics sziilGje a t6le a gyokér felé vezets tuton levs
elss cstics (a gyokérnek nincs sziilgje). Egy cstcs gyerekei azok a csticsok,
amelyeknek 6 a sziilgje, ha ilyen nincs, a cstcsot levélnek nevezziik. Egy
gyokeres fa mélysége a gyokérbdl induld leghosszabb tt hossza. Binaris fanak
hivjuk az olyan gyokeres fat, amelyben minden csicsnak legfeljebb két gyereke
van.

Megjegyzés. Hagyomanyos okokbol a gydkeres fakat altalaban fejjel lefelé raj-
zoljuk le, tehat a gyokér van feliil és a levelek alul.

A binéris kupac vaza egy majdnem teljesen kiegyensulyozott binaris fa.
Pontosabban olyan fikat hasznélunk erre a célra, amelyekben vagy minden
levél ugyanolyan tavol van a gyokértsl (ezekben pontosan 29! — 1 cstics van,
ha mélységiik d), vagy pedig a levelek két szinten helyezkednek el (minden le-
vél a gyokértsl (d—1) vagy d tavolsagra van), és ezen beliil az also szinten levd
levelek ,balra” vannak zarva (lasd az abrat). Az ilyen fdkat a tovabbiakban
egyszerten szép faknak hivjuk.

4. Definicié. A kupac egy szép binaris fa melynek cstucsaiban 1-1 rekord
van egy kitiintetett KULCS mez6vel: K (v;) jeloli a v; cstcsban 1évs rekord
kulcsat. Ezenkiviil teljesiil a kupacrendezettség: minden v #gyOkér csicsra
igaz, hogy K (sziil6(v)) < K (v).

A kupac-fa cstcsait feliilrdl lefelé, ezen beliil balrol jobbra szamozzuk be.
Tehat, a szépség miatt: v; bal fia: vg;; jobb fia: vg;y1; sziilGje: CIEe Emiatt
egy kupac elemeit egy tombben is tarolhatjuk. Most az egyszertiség kedvéért
a tomb 4. helyén csak a K (v;) kulcsot fogjuk tarolni, de megjegyezziik, hogy
igazabdl az alkalmazasokban még két masik tombre is sziikség van, az egyik
1. helyén a v; csticsban tarolt rekord van, a méasikban a j. helyen a j. rekordot
tarolo v; csucs ¢ indexe.

Az n csticsu szép fa mélysége: |logn|. Egy n csiest fa pontosan akkor
szép, ha a fenti tarolassal el lehet tarolni egy n hosszi témbben.



14 2. KERESES ES RENDEZES

Az alabbi abran egy kupac lathato, a Kulesok a csticsokba vannak beleirva:

Vi

Vs \<9
o ® e
Latni fogjuk, hogy a kupacon végzett miiveletek |épésszama a fa magassagaval
aranyos, azaz O(logn) idejd.
TAROLAS:
A[l :n] /* A kupacot egy n hosszi A témbben tdroljuk, maz. n elem lesz benne.
A(i) = K(v;) /% Az A témb i-edik eleme egyenld a ,52ép fa” i-edik csicsdnak
kulesdval, (azaz A(1) a gyokér kulcsa).
0 KVEGEK n  /+ A VEGE szimldlé megadja, hogy pillanatnyilag hdny elem
van a kupacban.

2.6.1. Miiveletek a kupac adatszerkezetben

6. Algoritmus (BESZUR).

BESZUR(A, 4j): /* Az A témbbe beszirjuk az ij elemet.
VEGE-++ /x VEGE értékét noveljiik 1-gyel.
A(VEGE) := K (0j) /% Beszirtuk az elemet.
FELBILLEGTET (A, VEGE) /+ Kupac-rendezettséget kijavitjuk.

FELBILLEGTET(A,:):
AA = A(i) /* Legyen AA a felbillegtetendd elem kulcsa.
while i > 1 && A(|%]) > AA /x Sziildben lévs kulcs nagyobb mint AA.
A(i) := A(|%]) /x Sziilében lévs kulesot levissziik a gyerekbe.
i=|L] /x Azi egyenls lesz a sziild indezével.
A(i) := AA  /x Végiil az AA érték ,felmegy” a ledlldskori v; csicsba.

Lépésszam: O(logn)

7. Algoritmus (MINTORLES). Kicseréljiik a gyokeret és az utolsé elemet,
majd tordljiik ezt az utolsé levelet. Végiil helyreallitjuk a kupac tulajdonsagot. A
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MINTORLESnNé| két &l mentén is elromolhat a kupac tulajdonsag, mindig a két
gyerek koziil kivalasztjuk a kisebbiket, és ha cserélni kell, akkor ezzel cseréliink.

MINTOR(A): /x Megadja a legkisebb elemet, és ezt kitérli a kupachol.
csere(A(1), A(VEGE)) /x Kicseréljiik az elsé és az utolsé elemet.
VEGE—— /* VEGE értékét csokkentjiik, igy a legkisebb elem kikeriilt a
kupacbhdl.
LEBILLEGTET(A,1) /+ LEBILLEGTETjik a gydkeret.
return(A(VEGE+1)) /* Ide raktuk a legkisebb elemet.

LEBILLEGTET(A,i):
AA:=A(i); j:=2i+1 /% j av; jobb gyerckének indeze.
while j <VEGE
if A(j—1) < A(j) then j—— /% Ha a bal gyerek kisebb, j mutasson
arra.
if A(j) < AA then A(i) := A(j) /+ Amennyiben a gyerek kisebb,
akkor felvissziik a gyereket a szildbe.
i:=7j; j:=2i+1 /x Az indexek frissitése.
else j :=VEGE+2 /# Kiilonben gy dllitjuk be j-t, hogy kilépjiink.
j—— /[ Csiékkentjiik j-t, hogy a bal gyerekre mutasson.
if j <VEGE && A(j) < AA then A(i) := A(j); i:=3j /x Abban az
esetben, ha i-nek csak eqy gyereke van, és kell cserélni.
A(i) := AA /% Végiil a tdrolt AA elem bekeriil a helyére.

Lépésszam: O(logn)

7. Allitas. Az n csicsi szép fa mélysége [log n], tehdt a BESZUR mivelet
O(logn) lépés, és legfeljebb logn Gsszehasonlitds kell. A MINTORLES-nél a
lépésszdam szintén O(logn), és legfeljebb 2logn éGsszehasonlitds torténik.

2.6.2. Kupacos rendezés

Végiil ratérhetiink a rendezési feladatot megoldo algoritmusra.

8. Algoritmus (Kupacos rendezés 1.).
VEGE:= 0 / Ures kupac

fori=1.n
BESZU R(A,a;) /* Elvégziinkn db beszirdst, igy felépitink az inputbdl
egy kupacot.

fori=1.n
print MINTOR(A) /% Majd elvégziink n db MINTORLEST és a
visszatérési értékeket kinyomtatjuk.

Lépésszam: O(n - logn).
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A TI. valtozatban a kupacépités részt linearis idejtivé tessziik. Tetszblegesen
betessziik az inputot a tombbe, majd ,alulrél felfele” haladva, lebillegtetések-
kel kupac-rendezziik.

9. Algoritmus (Kupacos rendezés II.).

VEGE:=n /% n darab inputunk van.

fori=1.n
Al) = a; /* Bepakoljuk az elemeket egy témbbe tgy, ahogyan
Herkeznek”.
fori=|%2].1 (-1) /% Majd ezutin LEBILLEGTETESEKKEL rendezzik
a témbét.

LEBILLEGTET(A,1)
fori=1.n /x Innentdl ugyanaz
print MINTOR(A)

Megjegyzés. A kupacépitésnél az dsszes lebillentések szdma lényegében 4 x0 +
+ 2x1 4+ 2x2 +...4 Ix[logn] <nx(; + 2 + & +...)=n.
Lépésszam (kupacépitésnél): O(n), a kupacos rendezés tovabbra is
O(nlogn). De ha csak a k darab legkisebb elemre vagyunk kivancsiak
novekvs sorrendben, akkor O(n + klogn).

2.7. Medians keresés

Feladat: A kozépso elem kivalasztasa.

Megjegyzés. Tulajdonképpen a feladatot egy altalanosabb kivalasztasi algo-
ritmussal oldjuk meg, azaz régtén a k. legkisebb elemet keressiik, mert ezt
tudjuk jol rekurzivan meghivni. Az elemzéshez feltessziik, hogy az egészré-
szekkel nem kell foglalkozunk.

Az algoritmus az n > 1 elembdl allo6 bemeneti tomb k-adik legkisebb ele-
mét hatarozza meg. Ugyesen kivalasztunk egy x elemet, amely ,nagyjabol”
koézépen van, ezzel mindenkit 6sszehasonlitunk, a kisebb-egyenlSket a B, a na-
gyobbakat a J csoportba tessziik. Ezutén attol fiiggSen, hogy |B| nagyobb-e
k-nal, vagy a B rész k. elemét keressiik rekurzivan, vagy a J rész (k — |B|).
elemét.
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Input

a,€B: a,<x a,€J: a>x

10. Algoritmus (k-adik elem).

1. Osszuk a bemeneti tdmb n elemét ¢ darab 5 elembdl &llé csoportra.

2. Mind az ¥ darab csoportnak keressiik meg a mediansat (ezt csoporton-
ként 6 Gsszehasonlitassal megtehetjiik, lasd a [3| példat). Legyenek ezek
b1,ba, ..., b(g)

3. Az algoritmus rekurziv hasznalataval hatarozzuk meg a 2. lépésben kapott
% darab medians x mediansat. Tehat by, by, ..., b(n) kozépsé eleme .

4. Majd a bemeneti témbot osszuk fel a mediansok mediansa, azaz x szerint
agy, hogy minden elemet &sszehasonlitunk z-szel. Legyen B a felosztas
soran az z-nél kisebb-egyenlé elemek halmaza, J pedig a nagyobbaké. Az
algoritmus rekurziv meghivasaval keressiik meg a k-adik legkisebb elemet.
Ha |B| > k, akkor ez az elem lesz az als6 részben (B-ben) a k. elem,
kiilonben pedig ez az elem lesz a fels§ részben (J-ben) a k — |B|. elem.

8. Allitas. A medidns keresésnél (ha x-et az algoritmus szerint vdlasztjuk),

akkor < 1—7071 db x-nél nagyobb elem és < %n db x-nél kisebb elem van. Emi-
att a k. legkisebb elem keresésénél az dsszehasonlitisok szdma ezzel az algo-

ritmussal legfeljebb 22n, igy lépésszama O(n).

2.8. Gyorsrendezés (Quicksort)

A gyorsrendezés olyan rendezési algoritmus, amelynek futési ideje legrosszabb
esetben O(n?). Ennek ellenére a gyakorlatban sokszor ezt hasznaljik, mivel
atlagos futési ideje O(nlogn), raadasul a képletben rejlé konstans meglehe-
tésen kicsi, ezenkiviil helyben rendez. A gyorsrendezés algoritmusnak fontos
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részét képezi az input szétosztasa és az algoritmus rekurziv meghivasa. Mi a
praktikus randomizalt valtozatot targyaljuk, mely a szétosztashoz az osztod-
elemet véletleniil valasztja. Az egyszertisités végett itt is feltessziik (mint a
keresési feladatokban), hogy az input csupa kiilénboz6 elembdl all.

A rendezést a GYORSR(A[1 : n]) hivas végzi el.

11. Algoritmus (Gyorsrendezés).
GYORSR(A[p: r]):
if p <r then
q:= SZETOSZT(A[p: 7)) /* SZETOSZTJUK az A tombit.
GYORSR(A[p:q—1]) /* Rekurzivan rendezziik a balra dllokat.
GYORSR(A[g+1:7]) /* Rekurzivan rendezziik a jobbra dlldkat is.
SZETOSZT(Alp: 7)):
i :=RNDIp,r] /% Véletleniil kivdlasztjuk i-t, A(i) lesz az osztdelem.
CSERE(A(i), A(r)) /% Ezt becseréljiik az utolsé helyre.
x:= A(r) /* Eltdroljuk z-be az osztdelem értékét.
i:=p—1
for j =p.r
if A(j) < x then i++; CSERE(A(i),A(j)) /* A j indexszel
végigmegytink az egész tombon és ha a j. elem < x,
akkor az x-nél nagyobb elemektdl balra dthelyezziik.
return(i) /x Ez lesz az osztdelem indeve, A(i) lesz az osztdelem.

Példa a szétosztasra: [ példa.

Azt, hogy ez az algoritmus jol miikodik, egyszertien belathatjuk. Elég id6re
vonatkozo indukciéval igazolni, hogy minden ciklusvégkor igaz lesz az, hogy
ha k < i, akkor A(k) < z, ha pedig i < k < j, akkor A(k) > x.

9. Tétel. A gyorsrendezésben az dsszehasonlitdsok vdrhaté szama:

<1,39-n-logn+ O(n).

2.9. Leszamlalo rendezés

A leszamlélo rendezésnél feltételezziik, hogy az n bemeneti elem mindegyike
0 és m kozotti egész szam, ahol m egy nem til nagy egész. Ez azért lesz
fontos, mivel a bemenet elemeivel fogjuk a C' t6mbo6t indexelni. A leszamlalo
rendezés alapoétlete, hogy minden egyes x bemeneti értékre meghatarozza
azoknak az elemeknek a szamat, amelyek < x. Ezzel az informacioval az x
elemet kozvetleniil a sajat poziciojaba tudjuk elhelyezni a kimeneti témbben.
Ha pl. 13 olyan elem van, amely nem nagyobb az z-nél akkor az x a 13. helyen
fog szerepelni. Persze ha t6bb x értéki elem is van, akkor kicsit gondosabban
kell eljarni. Tulajdonképpen bevezetiink egy 1j, szigort rendezést: a; < aj,
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ha vagy a; < a;, vagy pedig a; = a; és 7 < j. Ha eszerint rendeziink a
fenti modszerrel, akkor raadasul stabil rendezést is kapunk, azaz az egyforma
értékd elemek koziil a kés6bb érkezett keriil késébbre. Ez azt jelenti, hogy a
legutols6 x értékd elemet rakjuk a 13. helyre, az utolsé el6tti x értékit a 12.
helyre, s.i.t.

5. Definicio. A leszamlalo rendezésnél az input: aq,...,a,, ahol 0 < a; < m
egészek. Stabil rendezés esetén az output: i1, 19, .. ., i, permuticid, amelyekre
igaz, hogy a;, < a;, < ... < a,, és ha valamely k < [ szdmokra a;, = a;,,

akkor iy < 4; is teljestil.

A[l:n]  /* Bemeneti tomb.
B[l:n] /* Kimeneti tomb.
Cl0:m] /x Atmeneti munkateriilet, ahol m a felsé becslés az inputokra.

12. Algoritmus (Leszamlalo rendezés).
LESZREND(A[l : n]):
for i =0..m C(i):=0 /% Nulldzzuk a C témbit.
for j =1.n C(A(J))++ /x Az A témb elemeivel indezeljiik a C témbét,
végil C(1) az i értékd elemek szdmdt tartalmazza.

C(i) :=C(i)+C(i—1) /* Most C(i) értéke az lesz, hogy hdiny elem <i.
=n.1 (=1) /% Forditott sorrendben megyiink végig, ez garantdlja a
stabil rendezést.

B(C(A(4))) :==3 /* Az A(j) elem indexét berakjuk a végsé helyére.
C(A(j))—— /x A kbvetkezd ugyanilyen értékit mdr eggyel balra kell
rakni.

return(B[1 : n])

Lépésszam: O(n + m)

Példa a leszamlalo rendezésre: [5| példa.

2.10. Szamjegyes rendezés

6. Definici6. A szamjegyes rendezésnél az input: ay, ..., a, természetes sza-
mok, ahol minden i-re a; = b}b?...bF valamilyen m alapi szamrendszerben,
tehat 0 < b <m és a; = Z?Zl bl -mhk=i.

Minden input szigortan ugyanannyi (itt k) szamjegybdl all (ha eredetileg
mégsem, irjunk a révidebbek elejére 0-kat). ElGszor az utolso, azaz a legke-
vésbé fontos szamjegy alapjan rendeziink, majd az utolso el6tti szerint és igy
tovabb, de mindig stabil rendezést hasznalunk, pl. leszamlalo rendezést.
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13. Algoritmus (Szamjegyes rendezés).
fori=1Fk.1 (1)
STABILREND(i. szamjegy szerint)

10. Allitas. A szdmjegyes rendezés jol rendezi az inputot, a lépésszim
O(k - (n+m)).

Példa a szamjegyes rendezésre: [0} példa.

Ha eredetileg természetes szamokat kell rendezniink, amelyek mindegyike
kisebb, mint n'°, akkor ezeket n alapt szamrendszerbe irva 10-jegyti szamokat
kapunk, tehat a szamjegyes rendezés lépésszama O(10(n + n)) = O(n) lesz.



3. fejezet

Aritmetika: szamolas nagy
szamokkal

3.1. Alapmiiveletek, hatvanyozas

Eddig két szam Osszeadasat, ill. szorzasat 1 lépésnek szamoltuk. Nagyon nagy
szamoknal ez nem tisztességes, igy ebben a fejezetben kivételesen csak a bit-
miiveletek szamitanak egy lépésnek. Az inputok legfeljebb n bites szamok.
Az alapmiiveleteket az altalanos iskolaban tanult médon végezziik el (bar
szorozni és osztani ennél hatékonyabban is lehet, erre itt nem tériink ki);
kivétel lesz a hatvanyozas. Figyeljiik meg, hogy kettes szdmrendszerben eze-
ket sokkal konnyebb elvégezni, mint a 10-es szimrendszerben, pl. maradékos
osztasnal csak Osszehasonlitas és kivonas kell.

Példa az Osszeadésra: [7} példa.

Példa a kivonasra:[§ példa.

Példa a szorzasra: [9] példa.

Példa a maradékos osztasra: példa.

11. Allitas. Legyenek a és b legfeljebb n bites természetes szamok. Ekkor az
a+b dsszeaddsnak és az a — b kivondsnak a lépésszdma az dltaldnos iskoldban
tanult algoritmusokkal O(n), az a-b szorzds, illetve az a : b maradékos osztds
lépésszdma pedig O(n?).
14. Algoritmus (Hatvanyozés, azaz a” kiszamitasa).

El6szor is vegyiik észre, hogy az a, a2, a*,a®, ..., a?" sorozat elemei n darab
négyzetre-emeléssel (azaz szorzéassal) kiszamithatoak. Legyen b kettes szam-
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rendszerben felirva b,,_1b,_s . ..bab1by, tehat b = Z?:_Ol b; - 2¢. Ekkor

) 2t i
ab = aZu bi=14 — H a?.

i b;=1

Tehat a® kiszamitasahoz az elészor kiszamolt hatvanyok koziil legfeljebb n
darab Osszeszorzésa elég. Osszesen tehat legfeljebb 2n szorzést végeztiink.

Sajnos a bit-mtveletekben szamolt miiveletigény lehet nagyon nagy is,
mivel egyre hosszabb szamokat kell 6sszeszoroznunk (az output maga is 4ll-
hat akar 2" bitb6l). A modszer mégis hasznos, f6leg olyan esetekben, ahol a
hosszak nem nének meg, lasd késébb. Jol hasznalhatd méatrixok hatvanyoza-
sara is.

12. Allitas. Legyenek a és b legfeljebb n bites természetes szamok. Az ab
hatvdny kiszamolhatd legfeljebb 2n db szorzdssal (de egyre hosszabb szdmokat
kell szorozni).

3.2. Mod m szamolas

Input: a,b és m legfeljebb n bites természetes szamok, ahol a < m és b < m.
Az egész szamokon bevezetjiik ezt az ekvivalencia-relaciot: x = y (mod m),
ha x —y oszthato m-mel. Ennek ekvivalencia-osztalyait hivjuk maradékoszta-
lyoknak. Ilyenekkel szeretnénk szamolni, azaz két maradékosztalyt 6sszeadni,
Osszeszorozni stb. Egy maradékosztaly reprezentansanak mindig azt az elemét
nevezziik, mely nemnegativ és kisebb m-nél. Tehat a és b egy-egy maradék-
osztaly reprezentansa. Természetesen az eredmény maradékosztilynak is a
reprezentansat akarjuk kiszamolni. Ennek megvan az elénye, hogy sose lesz
hosszabb n bitnél.

15. Algoritmus (mod m szamitasok I.).

a-+b mod m:

c:=a-+b
ifcmthenc:=c—m
Lépésszam: O(n)

a—b mod m:

ci=a—>

ifc<Othen c:=c+m
Lépésszam: O(n)

a-b mod m:

(a-b) : m maradéka az eredmény.

Lépésszam: O(n?), mert egy szorzas és egy maradékos osztas.
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13. Allitas. Legyenek a, b és m legfeljebb n bites természetes szamok, vala-
mint a < m és b < m. Ekkor a +b mod m és a — b mod m kiszdmithatd
O(n) lépésben, a -b mod m pedig kiszdmithaté O(n?) lépésben (eqy szorzds
és egy maradékos osztds m-mel).

Az a:b mod m feladat: Ezt el6szor definialni kell. A keresett eredmény
x egész szam, ahol 0 < x < m és a = x - b (mod m). Ilyen z nem mindig
létezik. Abban a fontos esetben, amikor b és m relativ primek azonban mindig
létezik és nemsokara targyaljuk a kiszamitéasat.

Megjegyzés. Ha (b,m) = d, akkor nyilvan csak akkor létezhet ilyen x, ha d|a.
Ekkor az o' = a/d, b = b/d, m’ = m/d jeloléssel egyrészt (b',m') =1 és
a=x-b (mod m) akkor és csak akkor, ha o/ =z - (mod m’).

16. Algoritmus (mod m hatvanyozas).

a® mod m:

Az el6z6 hatvanyozasi algoritmust algoritmus) végezziik el tgy, hogy
minden szorzast a most targyalt mod m szorzassal helyettesitiink. Igy minden
(kozbenss és végss) eredményiink kisebb lesz m-nél, tehat végig legfeljebb n
bites szamokkal kell szamolnunk.

14. Allitas. Legyenek a, b és m legfeljebb n bites természetes szamok, va-
lamint a < m és b < m. Ekkor az a® mod m hatvdiny kiszdmithaté O(n®)
lépésben (minden szorzds utdn csindlunk egy maradékos osztdst).

3.3. Euklideszi algoritmus

Feladat: Legnagyobb ko6zos oszté megkeresése.
17. Algoritmus (Euklideszi algoritmus).

LNKO(A4, B):
if A> B then CSERE(A, B) /x Ezt csak egyszer kell elvégezni.
Inko(A, B) /x A tényleges rekurziv algoritmus meghivdsa.

Inko(a,b):
if a = 0 then return(b)
b:a,azazb=c-a+r,ahol 0 <r <a
Inko(r, a)

15. Tétel. Az euklideszi algoritmus sordn maximum 2n db maradékos osztdast
végziink el, tehdt a lépésszdm O(n?).
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3.4. Kiterjesztett euklideszi algoritmus

Feladat: Az (A, B) legnagyobb kozos osztd megkeresése, valamint elGallitasa
(A,B) =u-A+v- B alakban, ahol u,v egész szamok.

18. Algoritmus (Kiterjesztett euklideszi algoritmus).

LNKO(A4, B):
if A> B then CSERE(A, B) /x Ezt csak egyszer kell elvégezni.
Inko(A, B, 1,0,0,1) /x A tényleges rekurziv algoritmus hivdsa, az elsd

argumentum eléall 1 - A+ 0 - B alakban, a mdsodik 0- A+ 1- B alakban.

Inko(a, b, u, v, w,2): /x Hivdskor tudjuk, hogy a = u-A+v-B ésb=w-A+z-B.
if a = 0 then return(b, w, z)
b:a,azazb=c-a+r,ahol 0 <7r <a
Inko(r, a, (w — cu), (z — cv), u, v)

Lépésszam: O(n?)

3.5. Mod m osztas

Mod m osztéas a (b,m) = 1 esetben.

19. Algoritmus (mod m osztas).

A kiterjesztett euklideszi algoritmussal ellendrizziik, hogy (b,m) = 1 igaz-e,
és ha igen, akkor egyuttal kiszdmolunk w és v egészeket, hogy 1 = u-b+v-m.
Ezutan x legyen az u-a mod m szorzas eredménye. Konnyti ellenérizni, hogy
x-b=a (mod m).

16. Tétel. Legyenek a,b és m legfeljebb n bites természetes szamok. Minden
a,b € N szampdrhoz létezik u,v € Z, hogy (a,b) = u-a+wv-b. Ilyen u,v pdrt a
Kiterjesztett euklideszi algoritmus meg is taldl O(n3) lépésben. Ennek segitsé-
gével, ha b és m relativ primek, akkor az a : b mod m osztds is kiszamithato
O(n®) lépésben.



4. fejezet

Dinamikus programozas

7. Definicio. P::{problémék | letezik A algoritmus, ami jol megoldja, és
létezik c, hogy minden z inputra A legfeljebb c - |z| 1épést tesz.}
Elnevezés: P = ,Hatékonyan megoldhatd probléméak”.

A dinamikus programozas az ,alulrél felfele épitkezés” elvén alapszik, ak-
kor alkalmazhato, ha a részproblémék nem fiiggetlenek, azaz kozos részprob-
léméaik vannak. Kell még, hogy teljesiiljon a szuboptimalitas elve, azaz hogy
az optimalis megoldast szolgaltato struktura megszoritasa egy részfeladatra,
annak a részfeladatnak sziikségképpen optimaélis megoldésat szolgaltassa.

Amennyiben rekurzivan oldanank meg az ilyen feladatokat, akkor sokszor
szamolnank ki ugyanazon részprobléma megoldasat. A dinamikus programo-
z&s minden egyes részfeladatot pontosan egyszer old meg.

4.1. Fibonacci szamok

Feladat: Fibonacci szamok kiszamolasa.
Fibonacci szamok, rossz verzio
FIB(n):

if n <1 then return(n)

else return(FIB(n — 1)+FIB(n — 2))

Ko6nnyt ellendrizni, hogy ez a rekurziv algoritmus Fj,-et lényegében F,, id6
n
alatt szamitja ki, ami viszont n-ben exponencialis (kb. (@) ). A lasstisag

oka pedig az, hogy pl. az F5 értéket exponencialisan sokszor fogja tjra és Gjra
kiszamolni.
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20. Algoritmus (Fibonacci szamok).
F0):=0; F(1):=1
fori=2.n
F(i)=F(i— 1)+ F(i — 2)

Lépésszam: O(n)

4.2. Hatizsak-feladat

Feladat: Egy hatizsakban targyakat szeretnénk kivinni a kincses barlangbol.
A hatizsdknak van egy teherbirasa: W (egész), az n targynak van silya:
w; (egészek, 1 < i < n), valamint értéke: e; (egészek). Cél a hatizsdkban
maximaélis legyen a targyak Osszértéke gy, hogy ne 1épjiik til a teherbirast.

8. Definici6é. A hatizsidk-feladatban az input W egész szam (a hatizsik te-
herbirasa), wy, wa, ..., w, (egész silyok), valamint ey, e, ..., e, (egész érté-
kek).

Output: I C {1,2...n}, hogy > ,c;wi < W teljesiiljon, és ) . e; ezen
beliil a lehets legnagyobb legyen.

Elgszor helytakarékos megoldast mutatunk, csak a maximalis értéket sza-
mitjuk ki, azt nem, hogy milyen targyakat vigyiink ki.

21. Algoritmus (Héatizsak — csak OPT értek).
for j = 0.W T(j) ;=0 /% T(j) lesz a j teherbirdsi hdtizsdkban maz.
kivihetd érték.
fori=1.n /% Azi. ciklusban az elsé i tdrgybdl maz. kivihetd értékeket keressiik.
for j=W.w; (—1) /* Minden sz6bajéhetd j-re frissitjik T(j)-t.

if T(j—w;)+e >T() then T(j): =T —w;)+e
/* Ha az i. tdrgyat bevdlasztva tobb értéket
tudunk kivinni j témegben, akkor frissitink.

return(T'(W)) /% Ez lesz a maz. érték, amit W tiémegben ki lehet vinni.

Lépésszam: O(n - W)
Az algoritmus lefutasara lasd a [T1] példat.

A kiviend§ targyak halmazat sem nehéz meghatarozni, ehhez azonban nem
elég egy tomb, kell egy matrix, melynek i. sora lesz az el6z6 T'(j) tomb a ciklus
1. lefutésa utan.

22. Algoritmus (Hatizsék).
for j=0.W T(0,5)=0
fori=1.n

for j=0..W
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if j>w &&T6GE—1,j—w;)+e >T(GE—1,5) then
T(la]) = T(’L - 1a] - wz) +e;
else T(i,5):=T(—1,7)
return(T'(n, W))

Az I halmaz visszafejtése: Ha T'(n, W) = T'(n — 1,W), akkor az n. targy
ne keriiljon be, és folytassuk a visszafejtést T'(n — 1, W)-t6l. Kiilonben pedig
az n. targy keriiljon be, és folytassuk a visszafejtést T'(n — 1, W — w,, )-t6l.

Lépésszam: O(n - W)

4.3. Matrix-szorzas zardjelezése

Feladat: adottak Aq, Ag, ..., A, matrixok, illetve ezek rq X r1,71 X ro,...,
rn_1 X7, méretei, és a matrixok A; AsAs... A, szorzatat kivanjuk kiszamitani.
(A szorzat nyilvan csak akkor definialt, ha A; oszlopainak szama = A;q
sorainak szamaval minden i-re.)

A matrix szorzas asszociativ, ezért tetsz6legesen zardjelezhetjiik a szorza-
tot, a cél az, hogy ugy zardjelezziik, hogy a lehets legkevesebb szorzast kelljen
elvégezni, és a zarodjelezés egyértelmi legyen (azaz teljesen zéarojelezett). Ha
az A matrix pxq és a B matrix ¢xr méretd akkor a C' = A-B maétrix pxr
méretd. C kiszamitasahoz sziikséges id§ a szorzasok mennyiségével aranyos,
ami pgr. Lasd a[I2] példat.

Jelolje 7 < j esetén A; j az AjA;11...A; szorzatot, nyilvan ennek mérete
r;—17;. Ennek optimalis zarojelezésében a legkiilsé zérdjel két részre bontja
ezt a szorzatot, valamely Ay és A1 méatrix kozott, ahol ¢ < k < j. Tehat az
optimalis zarojelezés koltsége az A; i és az Ap41.; matrixok kiszamitasanak
optimalis koltsége plusz Osszeszorzasuknak r;_q7,r; koltsége.

Legyen m(i,j) az A;.; matrix kiszdmitasadhoz minimalisan sziikséges szor-
zasok szama. Tth. az optimaélis zardjelezés az Ay és az Ag1 matrixok kozott
vagja szét az A;A;y1...A; szorzatot, ahol ¢ < k < j . Ekkor a szuboptimalitas
elve alapjan azt kapjuk, hogy m(i, j) = m(i, k) +m(k+1, j)+r;_1rgr;. Persze
k értékét nem ismerjiik, azt is meg kell keresni. Ha a fenti mennyiséget min-
den k-ra kiszamoljuk, akkor az a k lesz a legjobb, amelyre a fenti mennyiség
minimAlis.

23. Algoritmus (Matrix-szorzas zarojelezése).
fori=1..n m(i,i) =0
fori=1.n-1
fori=1.n—-¢
ji=i+4
m(Z,7) == ming. j<x<; (Mm@, k) + rim1-re-r; +m(k+1,7))
h(i, j) = argming, ;< o;(m(i, k) + ri—1rer; +m(k + 1, 7))
return(m(1,n))
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A végén m(1,n) adja meg az Osszesen miniméalisan sziikséges szorzasok
szaméat, h(1,n) = k pedig az utoljara elvégzends szorzas helyét. Innen sorban
visszafejthetjiik a sorrendet, pl. az utolso el6tti két szorzas indexei h(1,k) és
h(k + 1,n) lesznek.

Lépésszam: O(n?)



5. fejezet

Adatszerkezetek 2.

5.1. Lancolt listak

9. Definicié. Lancolt lista tartalmaz egy listafejet, ami egy mutaté (poin-
ter); valamint listaelemeket, melyek két részbdl allnak: adat és mutaté. A
mutaté (pointer) mindig a kovetkezd listaelem memoriacimét tartalmazza.
Az iires mutatot nil-nek nevezziik.

Elénye, hogy tetszslegesen bévithetd, amig van hely a meméridban, vala-
mint hogy a lista elejére mindig be tudunk sztirni O(1) lépésben. Hatranya,
hogy nem lehet benne felez6 keresést végezni, egy kereséshez sorban végig
kell 1épkedni a lista elemein.

Megjegyzés. Sok valtozatat hasznaljuk. Az adatrész tobb adatot is tartalmaz-
hat. A Torlés miiveletét segitheti, ha un. kétszeresen ldncolt listat hasznalunk,
amikor minden listaclemhez két pointer tartozik, az egyik a kovetkez6, a ma-
sik a megel6z6 listaelemre mutat.

5.2. Binaris kerest6fa

Szotarat altalaban binéris kereséfaban, vagy hasitassal (lasd késébb) taro-
lunk.

10. Definicié. Adott egy U rendezett univerzum. Egy S C U halmazt szo6-
tarnak neveziink. A binaris keres6fa egy olyan binaris fa, amelynek cstcsai-
ban rekordok vannak, amelyek kulcsa a szotar egy eleme (minden v csiicsra
K (v) € S). Ezenkiviil teljesiil ra a keresofa tulajdonsag: az Gsszes v cstcsra,
a v bal gyerekének minden u leszarmazottjara igaz, hogy K(u) < K(v) és a
v jobb gyerekének minden w leszdrmazottjara igaz, hogy K(w) > K(v).
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A harom f6 szotar-miiveletet akarjuk megvalositani: Keresés, Beszirés és
Torlés. A Beszuras egyszert végrehajtdsa miatt — amit mindig egy Keresés
utan akarunk végrehajtani — a Keresésnél nem elég, hogy ha az elem benne
van a szotarban, akkor megadjuk a helyét, hanem arra is sziikségiink lesz,
hogy ha nincs benne, akkor megadjuk, hogy ,hol nincs” (azaz ha be kell
szarnunk, akkor hové fog keriilni).

24. Algoritmus (Keresés binaris kereséfaban).

Keresés(x,r): /% Azr gydkerd faban keressiik x-et
vi=T
repeat
if © = K(v) then return(van, v, bal) /x Benne van a szétdrban,
v melyik csicsban van, bal: ennek itt nincs jelentdsége.
if © <K(v) /% Hax kisebb az aktudlis csicsban lévé kulesndl,
if bal(v) # nil then v := bal(v) /* Ha létezik bal(v), oda
lépiink.
else return(nincs, v, bal) /% Egyébként nincs benne, a vissza-
adott v és bal jelzi, hogy ha be akarjuk venni, akkor hovd kell.
else /* Ha pedig x > K(v)
if jobb(v) # nil then v := jobb(v)
else return(nincs, v, jobb)

Lépésszam: O(a fa mélysége)

25. Algoritmus (Beszuras binaris keresdfaba).

Beszaras(b,r):

Elvégziink egy Keresés(b, r)-et. Ha az els§ visszaadott érték ,van", akkor nem
kell beszarnunk. Egyébként, ha masodik érték u és a harmadik irany (ami ,bal”
vagy ,,jobb"), akkor létrehozzuk u-nak az irany szerinti gyerekét, és oda rakjuk
be az 4j rekordot.

Lépésszam: O(a fa mélysége)

26. Algoritmus (Torlés binaris kereséfaban).

Torlés(t,r):

A t kulcst rekordot kell torolni az r gyokerii fabdl, ha benne van. Elészor
természetesen egy Keresés(t, rr)-et végziink el, ha nincs benne, leallunk, kiilénben
a t-t tartalmazé csics legyen .

1. Eset: z-nek maximum egy gyereke van. Ekkor x agy torélhets, hogy a
gyereke (ha van) feljon a helyére. (Kereséfa tulajdonsag megmarad.)
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2. Eset: z-nek két gyereke van. Ekkor x-bdl egyet balra lépiink, majd amig
lehet jobbra, igy elériink egy y csiicsba. Megjegyzés: K (y) lesz a szétarban
a K (z)-et kozvetleniil megel6z6 elem.

Ezutan felcseréljiik x és y tartalmat, majd az y csicsot (melynek nincs
jobb gyereke) az els6 eset szerint tordljiik.

Lépésszam: O(a fa mélysége)

Megjegyzés. A lépésszamok mind a fa mélységével aranyosak. Errél viszont
semmit nem tudunk, ha pl. az elemeket nagyséig szerint rendezve szirjuk be,
akkor n lesz. Ezért a muiveleteket érdemes kicsit bonyolultabban végrehajtani,
hogy a fa nagyjabol kiegyensilyozott legyen, azaz a mélysége mindig O(logn)
maradjon.

5.3. AVL fa

11. Definici6. Egy binaris keres6fa AVL fa, ha minden v csticsra
|m(bal(v)) — m(j0bb(v))| < 1, ahol m(w) a w cstcs magassiga, azaz a beldle
lefele vezets leghosszabb ut hossza, és m(nil) := —1.

17. Tétel. Egy d mélységi AVL finak > Fy13 — 1 csicsa van, ezért eqy n
csucsu AVL fa mélysége < 1,44 - logn.

Keresés, Torlés, Besziras: ugyanigy, mint eddig, azonban a Besz(ras és Torlés
mivelet elvégzése utan ellenérizni kell, hogy teljesiil-e az AVL-fa tulajdonsag. Ha
elromlik a tulajdonsag, akkor helyre kell allitani (ehhez taroljuk minden csicsban
a magassagat). Ezekhez a billentés nevii, minden binaris keres6faban értelmezett
miveletet fogjuk hasznalni.

27. Algoritmus (Billentés binaris kerestfaban).
Bill(y):

Ha y az = nevii sziil6jének bal gyereke, akkor y-t rakjuk x helyére, = lesz y
jobb gyereke, az y jobb gyereke pedig = bal gyereke lesz. (Ha y jobb gyerek,
akkor szimmetrikusan jarunk el.)

28. Algoritmus (Beszturas AVL faba).

Besziiras(s): Beszirjuk s-et, majd felfelé haladva megkeressiik a legkdzelebbi
x Gsét, ahol az AVL tulajdonsag elromlott; kézben persze az érintett csicsok
magassagat atallitjuk:

e ha olyan v gyerekbél lépiink fel u = p(v)-be , melynek magassaga eddig
eggyel kisebb volt, mint a testvéréé, akkor megallunk, nincs elromlott csics,

e ha v és testvére magassaga eredetileg azonos volt, akkor a Besziiras miatt
v-ét eggyel noveltiik, igy u-ét is kell,
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e ha pedig v magassaga nagyobb volt eredetileg, mint a testvéréé, akkor
x = u az elromlott csics.

Majd z-ben egy szimpla vagy egy dupla billentéssel a tulajdonsag helyreallithaté
az alabbi médon:

1. eset: s az x bal-bal, vagy jobb-jobb unokajanak a leszarmazottja
X y
y X
Bill(y)
A B
S
S l

2a. eset: s az x bal-jobb, vagy jobb-bal unokija

X S
Bill(s) /\
Y — y X
Bill(s)
S

2b. eset: s az x bal-jobb, vagy jobb-bal z unokijanak valodi leszarmazottja

z

oy

S

Bill(2)

Bill(2)

Nyilvanvalo, hogy egy beszirasnal az x elem helyének megkeresése legfel-
jebb [1,44-logn] lépkedést, igy O(logn) id6t vesz igénybe és az egész miivelet
végrehajtasa legfeljebb [1,44-logn| magassag atallitassal, valamint legfeljebb
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2 Billentéssel jar. A megtalalt = felett mar nem kell allitani magasségot sem,
mert a billentések utan azok magassaga ugyanaz lesz, mint a beszuras el6tt
volt.

Torlés(s): Hasonloan megy. Legfeljebb 1,44 - logn billentéssel megoldhato
(lehet, hogy a gyokeérig vezets ut mentén végig kell billegtetni).

Lépésszam: O(logn)

5.4. Sorok, vermek, grafok

A sor egy olyan dinamikus halmaz, amelyben a legrégebben beérkezett elemet
vehetjiik ki (FIFO = First In First Out).

12. Definicié. Sor miiveletei:

UJSOR(S, n): léetrehozunk egy 4j, S nevi sort n mérettel,
S < u: u-t berakjuk az S végére,

v < S v-t kivessziik az S elejérdl,

S # (): S sor nem iires-e (feltétel).

Miiveletek megvaldsitasa: Cél, hogy konstans idében el tudjunk végez-
ni minden miveletet.
A sor méretét meghatéarozo n érték lehet ismeretlen, ekkor nem tudunk job-
bat, mint hogy a sort lancolt listaAban taroljuk egy raadés listavég pointerrel.
Ha ismeriink valami fels6 becslést a sor ,méretére”’, akkor jobbat is tudunk:

A) Ha n fels6 becslés az S < v miveletek szaméara:
UJSOR(S,n):

ST[1 : n] legyen egy tomb

ELEJE:= 1; VEGE:= 0

S () ELEJE < VEGE

S+ wv:
VEGE+
ST(VEGE) :=v

u < S:
u:= ST(ELEJE)
ELEJEA+
B) Ha csak egy n > |S] fels6 becslést tudunk:
n + 1 méretd tombben ciklikusan oldjuk meg a mtveleteket.

Verem: Olyan dinamikus halmaz, amelyben a legutoljara beszirt elemet vehetjiik
ki (LIFO = Last In First Out).
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13. Definicié. Verem miveletei:

UJVEREM(S, n): létrehozunk egy 1j, S nevi vermet n mérettel,
S < u: u-t berakjuk az S tetejére,

v < S v-t kivessziik az S tetejérdl,

S #(: S verem nem fires (feltétel).

A verem megvalositdasa hasonlo, itt a méasodik eset is konnyen megvalosit-
hato és nem kell az ELEJE mutat6 (mivel értéke mindig 1).

14. Definicié. A G = (V, E) graf, (ahol V = {1,2 . ,n}, amit a tovabbiak-
ban végig feltesziink), szomszédsagi matrixa a kovetkezs n-szer n-es matrix:

gy Laien
"=V 0, haij¢ B

Iranyitott és iranyitatlan grafok esetében is hasznalhato.

15. Definici6. Az éllistas megadasnal a G = (V, E) graf minden csticsdhoz
egy lancolt lista tartozik, a listafejeket tombben taroljuk. Az i € V csics
listajaban taroljuk az i-bol kimend éleket (az adat részben a végpont), és
ha az éleken sily (vagy koltség vagy hossz) is adott, akkor azt is (ekkor az
adatrész 2 mez6bdl 4ll).



6. fejezet

Alapveté grafalgoritmusok

A grafok rendkiviil gyakran hasznalt strukturak, nagyon sok feladat modelle-
zésében jol hasznalhatoak. A grafokon definialt feladatokat megoldo algorit-
musok alapvetsd szerepet jatszanak a szamitastudomanyban. Szamos érdekes
probléma fogalmazhato6 és oldhaté meg grafok segitségével. Ebben a részben
néhéany alapvetd problémét vizsgalunk.

6.1. Szélességi keresés

Els6 feladatunk: dontsiik el egy grafrol, hogy Gsszefiiggs-e.
Megjegyzés. Ez az algoritmus nagyon sok més grafalgoritmus alapjat képezi.

Adott G = (V, E) iranyitott vagy iranyitatlan graf és egy kitiintetett s
kezdd csiicsbol indulva a szélességi keresés modszeresen megvizsgélja G éleit.
Es igy ratalalunk minden s-bél elérhetd csicsra.

Meglatogatjuk tehat s-et, majd ennek a csiicsnak az Osszes szomszédjat.
Aztan ezen szomszédok Gsszes olyan szomszédjat, ahol még nem jartunk, és
igy tovabb. Altalanos lépésként vessziik a legrégebben meglatott, de még nem
atvizsgalt u cstcsot, és atvizsgaljuk: minden, eddig nem latott szomszédjat
latottnak jeldliink, és ,elraktarozzuk”, hogy majd még at kell vizsgalnunk.

Faélnek azokat az éleket hivjuk, melyek megvizsgilasukkor még be nem
jart pontba mutatnak. Tehat amikor egy mar meglatogatott x csiics szom-
szédait vizsgaljuk, és mondjuk y-t még nem lattuk, akkor az egyre névekvd
fahoz hozzavessziik az zy élet.

Egy cstics harom kiilonboz§ allapotban lehet:

1. Nem latott.
2. Latott, de még nem atvizsgalt.
3. Atvizsgalt.
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6.1.1. OsszefiiggGség tesztelése szélességi kereséssel

29. Algoritmus (Szélességi keresés — Osszefiigglség).

SZK(G):
fori=1..n L(i):=0
L(s) :=1; UJSOR(S,n); S < s /x Azs csicsot ldtottnak jeldljiik és
betessziik a sorba.
while S £ 0 /% Amig a sor ki nem diril:
u+ S /* A sor elsé elemét (ez ugyebdr a legrégebben vdrakozd elem)
u-ba tesszik.
for wv € E /+ Sorban megvizsgdljuk az u csiics v szomszédait.
if L(v) =0 then L(v) :=1; S+« v /% Ha még nem ldttuk,
akkor ldtottnak jeldljik és betessziik a sorba.

OF:=1 /x Elédllitjuk az outputot.
fori=1.n

if L(i) = 0 then OF:= 0
print OF

Lépésszam:

Amennyiben az input szomszédsagi matrixszal volt megadva, akkor O(n?).

Ha éllistaval, akkor > (d(u) 4+ 1) = 2-m + n, tehat O(m + n), ami O(m), ha
ueV
nincs izolalt csics.

18. Tétel. A szomszédsdgi mdtrizszal adott grdf osszefliggdségének eldonté-
séhez kell (%) input olvasds.

19. Tétel. Ellistdval adott grdf dsszefiggdségének eldontéséhez kell legaldbb
m olvaso lépés.

6.1.2. Komponensek meghatarozasa

30. Algoritmus (Szélességi keresés — komponensek).

SZKK(G):
k:=0; UJSOR(S,n); fori=1.n; L(i):=0
fori=1.n

if L(i) =0 then
k++L3i)=k, S<i
while S #0
u<— S
for wekFE
if L(v) =0 then L(v) :=k; S+«
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Ezutan u és v egy komponensben van, azaz u ~ v, akkor és csak akkor, ha
L(u) = L(v).

6.1.3. Legrovidebb utak

Innentdl feltessziik, hogy G Osszefiiggd.

31. Algoritmus (Szélességi keresés — legrovidebb utak).
SZKL(G, s):
fori=1.n; p(i):=0
SZ(s):=0; p(s) :=s; UIJSOR(S,n); S« s
while S #£ 0
U S
for wweFE
if p(v) =0 then S < v; SZ(v) :=SZ(u) +1; p(v) :=u

20. Tétel. Legyen G dsszefiiggs. A szélességi keresés lefutdsa utdn :
a) {{p(v),v} | v +# s} élek feszitofit adnak,
b) uwv € E — |SZ(u) — SZ(v)| <1,
c) Yu €V a legrovidebb s ~ u it hossza SZ(u),
d) Yu € V az egyik legrovidebb s ~ w dit: s,...,p(p(u)), p(u),u,
e) Yv €V csicsra p(v) > 0.

6.1.4. Kétszinezés

Feladat: A graf csicsait ki akarjuk szinezni pirossal és kékkel gy, hogy azonos
szintiek koz6tt ne menjen él, amennyiben ez lehetséges. Ha nem lehetséges,
akkor irjuk ki a graf egy paratlan korét.

32. Algoritmus (Szélességi keresés — kétszinezés).
SZKkétsz(G):
fori=1.n; p(i):=0
SZ(1):=0; p(1) :=1; UISOR(S,n); S+ 1
while S # ()
u<— S
for wweF
if p(v) =0 then S < v; SZ(v) := SZ(u) +1; p(v) :=u
else if SZ(u) = SZ(v) then PTLANKOR(u, v)
Ha nem keriiltiink a PTLANKOR eljarasba, akkor a kovetkezs egy jo két-
szinezés: v legyen piros, ha SZ(v) paros, kiilonben pedig kék. Ha ez mégsem

egy jo kétszinezés, akkor be fogunk keriilni a PTLANKOR eljarasba. Itt meg
kell talalni egy péaratlan kort és kiirni.
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PTLANKOR(u,v):
UJSOR(Z,n); UJVEREM(W,n)
while u # v
W—u; Z+wv
~us=p(u); v =p(v)
print u
while W # ()
print y« W
while Z # ()
print y+ Z

Lépésszam: O(m), ha a graf éllistaval adott; és O(n?), ha szomszéd-
sagi matrixszal.

6.1.5. Erds Osszefiiggdség

21. Tétel. Legyen G egy irdnyitott grdf. Egy v csucsot megldtunk a szélességi
keresés sordan akkor és csak akkor, ha s-bdl v-be létezik iranyitott ut. Ekkor is
legrovidebb irdnyitott utakat taldlunk.
16. Definici6é. A G iranyitott graf gyengén Osszefliggd, ha az iranyitastol
eltekintve Osszefiiggs.

A @G iranyitott graf erGsen Osszefiiggs, ha Va,y € V csicsparra létezik
x ~ y (iranyitott) at.

Er6s Osszefliggbség eldontése:

o Szélességi keresés az 1 csticsbol.

(_
e A G forditott graf eléallitasa (ez kénnyen megy O(m) lépésben, ha G
éllistaval adott).

e Ebben Gjabb szélességi keresés az 1 csiicshél.

A graf akkor és csak akkor ergsen &sszefiiggd, ha mindkét keresésnél minden
cstcsot meglattunk.

Lépésszam: O(m)

6.2. Prim algoritmusa

Feladat: Egy minimalis koltségi feszit6fat szeretnénk talalni egy Osszefliggs
iranyitatlan G = (V, E) grafban, ahol adott egy ¢ : E — R koltségfiiggvény
az éleken.
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S lesz azon cstcsok halmaza, amiket mar elértiink, P pedig V —S azon
cstcsait tartalmazza, melyekbdl megy él S-be; M jeloli a maradék csiacsokat
(M=V-5-P).

T lesz a felépitendd fa élhalmaza. A kiovetkezs értékeket akarjuk megha-
tarozni és tarolni minden v € P csicshoz:

K(v) = minyeg, upep{c(uv)}

p(v) = argmin, s uep{c(un)}

Ez egy moho algoritmus, ami erre a feladatra meglepd modon (persze csak el-
s6 ranézésre meglepd, az érdekl6dsk olvassanak utana a matroid fogalméanak)
jol mikodik. Az 1-es csiicsbdl kiindulva néveljik a fat, mindig a legolcsobb
éllel.

33. Algoritmus (Prim).

MINFA(G):

while P # ()
legyen v a P halmaz minimalis K (u) kulcsa eleme
S« u+ P /x Attesszik u-t P-b6l az S-be.
if u#1then T :=T+ {u,p(u)}
for ww e F
if veP && c(uw) < K(v) then K(v) := ¢(uwv); p(v) :=u
if ve M then K(v):=c(uw); pv)=u; P+v+ M

Lépésszam: az adatszerkezett6l és a megvalésitastdl is fiigg. Ha a
minimumokat az els6 6ran tanult médszerrel szamoljuk, akkor ennek
a résznek a lépésszama O(n?), mig a tobbi sor végrehajtasa — a
szélességi kereséshez hasonléan — szomszédsagi matrix esetén O(n?),
éllista esetén O(m). Tehat az input adatszerkezettd| fiiggetlenil a
lepésszam O(n?) az egyszeri minimum-szamitas esetén.

22. Tétel. Prim algoritmusa eqy minimdlis koltségi feszitéfat ad. Lépésszd-
ma szomszédsdgi mdtriz esetén O(n?) lépés.

Ha a P-beli cstcsokat a K kulcs szerint kupacban taroljuk, akkor a
minimum-keresés és eltavolitas P-bél egy-egy MINTORLES, de ekkor a ku-
pac karbantartasa miatt az utolsé el6tti sorban egy-egy KULCS-CSOK (ez
egy 1j kupacmiivelet, lasd a kiv. fejezetben), az utolsé sorban egy-egy BE-
SZURAs kell. Tehat 6sszesen n db MINTORLES és n db BESZURA4s, valamint
m db KULCS-CSOK sziikséges. Ha az input éllistaval adott, akkor a kupac-
miiveletek dominaljak a lépésszamot. Tehat az Osszes 1épésszam éllista esetén
(binaris) kupac hasznalataval O(mlogn).
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6.3. Kupacok alkalmazasa a Prim-algoritmusban

Feladat: Egy kupac megadott eleme kulcsdnak csékkentése.

34. Algoritmus (KULCS-CSOK).

KULCS-CSOK(A,i,A): /+ Az A nevi kupac i indexti csiicsdban levs rekord
kulcsdt kell A-val csokkenteni.
A7) == A(i) — A
FELBILLEGTET (A, )

23. Allitas. A KULCS-CSOK lépésszima O(logn). Tehdt Prim algorit-
musdnak l€pésszama éllistds tdrolds esetén, ha kupac-midveletekkel valdsitjuk
meg, akkor O(m -logn).

6.3.1. d-ed foku kupac

17. Definici6. d-edfoki kupac és megvalositasa. Az A[0 : n—1] t6mb elemeit
egy olyan fa cstucsainak feleltetjiik meg, ahol minden csicsanak < d gyereke
van. A fa gyokerének A[0] felel meg, és az A[i] cstucs gyerekei legyenek az
Ald-i+1], Ald-i+2]... Ald-i+d] elemek, igy j > O-ra az A[j] csucs sziilgjének
indexe [(j—1)/d]. A fa mélysége log, n. Ezt akkor hivjuk d-edfoku kupacnak,
ha teljesiil r4 a kupacrendezettség. (Azaz minden v F#gyokér csicsra igaz,
hogy K (sziils(v)) < K(v).)

A kupac meélysége ekkor tehat csak log,;n lesz. A d-edfoku kupacban a
miveletek a binaris kupac miveleteinek mintajara mennek. A legfontosabb
kiilonbség a LEBILLEGTETES miiveletében van: itt el6szor a d gyerek ko-
zil ki kell valasztani a legkisebb kulcsut (d — 1 6sszehasonlitassal), majd az
aktudlis elem kulcsat ezzel kell 6sszehasonlitani.

Tehat a lépésszamok d-edfoku kupacban:

MINTORLES: O(d - log, n).

BESZURas: O(log, n).

KULCS-CSOKkentés: O(log,n).

Ezek alapjan Prim algoritmusanak a lépésszama, ha graf éllistaval adott,
és d-edfoku kupacot hasznalunk: O(d - n - logg;n + m - log; n). Ez nagyja-
bol akkor a legjobb, ha d értékét d* = max (2, {%])—nek valasztjuk, ekkor
Prim algoritmusanak lépésszama O(m - log,. n) lesz. Amennyiben m > n'*¢

valamilyen pozitiv konstans e-ra, akkor ez O(m), azaz lineéris ideji.

24. Allitas. Prim algoritmusdnak lépésszima d-edfoki kupaccal O(m log, n+
+dnlog,n). Ez d* = max (2, (%U esetén O(m - logg. n). Még jobb kupaccal
(Fibonacci, nem tanultuk) Prim algoritmusdnak lépésszdma O(m + nlogn).



7. fejezet

Legrovidebb utak

Feladat: Adott kezdGcsicsbol legrovidebb utat szeretnénk talalni minden
cstcsba egy élsulyozott iranyitott vagy iranyitatlan G = (V, E) grafban. A
sulyozatlan esetet mar szélességi kereséssel megoldottuk.

7.1. Dijkstra algoritmusa

El6szor azt az esetet oldjuk meg, amikor a c(uv) élstlyok (,hosszak”) nem-
negativak. Itt S azon cstcsok halmaza lesz, amelyekbe mér biztosan tudjuk
a legrévidebb ut hosszat, P tovabbra is azon S-en kiviili cstcsok halmaza,
ahova megy él S-bdl, és M a maradék.

35. Algoritmus (Dijkstra).

DIJKSTRA(G, s):
P:={s}; S:=0; M:=V\{s} K(s):=0; p(s) :=s
while P #£ 1
legyen u a P halmaz minimalis K (u) kulcsa eleme
S—u+P
for ww e FE
if veP && K(u)+ c(uv) < K(v) then
K@) := K(u) + c(uw); p(v) :=u
if ve M then
K(v) := K(u) + c(uwv); p(v) =u; P+v+ M

Az algoritmus lefutasat lasd a példan.
18. Definici6é. Egy s ~ v ut S-ut, ha minden csicsa S-ben van, kivéve

esetleg v-t.
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25. Tétel. Dijkstra algoritmusdban, ha minden €l silya nem-negativ, akkor
minden ciklus végekor:

Minden v € S-re K(v) a legrévidebb s ~ v 1t hossza, (€és létezik legrovidebb
s~ v Ut, amely S-it).

Minden v € P-re K(v) a legrovidebb s ~ v S-it hossza.

Tehdt Dijkstra algoritmusa jol szamitja ki a legrévidebb utakat, lépésszama
a kiilonbézd megualdsitasok esetén megegyezik Prim algoritmusdnak megfeleld
meguvaldsitdsanak lépésszamdval.

Az s-b6l egy v cstucsba vezets legrévidebb at ugyanugy fejthets vissza,
mint a szélességi keresésnél, jobbrol balra: s, ..., p(p(v)), p(v),v.

A {{p(v),v} | v # s} élek (az Ssszes megtalalt legrovidebb ut unioja) itt
is fat (iranyitott esetben fenydt) alkotnak.

7.2. Alkalmazas: legbiztonsagosabb ut

Feladat: Legbiztonsidgosabb it megkeresése. Példaul egy telekommunikaci-
6s hélézatban szeretnénk olyan Osszekottetést talalni, amelyre a legnagyobb
val6szintiséggel nem szakad meg a vonal.

Legyenek az élstulyok a tonkremenés valoszintségei: p(e) = P( az e él
tonkremegy 1 napon beliil), feltehetjiik, hogy 0 < p(e) < 1 minden e élre.
Feltessziik, hogy kiilonbozs élek tonkremenése fliggetlen események (ez nem
tulsdgosan valosaght, de igy tudjuk csak egyszertien kezelni a feladatot). Egy
P utra P(P megmarad) = [, p(1 — p(e)), ezt szeretnénk maximalizalni.

Triikk: Vegyiik a fenti kifejezés logaritmusat (a logaritmus szigortian mo-
noton fiiggvény), és azt maximalizaljuk. Szorzat logaritmusa a logaritmusok
Osszege, valamint egynél kisebb szamok logaritmusa negativ.

maxH 1-p @maxlogH 1—p(e)) =

ecP eeP
:maXZlog(l—p :—mlnz log(1 — p(e))).
ecP ecP

Ebben az esetben c(e) := —log(1 — p(e)) > 0 élsulyokkal alkalmazhatjuk
Dijkstra algoritmusat.

7.3. Alkalmazas: legszélesebb 1t

Feladat: Keressiink legszélesebb utat, példaul egy telekommunikacios héalo-
zatban szeretnénk azt az utat megtalalni, amelynek legnagyobb a szabad
kapacitasa.
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Itt w(e) jelolje az e él szélességét. Egy ut szélessége: w(P) = mingecp w(e),
tehat az adott at legkeskenyebb éle fogja az ut szélességét megadni, és ezt
szeretnénk mazimalizdlni. Dijkstra algoritmusanak megfelels atalakitaséaval
megoldhat6 a feladat. Harom sort kell lecserélni:

legyen u a P halmaz maximalis K(u) kulcsii eleme
if veP & & min(K(u), w(uv))>K(v) then
K(v) := min(K (u), w(uw)); p(v) :=u
if ve M then K(v):= min(K(u),w(uv)); p(v) =u; P+ v+ M

7.4. Hazépités — PERT modszer

7.4.1. Topologikus sorrend

19. Definicioé. Egy G iranyitott graf aciklikus, ha nincsen benne iranyitott
kor.

Feladat: El szeretnénk donteni, hogy egy graf aciklikus-e.

Megjegyzés. Ez azért fontos, mivel tudjuk, hogy amennyiben negativ stulyokat
is megengediink, akkor a legrovidebb ut megtalalasa 1 000 000 $-os kérdéssé
alakul. Ebbdl kifolyolag, ahhoz, hogy hatékonyan meg tudjuk oldani a felada-
tot, fel kell tenniink, hogy a graf silyozasa olyan, hogy nincs benne negativ
Osszhosszuisagu iranyitott kor. Egy aciklikus graf minden stlyozasa ilyen lesz.

20. Definicio. A G = (V,E) iranyitott graf egy ¢ : E — R sulyozasa
konzervativ, ha G minden irdnyitott C kérére c¢(C) := ) .~ c(e) > 0.

26. Tétel. Ha a G irdnyitott graf aciklikus, akkor
létezik t nyeld (azaz amelyre di;(t) = 0),
és létezik s forrds (azaz amelyre dpe(s) = 0),
valamint létezik a csicsoknak topologikus sorrendje: viv; € B — 1 < j.

A topologikus sorrendrél szolo tétel biztositja nekiink, hogy egy aciklikus
grafban van forras, és létezik a grafnak topologikus sorrendje. Az algoritmus
otlete abban rejlik, hogy el@szor megkeresiink egy forrast, majd ezt kitordl-
jik, igy egy kisebb aciklikus grafot kapunk, és ezt folytatjuk egészen addig,
amig az Osszes csticsot ki nem toroltiik. Ez az eljaras egyben egy topologikus
sorrendet is fog nekiink adni.
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36. Algoritmus (Topologikus sorrend).

UJSOR(S,n); k :=0;
foru=1..n Be(u):=0
for u=1.n
for ww e F
Be(v)++ /* Elséként megszdmoljuk az dsszes csiics befokt.
foru=1.n
if Be(u) = 0 then S « u /% A megtaldlt forrdsokat az S sorba
tessziik.
while S # 0
u< S
k++; TS(k):=u  /x Ez most forrds, ¢ lesz a topologikus sorrend
kovetkezd eleme.
for uv € E /% Az u-bdl kimend éleket téroljiik.
Be(v)——
if Be(v) = 0 then S «+ v /% Ha v forrdssd vdlt, akkor
betessziik az S sorba.

if k£ < n then print NEM ACIKLIKUS”

Lépésszam: O(m)

7.4.2. PERT modszer

Feladat: Hazépités litemezését és elkésziilésének minimalis idejét szamoljuk ki.

Input: adott egy aciklikus iranyitott graf egy darab s =START forréssal,
egy darab t =KESZ nyel6vel, a tobbi csticsra egy-egy miivelet neve és vég-
rehajtési ideje (pl. napokban) van megadva. Egy uv él azt jelenti, hogy az u
miivelet befejezése utan szabad csak elkezdeni a v mtveletet.

Elgszor is minden v miivelet-csicsot helyettesitiink egy v~ =(a v mivelet
kezdete) és egy v =(a v miivelet vége) csticcsal, a v végrehajtasi idejét a
v™ ot élre irjuk, és ha uv él volt, berakunk egy u™v™ élet, melynek hossza 0
lesz (illetve, ha a két adott mrivelet kozott van pl. eldirt szaradasi id6, azt is
irhatjuk ide). Valamint minden v-re berakunk 0 hosszi sv™ és vt éleket.

27. Tétel (PERT MODSZER). A hdz elkésziiléséhez szikséges minimdlis
1d6 = a leghosszabb s ~ t ut T hosszdval.

Szeretnénk még un. tartalék-idgket is kiszamolni. Pontosabban minden x
1j cstcshoz (ami tehat most egy mivelet kezdete vagy egy miivelet vége)
még két szamot (idSpontot) akarunk kiszamolni. Az els6 az, hogy leghama-
rabb mikor érhetiink az adott pontba. Kénnyti meggondolni, hogy ez pont a
leghosszabb s ~» x Ut hossza lesz. A maésik pedig az, hogy legkésébb mikor
kell elérniink ezt a pontot, hogy a haz még elkésziilhessen a terv szerinti id6-
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ben. Az eddigiek alapjan ez pedig T' minusz a leghosszabb x ~» t ut hossza
lesz.

Vegyiik észre, hogyha minden élre az eredetileg rairt hossz minusz egysze-
resét irjuk, akkor a ,leghosszabb ut” fogalom éppen atmegy a ,legréovidebb
at”-ba. Mi ezt fogjuk hasznalni, tehat a feladatunk egy aciklikus grafban,
melynek minden e élére egy tetszdleges c(e) szam van irva, s-b6l minden
csiicsba megkeresni a legrévidebb utat, valamint minden cstcsbol t-be is. Az
egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy s-bdl minden mas csticsba vezet ut, és
minden cstcsbdl vezet t-be ut. (A hazépitési feladatbol kapott grafban azt
tettiik fel, hogy egyéld ut is vezet.)

37. Algoritmus (Aciklikus Dijkstra).

ACIKL-DIJKSTRA(G):
I. A G graf csucsainak topologikus rendezése. [* s lesz a TS(1),
t aTS(n) csics.
. P:={s}; S:=0; M:=V\{s}; K(s):=0; p(s):=s
fori=1.n
u:=TS5(4)
S+—u+P
for wv e E
if veP && K(u)+ c(uw) < K(v) then
K(v) := K(u) + c(uw); p(v) :=u
if v€ M then
K(v) = K(u) + c(uw); p(v) =u; P+ v+ M

Minden csticsbdl t-be pedig tugy keresiink, hogy elGallitjuk a 8 forditott
grafot O(m) id6ben, majd abban kerestink ¢-bdl legrévidebb utakat. A topo-
logikus sorrendet nem kell tjra elGallitanunk, az el6z8 sorrend megforditottja
megfelel.

Lépésszam: O(m)

7.5. Bellman—Ford-algoritmus

Feladat: Legrovidebb utak problémajanak megoldasa abban az altalanos esetben,
amikor az élek kozott negativ stlydakat is talalhatunk, de a stlyozas konzervativ.

28. Tétel. Ha G erdsen dsszefiiggd irdnyitott grdf, ¢ konzervativ, s #v € V,
akkor létezik legrévidebb s ~ v séta. Ha Q eqy legrovidebb s ~» v séta, akkor
létezik P s~ v 1t is, hogy c(P) = ¢(Q).
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38. Algoritmus (Bellman-Ford).
fori=1..n p(i) :=0; K(i):=+o0
K(s):=0; p(s):=s /x Inicializdljuk.

fori=1.n-1
foru=1..n
for wekFE

if K(u)+ c(uw) < K(v)
then K(v):= K(u) + c(uww); p(v):=u
foru=1.n
for wekFE
if K(u)+ cluw) < K(v)
then p(v) := u; return(,NEG", K, p,v)
return(,KONZ”, K, p, s)

29. Allitas. Az i. ciklus végén minden v-re, ha K (v) véges, akkor K(v) egy
s~ v séta hossza, és nem nagyobb, mint a legrovidebb, legfeljebb i ElbSl dllo
s~ v sétanak a hossza (akkor is, ha ¢ nem konzervativ).

30. Tétel. Ha G iranyitott erdsen dsszefliggd grif és c konzervativ, akkor
Bellman—Ford algoritmusa minden csticsra kiszamitja az oda vezetd legrévi-
debb 1t hosszdt O(n - m) iddében. Ha ¢ nem konzervativ, akkor ezt az utolso
ellendrzd ciklusban észrevessziik, és a megkapott v csiucsbol visszafelé lépkedve
a p pointerek mentén a negativ kort is megtaldlhatjuk.



8. fejezet

Hasitas (Hash-elés)

Feladat: U rendezett univerzum adott elemeibdl kell olyan S szdtarat létre-
hozni, amelyben gyorsan el tudjuk végezni a KERES és BESZUR miivelete-
ket.

Keresiink egy h : U — [0,1,..., M — 1] fuggvényt, amely az U univerzum
egyes elemeinek a ,helyét” szamolja ki a memdriaban, (ahol tipikusan: |U| > M).
Olyan h fliggvényt szeretnénk keresni, melyre igaz lesz az, hogy P(h(K) = i) =~
~ 1/M minden 0 < i < M-re és arra az eloszlasra, amely szerint az input
kulcsok érkezni fognak. llyen h fiiggvény példaul egy j6 al-véletlenszam-generator,
melynek az U elemei megadhatdk ,,mag’-ként.

21. Definici6. Hasito fiiggvénynek neveziink egy h : U — [0,1,... M — 1]
fiiggvenyt. Altalaban akkor jo, ha elég véletlenszert. Feltessziik, hogy olyat
talaltunk, amelyre Pr(h(K) = i) ~ 47 minden i-re, ahol a val6szintiség tgy
értendd, hogy az ismeretlen, input altal definialt eloszlas szerint valasztunk
egy véletlen K € U kulcsot.

Ha két kiilonbo6z6 kulcshoz ugyanazt az értéket rendeli a fiiggvényiink,
akkor ezt iitkozésnek hivjuk. Utkozéseket kétféleképpen tudunk feloldani.

22. Definici6. Ha K; # K5 és h(K;) = h(K3), akkor ezt iitkozésnek hivjuk.
(A sziiletésnap paradoxon miatt sok ilyen varhato, ha M < |S|%/2.)

Voédros vagy lancolt hasitas. Itt M darab lancolt listat hasznalunk, a
listafejek egy L[0 : M — 1] tdmbben vannak. KERES(K) esetén kiszamitjuk
h(K) értékét, majd végignézziik a h(K) indexii listat. BESZUR(K) esetén is igy
kezdiink, és ha nem talaltuk, akkor a lista végére illesztjiik.

31. Tétel. A sikeres keresés vdrhatd lépésszima a vodros (ldncolt) hasitds-

ndl: 1+ 5, ahol o := %, (itt N a tdrolt szétdr mérete, M pedig a ldncolt

listdk szdma).

47
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A sikertelen keresés, illetve a beszirds vdrhatd lépésszdma a védros hasi-
tasndl: 1+ «.

23. Definicié. Nyilt cimzés: a szétar elemeit egy M méretd témbbe rakjuk,
de a K kulcs nem hatarozza meg elére, hogy hova keriil. Csak a < 1 esetén
van értelme.

Nyilt cimzés: a tarolasra egy T'[0 : M — 1] tdmbét hasznalunk. Az elnevezés
arra utal, hogy a K kulcs nem hatarozza meg elére pontosan, hogy melyik helyre
fogjuk a K kulcsot berakni. Két fajtajat tanultuk:

Linearis hasitas. BESZUR(K) esetén el6szor a h(K) helyre prébaljuk berakni,
ha az iires, akkor be is rakjuk. Ha foglalt, akkor a h(K) — 1 hellyel prébalkozunk.
Es igy tovabb, tehat a keresési sorozatunk ez lesz: h(K),h(K) — 1,h(K) —
—2,...,00M —1,M —2,... h(K) + 1. Ezen haladva vagy megtalaljuk K-t,
és akkor nem kell berakni, kiilonben az elsg iires helyre rakjuk. A KERES(K)
miveletnél is ugyanezen sorozat szerint vizsgaljuk a T" elemeit, ha egy ires hely-
hez ériink, akkor tudjuk, hogy K nem volt a tablazatban. Emlékeztets: o := %
(ahol N a tarolt szétar mérete, M pedig a T tomb mérete, és feltettiik, hogy
a<1).

24. Definici6. Linearis hasitas: sorba probaljuk a h(K), h(K)—1,...,0, M —
—1,M — 2,... helyeket, és az els§ iires helyre rakjuk be.

Az elemzésben a nagy ordé az a — 1 esetére utal.

32. Tétel. Linedris hasitdsndl
a sikeres keresés vdrhatd lépésszama: % (1 + ﬁ) =0 (—) ;

a sikertelen keresés és a beszirds vdrhato lépésszdma: % 1+ (i) ) =

_o((lia)z).

Ha a tablazat 50%-ig van tele, akkor a sikeres keresés varhato lépésszama
1,5, a sikertelené 2,5, ha pedig 90%-ig, akkor a sikeres keresés lépésszama 5,5,
a sikertelené 50,5.

Dupla hasitas. Itt csinalunk egy masik, b’ : U — [1,2,..., M — 1] fiiggvényt
is, mely lehetSleg minél fiiggetlenebb a h-t6l, masrészt minden K € U-ra h/(K)
relativ prim az M-hez. Ekkor a keresési sorozat: h(K),h(K) — h'(K),h(K) —
— 20 (K),h(K)—3h(K),...,h(K)— (M —1)h/(K) mod M. A miiveleteket
ezen sorozat felhasznalasaval a linearis esethez hasonléan végezziik.
25. Definicié. Dupla hasitds: van egy szintén véletlenszerti masodik b’
hasité fiiggvényiink. Ekkor sorba probaljuk a h(K),h(K) — h/(K),h(K) —
— 2h/(K), ... helyeket
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(mod M), és az els§ tires helyre rakjuk be. (Itt azt tessziik fel, hogy K7 # K»
esetén P(h(K1) = h(K2) AW (K1) = K (K>)) = 572).-

33. Tétel. Dupla hasitdsndl
a sikeres keresés vdrhato lépésszdma: é (ln ﬁ) =0 <log ﬁ) ;

a sikertelen keresés és beszirds vdrhato lépésszama: ﬁ
Ha a tablazat 50%-ig van tele, akkor a sikeres keresés lépésszama 1,39,
a sikertelené 2, ha pedig 90%-ig, akkor a sikeres keresés lépésszama 2,56, a

sikertelené 10.






9. fejezet

Parositasok

9.1. Stabil parositas paros grafban

26. Definicié. Egy graf élhalmazanak egy M részhalmazat parositdsnak
hivunk, ha semelyik cstacsra nem illeszkedik 1-nél t6bb M-beli él. (Azaz Vv €
€ V-re d]v[(v) < 1)

Az M parosités teljes, ha Vv € V-re dps(v) = 1.

Feladat: Stabil parositas megtalalasa adott grafban.
Input: egy paros graf, ahol az egyik osztélyt fitknak, a masikat lanyoknak ne-
vezziik ; valamint minden cstcsnél a kimeng éleken egy (szigori) preferencia-
sorrend.

27. Definici6. Egy fl € E blokkolé (instabilitas) M-re nézve, ha
a) fl¢ M, és

b) f és I kolesondsen jobban szeretik egymast, mint az M-beli parjukat
(vagy nincs M-beli parjuk).

Egy M parositas stabil, ha nem létezik M-re nézve blokkold par.

39. Algoritmus (Gale-Shapley).

1. Fiok algoritmusa: minden fia el8szor megkéri az altala legkedveltebb lanyt,
ha az kikosarazza, akkor megkéri a kovetkezét, és igy tovabb.

2. Lanyok algoritmusa: egy lany az elsé kérét elfogadja ideiglenes partnernek,
a tovabbi kéréknél eldonti melyik a jobb: a mostani partner, vagy az 0j
kérd; a rosszabbikat kikosarazza, és igy tovabb. Mindig az eddigi legjobbat
tartja meg (ideiglenes) partnernek, és az dsszes tobbit kikosarazza.

o1
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Miutdn mar nem valtozik semmi, minden lany feleségiil megy a partneréhez
(ha van neki; csak akkor nincs, ha soha senki nem kérte meg).

34. Tétel (Gale-Shapley). A fenti algoritmus minden input esetén stabil
pdrositdst taldl, lépésszama O(m).

9.2. Maximalis parositas paros grafban

28. Definici6. Legyen M egy parositas.

a) A v csics szabad, ha ds(v) = 0; kiilonben fedett.

b) Egy ut alternalo, ha élei felvaltva € M, ill. ¢ M.

c) Egy alternalé ut javito, ha mindkét vége szabad csics.

A célunk az, hogy sorban tjabb javitdé utat keressiink, és ennek mentén
javitsunk, azaz az eddiginél eggyel nagyobb parositast kapjunk. Javité utat
pedig a szélességi keresés egy kicsit modositott valtozataval keresiink.

Legyen G = (U UV, E), azaz az als6 csucshalmaz: U = {ug,uz,...,Up, }

és a fels6 csucshalmaz: V = {v1,vq,...,0p,}. A graf az e(j) éllistakkal van
adva: e(j) = {i | ujv; € E}. Segédvaltozdk: L sor, M, m és p tombok:

0, ha v; szabad,
J, ha v;u; parositas-él.

) 0, ha u; szabad,
m(i) =
J i, ha u;v; parositas-él.

0, ha u;-t még nem lattuk,
p(j) =< Jj, ha u; szabad,

7'y ha uy az u; ,szil6je” (a szélességl keresésnél).

40. Algoritmus (,Magyar modszer”).

INIT: |fori=1.ny M(i):

0
for j=1.ny m(j):=0
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ELEJE: |UJSOR(L,n1)

forj=1.n1 |p(j):=0
if m(j)=0 then |L <+ j
p(j) =

while L #0 |j« L
forice(j) |if M(i)=0 then
— JAVITAS(4, 5)
if p(M (7)) =0 then
p(M(i)) :=j
L+ M%)

print , Parositas”

for i =1.ny if M(i) >0 then print (v;,up ;)

print ,Ore”

for j =1.ny if p(j) >0 then print u;

print . Kénig”

for j =1.ny if p(j) =0 then print u;

fori=1.ny if M(i) >0 && p(M(i)) >0 then print v;

JAVITAS(i, j): | M (i) == j

while m(j) > 0 | CSERE(i,m(j))
j = p(j)

M(i) :=j

m(j) =1
— ELEJE

Lépésszam: O(n - m), ahol n = min(ny, ny)
Megjegyzés. Ezt a Kénig Dénestdl szarmazé algoritmust az irodalomban sok-
szor nevezik ,magyar modszernek”, de ez nem helyes, mert az igazi magyar

modszer a fejezetben leirt algoritmus, ami a nehezebb, sulyozott
esetet oldja meg.

35. Tétel (Frobenius). Egy G = (VUU, E) pdros grdfban akkor és csak akkor
létezik teljes pdrositds, ha |[U| = |V| ésVX C V-re |[T'(X)| > |X|. (Ahol T'(X)
az X halmaz szomszédsiga: T'(X) ={u e U |z € X, zu € E}).

36. Tétel (Hall). Egy G = (VUU, E) pdros grdfban létezik V-t fedd pdrositds
akkor és csak akkor, ha VX C V-re |T'(X)| > | X|.
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37. Tétel (Ore). Egy G = (V UU,E) pdros grifban v(G)-vel jeloljik a
legnagyobb pdrositds méretét.

Erre igaz, hogy v(G) = |V| — maxxcv (| X| — [['(X)]).

38. Tétel (Konig). Ha G = (VUU, E) pdros grdf, akkor v(G) = 7(G), ahol
7(G) :=min{|T| |T CVUU, Yuv € E: TN{u,v} #0}.

9.3. Parositas nem paros grafban
1. Lemma (Berge). Egy G (nem feltétlenil pdros) grafban |M| = v(G) akkor
€s csak akkor, ha nem létezik javits wut.

39. Tétel (Tutte). Egy G grifban akkor és csak akkor létezik teljes pdrositds,
ha

VX CV-re q(G—-X)<I[X],
ahol ¢(G — X) a pdratlan csicsszami komponensek szima a G — X grdfban.

Erre a feladatra is létezik hatékony algoritmus (Edmonds), melynek ere-
detileg a lépésszama O(n?m), azéta javult.



10. fejezet

Halo6zati folyamok

29. Definicié. Hdlozat: (G,c,s,t), ahol G = (V, E) iranyitott graf; ¢ : E —
R és ¢(e) > 0 minden e élre (az e él kapacitasa); valamint s # ¢ € V csticsok:
s a forras, t a nyeld.

30. Definicié. Folyam: egy f : E — R fiiggvény, amelyre az alabbiak telje-
sililnek:

a) Ve € E-re 0 < f(e) < c(e)

b) Vv € V \ {s,t}-re fre(v) = fui(v), ahol foe(v) = >, poep f(uv) és
fii(0) = 0 pwer fow).

c) A folyam értéke: |f|:= fii(s) — foe(s).

Feladat: Maximaélis (értékd) folyam keresése egy halozatban.

31. Definicioé. (S,T) Vdgds: V = S UT particio, ahol s € S ést € T.
Vagas kapacitasa: ¢(S,T) := " s e uver C(U0)
Vagas folyameértéke: f(S,T) := 3 cs veruver f (W)= uesvervuer f(0U)-

40. Tétel. a) Minden (S,T) vagdsra f(S,T) < ¢(S,T).
b) Minden (S,T) vdgdsra f(S,T) =|f].

c) Kovetkezésképpen, ha f egy folyam és (S,T) egy vdgds, amelyekre tel-
jesil, hogy f(S,T) = ¢(S,T), akkor szikségképpen f egy mazimdlis értékd
folyam és (S,T) egy minimdlis kapacitdsi vdgds.

32. Definicié. Maradékhalozat: Adott egy (G = (V, E), ¢, s,t) héalozat, és
rajta egy f folyam. Elkészitjiik a (G’ = (V,E’),r,s,t) maradékhalozatot:
(ebben r(e) az e él maradék kapacitasat fogja tartalmazni):

e Minden uwv € F élre, ha telitetlen (azaz f(uv) < c¢(uv)), betesszik uv-t
az E'-be, r(uv) := c(uv) — f(uv), és az uv élet eldre élnek jeldljiik.

95
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e Minden uv € FE élre, ha pozitiv (azaz f(uv) > 0), betesszik a vu
forditott élet az E'-be, r(vu) := f(uv), és a vu élet vissza élnek jeloljik.

A definici6 alapjan konnyen kaphatunk egy algoritmust a maradékhalozat
elkészitésére. A G’ éllistajat konstrualjuk meg: mindig, ha be kell venni egy
uv élet, azt az wu cstcs listajanak elejére illesztjiik be, és rairjuk az r(uv)
maradék kapacitast is, és egy bitet, ami 0, ha elére él, illetve 1, ha vissza él.
Egy él beszirasa igy O(1) id6ben megy, és mivel a G’ grafnak maximum 2m
éle van, a konstrualas dsszes lépésszama O(m). A definici6 miatt G’ minden
e élére r(e) > 0.

10.1. Folyam-algoritmusok

41. Algoritmus (Ford—Fulkerson).
FF(G,c,s,t) :
forec E f(e):=0
repeat
A meglévé f folyamunkhoz elkészitjik a G’ maradékhalézatot.
G’-ben keresiink P : s ~» t utat, legyen S az s-b8l elérhet6 csucsok
halmaza.
if t ¢ S then return(f, S,V —25)
else JAVIT(P, f)
JAVIT(P,f):  /x P egy s~ t 1t G'-ben.
A :=minecpr(e) /xA>0
for uwv € P
if uv el6re él G’-ben then f(uv) := f(uv) + A
else f(vu) := f(vu) — A /% Ha pedig vissza él
return(f)

Példa: példa.

41. Allitas. A javitd utas algoritmus dltal visszaadott ij f szintén egy fo-
lyam, és |f| = |fregi| + A, ahol A = min.cpr(e) > 0.

42. Tétel (Ford—Fulkerson).

i) Egy f folyamra |f| maximdlis akkor és csak akkor, ha a G' maradék
hdlozatban nem létezik s ~ t 1it.

il) A mazximdlis folyamérték egyenlé a minimdlis vdgdskapacitdssal.

iii) Ha c(e) egész minden e élre, akkor van olyan f mazimdlis folyam, hogy
f(e) szintén egész minden e élre.
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42. Algoritmus (Edmonds—Karp).

Ugyanez, azzal a kiilonbséggel, hogy a G’-ben egy legrovidebb P utat kere-
siink (pl. a szélességi keresés automatikusan ilyet talal).

43. Tétel (Edmonds—Karp). Ha G’-ben mindig legrovidebb (azaz a legkeve-
sebb élbdl dllo) s ~ t utat keresiink, akkor legfeljebb n - m iterdcic elég. Ezért
ekkor az dsszes lépésszdam O(n - m?).

10.2. Redukalt folyam, folyam felbontasa

33. Definicié. Egy f folyamhoz definidljuk a Gy := {e € E | f(e) > 0}
grafot. Az f folyamot redukdlt folyamnak hivjuk, ha G aciklikus.

44. Tétel. Ha f egy folyam, akkor 3f' redukdlt folyam, hogy |f'| = |f].

Ha f redukdlt folyam, akkor f = > A\ P;, ahol P;-k bizonyos s ~ t utak
az 1 folyamértékkel véve. Ha f minden élen egész, akkor a \; szdmok is
vdlaszthatok egésznek.

Ha a cstcsokon is vannak kapacitasok, akkor a csticsokat széthuzzuk a
hazépitésnél latott modon, és a v~vt élekre irjuk a v csiics kapacitasat.

Iranyitatlan graf esetén az éleket oda-vissza iranyitott élparokkal helyet-
tesitjiik, és redukalt folyamot keresiink.

Ha egy termék van, de tobb forras és tobb nyels, amiknek szintén van kapa-
citasuk, akkor felvesziink egy 1j szuperforrast, amibdl az adott kapacitasokkal
éleket vezetlink az eredeti forrasokba, és egy 1j szupernyelSt, amibe az adott
kapacitasokkal éleket vezetiink az eredeti nyel6kbsl. Mindharom esetben az
eddigi algoritmusokkal meg tudjuk oldani a feladatot.

10.3. Menger tételei, tobbszoros osszefiiggdség

45. Tétel (El-Menger). G irdnyitott/irdnyitatlan grafban az s ~ t-be vezetd
pdronként éldiszjunkt utak maximdlis szdma = a t csucsot az s-tdl elszepardlo
élek minimdlis szamdval. (Ahol egy élhalmaz elszepardld, ha térlése utan mdr
nincs irdnyitott/iranyitatlan s~ t 4t).

46. Tétel (Csucs-Menger). Tegyiik fel, hogy st ¢ E (nem é€l). Az s-bdl t-be
vezetd pdronként belil csiucsdiszjunkt utak maximdlis szdma = a t csucsot az
s-tdl elszepardlo X CV \ {s,t} csdcshalmaz minimdlis méretével.

34. Definici6é. A G iranyitatlan graf k-szorosan él-Osszefliggs, ha G — eq —
—es...— eg_1 Osszefliggd marad minden e, eq,...,ex_1 € F esetén.

35. Definicié. A G iranyitatlan graf k-szorosan osszefiiggs, ha |V| > k + 1
és G—vy —vs ... —vi_1 Osszefliggd marad minden vy, ve,...,vp_1 € V esetén.
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47. Tétel (Menger). G grdf k-szorosan él-sszefiiggd akkor és csak akkor,
haVx #y € V-re van k db pdaronként él-diszjunkt x ~» y 1it.

48. Tétel (Menger). G grdf k-szorosan dsszefiiggd akkor és csak akkor, ha
[V|>k+1ésVe#y e V-revan k db paronként belil csics-diszjunkt x ~ y
ut.



11. fejezet

Adattomorités

36. Definicié. Abécének neveziink egy S-val jelolt véges halmazt.
Sz6: © = ajas .. .ay, ahol a; € ¥ betik, a sz6 hossza |z| = n.
A k hosszt szavak halmaza: ¥.F.
Osszes sz6 halmaza: ¥* = [ J;—, .
Ures sz6: ¢, hossza 0.
Konkatenécio: x,y € X* esetén xy (egyméas utén iras).
Nyelv: £ C 3* (szavak halmaza).
Eldontési problémékat azonositani lehet a nyelvekkel:
z inputon IGEN a helyes valasz < x € L.

37. Definici6. Egy ¢ : X — {0,1}* injektiv figgvényt (betd-) kédnak hivunk.
Egy ¢ kod prefix-mentes kdd, ha a # b € X esetén c(a) és ¢(b) egyike sem
kezdGszelete a méasiknak. Az ilyen kodok bijektiven megfeleltetheték az olyan
binéris faknak, melyek éleire 0 és 1, leveleire pedig a bettik vannak irva.
(z kezddszelete y-nak, ha 3 z € {0,1}", hogy zz = y.)

38. Definici6. Huffman-kéd. Adott 3, egy koédolandd =z € ¥* sz, és az
Osszes a; betid r; eléfordulasi szama x-ben. A Huffman-kod a legrévidebb
prefix-mentes kod.

Kodhossz= " d(i) - r;, ahol d(i) az a; betiit tartalmazo levél mélysége.

43. Algoritmus (Huffman).
Felvesziink |X| db egycsicsu fat, az a; cstucsba beleirjuk az r; szamot. Ezutan
a kovetkezs 1épést ismételjiik, amig egynél tobb fank van:

Vessziik azt a két gyokeret, melyekbe a két legkisebb szam van irva, és
ezeket egy djonnan létrehozott gyokér gyerekeivé tessziik. Az 0j gyokérbe a
két gyerekébe irt szam Osszegét irjuk.

49. Tétel. A Huffman eljdrdsdval kapott kéd optimdlis.
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12. fejezet

A bonyolultsagelmélet
alapjai

A Turing-gép informalis leirdsa a kovetkezs: van egy kézponti egysége, mely-
nek véges sok dllapota van, koztiik a kitlintetett START és a két megallast
jelz6 ELF és ELUT allapotok. Van ezenkiviil egy (vagy akar tobb) szalagja,
melynek minden mezdjében az abécé egy eleme all, kezdetben az input és
rajta kiviil az ugynevezett iiresjelek. Tovabba van egy ir6-olvaso feje, mely
a szalag egy mezGjét tudja leolvasni, majd feliilirni, és utdna esetleg egyet
jobbra vagy balra lépni.

A mikddését egy tablazatban lehet leirni, aminek elemei ugy néznek ki,
hogy pl. ,ha A allapotban vagyunk és a b betiit olvassuk, akkor valtsunk at
az A’ allapotba, a fej irja ki a ¢ betiit és 1épjen egyet jobbra”. A gép mindig
a START allapotban indul, és a feje az input els6 mez§jén van; és akkor all
le, ha a kozponti egység ELF vagy ELUT végallapotba keriil.

39. Definici6é. Egy T Turing-gép eldénti az £ nyelvet, ha minden input-
ra ledll véges sok lépésben és egy x inputra pontosan akkor all meg ELF
allapotban, ha x € L.

Egy nyelv algoritmikusan eldénthetd, ha van olyan olyan Turing-gép, ami
6t eldonti.

1. Példa. Algoritmikusan eldonthetetlen példaul, hogy egy Diofantoszi
egyenletnek (pl. o + 3yz? — 2xy* = 0) van-e csupa egész szamokbol allo
megoldasa. Tehét bizonyitott, hogy nem lehet olyan programot irni, amely
minden input egyenletre leall véges sok 1épés utan, és mindig helyesen donti
el, hogy az egyenletnek van-e egész megoldasa.
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40. Definicié. Nyelvosztaly: DTIME(t(n)) = {£ nyelv | 3 L-et eldonts T
Turing-gép, amelyre timer(n) < t(n) Vn}. (Azaz minden z inputra legfeljebb
t(|z|) lepést tesz.)

P =J2, DTIME(n®).

41. Definicié. NP osztaly: egy £ nyelv az N P osztalyban van, ha minden
x € L-re létezik egy y polinom hossz és polinomialis id6ben ellenérizhetd
bizonyiték. Azaz pontosabban, ha £-hez létezik polinomiélis ideji F ellenérzé
Turing-gép és ¢ konstans, hogy:

Ha z € L, akkor Jy, hogy |y| < |z|° és E az (x,y) part ELFogadja.

Ha z ¢ L, akkor Vy-ra E az (z,y) part ELUTasitja.

2. Példa. a ) Hamilton-kor létezése € N P, bizonyiték a Hamilton-kor.
b) Egy graf 3 szinnel szinezhetGsége € NP, bizonyiték a 3 szinnel valo
kiszinezés.

42. Definicié. Az L nyelvet N P-teljesnek hivjuk, ha £ € NP, ésha L € P
igaz lenne, akkor VL' € NP nyelvre L' € P kovetkezne.

50. Tétel (Cook). Létezik N P-teljes nyelv.

51. Tétel. a) Hamilton-kor létezése N P-teljes.
b) Létezik-e k-ndl hosszabb ut: N P-teljes.
¢) Egy grdf 3 szinnel szinezhetdsége N P-teljes.
d) Hadtizsdk-feladat N P-teljes.

Az 1 000 000 $-os kérdés az, hogy P =?N P. Ez ekvivalens azzal, hogy vajon
valamelyik N P-teljes probléma a P osztalyban van-e (azaz van-e ra hatékony
algoritmus) 7



II. rész

Kovetkez6 1épés

63






13. fejezet

Aritmetika: szamolas nagy
szamokkal

13.1. Nagy szamok szorzasa Karacuba moébdsze-
rével

Tegyiik fel, hogy a két szorzandé binaris alakja: uw = ug + 2u1 + 2%us +...,+
+2n Ly, 1 és v = vy + 2v1 + 2%ve + ..., +2" 1, 1. Az eredményt is ilyen
alakban varjuk: w = uv = wg + 2wy + 22wy + - - - + 227 Ly, 1.

A hagyoményos modszer ekkor koriilbeliil n? bit miiveletet igényel. Egy
egyszeri Otlettel kezdjik. Tegyiik fel, hogy n = 2m paros, ekkor a szamokat
irhatjuk w = 2™mU; + Uy és v = 2™V; + V} alakban, ahol U; és V; m-bites
szamok. Ekkor uv = 22mU Vy + 2™(UgVy + U1 Vo) + UpVs.

A lényeges megfigyelés az, hogy négyrdl haromra is levihetjiik a rekurzivan
hivando szorzéasok szamat : UOV1 + U1V0 = (Ul - Uo)(Vo - Vl) + UOV0 + U1V1,
tehat igy w = wv = (22™ +2™)U, Vy 4+ 2™(Uy — Up) (Vo — Vi) + (2™ + 1) Up V.

Ezzel a modszerrel két 2m-bites egész szam szorzasat harom, m-bites
szamok kozotti szorzasra valamint néhany 6sszeadasra és 2-hatvannyal valo
szorzasra redukaltuk. Kénnyt utdnaszamolni, hogy ezek a tovabbi miivele-
tek Osszesen legfeljebb 22m bit-mtveletet igényelnek. Ha T'(m)-mel jeloljiik
két m-bites szam szorzasahoz sziikséges bit-mtveletek szamat, akkor tehat
T(2m) < 3T(m) + 22m.

Ebbdl az egyenlGtlenségbdl kénnyen lehet fels§ korlatot adni a bit-
miiveletek szamara, legyen k = [logn|, ekkor (indukcioval kénnyen bizo-
nyithatoan):

T(2F) < 3T(2k1) 22 28— < 3F 4 22(3F — 2F), és innen

T(n) <T(2F) < 23-3F < 2331l = 69 . ploe3 = O(n159).
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13.2. A diszkrét Fourier-transzformalt

Tegyiik fel, hogy az alabbi két (n — 1)-ed foku egyvaltozds polinomot szeret-
nénk Gsszeszorozni:

Plz)=ap+a1x+---+ an_12" L, és Q(x)=by+brz+ -+ by_12" L.
Ekkor a kovetkezd szorzatot kell kiszamitanunk:
R(x) = P(2)Q(x) = co + c10 + - - - + cop 02”2,
ahol az egyiitthatok:
c; = apgb; + a1b;_1 + -+ a;bg. (13.1)

Ezt a (cg,...,con—2) sorozatot gyakran az (ag,...,an—1) és (bo,...,bn—1)
sorozatok konwolicidjanak hivjak. Ezzel a képlettel az egyilitthatok meghata-
rozasadhoz n? szorzasra van sziikség.

Ennél iigyesebb modszer, ha felhasznaljuk, hogy be is helyettesithetiink
a polinomokba. Helyettesitsiik be pl. a 0,1,...,2n — 2 értékeket. Méas szdval
szamitsuk ki a P(0), P(1),...,P(2n—2) és Q(0),Q(1),...,Q(2n —2) értéke-
ket, majd ezek R(j) = P(j)Q(j) szorzatait. Ebb6l R egyiitthatoit az alabbi
egyenletrendszer megoldésai adjak:

Co — R(O)
cotcrteat o+ =R(1)
co + 201 + 2202 + -+ 22’”7262",2 = R(Q)

(13.2)
co+ (2n —2)cy 4+ (2n — 2)%cy + -+ (2n — 2)?" ¢y, o = R(2n)

Ez els6 ranézésre nem tiinik tul jo 6tletnek, mert a P(0), P(1),..., P(2n—2),
illetve a Q(0),Q(1),...,Q(2n—2) értékek kiszamitasahoz is koriilbeliil 2-n?
szorzas (és hasonlé szamu Osszeadas) kellett; az R(0), R(1),...,R(2n — 2)
értékek meghatarozasahoz kell még 2n — 1 szorzas, rdadasul ezek utan n?
nagysagrendii szorzés, osztas és Osszeadas kell megoldasahoz, amennyi-
ben Gauss-eliminaciot hasznalunk. Viszont mégis lathaté némi nyereség, ha
megkiilonboztetjiik a konstanssal vald szorzast két valtozd Osszeszorzasitol
(ahol most a valtozoéink a P és ) polinomok egyiitthatoi). Emlékezziink
vissza, hogy a konstanssal val6é szorzas az Osszeadashoz hasonléan lineéris
miivelet. Igy mar a P(0), P(1),...,P(2n—2) és a Q(0),Q(1),...,Q(2n—2)
értékek kiszamitasa, valamint a egyenletrendszer megoldasa csak li-
nearis miveleteket hasznal. Igy a nem-linearis mtveletek szama Gsszesen
2n — 1.
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Ennél is jobbat tudunk, ha észrevessziik, hogy igazabél a 0,1,...,2n —
— 2 értékek helyett tetszSleges 2n — 1 valds, vagy akar komplex szdmot is
behelyettesithetnénk. Komplex egységgyokok helyettesitésével sokkal haté-
konyabb médszer kaphaté polinomok szorzasara.

Legyen P(x) = ag + a1z + -+ + a,_12" ! egy polinom, feltehetjiik, hogy
n = 2F egy kettd-hatvany. Vegyiik a kovetkezs helyettesitési értékeit P-nek:

a; = P(e7) = ap + a16 + age® + - 4 ap_1e"7HI (j=0,...,n—1),

(13.3)
ahol € egy primitiv n. egységgyok. Az (ag, a1, .. .,d,—1) komplex szamsoro-
zatot az (ag, a1, ..., an—1) sorozat n-ed rendd diszkrét Fourier-transzformdlt-

janak nevezziik.

A diszkrét Fourier-transzformaltaknak szdmos érdekes tulajdonsaga és fon-
tos alkalmazasa van, melyek koziil csak azt a kett6t targyaljuk, ami polinomok
szorzasahoz kapcsolodik.

A kovetkez6 fontos alaptulajdonséggal kezdjiik: a visszatranszformaélés is
hasonl6 képlettel torténik:

a; = 7(&0_’_&15_1_’_&26_2@_’_. . _+&n715—(n—1)1) (Z = 0, . ,n—l) (134)
n

Mostantol feltessziik, hogy a szorzand6é P és @ polinomjaink legfeljebb
(n — 1)/2 fokuak, azaz a magasabb indexd egyiitthatoik 0-k. Legyenek
(bo, ..., bp—1), illetve (co,...,cn—1) a Q(z) és R(z) = P(x)Q(x) polinomok
egylitthatoi, valamint legyenek (130, e, I;n_l), illetve (&g, ..., ¢n—1) ezek n-ed
rendtd diszkrét Fourier-transzformaltjai. Mivel a; egy P-be valo behelyettesi-
tés, azt kapjuk, hogy

& = azb;. (13.5)

A diszkrét Fourier-transzformalt legfontosabb tulajdonsiga, hogy gyor-
san kiszamolhato; igy ez a modszer (amit FFT-nek, azaz gyors Fourier-
transzformaltnak hivnak) az egyik legfontosabb algoritmikus eszkoz algebrai
szamitasoknal.

44. Algoritmus (FFT).

FFT(k, A[0..2F — 1]):
if £ =0 then return(A4(0))

27i

eps:= e 2*¢

E=1

A0 = (A(0), A(2),..., A(2F —2))
Al = (A(1),

A

A(3),..., A2k - 1))
—1, A0)

—1,A1

Y0 :=FFT(k
k )

1
Y1:=FFT(k -1,
for j =0..(2F1-1)
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t:=Y1(j)-E /*x E értéke eps’ lesz
Y (j) = YO(j) + ¢
Y(j+2F1) =Y0() —t
FE .= E-eps
return(Y’)

Jelolje T'(k) az Osszeadéasok/kivonasok sziikséges darabszaméat, latszik,
hogy szorzasbol (ami mindig egy egységgyokkel vald szorzas) is ugyanennyi
kell. Nyilvan T'(k) = 2T (k—1)+2F, ahonnan T'(k) = (k+1)2* = n(logn+1),
ha n = 2k,

Alkalmazéaskent térjiink vissza az (n—1)/2-ed foka P és () polinomok szor-
zésara. Ez a szorzas elvégezhetG a polinomok n-ed rendt diszkrét Fourier-
transzformalasaval, (amihez O(nlogn) aritmetikai mtvelet kell), majd a
P(e7) és Q(&7) értékek dsszeszorzasaval, (ami O(n) miveletet igényel), és vé-
giil az inverz Fourier-transzformaéltak kiszamitasaval, ami ugyanazzal a mod-
szerrel végezhetd, mint az ,elére” Fourier-transzforméalas, (tehat ez is meg-
valosithaté O(nlogn) mivelettel). Tehat a két polinom szorzata O(nlogn)
aritmetikai mtvelettel kiszamithato.

A diszkrét Fourier-transzforméaltak maéasik alkalmazasaként megmutatjuk,
hogy két n-bites szam hogyan szorozhaté 6ssze O(n log® n) bit-mivelettel.
(Ez a korlat sokkal iigyesebben szamolva O(n lognloglogn)-re javithato.) Az
Otlet az, hogy hasznéljuk a polinomok szorzasat. Legyenek u = w,_1 ... u1ug
és v = Up_71 ... 0109 pozitiv egészek binaris alakban. Tekintsiik a kdvetkezs
polinomokat :

U(.Z‘) =ug +urx + u2$2 4+ unilxn—l és

V(I) =v9 +v1x + UQ;L'Z 4+ 4 Un_lxnil,

Ekkor u = U(2) és v = V(2), és igy uv = U(2)V(2). Lattuk, hogy az UV
polinom-szorzat O(nlogn) aritmetikai miivelettel kiszamithato. A 2 behe-
lyettesitése tovabbi O(n) aritmetikai miveletet igényel.

Viszont most bit-mtivelettel akarunk szamolni, nem aritmetikai miivelettel.
A kiszamitott egész szamok (a szorzat polinom 2n — 1 darab egytitthatoja)
nem nagyobbak n-nél (és ez igaz minden koézben kiszamitott szam egész ré-
szére is), és igy 2 behelyettesitése az UV polinomba maximum O(nlogn)
bit-miveletet igényel.

A Fourier-transzformaltnak és inverzének kiszadmitasanal méar dvatosabb-
nak kell lenniink, mivel az egységgyokok komplex irracionalis szdmok, me-
lyeket valamilyen véges, amde elég pontos alakban kell kiszamitanunk. A
komplex szamokkal szamolas nem okoz gondot, hiszen megfeleltethetd két-
szer annyi valés szammal valo szdmolasnak, és a koztiik végzett aritmetikai
miiveletek is megfelelnek valds szamok kozt végzett kettd, illetve hat aritme-
tikai mtveletnek. De a sziikséges pontossaggal még foglalkoznunk kell.
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Ha 2n —2 = 2% és a 2F-adik primitiv egységgyokot 8logn bit pontossaggal
szamoljuk ki, és menet kozben a szdmolédsoknal minden szam tortrészét 8 logn
bitre kerekitjiik, akkor azt allitjuk, hogy egyrészt minden egységgyokot és E
értéket ki tudjuk szamitani 6logn bit pontossaggal. Masrészt az odatransz-
formélas végén a Fourier egyiitthatokat 3logn bit pontossaggal megkapjuk,
és a vissza-transzformalas utan az UV polinom egytiitthatoit megkapjuk logn
bit hibaval; mivel ezek egészek, igy egészre kerekitve mar pontos értéket ka-
punk.

El6szor vegyiik észre, hogy 8logn bit pontossag itt maximum 1/n® hibat
jelent, és hogy két, maximum 1 abszolut érték, 1, ill. d5 hibaval megadott
szam szorzasdnal a hiba maximum ¢&; + 22 lesz. A rekurzié alacsonyabb
szintjein sziikséges primitiv egységgyokok az elézd szinten hasznalt egység-
gyok négyzete, igy a (k—/¢)-edik szint eps értékét maximum 3¢/n® hibaval
kapjuk. Az E érték kiszamitasanal vétett hiba is konnyen becsiilhets induk-
cioval, a j. ciklusban a hiba maximum 2j-szer az eredeti, tehat 2j - 3¢/n® <
<92. 2k—€—1 . 3€/n8 < 2k—€ . SZ/nS < 4k/n8 — 1/TL6

Ha ezt egy O(n)-nél nem nagyobb egész szammal beszorozzuk, a hiba
O(n~%) alatt marad, s6t ha O(n) ilyen tagot dsszeadunk, akkor is a hibank
O(n™*) alatt lesz. Tehat az U(e?)-t és a V(e7)-t O(n~?) hibaval kapjuk, és
mivel |U(e?)| < n valamint |V (e7)| < n, az U(e?)V (e7) szorzatot legfeljebb
O(n~=3) hibaval kapjuk. Ezekre inverz Fourier-transzformaciot alkalmazva az
eredményt O(n~1) hibaval kapjuk. Ezeket az értékeket a legkdzelebbi egészre
kerekitve megkapjuk uv-t. A szamités soran minden szam O(log n) bites, igy
egy aritmetikai mivelet koztiik O(log n) bit-mtveletet igényel. Igy Gsszesen
O(nlog® n) bit-miiveletet hasznaltunk.

13.3. Nagy szamok szorzasa Schonhage
és Strassen modszerével

Ez az algoritmus végig egész szamokkal szamol, pontosabban modulo 2¢ + 1
maradékosztalyokkal (valtozd ¢ értékre). Bevezetésként mindenki gondolja
meg, hogy egy 2n bites szdm maradékat modulo 2™ + 1 ki lehet szdmolni
O(n) lépésben. A tovabbiakban Ry, jelsli a modulo 2¢ + 1 maradékosztalyok
gytrijét.

Tegyiik fel, hogy az a és b pozitiv egész szamot szeretnénk Gsszeszorozni,
ahol a szorzat legfeljebb IV bites. Ekkor a szorzast végezhetjiik az Ry gytrd-
ben. Ezt vissza fogjuk vezetni a Z[x] mod (z® + 1) polinom-gyirtiben valo
szorzésra, ahol K értéke v/ N lesz (mi csak arra az egyszertsitett esetre adjuk
meg az algoritmus és az elemzés vazlatat, amikor N = 22d7 de lasd az alfejezet
végén az erre vonatkozé megjegyzést). Ezt tovabba visszavezetjik az R, [x]
mod (2% + 1) polinom-gytiriiben valé szorzasra, ahol a mi egyszertisitett ese-
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tiinkben n értéke is /N lesz. Ezt pedig a Fourier-transzformalt egy valtozata
segitségével rekurzivan visszavezetjik az R,, gylrtiben vald szorzasra, ezutan
ha n elég kicsi, akkor hivjuk meg a Karacuba-féle modszert, egyébként pedig
a fenti eljarast ismételjiik. Az algoritmushoz sziikséges algebrai allitasokat
csak kimondjuk, bizonyitasukat az olvaséra bizzuk.

Legyen tehat k = 2971 ¢s K = 2F és n = 2K. Ekkor K2 = N, és a,
illetve b egyértelmten felithato a = YK o' a; 2%, illetve b = Yok ' 521K
alakba, ahol a;, b; < 2%, azaz egyszertien az N bites inputokat felbontjuk K
bites részekre. Legyen A(z) = ZiK:Bl a;xt és B(z) = ZiK:BI b;xt, valamint
C(x) = A(z)B(z). Legyen C felirasa C(x) = Y77 > ¢;x'. Ekkor a keresett
eredmény C(25) mod 2V + 1, ami

(CO - CK) + (Cl — CK+1)2k oot (CK_2 — CQK_Q)QK(K72) + CK_12K(K71).

Legyen cog—1 = 0 és jelolje ¢ = ¢; — ciy+k-t, ezeket szeretnénk meghata-
rozni ¢ = 0,1,..., K — 1 értékekre. Kénnyd latni, hogy

((i+1) — K)2*K <¢f < (i +1)22F,

Tehat elég meghatdrozni a ¢} mennyiségeket modulo K225, Legyen d; =
=c¢} mod K és ¢ = c; mod (225 + 1). Ezekbol

%
G

mod K2% = (2*KX +1)((d; — ¢;) mod K) +¢;.

El6szor a d; mennyiségeket szamoljuk ki. Legyen a} = a; mod K és b} =b;
mod K, valamint

K—-1 K-1
a:§ af K3, b:§ bi K3,
i=0 1=0

Szamitsuk ki a d = ab = 2?50_2 d; K3 szorzatot pl. Karacuba modszerével,
ekkor d; = d; —dg; mod K. Gondoljuk meg, hogy eddig (elég nagy N-ekre)
csak O(N) bit-mtiveletet végeztiink, mivel minden szdm kisebb, mint K3¥.

Mar csak R,-ben kell kiszamolnunk a ¢; szdmokat. Kénny ellenérizni,
hogy R,-ben a 4 egy primitiv 2K-adik egységgyok és 16 egy primitiv K-
adik egységgyok. Ezenkiviil barmilyen 2-hatvannyal gyorsan tudunk szorozni
és osztani is, mivel 2¢ - (=2"7%) = 1 (mod 2" + 1), tehat az osztas 2%-lel
ekvivalens a (—2"~%)-lel val6 szorzassal.

Legyen a; = ZK:_Ol 421+ Dig, valamint b; = ZiK:_Ol 42i+Dip,;  Ekkor

2

K—-1
&= (1/4K) > 47a;b;.
J=0
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Ezt persze meg kell gondolni, valamint azt is, hogy ez a fajta transzformalt
is szamolhat6 az FFT eljarassal, és az djl;j értékek kiszamitasdhoz pedig K
db rekurziv hivas kell R,-ben.

Tehat az Osszes lépésszam a rekurzio legfelss szintjén O(N) plusz a harom
FFT, melyek 6sszesen O(K log K) linearis miiveletet igényelnek O(K) méreti
szdmokkal (tehat Gsszesen O(N log N) bit-miveletet), ezenkiviil K darab re-
kurziv hivas R,-ben. Tehat, ha T(N) a bit-miveletek szama az Ry-ben valo
szorzésra, akkor T(N) < ¢-NlogN + K -T(n) = ¢- Nlog N ++/N-T(2v/N).

Innen kénnyen adodik, hogy T(N) = O(N log N loglog N).

Megjegyzés. Azt, hogy N = 2¢ tényleg feltehetjiik, mivel N-et maximum két-
szerezve ez elérhetd. Ha ¢ paros, akkor miikodik a fenti érvelés. Ha ¢ paratlan,
akkor legyen K = 2(¢+1)/2 Vegiggondolhato, hogy aprobb valtoztatasokkal
(pl. 4 és 16 helyett 16-ot, ill. 256-ot valasztva) a fenti algoritmus és elemzés
miikodik.






14. fejezet

Dinamikus programozas

14.1. Optimalis binaris keresé6fa

Statikus szotarat akarunk tarolni ugy, hogy feltételezziik, hogy rengetegszer
kell majd benne keresni. Ezen keresések Gsszidejét akarjuk minimalizélni.
Adottak :
o S={a1 <ax<--<a,} aszotar elemei.
e a;-t p; valoszintiséggel keressiik.
e ha a; < b < a;y1, az ilyen b-ket ¢; valoszintiséggel keressiik.

* ha b < ay, akkor b-t qo, ha pedig a,, < b, akkor b-t ¢, valészint-
séggel keressiik.

Egy adott T kerestfa esetén egy keresés varhatd lépésszama, melyet a fa
kéltségének hivunk:

E(keresés) = ¢(T) := Zpi(d(ai) +1)+ Z q;d(1), ahol

e d(a;): az a;-t tartalmazo cstics mélysége; a +1 azért kell, mert a gyokér
keresése sem 0 1épés.
e d(i): az i. (balrol jobbra szamozva) fiktiv levél mélysége.

Feladat: Minimélis koltségti binaris kereséfa konstrukcidja, azaz olyan T,
amelyre ¢(T') minimalis.

Megoldds alapétlete: Ha ay lenne az optimalis T' fa gytkerében, akkor a bal
T, részfaban az aq, ..., ax—1 szavak, a jobb Ty részfaban az ay41, ..., a, sza-
vak helyezkednének el. Ha T az optimum, akkor szlikségképpen T3 és T5 is
optimalis fa (a benniik szerepls a;-k altal meghatarozott részfeladatra). Ez a
szuboptimalitas elve.
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Megjegyzés. Azok a feladatok, amelyekre a szuboptimalitas elve teljesiil, tobb-
nyire megoldhatéak hatékonyan, erre val6 a dinamikus programozas, ahol el6-
szOr is jOl definidlunk részfeladatokat, utana ezeket a megfelel sorrendben
kiszamoljuk, a régebbi részfeladatok megoldéasat jol felhasznalva.

T; ; := optimalis fa az a;11...a; szavakon. Ennck gydkere r; ;, koltsége
ci,j, stlya pedig w; j = q; +pit1+qit1+---+pj+¢q; (wi; az a valoszintiség,
hogy belépiink egy T; ; faba).

Inicializdlds

Tii=0;¢ii =0; wis = q.

Nekiink a Tj,, fat kell megkeresni. Vegyiik észre, hogy ha tudnank, hogy
7;,; = k, akkor a szuboptimalitas elve miatt a T; ; fa gyokerének bal részfaja
T; k-1, jobb részfaja pedig T} ; lesz. Ezért ekkor a koltsége

Cij = (Cik—1+ Wik-1) + Pk + (Ckj +Wkj) = Cip—1+Crj+wi;
lesz, mivel a T; ; fAban minden cstics mélysége eggyel nagyobb, mint a 75 1,
ill. a Ty, ; fAkban. Vegyiik észre, hogy a koltségben w; ; allando, nem fiigg a
k-tol.

Ezek alapjan konnyen készithetiink egy rekurziv algoritmust:

R(i,j) :

c; j =00

for k:=i+1..5
Cy:=R(i,k—1)
Cy = R(k>.7)

ifCi+0Cs < C;’j then CIi,j = C1 + Cy; Tij = k
return(c; j := ¢ ; + w; ;)
Ez az algoritmus azért exponencialis, mert ugyanazt a dolgot sokszor
szamoljuk ki. A hivasok szama az Gn. Catalan-szam lesz, ami kb. c'n_l T 221,
Hogy ezt elkeriiljiik, dinamikus programozassal oldjuk meg a feladatot.

Az algoritmus (a fenti Inicializalas utan) a kovetkezs (az argmin itt azt a
k értéket adja vissza, amelyre a min felvétetik):

forli=1..n
for i =0..n—1
ji=1+l1
Ci,j 1= Wy j + Minj<p<;i(Ci k-1 + Ck )
i = argming<p<;(cip—1 + Cr )

Lépésszam: O(n?)

Megjegyzés. Az r;; értékek segitségével maga az optimalis fa is konnyen
visszafejthetd, gydkere ro, =: k, bal gyereke ro 1, jobb gyereke ry, és
igy tovabb.



15. fejezet

Meélységi keresés és
alkalmazasai

Egy kezdSpontbdl kiindulva addig megyiink egy-egy él mentén, ameddig el
nem jutunk egy olyan csicsba, amelybsl mar nem tudunk tovabb menni
olyan csticsba, amelyet még nem ,latogattunk meg”. Ekkor visszamegyiink az
at utolso elStti csticsdhoz, és onnan probalunk egy masik él mentén tovabb
menni. Ha ezen az agon is minden csticsot mar bejartunk, ismét visszame-
gyiink egy cstcsot, és igy tovabb. Kézben minden cstucshoz feljegyziink két
sorszamot: a mélységi szaméat, azaz hogy hanyadiknak lattuk meg, és a befe-
jezési szamat, azaz hogy hanyadikként vizsgaltuk at (léptiink vissza belgle).

45. Algoritmus (Mélységi keresés).

S:=0; SZ:=0
fori=1..n p(i):=0 /x Inicializdljuk
fori=1.n
if p(i) = 0 then p(i) :=i; MB(i) /* Minden nem ldtott csiicsra
elvégezziik MB-t

MB(u):
SZ++; MSZ(u):=SZ [x Amikor el6sz6r megyiink be u-ba, bedllitiuk a
mélységi szdmdt
for wekF
if p(v) = 0 then p(v) := u; MB(v)
S++4; BSZ(u):=S /* u-t dtvizsgdltuk, befejezési szdmdt bedllitjuk.

Lépésszam: O(n + m)
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52. Allitas. Irdnyitatlan grdafban mélységi keresés utin wv € E =—> u dse
v-nek vagy forditva.

u dse v-nek < MSZ(u) < MSZ(v) és BSZ(u) > BSZ(v).

Az igy keletkezs {{p(i),i} | p(i) # i} élhalmazt mélységi feszitGerdonek
(Osszefiiggs graf esetén mélységi feszit6fanak) hivjuk.

15.1. Erdsen Osszefiiggdvé iranyitas

Feladat: Az input G iranyitatlan Osszefiiggs grafot szeretnénk erdsen Gssze-
fligg6vé iranyitani ha lehet; ha pedig nem, akkor kiirni egy elvagd élet.

53. Tétel (Robbins). Egy G grifnak akkor és csak akkor van erdsen ossze-
fliggd irdnyitdsa, ha G 2 él-6sszefiiggd.
46. Algoritmus (Erdsen osszefligg6vé iranyitas).
Elvégezziik a mélységi keresést, kdzben a fa-éleket (ezek a {p(v),v} élek) lefele,
tehat a v felé iranyitjuk. A tobbi élet felfelé kell iranyitani, tehat azon csicsa
felé, amelynek az MSZ mélységi szama kisebb.

Ez er8sen Osszefiiggé iranyitast ad, amennyiben a graf kétszeresen él-

Osszefiiggs volt. Ellenérzés: A G forditott grafon is inditunk egy mélységi keresést
1-bél. Ha minden csiicsot meglatunk, akkor valéban er8sen 6sszefliggd iranyitast
kaptunk. Egyébként keressiilk meg a masodik keresés soran nem latott csticsok
koziil azt az = csicsot, amelynek az els6 keresés soran adott mélységi szama a
legkisebb. Ekkor kiirathatjuk, hogy p(x)x az input graf elvagé éle.

Lépésszam: O(m)

15.2. 2-0sszefiiggbség tesztelése

Feladat: El akarjuk donteni, hogy az input G irdnyitatlan Osszefliggs graf
2-szeresen Osszefiiggs-e, ha pedig nem, akkor meg akarjuk talalni az Osszes
elvagd csiicsot.

47. Algoritmus (2-Gsszefiigglség tesztelése).

Minden cstcshoz két mennyiséget definialunk:

LEGM (v) :== min(MSZ(u) | vu € E)

FEL(v) := min(LEGM (u) | u leszarmazottja v-nek).
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Az els6 mennyiség nyilvan a mélységi keresés soran kdnnyen szamolhaté. A
masodik is szdmolhaté alulrdl felfelé, a kdvetkezd rekurziv 6sszefiiggést hasznal-
JZ;J';’L(u) = min(LEGM (u), min{ FEL(v) | p(v) = u}).

Lépésszam: O(m)
54. Tétel. Az u csics elvago akkor és csak akkor, ha
o u gyokér, és eqynél tobb gyereke van, vagy

e van olyan v gyereke, amelyre FEL(v) = u.

A grdf kétszeresen 0Osszefiiggd akkor és csak akkor, ha mincs benne elvdgo
csics.

15.3. Erdsen oOsszefiiggd komponensek

Feladat: Input egy G iranyitott graf. Def: z ~ y, ha van irdnyitott ut z-
b6l y-ba és y-bol x-be is. Ennek ekvivalencia osztalyait erdsen Osszefiiggs
komponenseknek nevezziik. Ezeket kell meghatarozni.

48. Algoritmus (Erdsen osszefliggé komponensek).

o El6szor csindlunk egy mélységi keresést, a befejezési szamozas szerint a
cstcsokat egy B tdmbbe rakjuk.

e Elsallitjuk a @ forditott grafot.
e Ebben végziink egy Gjabb mélységi keresést, de a kiilss ciklust lecseréljiik:
for i =n.1 (-1)
w = B(7)
if p(w) =0 then p(w) := w; MB(w)

e A masodik keresés fainak cstucshalmazai lesznek az erésen Gsszefiiggé kom-
ponensek.

Lépésszam: O(m)






16. fejezet

Legrovidebb utak

16.1. Disjkstra algoritmusanak tovabbi
alkalmazasai

16.1.1. Legszélesebb, ill. legolcs6bb legrovidebb 1t

Adott egy G iranyitott graf, és élein két kiilonboz6 pozitiv fliggvény, egy ¢ hossza-
sag és egy w szélesség vagy koltség. Adott s csiicsbdl keresiink adott ¢ csiicsba
olyan utat, mely egyrészt egy legrovidebb at, masrészt a legrévidebb utak koziil
a lehetd legszélesebb vagy legolcsébb.

Els6ként keressiink a Dijkstra-algoritmussal s-b6l minden més cstcsba leg-
révidebb utat, ezaltal kapunk d(s,v) tavolsagokat. Utana keressiink a fordi-
tott grafban ¢-bél minden mas csucsba legrévidebb utat, ezaltal kapunk az
eredeti grafban d(v, t) tavolsagokat. Készitiink egy G’ segédgrafot, mely azon
uv élekbdl all, amelyekre d(s,u) + c(uv) 4+ d(v,t) = d(s,t).

55. Allitas. A G’ grdf aciklikus, melyben s az egyetlen forrds ést az egyetlen
nyeld. G' tartalmazza a G grdf 0sszes s ~» t legrovidebb 4itjdt. Tovdbbd a G’
grafban minden s~ t it egqy legrovidebb ut G-ben, azaz hossza d(s,t).

Tehat, ha a G’ grafban keresiink s-b6l t-be egy legolcsobb vagy legszélesebb
utat a [7.1} illetve a [7.3] alfejezetben leirtak szerint, az pont a célunknak
megfelels ut lesz.

Megjegyzések. Sokszor hasznosabb lenne pl. a legrovidebbnél legfeljebb 10%-
kal hosszabb utak koziil keresni a legolcsobbat /legszélesebbet. Ez a probléma
viszont NP-nehéz.

Viszont érdekes modon a kozel legszélesebb utak koziil a legrévidebbet
konnyd megtalalni. Legyen a legszélesebb 1t szélessége 100. Ekkor, ha a G’
segédgrafba bevessziik az Gsszes olyan élet, amelynek szélessége legalabb 90,
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és G’-ben keresiink legrovidebb utat, akkor pont egy ilyen feladatot oldunk
meg.

16.1.2. Idésfiiggd legrovidebb 1t

Sok feladatnal természetes, hogy egy élen valo atjutas ideje fiigg az indulasi
idéponttdl, pl. gondoljunk egy tomegkozlekedési halozatra. Itt az input a G
iranyitott grafon kiviill minden uv élre egy a., (i) fiiggvény, amely azt adja
meg, hogy ha az u cstucsbol az ¢ idépontban indulunk, akkor mikor érkeziink
meg a v csicsba. Természetesen a,, (i) > i.

Megjegyzések. A feladat ilyen altalanosan NP-nehéz, ezért szokas még feltenni
az un. FIFO tulajdonsagot, miszerint ezek a fliggvények monoton névekviek
(nem szigortuan), azaz aki késébb indul el egy élen, nem érkezhet meg hama-
rabb. Fzzel lényegében ekvivalens az, hogy azt tessziik fel, hogy az u csicsba
érkezés utan szabad ott varakoznunk.

Fontos kérdés, hogy ezek a fliggvények hogyan vannak megadva. A gyakor-
latban altalaban ezek szakaszonként linearis (de nem folytonos) fiiggvények,
mésrészt periodikusak is (pl. 24 6ra periodussal), ezért elég konnyen megad-
hatoak.

A legkorabbi érkezési id6ket szeretnénk kiszamitani, ha adott a kiindulasi
s csucs, és az indulas ig id6pontja. Erre Dreyfus algoritmusa ad megoldast,
mely a Dijkstra-algoritmus mintidjara a kovetkezsket teszi: most is S lesz
az a halmaz, ahova méar kiszamitottuk a legkorabbi érkezési idSket (melye-
ket itt is K (u)-val jeloliink), és P lesz azon csicsok halmaza, amelyekbe
vezet él S-bdl. Egy P-beli v csticsnak a K kulcsa viszont most a legkorab-
bi érkezési id6pont, feltéve, hogy S-beli cstcsbol érkeziink, tehat K(v) =
= minyegs; uwer Guw (K (v)). Az algoritmus soran itt is a minimalis kulest
elemet rakjuk at P-b&l S-be, kénnyi latni, hogy a kulcsok karbantartasa és
a helyesség bizonyitédsa analog médon megy a Dijkstra-algoritmusnél tanul-
takkal.

16.2. Floyd—Warshall-algoritmus

Egy stird grafban minden cstcsbél minden csiicsba legrévidebb utat keresni
leghatékonyabban az alabbi algoritmussal lehet. Egy élsulyozott grafot egy
M matrixszal adunk meg, ahol M (i, j) értéke 0, ha i = j; M(4,j) = c(ij),
ha 75 él, és +00 egyébként.

49. Algoritmus (Floyd-Warshall).

fork=1..n
fori=1.n
for j=1..n
M(i, 7) == min[M (i, j), M (i, k) + M (K, j)]
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56. Allitas. A fenti algoritmus O(n3) lépésben megkeresi a legrividebb 1t
hosszdt minden egyes csucspdr kozott, ha ¢ konzervativ. A ¢ silyozds akkor
és csak akkor konzervativ, ha az algoritmus végén a fédtloban nem jelenik
meg negativ szam.

16.3. Minimalis atlaga kor keresése

A Bellman—Ford-algoritmus lényegében az i. iterdcidban megtalalja a legro-
videbb olyan sétékat, melyek legfeljebb ¢ élbdl allnak (igazabol ez igy nem
pontos, lasd a allitast). Ezt konnyt agy modositani, hogy az i. ciklus végén
K (V) (ha véges) a legrévidebb pontosan i élbdl all6 séta hossza legyen.

Egy séta (vagy kor) atlaganak a hossz/élszam hanyadost nevezziik. Karp-
t6l szarmazik a kovetkezs algoritmus, amely egy iranyitott graf minimalis
atlagn korét szamolja ki. Jelolje d;(v) a legrovidebb olyan séta hosszat, mely
akarhonnan indulhat, pontosan 7 élbél all, és v-be érkezik. Ezeket sem ne-
héz meghatarozni a Bellman—Ford-algoritmus mintajara: nyilvin minden v-re
do(v) =0 és d;11(v) = min(d;(u) 4+ c(uv) | uv € E).

57. Tétel (Karp). A minimdlis dtlagi kor hossza

. dn(v) — dy(v)
min max —_—.
veV 0<k<n—1 n—=k

Megjegyzések. Itt nincs sziikség arra, hogy a hossz-fiiggvény konzervativ le-
gyen, mivel ha minden él hosszahoz hozzaadjuk ugyanazt az o valés szdmot,
akkor a minimalis koratlag is a-val ng, és a fenti kifejezés is.

Nem nehéz megmutatni, hogy megfelel sziil6-pointerek karbantartasa ese-
tén a minimumot adé v csticsbol visszafelé lépkedve egy minimalis atlagua kort
is meg tudunk kapni.

16.4. Johnson algoritmusa

Minden csicsb6l minden cstcsba keressiik a legrévidebb utat. Feltessziik, hogy
a graf erGsen Gsszefiiggd. Ha az élstlyok nem-negativak, akkor n darab Dijkstra
j6 lesz, O(n? -logn +n-m) idében. Ha a silyozas csak konzervativ, elészor egy
Bellman—Ford, majd n db Dijkstra kell:

e Futtassunk le egy Bellman—Ford-algoritmust, és 7(v) := K(v) jeldlje az
altala adott potencialt minden v cstcsra.

e Médositsuk az élek salyat: ¢ (uv) := c(uv) + w(u) — 7(v) minden wv élre.
(Ezutan ' (uv) > 0.)
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e Keressiink minden csticsbdl legrovidebb utakat a Dijkstra algoritmus segit-
ségével a ¢’ sulyokat hasznalva.

e Ha ez alapjan z-bdl y-ba legrévidebb at P, és hossza d'(z,y), akkor az
eredeti grafban z-bél y-ba a legrévidebb Gt szintén P, és hossza d(x,y) =
=d'(z,y) — m(z) + 7(y).

Lépésszam: O(n? -logn +n - m)

16.5. Suurballe algoritmusa

Adott G erésen 6sszefiiggs iranyitott graf nemnegativ c élsilyokkal. Kereslink
s-bél t-be egy P és egy @ utat, amik paronként éldiszjunktak, és ¢(P) + ¢(Q)
minimélis. (Ez a minimalis koltségd folyam-feladat specialis esete).

El6szor keresiink Dijkstra algoritmusaval s-bél egy legrévidebb utat minden
cstcsba, jeldlje P’ a t-be vezetd utat, és legyen d(s,v) a v-be vezets legro-
videbb Gt hossza. Ezutan megcsinaljuk az imént latott potencial-eltolast, azaz

(uwv) = c(uv) + d(s,u) — d(s,v). Ekkor minden él 4j stlya nemnegativ, és
P’ éleinek 0 salya 0. Forditsuk meg a P’ at éleit, igy adédik egy G’ graf a ¢/
élsalyokkal.

Ebben keressiink Dijkstra algoritmusaval s-bél egy legrévidebb Q' utat t-be.
Kdnnyd latni, hogy az optimum értéke c¢(P’) + ¢/ (Q') + d(s,t) lesz. A P és
Q utakat gy kapjuk, hogy vesszitk a P’ és @' utak unidjat, ebbél kitéroljiik
azon szembemend élparokat, melyek egyike P’-ben, masika @)’-ben van, és az
eredményt felbontjuk két at unigjara.

Ezt az algoritmust (erre a specializalt szituaciora) elGszor Suurballe irta
le, aki rogton azt is megvizsgalta, hogy hogyan lehetne a feladatot rogzi-
tett s esetén egyszerre minden t célcstiicsra megoldani. Az els§ fazis ugyanaz,
mint az el6bb, a legrévidebb utak egy s gyokertd T feszitéfeny6t alkotnak, a
potencial-eltolds utan ennek minden éle 0 koltségti. Mostantol ezt az eltolt
salyfiiggvényt hivjuk c-nek; valamint G,-nek nevezziik azt a grafot, amely-
ben a s-bdl v-be vezets T-beli utat megforditjuk. A fentiek alapjan a feladat
minden v csucsra a G, grafban keresni egy s ~» v legrévidebb utat. Ezek a
grafok viszont elég hasonloak, igy lehet jobbat csindlni, mint mindegyikben
kiilon futtatni egy Dijkstra-algoritmust.

Az otlet a kovetkezs: a T fenySben v sziil§jét sz(v)-vel jeloljik, és T-t
iranyitatlan, de s gyokerd faként kezeljiik. Egy tipikus lépésben méar az S
halmazbeli csiicsokra ,mindent” tudunk, és a T — S erd§ komponenseit is
ismerjiik. Mint a Dijkstra-algoritmusban, itt is lesz minden nem S-beli v
cstcsra egy ideiglenes d(v) tavolsageimkénk, ami kezdetben +oo (kivéve s-et,
ahol 0).
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Kivalasztjuk a v € V — S csiicsot, amelyre d(v) minimalis, és ezt berakjuk
S-be, valamint az 6t tartalmazo6 T — S-beli fat széthasogatjuk a Ty, 11, ..., Tk
fakra, ahol T, tartalmazza sz(v)-t, ha még az nincs S-ben (kiilénben Ty = 0),
és a tobbi T; fa gyokerei v-nek a nem S-beli gyerekei.

Ezutén jon a lényeges rész, a cimkék modositasa. Ez a vw éleken a szokasos:
ha d(v) 4 c(vw) < d(w), akkor d(w)-t erre modositjuk. A triikkkésebb rész az,
hogy minden olyan uw élre, ahol u és w két kiilonbozs, most keletkezett fa
csucsal (v € T;, w € T, ¢ # j), megvizsgaljuk, hogy d(v) + c(uw) kisebb-e
d(w)-nél, és ha igen, akkor d(w)-t erre csokkentjitk.

Nem tulsdgosan nehéz belatni, hogy ha megfelelGen szinkronizélva egyszer-
re futtatjuk ezt az algoritmust, illetve egy G grafon a Dijkstra-algoritmust,
akkor a végén a t csiics cimkéje ugyanaz lesz, tehat az algoritmus jol mikodik.

Ezt algoritmust késébb Suurballe Tarjannal kozosen tgy implementalta,
hogy a teljes futasi id6 annyi legyen, mint egy Dijkstra-algoritmus futési ideje
a d-edfoku kupaccal.






17. fejezet

Parositasok

17.1. A Hopcroft—Karp-algoritmus

Az els6 részben targyalt algoritmus paros grafban legnagyobb pérositas kere-
sésére O(nm) idében fut, ahol n a kisebbik osztaly csucsainak szama. Lehet-e
ezt gyorsabban csinélni?

A valasz igenls. Jelolje S az alsd osztaly, T pedig a felsG osztaly szabad
csucsainak a halmazat, és iranyitsuk meg a pillanatnyi péarositas éleit lefelé,
a graf tobbi élét felfelé. Az eredeti algoritmus ebben keresett egy darab utat
S-bél T-be, és utdna ennek mentén régton javitott.

El6szor is csinaljunk egy szélességi keresést S-bdl inditva, és szintezziik be
a grafot: S lesz a 0. szinten, az ebbdl egy élen elérhetd csucsok az elsén, s.i.t.
Hagyjuk el az iranyitott grafunk olyan éleit, melyek nem valamely i. szintrdl
lépnek az (i41).-re. Ebben keressiink S ~» T utat, jegyezziik meg, végpontjait
és éleit hagyjuk el. Ezt ismételjiik, amig van ilyen ut. A talalt utak kénnyen
lathatéan paronként csicsdiszjunktak lesznek. Ezutan minden megtalalt at
mentén végezziik el az alternalast. Nem nehéz meggondolni, hogy egy ilyen
fazis végrehajthato O(m) lépésben. A javitasok utan persze jabb szintezett
iranyitott segédgrafot készitiink, és ismételjiik a fentieket.

58. Allitas. Ha egy fdzis elején a legrovidebb javité it k hosszi volt, akkor a
fdzis végrehajtdsa utdin a legrovidebb javito ut mar legaldbb k + 2 hosszi lesz.

59. Tétel (Hopcroft—Karp). Az algoritmus 2+/n fdzis utdn véget ér.

Ez abbol latszik, hogy+/n fazis utan mar minden javito ut legalabb
24/n —1 hossza lesz, ekkor azonban az aktualis M parositasra és a legna-
gyobb M* péarositasra igaz, hogy |M*| — | M| < /n, mert M U M* grafnak
csak azon komponenseiben lehet kevesebb M-¢él, amelyek javitd utak, és min-
den ilyen komponensnek legalabb 24/n csticsa van.
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17.2. Kuhn magyar moédszere és Egervary tétele

Elstlyozott paros grafban szeretnénk maximalis stlyt parositast talalni. El6-
szOor néhany egyszert redukciéval kezdiink. Egy maximalis sulyt parositas
nyilvan nem tartalmaz negativ sulyu élet, igy ezek az inputboél elhagyhatoak.
Ezutan a grafot kiegészithetjiik teljes paros graffa, minden hozzavett élhez
a 0 sulyt rendelve (ha a két cstcsosztaly kiilonbozd elemszami volt, elsbb
a kisebbet csicsok hozzavételével kiegészitjiik). Nyilvan ett6l sem valtozott
a maximalis sulyd pérositas stlya, viszont igy elég maximélis silyua teljes
parositast talalni.

Egy, a csticsokon értelmezett m nemnegativ fliggvényt lefogasnak neveziink,
ha minden uv élre w(u) + 7(v) > c(uv) teljesiil, egy ilyen lefogas értéke az
Osszes cstcsra vett m-értékek Osszege.

60. Tétel (Egervary Jens). Adott egqy G = (SUT, E) teljes pdros grdf (ahol
|S| = |T|) és egy ¢ : E — RT nemnegativ silyfigguény. A mazimdlis silyi
teljes pdrositds sulya egyenld a minimdlis értéki lefogds ), g p m(u) érté-
kével. Ha ¢ egész-értéki, akkor m is vdlaszthato egész-értékinek.

Az algoritmus soran érdemes megengedni negativ 7 értékeket is, és csak
a végén valtoztatni nemnegativra. Adott w lefogas esetén egy élet szorosnak
neveziink, ha 7(u) +7(v) = c(uv), és G, jeldlje a szoros élek részgrafjat. Kez-
detben legyen 7(s) = C minden s € S-re, ahol C a ¢(uv) értékek maximuma,
és 7(t) = 0 minden ¢ € T-re. Vegyiik észre, hogy a algoritmus leallasakor
visszaadott O Ore-halmaz az S maximalis hidnyt halmazainak a metszete;
ezt az algoritmust fogjuk szubrutinként hivogatni a G, segédgrafokra.

50. Algoritmus (Magyar modszer, Khun).

Keészitsiik el a G, segédgrafot, és hivjuk meg ra a algoritmust.

Ha ez talal egy M teljes parositast, STOP; egyébként visszaad egy O Ore-
halmazt.

Ez utébbi esetben hatarozzuk meg a kovetkezd § mennyiséget: Legyen T =
=TI,(0) és § =min(m(u) + 7(v) —c(uwv) : u€ O, veT —T', w € E).

Az O-beli csiucsokon csdkkentsiik 7-t d-val, a T"-belieken pedig ndveljiik, majd
ugorjunk vissza az algoritmus elejére.

A végén, ha 7w negativ értékeket is felvesz, jelolje —u a legnegativabb érté-
ket, amely mondjuk a v € S csiicson vétetik fel. Adjunk minden S-beli csiics
m-értékéhez u-t, a T-beli csticsokébol pedig vonjuk ki ugyanezt.

61. Tétel. Ez az algoritmus mazimum O(|E|?|S|) lépést tesz, és a végén a
mazimdlis sulyi M teljes pdrositdst, valamint az ehhez tartozé ugyanilyen
értékd lefogdast adja vissza.
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17.3. Edmonds algoritmusanak vazlata

Stlyozatlan, 6sszefliggs, nem paros grafban szeretnénk legnagyobb pérositést
taldlni. Berge lemmaja szerint egy M péarositas akkor és csak akkor ilyen, ha
nem létezik ra nézve javité at. Tehat kiindulunk az {ires parositasbol, és
ismételten javito utat keresiink.

A javité ut kereséséhez egy alternald erdst noveliink, a fak gyokerei a fe-
detlen cstcsok. A fak olyan csucsait, melyek a gyokértél péaros tavolsagra
vannak kiilsének, a tobbit belsdnek hivjuk. Egy kiils6é pontbdl a sajat gyoke-
réhez vezets ut alternald. Az erd6t magyar erdének hivjuk, ha semelyik kiils6
pontbol nem megy él se valamely masik kiils6 pontba, se az erds altal nem
lefedett pontba.

51. Algoritmus (Edmonds, 1 névelés).

Ha az erd6 magyar, akkor STOP; egyébként legyen uv egy olyan él, melyre u
kiilsé cstics, v pedig nem belsé.

Ha v egy masik fa kiilsé csiicsa, akkor a gyokerekhez vezets utakkal egyiitt
egy javité utat talaltunk, menjiink a ,,Javitas’ részre.

Ha v az erd6 altal nem lefedett pont, akkor parositott, parja legyen w. Az
u-t tartalmazé fahoz adjuk hozza az uv és vw éleket, majd kezdjiik az elejérdl a
novelé algoritmust.

Veégiil ha v az u-t tartalmazé fa kiilsé cshcsa, akkor az uv él egylitt az u-bdl,
ill. v-bél a legkdzelebbi kdzds 6shdz vezets utakkal egy paratlan kort ad. Ezt a
kort huzzuk Ossze egyetlen csticesa, majd kezdjiik az elejérsl a nével algoritmust.

Javitas:
A javité atbdl az 6sszehiizott korok forditott sorrendben torténd kibontasaval
kénnyen kaphatunk egy javit6é utat az eredeti grafban, ennek mentén javitunk.

62. Tétel (Edmonds). Ez az algoritmus legfeljebb O(n?m) lépésben (iigyes
adatszerkezetekkel és egyéb dtletekkel O(\/n - m) lépésben) megadja a legna-
gyobb pdrositdast. A magyar erdd belsd pontjai a Gallai—-Edmonds-gdtat, kiilsd
pontjainak Gsképei az ehhez tartozo faktor-kritikus komponenseket adjdk meg.






18. fejezet

Halo6zati folyamok

18.1. Dinic algoritmusa

A Ford—Fulkerson-algoritmussal algoritmus) az a baj, hogy ha rosszul
valasztunk javito utakat, akkor irracionalis kapacitasok esetén nem is véges,
és egeész sulyok esetén is nagyon lassii lehet, akar a legnagyobb kapacitassal
aranyos lépésszam is kellhet. Ezt valamennyire kijavitja az Edmonds—Karp-
algoritmus (lasd a tételt), mely erésen polinomialis, de az is igényel leg-
rosszabb esetben Q(nm) javitast.

Ezt javitja tovabb Dinic algoritmusa, mely a Hopcroft—Karp-algoritmushoz ha-
sonléan egy maradékhalézatban igyekszik ,minél tobbet” javitani a folyamon, és
igy eléri, hogy csak n alkalommal kell Gj maradékhalézatot konstrualni. A szin-
tezett maradékhalozatot ugy kapjuk, hogy el6szor megkonstrualjuk a algo-
ritmusnal leirt maradékhal6zatot, majd ebben s-bél inditott szélességi kereséssel
kiszamitjuk a csiicsok szintjét (s-t6l valé tavolsagat), és ezutan kitorliink minden
élet, amely nem valamelyik szintrél a kdvetkezére lép, valamint az &sszes cslcsot,
amely tavolabb van s-tél, mint a t.

Ebben a halézatban Ggynevezett blokkolé folyamot keresiink, ami egy olyan
f' folyam, hogy az f’ altal telitett éleket tordlve mar nem marad Gt s-bél ¢-be.

A kovetkezd allitasok mutatjak a modszer erejét:

63. Tétel. Ha a hdldzatban az aktudlis f folyamra nézve a legrovidebd javité
it k hosszi, és f-et javitjuk a szintezett maradékhdlozat eqy f' blokkolé fo-
lyamdval, akkor a javitott folyamra nézve a legrévidebb javité ut mdr legaldbb
k4 1 hosszi lesz.

64. Tétel. Egy szintezett maradékhdlozatban (amely nyilvdn aciklikus) egy
blokkols folyamot a mélységi keresés iigyes modositdsdval megkereshetiink
O(nm), ill. dgyes adatszerkezetekkel O(mlogn) lépésben. Tehdt Dinic algo-
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ritmusa lefut az egyszerid megualdsitdssal O(n?m), tigyesen O(nmlogn) lé-
pésben.

18.2. Diszjunkt utak

Egy irdnyitott grafban keresiink s-bél ¢-be a lehetd legtobb, paronként éldisz-
junkt utat. Ha az éldiszjunkt utak maximalis szama k, akkor persze ezt Ford
és Fulkerson algoritmusaval O(km) lépésben megtehetjiik. Ezen nagy k
értékek esetén javithatunk:

Dinic mo6dszerét hasznaljuk, mivel a grafban minden kapacitas 1, ezért

ez a maradékhalozatra is teljesiil. Ebben blokkol6 folyamot kénnyen tudunk
O(m) id6ben keresni, hiszen egy javitdo ut minden éle telitédik, igy azokat
mind kitoroljiik.
65. Tétel. A maximdlis szamu pdronként éldiszjunkt utakat keresé Dinic-
algoritmus legfeljebb 2+/m iterdcidt (ij maradékhdlozat megkonstrudldsa és
abban javitds) haszndl, ha rdaddsul a grdfban nincsenek pdrhuzamos élek,
akkor legfeljebb 2n2/3 iterdciot.

Tehdt az algoritmus lépésszdma egyszerd grdaf esetén O(min(m+/m, mn?/3)).

Ha paronként cstuicsdiszjunkt utakat keresiink, akkor az még gyorsabb. A
szokott modon (mint a fejezetben) huzzuk szét a csicsokat. Ekkor egy
olyan halozatot kapunk, melyben s és t kivételével minden cstucsnak vagy a
befoka, vagy a kifoka 1. Ebben két ut akkor és csak akkor éldiszjunkt, ha az
eredeti grafban csicsdiszjunkt.

66. Tétel. Ha egy 1-kapacitdsi hdldzatban minden csics (s és t kivételével)
befoka vagy kifoka egy, akkor a Dinic-algoritmus lefut legfeljebb 2+/n iterdci-
oval, tehdt O(m+/n) lépésben.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy lényegében tijra megadtuk a Hopcroft-Karp-
algoritmust.

18.3. Tobbtermékes folyamok

A cip6t a cipgyarban gyartjak és a cip&boltban adjak el, mig a kenyeret a
pékségben készitik és az élelmiszerboltban adjak el. Igy ha egy uthalozaton
akarjuk ezeket szallitani, akkor figyelniink kell, hogy a két terméket nem
keverhetjiik Ossze. Persze sok termékre vonatkozo feladat esetén meg kell
hatarozni, hogy mi a jo célfiiggvény. Mivel erre nincs altaldnos recept, ezért
a tobbtermékes folyam-feladatnak az eldontési verzidjat szokas elsésorban
nézni. Ez formélisan azt jelenti, hogy k termék esetén adott minden 1 < i <
< k-ra a termék s; forrasa, t; célja és a szallitand6 d; mennyiség. A feladat
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az, hogy minden i-re talaljunk egy d; nagysagu f; folyamot, melynek forrasa
s; és nyelGje t;, ugy, hogy egyiittesen a kapacitaskorlat alatt maradjanak,
azaz minden e élre Y fi(e) < c¢(e), ahol ¢ a G iranyitott alapgraf élein adott
nemnegativ kapacitasfiiggvény.

Sokszor kényelmesebb az igényeket egy H igénygraffal megadni, melyben
minden i-re s;-b6l ¢;-be mend élre frjuk ra a d; igényt (a H grafnak ugyanaz
a V a csucshalmaza, mint a G grafnak.).

Ha tort-folyamot keresiink, akkor ez egy LP-feladat, igy megoldhato poli-
nomialis idében, s6t Tardos Eva kifejlesztett egy erésen polinomialis algorit-
must is ra.

A tobbtermékes tort-folyam feladatra a Farkas lemmabol kénnyen bizo-
nyithato, hogy akkor és csak akkor van megoldés, ha minden ¢ : £ — RT
hosszuséagfiiggvényre

k
Zdi - diste(s;, t;) < Z Le) - c(e),
=1 eckl
ahol disty(s;,t;) az £ hossztsag szerint legrévidebb s; ~» t; at hosszat jeloli.
Ezt ugy lehet értelmezni, hogy az élek helyébe c¢ keresztmetszetd ¢ hosszi
csoveket képzeliink, a bal oldal egy adott i-re alsd becslés az i. termék altal
elfoglalt térfogatra, mig a jobb oldal a rendszer teljes térfogata.

Innentdl feltessziik, hogy a kapacitasok és az igények egészek. Egész tobb-
termékes folyam keresése NP-nehéz, még két termék esetén is, s6t akkor is,
ha minden kapacitéas 1, azaz paronként éldiszjunkt s; ~» t1 és so ~ to utakat
keresiink (ezek a feladatok iranyitatlan grafokra is NP-nehezek). Iranyitott
esetben még akkor is NP-nehéz marad, ha tovibba még azt is feltessziik, hogy
dy = d2 =1 (ez a feladat azonban mar iranyitatlan grafokra polinomialis id6-
ben megoldhato).

Azonban iranyitatlan grafra, két termékre és tetszéleges igényekre mégis
lehet valami érdekeset mondani. Vagasfeltételnek hivjuk a kévetkezot:

Minden () # X C V cstcshalmazra dy(X) < dg(X), ahol dy(X) az X-
bdl kiléps H-beli élek igény-értekeinek 6sszege, da(X) pedig az X-bdol kiléps
G-beli élek kapacitas-értekeinek Gsszege.

Ha a vagasfeltétel nem teljesiil, akkor nyilvan nincs tortértéki folyam sem.
Masrészt konnyen lathato, hogy a vagasfeltétel nem elégséges egész folyam
létezésére: legyen G egy négyzet, H a két atloja, és minden kapacitas és igény
1. Azt mondjuk, hogy a feladat teljesiti az Euler-feltételt, ha minden cstcsra
a kimend G-élek kapacitasainak Osszege plusz a kimens H-élek igényeinek
Osszege pAaros.

67. Tétel (Hu). Egy irdnyitatlan G grdfban a kéttermékes folyamfeladatnak
akkor és csak akkor van megolddsa, ha teljesil a vdgdsfeltétel. Rdaddsul, ha
van megolddsa, akkor van félegész megolddsa is.
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Ez kénnyen kovetkezik az alabbi tételbdl:

68. Tétel (Rothschild-Whinston). Tegyiik fel, hogy egy irdnyitatlan G grdf-
ban a kéttermékes folyamfeladat teljesiti az Euler-feltételt. Ekkor, ha teljestil

a vagdsfeltétel, akkor a tébbtermékes folyamfeladatnak van egész megolddsa
18.



19. fejezet

Kozelité algoritmusok

19.1. Definicidok

A kovetkezd tipusu feladatokat tekintjiik. Egy x input esetén ehhez hozza
van rendelve a megengedett megoldasok egy X (x) halmaza (példaul ha az
input egy sulyozott graf, a megengedett megoldasok halmaza allhat a graf
Hamilton-kéreibdl). Adott tovabba egy fx @ X (x) — R kiértékels fiiggvény
(a példaban egy Hamilton-korhoz az f fliggvény az Osszstlyat rendelheti). A
feladat az, hogy keressiink olyan y € X (x) megengedett megoldast, amelyre
fx(y) miniméalis. Ebben a fejezetben csak olyan feladatokkal foglalkozunk,
amelyek NP-nehezek.

Egy A algoritmust a-kozelitének hivunk, ha minden inputra, amelyre léte-
zik megengedett megoldas, kiad egy megengedett y megoldast, melynek fy(y)
értéke legfeljebb a-szorosa az optimumnak, melyet a tovabbiakban OPT jel6l
(itt @ nem feltétleniil konstans, lehet az input n hosszanak egy fiiggvénye is).

Néha persze nem minimumot, hanem maximumot keresiink, ekkor egy
a-kozelité algoritmus olyan megengedett megoldast ad ki, melynek értéke
legalabb é—szorosa az optimumnak.

Egy algoritmus ¢ relativ hibajt, ha (1 4 ¢)-kozelité.

Egy adott algoritmusr6l nem mindig konnyt belatni, hogy a-kozelits, mert
ehhez meg kell becsiilni az optimum értékét. A legegyszertibb példa a kovet-
kezs: adott G = (V, E) irdnyitott graf, keressiik az éleinek a legnagyobb olyan
részhalmazat, amelyek még aciklikus grafot alkotnak. A kovetkezs egyszert
algoritmus erre 2-kozelitést ad: vegyiik a csiicsok tetszGleges sorrendjét, és
nézziik meg, hogy az el6remend, vagy a visszamené élek vannak-e tobbség-
ben, és valasszuk a tobbséget. Ezek nyilvan aciklikus részgrafot alkotnak, és
persze legalabb |E|/2 élbdl allnak. Az optimum nem lehet nagyobb |E|-nél,
tehat ez az algoritmus 2-kozelits. Ovatossagra int azonban a komplementer
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feladat, ahol a legkevesebb olyan élet keressiik, amiket elhagyva a graf acik-
likussé valik. Erre nem ismert a-kozelité polinomidlis algoritmus semmilyen
« konstansra, s6t, a legjobb, amit tudunk, egy O(logn - loglog n)-kozelités.

Ha minden € > 0 konstanshoz létezik egy polinomialis idejd A. algorit-
mus, amely az adott feladatot e relativ hibaval oldja meg, akkor ezt a csaladot
polinom-ideji approximdcids sémdnak (PTAS) nevezziik. Ha van egy olyan
A algoritmusunk, amely minden e-ra (amit szintén megkap bemenetként)
relativ hibaju, és rdadasul 1épésszama polinomja az eredeti bemenet n hossza-
nak és (1/e)-nak is, akkor ezt teljesen polinom-idejd approximacios séméanak
(FPTAS) nevezziik. A kett6 kozott helyezkednek el az tn. hatékony polinom-
idejd approximacios sémak (EPTAS), amelyek lépésszama O(f (%) -n®) vala-
milyen f fliggvényre és ¢ konstansra, (tehat itt 1/ mar nem szerepelhet n
kitevjében).

Példak: egy PTAS lépésszama lehet akar n2'’" is, egy EPTAS algoritmu-
sé lehet példaul 2/¢ - n3, mig egy FPTAS algoritmus lépésszama példaul
(1/€%) - nt.

APX jeloli a problémak azon osztalyéat, amelyekre létezik konstans « és
egy a-kozelit6 polinom-idejd algoritmus (igazabol még fel szokas tenni, hogy
a megfelels eldontési probléma NP-ben van). Egy problémat APX-nehéznek
hivunk, ha van olyan ag > 1 konstans, hogy ha létezne valamilyen o <
< ap-ra polinom-ideji a-kozelit§ algoritmus, akkor ebbdl mar P = NP ko-
vetkezne. Tehat APX-nehéz problémakra nem varhato PTAS. Szokas szerint
APX-teljesnek neveziink egy problémat, ha APX-ben van és APX-nehéz.

Példaul a minimalis lefogo csucshalmaz feladat (olyan legkisebb csiicshal-
mazt keresiink egy adott grathoz, amely minden élnek legalabb az egyik vég-
pontjat tartalmazza) APX-teljes. Konnyd adni egy 2-kozelité algoritmust:
vegyiink mohoén egy tartalmazasra nézve maximalis M parositast, és va-
lasszuk be az 6sszes M-beli él mindkét végpontjat. Azonban méar 1,99-kozelits
polinom-idej{ algoritmus nem ismert. Itt is nagyon eltér§ a komplementer fel-
adat, ahol legnagyobb fiiggetlen csticshalmazt keresiink. Ez az egyik legkoze-
lithetetlenebb probléma: ha lenne polinom-idejti n'~*-kozelités, akkor ebbél
P = NP koévetkezne.

19.2. Metrikus utazoé iigynok

Metrikus utazé iigynok feladat: Adott egy G teljes graf és az éleken olyan
koltségek, hogy c(uv) + c(vw) > ¢(uw) minden u, v, w csics-harmasra. Kere-
slink egy minimaélis kéltségii Hamilton-kort.

Megjegyzés. Ha talalunk egy olyan c¢* koltségt ) korsétat, mely minden csi-
csot érint, akkor ebbdl konnyen kaphatunk egy C' Hamilton-kort, melynek
koltsége ¢(C) < ¢(Q) = ¢*. Ugyanis induljunk @ mentén, és amikor olyan
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cstcsba 1épnénk, ahol mar jartunk, akkor ugorjunk rogton a séta mentén az
els6 olyan csticsba, ahol még nem jartunk. A haromszog-egyenlétlenség miatt
ett6l nem lesz hosszabb a sétank.

1. kozelits algoritmus: Prim algoritmusaval szamoljunk ki egy T° minimalis
koltségli feszitsfat. Ebbél gy kapunk egy 2¢(T') koltségili, minden csiicsot érintd
korsétat, hogy a fat elképzeljiik lerajzolva, és korbejarjuk, azaz végiilis minden
élén kétszer fogunk atmenni.

Mivel az optimélis Hamilton-kér barmely élét elhagyva egy feszitéfat ka-
punk, igy nyilvan ¢(T) < OPT. Ez tehat egy O(n?) idejii 2-kozelits algorit-
mus. A kettes faktoron jelentGsen javithatunk az alabbi hires algoritmussal.

52. Algoritmus (Christofides 3-kdzelit6 algoritmusa).

Prim algoritmusaval szamoljunk ki egy T minimalis koltségii feszitsfat. Jellje
X a T paratlan fokd cstcsainak halmazat. Keressiink G[X]-ben (az X altal
feszitett részgrafban) minimalis salyad M parositast. (Erre létezik hatékony, azaz
polinom ideji algoritmus, ebben a jegyzetben nem részletezziik.) Ekkor a T +
+ M grafban mar minden fokszam paros, tehat létezik benne Euler-séta, mely
minden csiicsot érint, és ebbdl a fenti médszerrel kaphatunk egy nem hosszabb
Hamilton-kért.

. o OPT
Nem nehéz belatni, hogy c¢(M) < =5=.

19.3. FPTAS a hatizsak-feladatra

Visszatériink az NP-nehéz hatizsadk-feladatra. Elgszor is megjegyezziik, hogy
kis érték esetén egy maésik dinamikus programozasi algoritmus is miikodik,
ami most kényelmesebb lesz nekiink. Tegyiik fel, hogy F egy felsé becslés
a kivihets legnagyobb értékre, erre a célra E = > e; is jo lehet, de igaza-
bol ennél jobbat is tudunk, a tort optimum értékét, amit gy kapunk meg,
hogy a targyakat az e;/w; fajlagos érték szerint névekvs sorrendbe rendez-
ziik, vesziink az elejérdl annyi targyat, amennyi belefér a hatizsdkba, majd a
kovetkezs targybol levagunk egy akkora részt, hogy éppen kitdltse a zsakot.

53. Algoritmus (Hatizsak — kis E értékre).

for j = 0.E T(j) :=W+1 /[« T(j) lesz a legkisebb teherbirdsi hdtizsdk,
amiben j érték kivihetd; W + 1 a végtelen megfeleldje.
for i=1..n /% Azi. ciklusban az els6 i tdrgybdl keresiink.
for j=F.e (-1)
if T(j — 61') + w; < T(j) then T(]) = T(J — ei) + w;
for j=FE..0 (—1) if T(j) < W then return T(j)
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Ennek az O(E - n) ideji algoritmusnak a segitségével megadjuk Ibarra és
Kim FPTAS algoritmusat. Elgszor is feltehetjiik, hogy minden targy magaban
belefér a hatizsakba, azaz minden i-re w; < W (a tobbi targy torolhets).

Legyen E = > e; és M egy késébb meghatarozand6 szam. Definialunk egy
segédfeladatot, amelyben w; és W ugyanaz, de az értékek e; = | $=]. Jeldlje I
az eredeti feladat optimalis targyhalmazat, I’ a segédfeladatét, valamint OPT
az eredeti feladatban optimalisan kivehetd értéket.

A mi algoritmusunk egyszeriien a kdvetkez6: megoldjuk a segédfeladatot az
iménti algoritmussal (pontosabban azzal a kiterjesztéssel, amely a targyhalmazt
is meghatarozza), és az igy kapott I’ targyhalmazt adjuk ki megoldasként. A mi
megoldasunk értéke tehat MO := ., e; lesz.

Hatra van még az M jo6 megvalasztasa. Ha tul kicsinek valasztjuk, akkor
a dinamikus programozasi algoritmus tul lassi lesz, ha tal nagynak, akkor a
targyak eredeti értékei ,elttinnek”, tehat varhatéan a megoldasunk tavol lesz
az optimumtol.

MO=Y e>M-) e >M-Y e >> (e~ M)>OPT —nl.

iel’ iel’ i€l iel

A masodik egyenl6tlenség azért teljesiil, mert I’ volt az optimalisan kivi-
hets targyhalmaz a segédfeladatra. Az a célunk, hogy MO > (1 —¢) - OPT
teljesiiljon, ehhez az kell, hogy nM < e - OPT teljesiiljon. Ehhez megbecsiil-

jik OPT értékét: a feltételezéstink szerint OPT > max;e; > E/n. Tehat

)

valasszuk M értekét M = —
n

A dinamikus programozasi algoritmus lépésszama pedig legfeljebb

(5505

19.4. Maximalis stabil hazasitas

-nek, ekkor az iménti elvarasunk teljestil.

A stabil parositas feladatnak tekintjiik azt az altalanositasat, amikor a la-
nyoknal a preferencia-sorrend nem szigort, tartalmazhat déntetleneket is. A
Gale—Shapley-algoritmus algoritmus) ilyenkor is talal stabil parositast,
azonban ilyenkor a kiilonb6z6 stabil parositasok lehetnek kiilonb6z6 szamos-
saguak, és a cél egy lehets legnagyobb méretii stabil parositas megtalalasa. Ez
egy APX-nehéz probléma, ha lenne ra polinomialis 1,1-kozelité algoritmus,
akkor ebb6l P=NP kovetkezne. Itt egy 3/2-kozelits algoritmust adunk.

Az algoritmus nagyon hasonlo lesz a Gale-Shapley-algoritmushoz, azonban
néhéany fitinak piros pontot fogunk adni, és ez tgy befolyasolja a sorrendet,
hogy ha egy [ lany eredetileg egyforman kedveli az f; és fo fitkat, és fi-nek
van piros pontja, mig fo-nek nincs, akkor [ jobban kedveli fi-et, mint fo-t.
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Elgszor is futtatjuk a Gale—Shapley-algoritmust, ha egy lany az aktualis kérét
ugyanannyira kedveli, mint a pillanatnyi partnerét, akkor az aj kérét kosarazza ki
(példaul; azonban ez nem lényeges). Ha egy filit mar az &sszes lany kikosarazott,
akkor megkapja a piros pontot. Ezutan az eredeti listdja szerint még egyszer
sorban elkezdi megkérni a lanyok kezét. Ha a piros pontjaval is minden lany
kikosarazza, akkor leall. Ha minden fit vagy leallt, vagy van partnere, akkor az
utébbiak elveszik feleségiil a partneriiket.

A kérések szama legfeljebb kétszerese az élek szaméanak, igy az algoritmus
lineéris idejt.

69. Tétel. Ez az algoritmus mindig egqy 3/2-kézelitd stabil pdrositdst ad.

19.5. Halmazfedés

Adott az S = {1,2,...,n} alaphalmaznak m db részhalmaza: A, Ay, ..., Ay,
és minden részhalmazhoz tartozik egy c(A;) pozitiv koltség. Keresiink egy mi-
nimélis 6sszkoltségii fedést, azaz olyan részhalmazokat, melyek unitja egyenls
az S alaphalmazzal. Két kiillonb6z6 kozelits algoritmust is megadunk.

54. Algoritmus (Moho kozelités halmazfedésre).
C:=10
while C # S
. C AL

o= mmi(\AE:—ng)

ji= argmini(ljiéié‘)

for se A; —C  price(s) ==«

Cc:=CuU Aj

70. Allitas. A k-adiknak lefedett sy, elemre price(sy) < n(z%, ezért a mohd
algoritmus H,-kézelitd, ahol H, =3I | 1 ~Inn.

Most tegyiik fel, hogy a halmazrendszerben a maximaélis fok A. Oldjuk
meg tetsz6leges polinomidlis modszerrel a kovetkezd LP-feladatot :

> x;>1, VseS,

j: SEA;

Ezutan az optimalis tortmegoldast kikerekitjiik: y; legyen 1, ha z; > 1/A
és 0 kiilonben.
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71. Allitas. Azok az Aj; halmazok, melyekre y; = 1 egy fedést alkotnak,
melynek kéltsége az optimdlis tortmegolddsnak legfeljebb A-szorosa, €s igy
persze az eredeti feladat optimumdnak is.

Egy érdekes alkalmazas: érdemes meggondolni, hogy ebbdl egy 2-kozelits
algoritmus adodik a silyozott lefogd csticshalmaz feladatra.

19.6. Beck—Fiala-tétel

72. Tétel (Beck—Fiala). Adott egy hipergrif az {1,2,...,n} alaphalmazon,
melynek élei {A1, Aa,..., An}, és tegyik fel, hogy minden pont foka legfel-
jebb d, és d > 2. Ekkor létezik ¢ : {1,2,...,n} — {=1,+1} kétszinezése az
alaphalmaznak, hogy minden A; élben |3, 4 c(i)| < 2d — 3.

Algoritmikus bizonyitast adunk. 7 jelélje az aktiv élek indexeinek halma-
zat, kezdetben ez {1,2,...,m}. Felirjuk a kévetkezs egyenletrendszert:

dawi=0 (VjeJ)

i€EA;

Ennek az azonosan 0 egy megoldasa. Ezutan sorban néhany x; valtozo ér-
tékét rogziteni fogjuk (—1-re, ill. +1-re), ezeket behelyettesitjiik a fentiekbe,
a nem rogzitett z;-ket aktiv valtozoknak, indexeiket aktiv indexeknek hivjuk.
Egy él akkor aktiv, ha van benne legalabb d darab aktiv index. A nem aktiv
élekhez tartozo egyenldségeket mindig elhagyjuk a rendszerbdl. A rogzitések-
nél vigydzunk, hogy az egyenletrendszernek mindig legyen olyan megoldasa,
melyben minden aktiv valtoz6 értéke szigortan —1 és +1 kozott van. Két
fazist hajtunk végre.

Az els6 fazis addig tart, amig van olyan aktiv él, amelyben szigortian tGbb,
mint d darab aktiv index van. Ilyenkor kettGs leszamlalassal latszik, hogy t6bb
aktiv valtozonk van, mint aktiv éliink, tehat, mivel az egyenletrendszernek
van megoldasa, ezért megoldasainak halmaza egy legalabb 1-dimenzios altér.
Mivel a feltevésiink miatt ez tartalmazza a [—1, +1]* kocka egy belsé pontjat
(ahol a az aktiv valtozok szama), ezért valahol metszi a kocka felszinét, rog-
zitslink egy ilyen metszéspontot. Azon aktiv valtozokat, melyek értéke ebben
a pontban —1 vagy +1, rogzitsiik, dobjuk ki az inaktivva valt élekhez tartozo
egyenleteket, és menjiink a fazis elejére.

A masodik fazisban minden aktiv élben pontosan d darab aktiv valtozonk
van, ezeket kerekitsiik ki —1-re, ha az ismert megoldasban az értékiik negativ,
kiilonben +1-re.

Azt allitjuk, hogy a kapott kétszinezés teljesiti a tételt. Elgszor nézziink
meg egy olyan élet, amely valamikor az els§ fazis soran inaktivva valt. Ekkor
még teljesiilt ra az egyenlGség, és csak maximum d — 1 aktiv index maradt
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benne. Ezeket késébb kikerekitettiik, ezaltal az osszeg értéke < 2(d — 1)-gyel
valtozott, igy abszolut értékben legfeljebb 2d — 3-ra néhetett meg. A masodik
fazisban minden valtozo értéke maximum eggyel valtozott meg, igy az els6
fazis végén aktiv élekre az Gsszeg abszolut értéke legfeljebb d < 2d — 3 lett.






20. fejezet

Fix paraméteres algoritmusok

Minden input mellé kapunk egy k paramétert is. Példaul az input egy graf,
és az a feladat, hogy létezik-e a grafban egy legalabb k meéretd teljes rész-
graf, vagy egy legfeljebb k méretii lefogo csticshalmaz. Ezek a példa-feladatok
koénnyen megvalaszolhatok, ha tehetiink O(n*k?) lépést, ami azt jelenti, hogy
konstans k-ra polinomialisak. Ez azonban nem igazan kielégits, mivel pl. k =
= 100 esetén az n'% elég gyorsan novekedd fiiggvény. Ezért ebben a fejezetben
olyan algoritmusokat keresilink, amelyek 1épésszamaban a k nem a kitevében
szerepel, azaz a cél O(f(k) - n) ideji algoritmus valamilyen f fiiggvényre és
¢ abszolut konstansra. Az ilyen algoritmust hivjuk FPT-nek. Az els§ (klikk)
feladatra ilyet nem tudunk, és nem is igazédn varhatd, a mésodikra viszont
igen.

20.1. Steiner-fa

Az els6 példank a Steiner-fa feladat. Adott egy G = (V, E) iranyitatlan graf
pozitiv ¢ élkoltségekkel, és terminélok egy S C V halmaza. Keresiink egy
minimalis koltségi osszefiiggd részgrafot, mely S minden csticsat tartalmazza.
Egy ilyen optimalis megoldas nyilvan egy fa.

Ez a feladat NP-nehéz. El6szor egy 2-kozelit6 algoritmust adunk ra.

Csinalunk egy H silyozott teljes grafot a S csiicshalmazon, egy uv él stlya a
minimalis koltségii u ~ v Gt koltsége a G grafban. Legyen T a H graf minimalis
sulya feszité faja. Konnyii latni, hogy ha a minimalis koltségli Steiner-fa kdltsége
OPT, akkor T sutlya nem lehet tébb, mint az OPT kétszerese. Masrészt konnyii
olyan Steiner-fat csinalni, melynek kdltsége nem tobb, mint T sulya. Helyette-
sitsiik 7" minden élét egy attal a G-ben, amelynek koltsége pont a T-beli saly.
Ezen utak uni¢jabdl tordljink ki minden korbdl (2 hosszaakbdl is) éleket, amig
csak lehet, a végén egy fat kapunk.

101
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Legyen most k = |S| a paraméteriink. A kovetkezs (Dreyfus-t6l és Wagner-
t6l szarmazd) dinamikus programozasi algoritmus FPT. Jelolje OPT(S’, w)
annak a feladatnak az optimalis megoldasat, amely az S’ U {u} terminal-
halmazra vesz egy ezt feszitG fat, ahol u tetszdleges cstcs, és S C S egy
terminalhalmaz. Ezek lesznek a részfeladatok, tehat 2Fn részfeladatot kell
megoldanunk.

El6szor lefuttatunk n db Dijkstra algoritmust, és minden G-beli u, v pontparra
meghatarozzuk a d(u,v) minimalis kdltségl utat (ezzel az |S’| = 1 részfeladato-
kat meg is oldottuk). Utana S’ egyre névekvs értékeire dinamikus programozassal
kiszamitjuk az OPT(S’, u) értékeket az alabbi allitast felhasznalva:

73. Allitas.

’ . . ;-
OPT(S,v) = min @irglerlS/(OPT(Sl, u) + OPT(S" — Sy, u) + d(u,v)).

74. Allitas. A Dreyfus— Wagner-algoritmus lépésszima
O(3"n? + nm + n*logn).

20.2. Lefogo6 csiicshalmaz

A feladat az, hogy létezik-e k db cstcs, hogy minden élnek legalabb az egyik
végpontja ezek kozott van. Természetesen feltehetjiik, hogy a grafunk nem
tartalmaz izolalt csicsot, ezért a menet kdzben keletkezd izoléalt cstcsokat is
mindig azonnal t6rolni fogjuk.

20.2.1. Els6 megoldas k-korlatos mélységii dontési faval

Rekurziv eljarast adunk meg: ha nincs él, készen vagyunk, az eddig megjelolt
cstcsok lefogok. Kiilonben, ha mar van k& jeldlt cstcsunk, térjiink vissza sikerte-
leniil. Ha még nincs ennyi jeldlt, valasszunk egy uv élet. ElGszor jeldljik meg az u
csticsot, hagyjuk el a ra illeszked§ éleket, és hivjuk meg az eljarast rekurzivan, ha
ez sikerteleniil tér vissza, akkor jeldljiik meg v-t, hagyjuk el a ra illeszked6 éleket,
és hivjuk meg az eljarast rekurzivan. Ha ez is sikerteleniil tér vissza, térjiink mi
is vissza sikerteleniil.

Az egész eljaras leithato egy k mélységii binaris faval, melynek < 2F+1
cstcsa van, és egy csticsban O(n) lépést kell tenntink, igy az Osszes 1épésszam
O(2Fn).

20.2.2. Masodik megoldas k? méretti kernellel

Egy G inputu k paraméterii feladat kernelének hivjuk a polinom id&ben
elkészithet6 G’ inputot és k' paramétert, ha k' < k és a (G', k) feladatra
akkor és csak akkor IGEN a valasz, ha az eredeti (G, k) feladatra az.
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A kernelkészits eljarasunk egész egyszerii: ha van olyan v cstacsunk, mely-
nek foka nagyobb, mint k, akkor ezt megjegyezziik (neki nyilvan benne kell
lennie a lefogo csicshalmazban, ha az legfeljebb k elemt), kitoroljiikk G-bél és
k-t eggyel csokkentjiik. Ezt ismételjiik (ha k negativva valik, leallunk NEM
valasszal), ha véget ér, akkor nyilvan minden cstcs foka legfeljebb az aktua-
lis k lesz. Ezt tekintjiik kernelnek (az izolalt cstcsokat persze toroljiik), és a
lecsokkentett k végss értékét k'-nek.

Ennek a grafnak akkor és csak akkor van k' csiicsbol 4116 lefogo halmaza,
ha az eredetinek volt k cstucsbol allo. Ha G'-nek t6bb, mint k'(k’ + 1) cstcsa
van, akkor nyilvan az élek nem foghatoak le &’ db legfeljebb k' foku cstccsal.

Egyébként pedig (mivel k' < k), egy legfeljebb k? + k csticst grafrol kell
donteniink, itt kiprobalhatjuk az dsszes k' elemii részhalmazt legfeljebb ok’ +k
lépésben. Ennél jobban jarunk, ha a kernelre az el6zd alfejezet algoritmuséat
alkalmazzuk, ekkor a lépésszam csak O(2°k? +m + n).

20.2.3. Harmadik megoldas korona-redukciéval

Egy G = (V, E) graf korona-felbontdsa a csticsok particioja harom részre:
V =CUH U B, hogy C filiggetlen halmaz legyen, ne legyen él C-b&l B-be,
és a C és H kozotti paros grafban legyen H-t fed6 péarositas.

20.1. abra. Korona-felbontas
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75. Allitas. A G grdfban akkor és csak akkor létezik k elemd lefogd csics-
halmaz, ha a G — H — C grdfban van (k — |H|) elemd lefogd csicshalmaz.

Egy olyan algoritmust adunk meg, mely készit egy 3k méretd kernelt (vagy
menet kdzben arra a kovetkeztetésre jut, hogy nincs k méreti lefogo cstcs-
halmaz).

Vegyiink egy tartalmazasra nézve maximalis M parositast. Ha |M| > k, akkor
alljunk meg NEM valasszal. Legyen X az M altal fedett cstcsok halmaza, és
I =V — X. Ekkor I fiiggetlen, és mivel az izolalt csiicsokat tordltiik, minden
elemébdl megy él X-be.

Tekintsiik az X és I kozotti paros grafot, ebben hatarozzuk meg a legnagyobb
M* parositast, és az ugyanekkora T legkisebb lefogé csiucshalmazt. Ha |[M*| > k,
akkor NEM valasszal leallunk.

Ha TN X # 0, akkor legyen H = TN X, és C C I alljon a H M*-
szerinti parjaibél, B pedig a maradék csticsokbél. Ez nyilvan j6 korona-felbontas,
végezziik el a korona-redukciét, és menjiink az elejére.

Kiilonben nyilvan T = I, de |T| = |M*| < k, masrészt |M| < k miatt
| X| < 2k, tehat |V| < 3k, a kernel elkésziilt.

Egy ilyen redukci6 nyilvan megoldhaté O(|M*|m) = O(km) lépésben,
és mivel minden redukcios 1épéskor k csokken, a kernel elkészitése Osszesen
O(k?m) id6. Uténa a kernelben az elss alfejezet algoritmusa O(k - 2F) ido
alatt végez.

20.3. Egzakt at

El akarjuk donteni, hogy egy G = (V,E) grafban van-e olyan s ~» t 1ut,
melynek pontosan k bels§ csticsa van. Erre itt egy randomizalt algoritmust
adunk, amelyet azonban lehet derandomizalni.

El6szor is tegytik fel, hogy V — s —t csiicsai ki vannak véletlen moédon szi-
nezve az C = {1,2,..., k} szinekkel. Egy utat szin-teljesnek hivunk, ha belsg
pontjai paronként kiilénbozé szintek, és C' minden eleme szerepel szinként.
Persze ha talalunk egy szin-teljes utat, akkor az pontosan k belsd cstccsal fog
rendelkezni. Tehéat a randomizalt algoritmusunk egyszertien abbol all, hogy
sorsolunk sok fiiggetlen szinezést, és mindegyikhez keresiink szin-teljes utat.
Ha egyszer is taladlunk, akkor az j6 1t lesz, ha soha, akkor azt valaszoljuk,
hogy nincs k belsd cstcesal rendelkezd tt.

76. Allitas. Ha 240e* fiiggetlen véletlen szinezés eqyikére sincs szin-teljes
s~ t 1t, akkor annak valdszintisége, hogy G-ben van pontosan k belsd csiccsal
rendelkezd s ~» t it legfeljebb e =240,

Szin-teljes utat pedig konnyt keresni dinamikus programozassal. A meg-
oldandé részfeladatok: minden v cstcsra és C' C C szinhalmazra keresiink
C'-szin-teljes utat s-bsl v-be. Ez kénnyedén megy O(2¥m) lépésben.



I11. rész

Fuggelék
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Pszeudokod

A pszeudokod az algoritmusok leirasdnak tomor nyelve, hasonléan ahhoz,
ahogy matematikai allitdsokat a matematikai logika nyelvén irunk le. Itt az
ebben a jegyzetben hasznalt pszeudokoédot irjuk le, més konyvek sokszor ettsl
akar lényegesen eltérd formatumot hasznalnak.

Ertékadas, t6mbok

A:=0
/x Az A vdltoz6 értéke legyen 0.
A:=3-A+ B/2
/* Kiolvassuk az A vdltozd értékét, beszorozzuk 3-mal, majd kiolvassuk a B
vdltozo értékét, elosztjuk 2-vel, a két részeredményt dsszeadjuk, majd az
eredményt tdaroljuk az A vdltozéban.

At+

/% Az A wvdltozd értékét eggyel noveljiik.
A__

/* Az A wvdltozd értékét eggyel csckkentjiik.
CSERE(A, B)

/* Az A és B vdltozok értékét kicseréljiik.
A(i)

/x Az A témb i. eleme.
Alp: ]

/x Az A témb p. elemtdl a q. elemig terjedd része.
A(i, j)

/x Az A mdtriz i. sordnak j. eleme.
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Eljarasok
k-adik(A[l : n], k) :

/* Egy eljdrds kezdete és a bemeneti paraméterek.
return(,,BAL",v)

/* Az eljdrds ledll, és visszatér két értékkel, a ,BAL” szbveggel és a v vdltozd
jelenlegi értékével.

print MINTOR(A)
/* Meghivjuk a MINTOR nevi eljdrdst az A paraméterrel, és a visszatérési
értéket kinyomtatjuk, mint az output kovetkezd elemét.

Feltételek

if A > B then utasitéds
/x Ha A értéke nagyobb, mint a B-é, akkor végrehajtédik az utasitds, kiilonben
nem.

if A> B || T(i) =0 then
utasitasl
utasitas2
/x Ha A értéke nagyobb, mint a B-é VAGY a T témb i. eleme 0, akkor végre-
hajtédnak az alatta levd, beljebb kezdett utasitdsok, kilonben nem.

if A> B && T(i) =0 then
utasitasl
utasitas2
else utasitas3
/* Ha A értéke nagyobb, mint a B-é ES aT tombi. eleme 0, akkor végrehajtidik
utasitasl és utasitds2, kilonben pedig végrehajtodik az utasitas3.

Ciklusok
fori=0..m C(i):=0

/* Nulldzzuk a C témbét elemeit a 0.-t6l az m.-ig.
for j =n.1 (—1)
utasitasl
utasitas2
/x A j wvdltozd értéke eldszér n, majd n — 1, majd igy tovdbb, mindig eggyel
csokken egészen az 1 értékig.
Minden értékre végrehajtédnak az alatta levd, beljebb kezdett utasitdsok.

for weFE
utasitasl
utasitas2
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/x Az u csics fix, a v csiics végigfut az u ki-szomszédain, és minden lehetséges
v szomszédra végrehajtodnak az alatta levd, beljebb kezdett utasitdsok.
while i > 1 && A(|1]) > AA
utasitasl
utasitas2
/* Mindaddig, amig teljesiil az, hogy i > 0 ES A(L%J) > AA, addig végre-
hajtédnak az alatta levd, beljebb kezdett utasitdsok.
repeat
utasitasl
utasitas2
/* A beljebb kezdett utasitdsokat ismételjiik, amig return utasitdsra nem érink.






22. fejezet
Példak

3. Példa (Ot elem koziil a kozépsé kivalasztasara).

1. Hasonlitsunk Ossze két elemet, majd masik kettst.
2. Hasonlitsuk 6ssze azt a kett6t, amelyek a kisebbek voltak.

3. Most elnevezziik az elemeket az eddigi eredmények alapjan: A 2.-nal
a kisebb elem a ¢, akivel 6t az 1.-ben hasonlitottuk, az a d. A 2.-nal
a nagyobb elem a b, akivel 6t az 1.-ben hasonlitottuk, az az a (tehat
¢ <b<aésc<d). Akit még nem hasonlitottunk senkivel, az az e.

4. Hasonlitsuk Gssze e-t és d-t.

4a) Ha e > d (tehat ¢ < d < e), akkor hasonlitsuk Gssze b-t és d-t.
baa) Ha b > d, akkor hasonlitsuk b-t e-vel, amelyik kisebb, az lesz
a kozépsé.
5ab) Ha b < d, akkor hasonlitsuk d-t a-val, amelyik kisebb, az lesz
a kozépsé.
4b) Ha e < d, akkor hasonlitsuk Gssze b-t és e-t.
5ba) Ha e < b, akkor hasonlitsuk b-t d-vel, amelyik kisebb, az lesz
a kozépsd.
5bb) Ha e > b, akkor hasonlitsuk a-t e-vel, amelyik kisebb, az lesz
a kozépsd.
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4. Példa (A SZETOSZTASRA).

4 [6 3 1 2 [ [5 |
=3
4 6 [ 5 B 2 7 3 |
L i [6 [ 5 [ 4 [ 2 7 3 |
11 2 i |5 I | 6 |7 B \
E 2 3 i 4 [6 [ 5 |
5. Példa (A LESZAMLALO rendezésre).
3 4 5 2 1 3 0
A tdmb
L B B
C tdmb az elsé ciklus utan
L 2 3
C tdmb a masodik ciklus utan
0 | | | 3
B tdmb az utolsé ciklus kétszeri lefutdsa utan
0 2 3
C tomb ugyanekkor
0 1 2 3 3 4 5
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B tdmb (Az eljarast folytatva a kimeneti B tmb)

6. Példa (A SZAMJEGYES rendezésre).

El6szor a Utana a Végiil az

31419 1]{1]0 1{1]0 1110
harmadik masodik elsd oszlop

351 351 643 21619
oszlop oszlop szerint.

1{1]0 643 31419 31419
szerint szerint.

643 4(5|7 351 315|1
rendezziik.

21619 31419 457 4(5(7

4(5(7 2169 2169 6|4|3

7. Példa (Osszeadas).

10110010
4101100100
1000010110

8. Példa (Kivonas).

1000010110
—101100100
10110010

9. Példa (Szorzas).

10110010 - 101

101100100
10110010

1101111010

10. Példa (Maradékos osztas).

1101101 : 101 = 10101
111
1001
100 (ez a maradék)
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11. Példa (Hatizsék). Nézziink egy egyszer(i példat, ahol a hatizsak teherbirasa
W=2, és a targyak sulyai, illetve értékei az alabbi tablazat szerint alakulnak:

Saly wy =1 wy =1 w3 = 2
Erték e1 =2 ex =4 e3 =3

Inicializal6 for ciklus eredménye: T'(0) := 0; T'(1) := 0; T'(2) := 0.
A tovabbi for ciklusok eredményei:
i=1; j=2
ifT2—-1)+e,>T(2) then T(2):=T(2—-1)+ e
0+42>0—->T(2)=0+2=2
i=1; j=1
ifT'(1—1)+e1>T(1) then T(1):=T(1—1)+ ey
0+2>0—T(1)=0+2=2
=2 j=2
if T(2—1)+exy>T(2) then T(2) :=T(2—1) + ey
244>25T(2)=2+4=6
1=2; j=1
if T(1—1)+ ey > T(1) then T(1) :=T(1 — 1) + €5
0+4>25T(1)=0+4=4
1=3; j=2
if T(2—2) + e3> T(2) then T(2) :=T(2 — 2) + e3
0+ 3 > 6 nem teljesiil.
Mivel mar nem lépiink be @jbdl semelyik ciklusba se, ezért T'(W) = 6.
Tehat a maximalisan kivihetd érték 6.

12. Példa (Matrix-szorzéas zarojelezésére). Az A - B - C - D szorzéast kell
elvégezniink, ahol a matrixok méretei sorban: 1000x 10, 10x 1, 1x 1000, 1000 x
x 10.

Ha balrol jobbra végezziik el: ((A- B) - C) - D, akkor a szorzasok szama:
1000 - 10 -1+ 1000 - 1 - 1000 4 1000 - 1000 - 10 = 11010000.

Ha azonban igy zarojelezziik: (A - B) - (C - D), akkor a szorzasok szama:
1000-10-1+1-1000 -10 4 1000 -1 - 10 = 30000.
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13. Példa (Dijkstra-algoritmusra).
Az alabbi grafban keressiik s-bdl t-be a legrévidebb utat.

a 1 € 120 e 3 (0

A

[EnN
a1
~—+

b 7 d B f 4 h

22.1. abra. (Feladat a Dijkstra-algoritmushoz)

S-be keriilé csics és cimkéje | P-beli csicsok, ahol cimke valtozik
5:0 a:3 b:2

b:2 c:5 d:9

a:3 c:4 d:8

c:4 e:16 f:22

d:8 e:14 f:21

e:14 g:17 h:25 f:20
g:17 t:27 h:24 f:19
f:19 h:23

h:23 t:26

t:26

Tehat a legrévidebb ut hossza 26, egy legrévidebb ut: s,b,a,d, e, g, f, h, t.

14. Példa (Ford-Fulkerson algoritmusénak miikodésére). Az alabbi haldza-
tonl ki§B6Rn N Griakifl Al Golyamot :

2. 1épés: az Osszes él telitetlen, és el6re-él G'-ben (G’ = G).

Ve :r(e) :=c(e) — f(e)

3. lépés: s ~ t ut keresése G'-n: P : s,a,d,g,t.

4. lépés: Javit(P): A =6

f(sa) := 6, f(ad) := 6, f(dg) := 6, f(gt) := 6

5. lépés: 6j G’ elkészitése: abra.

6. lépés: s ~ t at keresése G'-n: P : s,c, f,t.

7. 1épés: Javit(P): A =4
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22.3. abra. 5., 8. és 11. 1épések
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22.4. abra. 14. és 17. lépések, és az elkésziilt folyam

F(se) == 4, f(cf) =4, f(ft) = 4
8. 1épés: 4 G’ elkészitése: 4bra.
9. lépés: s ~ t Ut keresése G'-n: P : s,b, e, g,t.

10. lépés: Javit(P): A =5

f(sb) :=5, f(be) :=5, f(eg) :=5, f(gt) :==11

11. lépés: 1j G’ elkészitése: abra.

12. 1épés: s ~» ¢ ut keresése G'-n: P : s,b,d,a,e,g,c, f,t.

13. lépés: Javit(P): A =6

f(sb) :=11, f(bd) := 6, f(da) := 0, f(ae) := 6,

f(eg) = 11, f(gc) = 67f<Cf) := 10, f(ft) =10

14. 1épés: 1j G’ elkészitése: abra.

15. lépés: s ~» t ut keresése G'-n: P : s,a,¢,g9,c, f,t.

16. lépés: Javit(P): A =2

f(sa) :=38, f(ae) :=8, f(eg) := 13, f(gc) =8, f(cf) := 12, f(ft) :==12
17. 1épés: 1j G’ elkészitése: abra.

Itt nem talaltunk s ~» t utat, az s-b6l elérheté pontok halmaza:

S ={s,a,b,d,e, g}, tehat T = {c, f,t}.

A maximalis folyam a abran lathato, folyamértéke: |f| = 8 + 11 +
+4 = 23. Ellen6rzés: ¢(S,T) =4+ 8+ 11 = 23.
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