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El6sz6

A jelen jegyzet alapja a kilencvenes évek elején jott 1létre. Ekkor, elsGsorban
a Bolyai Network cimid TEMPUS projekt keretében tébb kiilféldi vendég
tartott eldadasokat az ELTE-n. A Szimmetrikus struktirak oktatdsa néhany
évvel korabban kezd6dott. Az eldadok kozott szerepelt Klaus Metsch (Gies-
sen), Albrecht Beutelspacher (Giessen), Frank De Clerck (Gent), Marialuisa
de Resmini (Roma), Aart Blokhuis (Eindhoven), Jaap Seidel (Eindhoven),
Dieter Jungnickel (Augsburg, akkor Giessen), Dan Hughes (London). Tulaj-
donképpen a jelen jegyzet az § eladésaikbol nétt ki. Ennél konkrétabban,
a TEMPUS projekt keretében kiadtunk egy jegyzetet Szimmetrikus struk-
tarakrol, amelynek szerzoi Frank De Clerck, Karolyi Gyula, és Marialuisa
de Resmini voltak. Ezek koziil szdmunkra Frank De Clerck és Marialuisa
de Resmini oktatasi anyaga volt kiilondsen hasznos. A jelen jegyzet felépi-
tése nagyobbrészt Frank De Clerck Introduction to the theory of designs c.
jegyzetét koveti, a Steiner rendszerek targyalasakor Marialuisa de Resmini
Introduction to Steiner systems c. jegyzetét hasznéltuk. Ezekre a jegyzetekre
nem hivatkozunk explicite. A differenciahalmazokrol szolé fejezetben Die-
ter Jungnickel eladasait kovetjiik. Mar a széban forgo jegyzetek is, de sok
helyiitt ez méginkabb igaz a jelen jegyzetre, jelentGsen tamaszkodtak két
alapvetGen fontos konyvre: egyrészt gyakran kovetjiikk Hughes és Piper De-
sign theory [34] konyvét, masrészt a Cameron, van Lint féle Graphs, codes
designs and their links [16] cimid konyvét. Bizonyos fejezetekben a targya-
lasunk lényegében ezeket a konyveket koveti, igy példaul a t-rendszerek, az
ergsen regularis grafok esetén [I6]-t, a taktikus felbontésok, illetve projektiv
terek karakterizalasa esetén [34]-t kovetjiik (ez utobbi esetben a Frank De
Clerck féle jegyzettel kombinalva). A de Bruijn—Erdés-tételrsl szolo fejezet
lényegében Klaus Metsch elGadasai, illetve Linear spaces with few lines [43]
koényve alapjan késziilt. Sok esetben ezek a részek kiegészité anyagokat tar-
talmaznak, igy kisebb bettikkel jeleztiik ezt. Ugyancsak gyakran hasznéltuk
még a témakor alapmivét, a Beth, Jungnickel, Lenz altal irt Design theory
cimd konyvet. Azoknal a részeknél, amikor hosszabban kovetjlik valamelyik
emlitett kdnyvet, ezt a szévegben is jelezziik. Ezekben az esetekben a jelolé-
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seken sem valtoztattunk, azért, hogy az érdekl6dé olvasd konnyebben tudjon
tovabbi ismereteket szerezni az adott konyvbdél.

A jegyzet elsédleges célja a ,,Kddelmélet és szimmetrikus strukturdk’ ci-
mii mesterszakos ora jegyzettel valo ellatasa volt. Az elmilt években ennek a
kurzusnak a tematikaja némileg formalodott, igy példaul a kodelméleti részek
nagyobb hangsulyt kaptak. Ennek megfelelGen az eredeti tervekhez képest ez
a rész boviilt, de igyekeztiink azokat az aspektusokat kiemelni, amelyek blokk-
rendszerekkel vagy geometriakkal kapcsolatosak. Lényegében teljesen kihagy-
tuk a dekodoléssal kapcsolatos dolgokat. Errsl a Gyéri, Gyorfi, Vajda féle
Informdcio- és kodelmélet konyvben, valamint az Ivanyos Géabor honlapjan
talalhato oktatési segédanyagban talalhatunk anyagot. Ugyanez mondhato el
a forraskodolas témajarol is, amelyrdl szintén a fenti Informdcio- és kodelmé-
let konyvben olvashatunk. Ugyanakkor a szintén mesterszakos hallgatéknak
tartott Diszkrét matematika cimi targy anyagaba keriilt bele viszonylag sok
minden szimmetrikus struktarakrol, elsgsorban erésen regularis grafokrol (de
Hadamard-matrixokrol és kodokrol is). Igy a jelen jegyzet ezen, eladasbol
és gyakorlatbol 4llo, kurzus jelentSs részéhez (legalabb egyharmadahoz) is jol
hasznalhaté.

Gyakran hasznalunk linearis algebrai ismereteket, ezeket ismertnek téte-
lezziik fel. Mivel kdédelméletben az a szokas, hogy a vektorok sorvektorok,
igyekeztiink ezt kovetni. A vektorokat kévér, a métrixokat nagy latin betiik-
kel jeloljiik. Ezen feliil f6leg csoportelméleti ismereteket hasznalunk, itt Kiss
Emil [39] konyveét ajanljuk. Blokkrendszerekkel kapcsolatban kétféle szokasos
jelolés van, mi a t-(v, k, A) jelolést hasznaljuk, nem az Sy(t, k,v)-t. A bizo-
nyitasok végét a B, a definiciokét a [ jellel jeleztiik.

A jegyzet elég sok geometriai ismeretet hasznal, de elsésorban motivacio-
ként, ezekkel kapcsolatban Kérteszi Ferenc Bevezetés a véges geometridkba,
valamint Kiss Gyorgy és Sz6nyi Tamas Véges geometridk cimi konyvére uta-
lunk.

A jegyzet mostani véltozata a TAMOP -4.1.2-08/2/A /KMR-2009-0045
Jegyzetek és példatarak a matematika egyetemi oktatdsahoz projekt tamo-
gatésaval késziilt, melyet ezuiton is koszoniink.

Szeretném megkoszonni Héger Tamés segitségét az abrak elkészitésében,
valamint Wettl Ferenc lektori munkajat.



1. fejezet

Illeszkedési struktiarak

1.1. Projektiv és affin sikok és terek

Ebben a szakaszban a projektiv és affin sikokkal kapcsolatos alapismereteket
tekintjiik at. A felhasznalt algebrai tények szerepelnek szinte minden standard
algebra jegyzetben, ezekkel kapcsolatban Kiss Emil [39] konyvét ajanljuk.

1.1.1. Definici6. Projektiv siknak neveziink egy (II,A) part, ahol IT nem-
iires halmaz (elemeit pontnak fogjuk nevezni), A pedig II bizonyos részhal-
mazainak halmaza (elemeit egyenesnek mondjuk), ha eleget tesz az alabbi
axiémaknak:

Ax.1 II barmely két kiilonb6z6 pontjahoz egy és csak egy olyan egyenes
talalhato, amely mindkett6t tartalmazza.

Ax.2 A barmely két kiillonboz6 egyeneséhez egy és csak egy olyan pont
van II-ben, amelyet mindkét egyenes tartalmaz.

Ax.3 Létezik négy olyan pont II-ben, amelyek koziil semelyik harmat nem
tartalmazza egy egyenes. O

Alkalmazzuk a szokésos geometriai terminolégiét, ,eleme” ill. tartalmaz”
helyett gyakran hasznéljuk majd az ,illeszkedik”, ,atmegy”, ,rajta van” stb.
szemléletes kifejezéseket.

1.1.2. Definicié. Egy projektiv sik véges, pontosabban szélva g-adrendi,
ha a kovetkezs (végességi) axiomat is teljesiti:

Ax.4 Van olyan egyenes (A-beli elem), amely ¢ + 1 pontot tartalmaz. O

Miel6tt tovabblépiink, idézziik fel a g-adrend véges projektiv sikok néhany
aritmetikai tulajdonsagat:
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(1) minden egyenesnek g + 1 pontja van.
(2) minden pontot ¢ + 1 egyenes tartalmaz.

(3) a pontok és az egyenesek szdma egyarant ¢ + q + 1.

Axiomarendszeriink talan legismertebb modellje, a 7 pontbdl és 7 egyenes-
bdl allé Fano-sik (aholis ¢ = 2), 1. kés6bb az [1.2.6] [1.2.8] [1.2.13] Példakat és
a abrat. Jolismert tény, hogy tetszéleges testre (annak kommutativité-
satol fiiggetleniil) mindig épithetiink projektiv sikot. Az eljaras a klasszikus
projektiv geometriabol ismert homogén koordinaték bevezetésére épiil.

Abban az esetben, ha a test véges, algebrabol ismert tény, hogy elemszama
primhatvéany, és hogy minden primhatvanyhoz egyetlen annyi elemet tartal-
maz6 véges test van. Ezt a testet szokds Galois-testnek nevezni és GF(g)-val
jelolni. Természetesen, ha ¢ = p prim, akkor a test a modulo p maradék-
osztalyokbol all. Sok esetben elegendd erre a testre gondolni az allitasok
megértéséhez. Az eddigiek szerint tehat ¢ = p*, ahol p primszam, h pe-
dig természetes szam. A p szamot szoktak a véges test karakterisztikdjinak
nevezni, mert tetsz6leges testelemet p-szer Gsszeadva 0-t kapunk. A GF(q)
véges test, ahol ¢ = p" maga is tekinthets a GF(p) részteste (s6t akdrmi-
lyen més részteste) feletti vektortérnek. GF(p”) persze h dimenziés vektor-
tér GF(p) felett. Ezt a tényt a kodos fejezetben fogjuk hasznalni. A GF(q)
test minden elemére teljesiil ¢ = z (ez a kis Fermat-tétel altalanositasa),
a p-edik hatvanyra emelés pedig a rossz didkok alma, (a + b)? = aP + bP.
Ez azt is mutatja, hogy a p-edik hatvanyra emelés automorfizmusa a test-
nek. Az Gsszes automorfizmus leirhato o — xP  alakban, azaz megkaphato
a p-edik hatvanyra emelés ismétlésével. Szokték a p-edik hatvanyra emelést
Frobenius-automorfizmusnak is nevezni. Még egy fogalomra lesz sziikségiink
véges testekre, amely a modulo p kvadratikus maradék fogalmanak altalanosi-
tasa. Ha ¢ = 2", akkor a test minden eleme négyzete egy testelemnek (hiszen
a négyzetreemelés automorfizmus), ha viszont ¢ paratlan, akkor a nemnulla
elemek fele elgall valamely testelem négyzeteként, masik fele nem. Igazak a
kvadratikus maradékokra megszokott dolgok: két négyzetelem szorzata négy-
zetelem, két nem-négyzetelem szorzata négyzetelem, egy négyzetelem és egy
nem-négyzetelem szorzata nem-négyzetelem. Ez azt jelenti, hogy a véges test
multiplikativ csoportjaban a négyzetelemek 2 indexi részcsoportot alkotnak.
A véges testek additiv csoportja elemi Abel csoport, azaz minden elem (ad-
ditiv) rendje ugyanaz, a p karakterisztika. Mas szoval az additiv csoport a
modulo p additiv csoport h tagu direkt Osszege. A multiplikativ csoport cik-
likus (ez annak a ténynek az altalanositasa, hogy modulo p van primitiv
gyok), a négyzetelemek éppen a multiplikativ csoport egy generatorelemének
(az ilyeneket szokas primitiv elemnek nevezni) paros kitevss hatvanyai. Mi-
vel a GF(q) test, ahol ¢ = p", h-adfoku bévitése GF (p)-nek, sziikségiink lesz
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a kodos fejezetben a testbivitésekkel kapcsolatos alapvets ismeretekre, pél-
daul egy elem minimélpolinomjéra, a minimélpolinom irreducibilitasara stb.
A véges testek konkrét elgallitasa megtalalhato pl. Karteszi [38] kényvének
algebrai fiiggelékében. A mostani 6sszefoglalonak részletesen Kiss Emil [39]
kényvében lehet utananézni. A GF(q) testre épitett projektiv sik g-adrendi
lesz, ezt a sikot PG(2, ¢)-val fogjuk jelolni.

Tekintsiik at réviden a homogén és inhomogén koordinatékkal kapcsolatos
ismereteket. Elszor lassuk a homogén koordinatak bevezetését:

Legyenek a ,pontok” az (z1,xa,z3) € GF(q)% \ {(0,0,0)} vektorok ekviva-
lencia-osztalyai az alabbi ekvivalencia-relacional: (x1,x9,23) ~ (y1,Y2,¥3),
akkor és csak akkor ha van olyan 0 # A € GF(q), amelyre z; = \y;, i = 1,2,3.
Az egyenesek az {(x1,x2,23) : u1z1 + usxa + uzrs = 0} alaka ponthalma-
zok. Igy egy egyeneshez is hozzarendelhetiink homogén koordinatakat, ti. az
[u1, ug, usz] homogén szamharmast.

Geometriailag ezt nagyon konnyti elképzelni. Legyenek a pontok a harom-
dimenzios vektortér origobn atmend ,egyenesei” (azaz egydimenzios alterei),
az egyenesek pedig az origon atmend ,sikok” (azaz kétdimenzios alterek).
Az illeszkedés természetesen a tartalmazas. Ekkor pont egy koordinitaja az
egyenes egy iranyvektora, mig egyenesé az 6t reprezentéalé sik normélvektora.
Ez sugallja is a rovid vektor-jeldlést, mind pontra, mind egyenesre, az illesz-
kedés pedig valoban a skalaris szorzat nulla voltanak felel meg.

1.1.3. Tétel. A GF(q) véges testre a homogén koordindtdk segitségével egyér-
telmden épithetiink projektiv sikot, melyet PG(2, q)-val jelolink.

Hasonlbéan a projektiv sikokhoz, az affin sikokat is definialhatnank axio-
matikusan. Ezt a rovidség kedvéért most nem tessziik meg (1. 1.1. feladatot),
csupan azt jegyezziik meg, hogy egy ,absztrakt” projektiv sikbol egy egye-
nes és annak pontjai torlésével kaphatunk ,absztrakt” affin sikot. Természe-
tesen ugyanigy, mint a klasszikus geometridban nemcsak projektiv, hanem
affin sikot is épithetiink testekre. Ez a konstrukci6 is fontos lesz szamunkra.
Ezt a szokasos modon (a kozépiskolabol ismert analitikus geometria minta-
jara) tehetjiik meg, és mindaz amit idealis térelemekrsl valamint az affin és
a homogén koordinatakrol klasszikus geometriabol ismeriink kiterjeszthetd
tetszGleges testre épitett affin és projektiv sikokra (1. példaul Coxeter, Kar-
teszi, illetve Rad6—Orbéan konyveit). A GF(q) véges testre épitett affin sikot
AG(2, q)-val jeloljiik. Mivel az AG(2, ¢) affin sik a g-adrendi PG(2, ¢)-bol egy
egyenes torlésével kaphato, igy a kovetkez6 tételt konnyt belatni.

1.1.4. Tétel. AG(2,q)-ban minden egyenesnek q pontja van, minden pontot
g+ 1 egyenes tartalmaz, a pontok szdma ¢, az eqyenesek szdma ¢ +¢q. M

Eszerint tehat az AG(2, q) affin stk a K = GF(q) alaptestre épitett kétdi-
menzids vektortér, az egyenesek az egydimenzios alterek és eltoltjaik. Idézziik
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1.1. abra. Harmadrendii affin sik projektiv bedgyazasa

fel a homogén és inhomogén koordinaték kozti attérést: az (x,y) inhomogén
koordinataja pontnak az (x,y,1) altal reprezentalt pont felel meg, mig az
(z,9,2), (2 # 0) pont inhomogén koordinataja (x/z,y/z). Ha egy egyenes
inhomogén egyenlete Ax + By = C, akkor az egyenes homogén koordinatai
[A, B, —C]. Megforditva, ha a homogén egyenlet ujz1 + usxs + uzxs = 0, ak-
kor az inhomogén egyenlet ujx 4+ usy = —ug (persze ez csak akkor értelmes,
ha uy és us valamelyike nem nulla.)

Erdemes megfogalmaznunk a ,,dualitds elvét”, vagyis, hogy egy projektiv
akkor igaz, ha allitdsunkat csupan az axiomak segitségével tudjuk belatni,
vagy ha ezeken kiviil 6nduélis allitasokat hasznélunk.

Az eddig ismertetett konstrukciok f6 elénye, hogy magasabb dimenzio-
ra gond nélkiil kiterjeszthet&ek. Itt eltekintenénk az ,absztrakt” véges terek
definialasatol, mert ez tobb technikai nehézséget vet fel. Mindjart az elsé
az, hogy mit tekintsiink alapelemeknek. Lehet ugyanis csupan a pontokat
és egyeneseket alapelemnek tekinteni, de lehet a pontokat, sikokat, tereket,
... hipersikokat is. Mindegyik megkozelitésnek megvan a maga létjogosultsa-
ga. Egy ilyent taldlunk a [40] konyvben. Most azonban elég, ha csak annyit
emlitiink meg, hogy az absztrakt projektiv tereket az jellemzi, hogy minden
sikjuk (azaz barmely harom pont Osszekotésre és metszésre vonatkozd ge-
neratuma) projektiv sik. A legfontosabb ismeret projektiv terekrdl az, hogy
benniik érvényes a Desargues-tétel. (Itt a Desargues-tétel szokésos ,térbeli”
bizonyitasara kell gondolnunk, amely megtalalhato pl. Coxeter: Projektiv
geometria c. kényvében a 32-33. oldalakon (2.31. 2.32.).) Ebbdl azt is le le-
het vezetni, hogy van olyan ferdetest, amellyel koordinatazhatjuk a teret.
Mivel Wedderburn tétele miatt minden véges ferdetest test, igy a véges terek
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lefraséhoz elegend azt tudnunk, hogy (kommutativ) testtel hogyan koordi-
natazhatunk projektiv teret.

Nézziik el6szor az affin tereket. Ezek a koordinatatest feletti valahany di-
menzids vektorterek, az egyenesek az egydimenzios alterek és eltoltjaik, a
sikok a kétdimenzios alterek és eltoltjaik, s.i.t. a hipersikok az egy kodimen-
zi6s alterek és eltoltjaik.

Az n dimenzios projektiv tér pontjai egy n + 1-dimenzids vektortér 1-
dimenzioés alterei, egyenesei a kétdimenzios alterek, s.i.t., a hipersikok az 1
kodimenzios alterek. Ezzel a szemléltetéssel mindazt, amit linearis algebraban
vektorterekkel kapesolatban tanultunk, (pl. linearis fiiggetlenség, fiiggdség,
generalas, bazis stb.) konnyen atvihetjiik projektiv és affin terekre. Tobbek
kozott meghatarozhatjuk az alapveté kombinatorikus paramétereket, példéaul
az adott dimenzids alterek szamét. Erre a Gauss-féle binomiélis egytiitthato-
kat, az [}] q—kat hasznélhatjuk. Elgszér interpretaljuk [}] .t vektortérben. Itt

[Z]q az n dimenzioés tér k dimenzios altereinek szama, vagyis

iR ==

hiszen a bazis els§ elemét (g™ — 1), a masodikat (¢™ — ¢)-féleképp valaszt-
hatjuk meg, és igy tovabb. A nevezs ugyanezt egy k-dimenzios altérben teszi
meg. A ¢ értéket a [.] indexében feltiintettiik, ezt ha ¢ szerepe vilagos, elhagy-
hatjuk. Ily médon kénnyd mondjuk az adott r dimenzios alteret tartalmazd
k-dimenzios alterek szamat is felirni, ez nem maés, mint [Z::] Projektiv te-
rekben a dimenzi6 eggyel eltolodik, tehat példaul PG(4, g)-ban a sikok szama
[g], az egyeneseké B]

A részletekkel kapcsolatosan Karteszi konyvének 2.1. és 2.2. szakaszara
utalunk. Ugyancsak melegen ajanljuk Rad6—Orbén: A geometria mai szem-
mel c. kényvének méasodik fejezetét, valamint a harmadik és negyedik fejezet
egyes részeit, tovabba a Kiss—Sz6nyi konyvet [40].

A vektorteres reprezentacio arra is jo, hogy segitségével a projektiv és af-
fin sikok automorfizmusait (a geometriai szohasznalattal: kollinedcidit), azaz
az egy egyenesen levé pontokat egy egyenesen levSkbe vivs bijekcidkat is
koénnyen at tudjuk tekinteni.

1.1.5. Tétel. AG(n, K) minden kollinedcidja xT — AxT° + b1 alaki, ahol
A n x n-es nemszinguldris mdtriz, b fiz vektor, mig o rogzitett testautomor-
fizmus. (Ezek a kollinedciok az AT L(n, K) csoportot alkotjik.)

Hasonléan PG(n, K) kollinedcioi xT + AxT° alakiak, ahol A (n + 1) x
x (n + 1)-es nemszinguldris mdtriz, o testautomorfizmus.

E tétel masodik felét gyakran a Projektiv geometria alaptételének is
nevezik.
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Teljesen hasonléan irhatok le a korrelaciok is, csak itt az eredményiil kapott
vektort egyenes koordinatainak tekintjiik. Polaritdsnak masodrendid korrela-
ciot neveziink. Geometriabol tudjuk, hogy polarités esetén a o automorfizmus
méasodrend kell legyen (ill. identitas). Ha o = id, akkor a matrix szimmetri-
kus kell legyen, ilyenkor az autokonjugélt pontok kiupszeletet alkotnak (ha ¢
paratlan). Ha o # id, akkor az A méatrixnak Hermite-félének kell lennie, azaz
ha elemenként alkalmazzuk ré o-t, akkor a matrix transzponéaltjat kapjuk.
Mindaz amit most elmondtunk, magasabb dimenzioban is igy van. A kiilonb-
ség csak annyi, hogy a 0 = id esetben a maétrix lehet ferdén szimmetrikus
is. Az ilyen méatrixok determinansa akkor lehet nem nulla, ha a méretiik pa-
ros, azaz, ha a dimenzi6é paratlan. Harom dimenzidoban egy ilyen matrix a.
n. nullapolaritast ad meg. A q paros eset kissé bonyolultabb, azzal most mi
nem foglalkozunk. Lényeges tehét, hogy a polaritasokat pontosan ismerjiik,
és testre épitett sikok esetén csupan kétféle polaritas van.

Tovabbi természetes kérdés, hogy egy polaritasnak hany autokonjugalt
pontja (azaz olyan pont, amely illeszkedik a polarisara) lehet. Bose bizonyitot-
ta, hogy projektiv sik polaritdsanak mindig legaldbb annyi autokonjugalt
pontja van, mint egy egyenesnek. A masik oldalrél az is érdekes, hogy legfel-
jebb hany autokonjugalt pont lehet. Erre ¢-adrendd sik esetén az a vélasz,
hogy legfeljebb ¢3/2 + 1. Testre épitett négyzetrendi sikokon vannak is olyan
(unitér vagy Hermite-féle) polaritasok, amelyeknek pontosan ennyi autokon-
jugalt pontja van. Ezzel kapcsolatban 1. még az 1.2. feladatot. Ismeriink olyan
nem testre épitett sikokat, amelyeken az autokonjugalt pontok szama ¢°/*+1.

1.2. Illeszkedési strukturak

1.2.1. Definicié. llleszkedési struktirdinak egy D = (P, B,I) harmast neve-
ziink, ahol P és B két diszjunkt halmaz, I pedig egy P és B elemei kozti
relacio, azaz I C P x B. Az elnevezés geometriai indittatast, ennek megfele-
16en P elemeit pontoknak, B elemeit blokkoknak nevezziik, az I relaciot pedig
illeszkedési reldcionak. Az I elemeit (mint rendezett parokat) zdszldknak is
fogjuk mondani. |

A geometriai terminologianak megfelelGen ahelyett, hogy (p, B) € I azt
irjuk majd, hogy pI B és azt mondjuk, hogy a p pont illeszkedik a B blokkra
vagy a B blokk dtmegy p-n stb. A motivald geometriai példa a sik pontjainak
és egyeneseinek példaja, az egyenes elnevezést azonban csak olyan esetekben
fogjuk hasznalni, amikor a blokkok valoban egyeneshez hasonlé tulajdonsa-
gokkal rendelkeznek. Geometridban is gyakran azonositjuk az egyeneseket az
Sket alkotd pontok halmazaval és ezt illeszkedési struktirdkra is megtehetjiik
csekély megszoritasok mellett. Miel6tt azonban ezt megtennénk, vezessiink
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be néhany tovabbi fogalmat. Mindenekel6tt az izomorfizmus fogalmét defini-
aljuk.

1.2.2. Definicio. Legyen D = (P, B, ) és D' = (P/,B’, I') két illeszkedési
struktira.
Az o : PUB — P/ U B’ leképezés izomorfizmus, ha bijekcio és

P*=P/, B“=B,

pIB < p°I'B, V¥pe P, VB € B.

Azt is mondjuk, hogy ilyenkor D és D’ izomorf. Ha D = D’, akkor a-t auto-
morfizmusnak nevezziik. a

A geometriai szohasznalat motivalja a duélis struktira bevezetését is.

1.2.3. Definicié. A D = (P,B,]) illeszkedési struktura dudlisa a D* =
= (P*, B*, I'*) rendszer, ahol P* = B, B* = P, mig I* az I relacio inverze. O

Nem igaz, hogy egy struktira dualisa izomorf volna az eredeti struktiraval,
de az persze igen, hogy duélis duélisa az eredeti.

1.2.4. Definicié. Legyen p € P egy pont. A p pont foka a p-hez illeszkedd
blokkok szama, azaz

deg(p) ={B€B : pI B}|.
Hasonlé médon egy B blokk foka a hozza illeszkedd pontok széma, azaz
deg(B)={peP : pI B}|.O

Jegyezziik meg, hogy egy illeszkedési strukturaban elgfordulhat, hogy két
kiilénboz6 blokk (egyenes) ugyanazokhoz a pontokhoz illeszkedik. Ha ez nem
torténik meg, az illeszkedési strukturat egyszerd nek nevezziik. Egyszer illesz-
kedési strukturara a blokkok azonosithatok a hozzajuk illeszkedS pontokkal.
Ez pontosan azt jelenti, hogy D = (P,B,I) izomorf lesz a D* = (P,B*, €)
struktaraval, ahol B* = {{p : pIB} : B € B}. Mostantol kezdve féleg ilyen
egyszeri illeszkedési strukturakat vizsgalunk, és ugy képzeljiik, hogy a fenti
azonositast mar elvégeztiik, azaz a blokkok a pontok bizonyos részhalmazai.
Tlleszkedési struktura helyett hasznaljuk a hipergrdf, illetve egyszert illeszke-
dési struktura esetén a halmazrendszer kifejezéseket is. Ebben az esetben a
blokk foka helyett a blokk mérete kifejezést is hasznaljuk.
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1.2. abra. Fano-sik

1.2.5. Definicié. A H = (V(H), E(H)) par halmazrendszer, ha E(H) ele-
mei a V' (H) bizonyos részhalmazai. Egy halmazrendszert r-reguldrisnak neve-
ziink, ha benne minden pont foka r. Hasonléan a halmazrendszer k-uniform,
ha minden blokk (él) mérete (foka) k. Gyakran az r és k paramétereket el-
hagyjuk, és egyszertien regularis, illetve uniform halmazrendszerrsl beszéliink.
A megfelels fogalmak hipergrafokra is bevezethetdk. |

Erdemes megjegyezni, hogy egy illeszkedési struktira duélisa akkor lesz
egyszeri, ha nincsenek olyan pontok az eredeti struktiraban, amelyek pon-
tosan ugyanazokra a blokkokra illeszkednek (azaz mintegy parban fordulnak
el§). Természetesen regularis hipergraf dualisa uniform, és megforditva.

1.2.6. Példa. Legyen P = {0,...,6}, mig
B = {{07173}7 {172’4}’ {2’3’5}’ {3’476}7 {47570}’ {576’1}7 {6?072}}

Az illeszkedés természetesen legyen az € relacio. Ezt az illeszkedési strukturat
Fano-stknak nevezik, az [[.2] abrat mér valoszintileg mindenki latta.

Az elnevezés onnan szarmazik, hogy G. Fano olasz geométer ezt a konfi-
guraciot zarta ki a projektiv (tér)geometria axiomatizalasakor.
Az illeszkedési struktarak méatrixokkal is reprezentalhatok.

1.2.7. Definici6é. Legyen D = (P, B, I) véges illeszkedési struktira. Soroljuk
fel a pontokat: pi,...,p,, valamint a blokkokat: By,...,By. D illeszkedési
mdtriza az az M = (m;;) (¢ =1,...,v;j =1,...b) matrix, amelyben

1, hap; I B;
mg; = fre
0, kiilonben.
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Ezt szoktak pont-blokk illeszkedési méatrixnak is nevezni. A késGbbiekben
gyakran el6fordul, hogy illeszkedési métrix helyett incidencia mdtrizot mon-
dunk. Szokas hasonloan a (—1,1)-illeszkedési matrixot is definialni, itt a 0
helyett (—1)-eket irunk. O

A D szomszédsdgi mdtriza az A = MM?T matrix, amely természetesen
szimmetrikus. A szomszédsagi matrix i-edik soranak j-edik eleme azt szamol-
ja, hogy hany olyan blokk van, amely p;-hez és p;-hez egyarant illeszkedik.
Specialisan, a fgatloban az egyes pontok fokai szerepelnek.

Hasonl6 médon a duélis illeszkedési struktirara szintén bevezethetjiik a
szomszédsagl matrixot. Ezt az eredeti illeszkedési struktira blokk szomszéd-
sdgi matrixanak fogjuk hivni, mely nem mas mint M7 M, elemei a blokkok
metszetének felelnek meg.

1.2.8. Példa. A Fano-sik illeszkedési matrixa

1101 0 0 0
0110100
001 1010
0001101
100 01 1 0
01 00011
101 0001

Egy méasik matrixot talalhatunk Karteszi konyvében:

1110 0 0 0
1001 1 00
100 0 0 1 1
01 010 01
01 00110
0010110
001 1001

1.2.9. Lemma. Tetszéleges D = (P, B, I) illeszkedési struktirdban
S deg(p) = 3 dea(B). (11)
peP BeB

Bizonyitds. Szamoljuk meg a zaszlokat (illeszkedd pont-blokk parokat) kétfe-
leképpen. |

1.2.10. K6vetkezmény. Legyen H r-reguldris, k-uniform hipergrdf, melynek
v pontja és b blokkja (éle) van. Ekkor vr = bk. |
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1.2.11. Definici6. Egy illeszkedési struktira komplementerének azt a struk-
turat nevezziik, amelyben a pontok és a blokkok valtozatlanok, az illeszkedési
relacio pedig a komplementer relacié (azaz a komplementer strukttrdban egy
pont akkor és csak akkor illeszkedik egy blokkra, ha az eredetiben nem illesz-
kedett). O

Halmazrendszerekre persze ezt gy is elmondhatjuk, hogy az éleket cse-
réljiikk ki a komplementeriikre. Nyilvanvalo, hogy reguléaris halmazrendszer
komplementere regularis, uniformé pedig uniform, mégpedig k' = v — k és
r'=b—r.

1.2.12. Példa. A Fano-sik komplementere 7 pontt, 7 blokka struktira, min-
den pont foka 4, minden blokk mérete 4. (Késébb majd tjra talalkozunk ezzel
a strukturaval az un. Hadamard-féle blokkrendszerek bévitése kapcséan.)

Ugyan illeszkedési struktiurak izomorfizmusat méar kordbban definialtuk,
most azonban nézziik meg egy kicsit koézelebbrsl mit jelent az izomorfizmus
az illeszkedési matrixok nyelvén. Ez azt jelenti, hogy az egyik struktura illesz-
kedési métrixa ugyanaz, mint a masiké, ha ott az a permutacio éltal megadott
sorrendben irjuk fel a sorokat és oszlopokat. Mas szavakkal, ha tetszGlegesen
felirt illeszkedési méatrixokbol indulunk, akkor ez pontosan azt jelenti, hogy
az egyik illeszkedési matrix a masikbol a sorok és oszlopok permutaciojaval
megkaphat6. Formalisan ez azt jelenti, hogy vannak olyan P, permutéicio-
matrixok, amelyekre

PMQ =M, (1.2)

ahol persze M, illetve M’ a D, ill. D’ illeszkedési métrixa. Erdemes a Fano-sik
[[:2:§ alatti két példajan megkeresni a P, ) matrixokat.

Egy D illeszkedési struktura automorfizmusai (a kompozicio miveletére
nézve) csoportot alkotnak, melyet D teljes automorfizmus-csoportjdnak ne-
veziink, és Aut(D)-vel jeloliink. Ha csak azt mondjuk, hogy automorfizmus-
csoport (a teljes jelzd nélkiil), akkor Aut(D) részcsoportjaira gondolunk.

1.2.13. Példa. A Fano-sik (1. Példa) automorfizmus-csoportjat fogjuk
meghatarozni. A ¢ : z — x + 1 (ahol az osszeadast mod 7 végezziik) nyilvan
automorfizmus (igy definidltuk a blokkokat). Ezenkiviil az abrabol latszik,
hogy a szabalyos haromszog egybevagosagai a kozéppontot (2) nmagéba vivg
automorfizmusok. Ezenkiviil minden ,magassagvonal™hoz meg tudunk adni
néhany tovabbi (masodrendt) automorfizmust: ilyen pl. az (1)(2)(4)(35)(06),
valamint az (1)(2)(4)(50)(36) leképezés (a harmadik hasonléan kaphat6 auto-
morfizmus épp a magassagvonalra valo titkrozés, amely az (1)(2)(4)(30)(56)
permutacio). Végezetiil az (14)(2)(3)(5)(60) leképezés is automorfizmus. Ezek
mind maéasodrendd permutéiciok, amelyek fixaljak az 142 egyenest, igy ezek
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szorzata is ilyen. Konnyen ellenérizhetd, hogy a felsorolt elemek nyolcadren-
dd elemi Abel csoportot generdlnak (amelyben az el@szor felsorolt harom
elem az identitassal egy negyedrendd részcsoportot alkot). Ennek alapjan az
automorfizmuscsoport rendje legalabb 168 = 7 - 3 - 8 elemet tartalmaz.

Persze, az el6z6 szakasz szerint a Fano-sik a kételemii testre épitett projekt-
iv sik, igy a projektiv geometria alaptételébdl azonnal tudjuk, hogy a teljes
automorfizmus-csoport a 168 elemtd PGL(3,2) egyszerd csoport. Geometria-
bol azt is tudhatjuk, hogy testre épitett projektiv sikon tetszdéleges négyszog
leképezhets tetszoleges négyszogre. (Most és a kovetkezkben, négyszognek
négy olyan pontot neveziink, amelybdl semelyik harom nincs egy egyenesen,
s a haromszoget is hasonlo értelemben hasznaljuk.) A Fano-sikban minden
héromszog egyetlen négyszogben van benne, hiszen a harom oldalegyenes egy-
egy tovabbi pontot tartalmaz, melyek egy egyenesen vannak. Igy ez ugyanazt
jelenti, mintha azt mondanank, hogy barmely haromszog atvihetd barmely
més haromszogbe. Azt pedig konnyt latni (illetve ellendrizni), hogy ha egy
automorfizmus egy haromszég mindhéarom csacsat fixalja, akkor az az iden-
titds. Ebbdl az észrevételbdl geometriai ismeretek nélkiil is adodik, hogy az
automorfizmus-csoport rendje legfeljebb a haromszogek szama, ami 7-6-4 =
= 168. Mivel fentebb meg is konstrualtunk ennyi elemet, igy a fenti automor-
fizmusokbodl tényleg elGallithaté valamennyi automorfizmus.

Mindazokat a geometriai fogalmakat, amelyeket most hasznaltunk, meg-
talalhatjuk az [[.I] szakaszban.

1.2.14. Definici6. Olyan illeszkedési strukturat, amelyben a pontok széma
azonos a blokkok szdmaval, négyzetesnek (vagy nagynéha szimmetrikusnak)
neveziink. a

1.2.15. Tétel. Legyen D olyan négyzetes illeszkedési struktira, melynek
illeszkedési mdtriza nem szinguldris, tovdbbd legyen o € Aut(D). Ekkor o
fixpontjainak szdma megegyezik a fixblokkok szdmdval.

Bizonyitds. Legyen a szoban forgé illeszkedési matrix M. « automorfizmus
volta miatt létezik két permutaciomatrix P, @), melyekre PMQ = M teljesiil
(I. (1.2)). P az a pontokon, @ a blokkokon valé hatéséat irja le. Nyilvan a
fixpontok szama éppen P nyoma, azaz tr(P), s hasonloan a fixblokkok szama
tr(Q). Mivel M nemszingularis, igy

Q=M"'P 1M,
azaz () nyoma megegyezik P~! nyomaval. Masrészt viszont P permutacio-
métrix, igy P nyoma megegyezik P! nyoméaval. |

Ennek alapjan természetes azt kérdezni, hogy vajon Aut(D) ugyantgy hat-
e a pontokon és a blokkokon. Erre altaldban a valasz nemleges, azonban az
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el6z6 bizonyitasbol még tovabbi informéacidkat is ki tudunk deriteni. Ehhez
lassunk elGszor egy elemi lemmét permuticidcsoportokra. A lemmat igen
gyakran Burnside-lemmanak nevezik, de helyesebb volna Cauchy—Frobenius
lemmaénak hivni, mivel mar Cauchy is implicite felhasznalta.

1.2.16. Lemma. (Burnside-lemma) Legyen G < Sym(Q) (azaz G per-
mutdcid-csoport az Q jegyhalmazon). Tegyiik fel, hogy G-nek s orbitja van.
Egy g € G elemre jeloljik Fix(g)-vel a g fizpontjainak halmazdt. Ekkor

5 3| Fia(g)| = s

geqG

Bizonyitds. Szamoljuk le kétféleképpen az (w,g) parokat, ahol w € Q, g €
€ G és w9 = w. A bizonyitando6 sszefiiggés bal oldalan levd szumma (az ﬁ
tényez6 nélkil) ezt szamolja csoportelemrsl csoportelemre. A masik iranyboél
egy w € Q elemre |G| olyan g csoportelem van, amely w-t fixen hagyja
(G-val szokas szerint w stabilizator részcsoportjat jeloljiik), azaz igy

> 1G]

weN

lesz az osszeg. Ha azonban w és w’ egy orbitban vannak, akkor a megfelels
stabilizatorok konjugaltak, igy rendjiik is megegyezik. Mésrészt az w orbitja-
nak mérete a stabilizator indexe, vagyis egy orbit adaléka a fenti szummahoz
éppen |G|. Igy Q elemei szerint szamolva az (w, g) parok szama éppen s|G|.H

1.2.17. Tétel. Legyen D négyzetes illeszkedési struktira, és tegyiik fel, hogy
D illeszkedési mdtriza nemszinguldris. Legyen tovdbbd G < Aut(D). Ekkor
G pont-orbitjainak szdma megegyezik a blokk-orbitok szamdval.

Bizonyitds. Legyen s a pont-, t a blokkorbitok szdma. Az [1.2.16] Lemma
miatt ezek egy-egy Osszeggel irhatok fel, melyeknek tagjai Tétel miatt
rendre egyenlGek. |

A geometriai motivacié szerint haladva, az automorfizmusok utan nézziik
a dualitasokat, vagy mas szoval a korrelaciokat. Mivel a dudlis struktarat
fentebb mar definidltuk, a formaélis definici6 el6tt réviden azt is mondhatjuk,
hogy egy korrelacié nem més, mint egy illeszkedési struktiira és annak duélisa
koz6tti izomorfizmus.

1.2.18. Definicié. Legyen D = (P,B,I) egy illeszkedési strukttra.
A o: PUB — P UB leképezés korreldcid, ha bijekcio és

P?=B, B?’=P;

pIB <= p°IB°, ¥pe P, VB € B.
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Ha a korrelécié masodrendi, akkor polaritdsnak hivjuk. Ha D-nek van kor-
relacioja, akkor ondudlisnak nevezzik. O

Nézziik meg mit jelent a polaritas létezése az illeszkedési méatrixok nyelvén.
Ehhez el6szor is vegyiik észre, hogy ha 7 polaritas, akkor

plq" <= qlp™ Vp,q € P.

Ha tehat azt az illeszkedési matrixot nézziik, amelyben az els6 blokk az elsé
pont polarisa, s.i.t., akkor ez a méatrix szimmetrikus lesz. Megforditva, ha
az illeszkedési méatrix szimmetrikus, akkor az a leképezés, amely az i-edik
ponthoz az i-edik blokkot rendeli, polaritas lesz. Igy tehat elmondhatjuk,
hogy egy illeszkedési struktiranak pontosan akkor van polaritasa, ha van
szimmetrikus illeszkedési méatrixa.

Két korrelacio szorzata automorfizmus, egy korrelacio és egy automorfiz-
mus szorzata pedig korrelacio, az azonban nem vilagos, hogy ha egy négy-
zetes illeszkedési strukturanak sok automorfizmusa van, akkor van-e polari-
tasa vagy korrelacidja. Ez altalaban nem is varhato (pl. vannak olyan pro-
jektiv sikok, amelyek nem 6ndualisak és viszonylag nagy az automorfizmus-
csoportjuk), bizonyos esetekben azonban ez igy van.

1.2.19. Tétel. (Marshall-Hall) Legyen D wvéges illeszkedési struktira,
amelynek van egy T < Aut(D) automorfizmus-csoportja, amely mind a pon-
tokon, mind a blokkokon reguldrisan hat. Ha T Abel-féle (kommutativ) is,
akkor D-nek van polaritdsa.

Bizonyitds. Valasszunk egy p ,alappontot”. Ekkor minden tovabbi ¢ pont
egyértelmtien all el ¢ = p* alakban (valamilyen @ € T' elemre). Hasonloan,
valasszunk egy B ,alapblokkot” is és definialjuk a m leképezést a kdvetkezs
modon:
Legyen
()" = B, (B i=pt

Ekkor p? I (p®)™ akkor és csak akkor, ha p? T B . a-t alkalmazva mindkét
oldalon azt kapjuk, hogy ez ekvivalens azzal, hogy p® I p®™. Ez pedig éppen
azt jelenti, hogy 7 polaritas. |

Jegyezziik meg, hogy ha I' Abel-csoport, akkor I' tranzitivitdsa a regula-
ritast maga utan vonja. Ha D illeszkedési matrixa nem szingularis, akkor az
Tétel szerint a pontokon valo tranzitivitasbol kovetkezik a blokkokon
valé tranzitivitas is. A Fano-sik esetén a ¢ : x — x 4+ 1 mod 7 atal generalt
= {id,p,...,9%} csoport eleget tesz az Tétel feltételének, érdemes
a 7 polaritas konstrukcidjat ezen a példan kovetni. A testre épitett projek-
tiv sikok altalaban is eleget tesznek ennek a feltételnek (amint azt majd a
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differenciahalmazokroél szolo fejezetben meg fogjuk latni). Persze a szokisos
geometriai médon (szimmetrikus méatrixszal) is szarmaztathatunk polaritast,
vagyis ezek a sikok 6nduélisak. Tovabbi informaciok PG(2, q) ,illetve altala-
ban PG(n, q) polaritasairol az eléz6 szakaszban talalhatok.

1.3. Feladatok

1.1. Az affin sik axiomaéi:

A.1. két ponton egy és csak egy egyenes megy.

A.2. egy egyeneshez és egy rajta nem levé ponthoz egy és csak egy olyan,
a ponton atmend egyenes van, amely az egyenest nem metszi.

A.3. van harom nem egy egyenesen fekvs pont.
Mutassuk meg, hogy igy ugyanazt kapjuk, mintha projektiv sikbol kitorol-
nénk egy egyenest.
1.2. Az (z1,29,23)7 = [xﬁ,x?{xf] leképezés olyan polaritas, amelynek
¢+/q + 1 autokonjuglt pontja van.
1.3. Szamitsuk ki, hogyan hat egy kollineacié a hipersikokon!
1.4. Mit jelent a dualitas elve magasabb dimenziéban?
1.5. Lassuk be, hogy affin sik mindig bedgyazhato projektivba!
1.6. Mutassuk meg, hogy n = 2,3,4,5-re az n-edrendd projektiv sik egyértel-
mii!
1.7. Irjuk fel a abra alapjan a harmadrendt affin és projektiv sik illesz-
kedési méatrixat!
1.8. Ellendrizziik az[1.2.19] Tételt a negyedrendi projektiv sik[0.1] 4bran meg-
adott ciklikus modelljén, és keressiik meg a kapott polaritdas autokonjugalt
pontjait.
1.9. Konstrualjuk meg GF(4)-et és irjuk fel PG(2,4) illeszkedési matrixat!
1.10. Konstrualjuk meg GF(8)-at és GF(9)-et!



2. fejezet

Linearis terek

2.1. A de Bruijn—Erdé&s-tétel és kornyéke

Ebben a fejezetben illeszkedési struktarak egy specialis osztalyaval, a lineéris
terekkel fogunk foglalkozni, melyek az affin és projektiv sikok és terek messze-
mend altalanositasai. Ez a fejezet Klaus Metsch Linear spaces with few lines
[43] konyvének felépitését koveti.

2.1.1. Definicié. Az £ = (V, E) (egyszerd) hipergraf linedris tér, ha

(i) barmely két kiilonb6z6 ponthoz pontosan egy olyan blokk (él) van,
amely ket tartalmazza,

(ii) minden blokk (él) legalabb két pontot tartalmaz,
(iii) legalabb két blokk (él) van. O

Természetesen (i) maga utan vonja a struktira egyszertiségét. Lineéris
terekre blokk helyett egyenest mondunk majd. Talan a linearis tér helyett
is jobb lenne az ,egyenestér’ elnevezés. A geometriai szohasznalattal élve,
nemmetsz6 egyenesek helyett beszéliink majd pdrhuzamos egyenesekrdl is.
Tetsz6leges V' alaphalmazon megadhatunk ilyen linearis tereket. Valasszuk
ki V egy w pontjat és legyenek a blokkok (egyenesek) a kovetkezok:

VA{w}, {w, 2}, weV\{w}

Ezt a banalis struktarat degenerdlt linearis térnek nevezziik, a késGbbiek-
ben igen gyakran kell majd kizarnunk. Emlitsiik meg, hogy ugyanannyi pontja
van, mint blokkja, azonban a strukttira nem uniform (és nem is regularis).

Egy lineéris teret le is tudunk rajzolni, ha elég kevés pontunk van. Mivel
minden pontpart Osszekot egyenes, igy azokat az egyeneseket nem jeloljiik,

17
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E, E, Es

2.1. abra. A kivételes linearis terek

amelyek kétpontiak. A t6bbi egyenest egy (nem feltétleniil egyenes) vonallal
rajzolhatjuk le. Persze ez csak akkor ad attekinthets abrat, ha elég kevés ilyen
egyenes van. A Fano-sikot is igy rajzoltuk le kordbban. Lassunk néhény spo-
radikus lineéris teret a[2.1] abran, amelyek a késGbbiekben szerepelni fognak
(Eq1, Eq, E3).

Most lassuk, hogy milyen elemi leszamlaléasi egyenlGségek teljesiilnek linea-
ris térben.

Az illeszkedd pont-egyenes parok kétféle leszamlalasaval kapjuk a hiper-
grafokra érvényes alap-egyenlGséget (amit mér az elsd fejezetben is lattunk,

V0. Lemma (L.1])):
S deg(p) = 3 I, (2.1)

peP BeB

Kétféleképpen leszémolva az illeszkedd pontpar-egyenes parokat az aldbbi
egyenlGséget kapjuk:

v(w—1)= > [L|(|L| - 1). (2.2)

LeB

Ha pedig egy p pontot fixadlunk és az Lemmabeli (1.1 egyenl&séget
csak az azon d&tmend blokkokra alkalmazzuk, akkor a

v—1=> (B -1) (2.3)

pEB

egyenl6séghez jutunk. Ez szemléletesen azt tiikrozi, hogy a p pont egyértelmt
egyenessel 0ssze van kétve minden tovabbi ponttal.

Még egy hasonlo leszamlaléasi Gsszefliggést kaphatunk kénnyen. Legyen L
egy egyenes, és legyen M az L-et nem metsz6 egyenesek halmaza. Ekkor

> (deglp) — L) = ) [M]. (2.4)

p¢L MeM
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Valoban, ez nem méas, mint az Lemmabeli egyenl6ség alkalmazva,
arra a hipergrafra, amelynek pontjai az eredeti pontok L pontjait kivéve,
blokkjai pedig az M-beli egyenesek.

Most méar ratériink a de Bruijn—Erdd&s-tétel bizonyitasara. A tételnek az
eredetin kiviil is tobb bizonyitasa sziiletett. Ezek lényegében kétfélék, leszam-
lalason vagy linearis algebrai eszk6zokon alapulnak. A legfrappansabb leszam-
14l6s bizonyitas Conwaytdl ered, most ezt ismertetjiik.

2.1.2. Tétel. (de Bruijn—-Erd8&s) Linedris térben a blokkok szdma legaldbb
annyi, mint a pontok szdma (b > v). Ha b = v, akkor a linedris tér vagy
degenerdlt vagy projektiv sik.

Bizonyitas Legyen tehat £ = (P,L, ) linearis tér, melynek v pont-
ja és b egyenese van. Feltessziik, hogy b < v és be szeretnénk latni, hogy
itt egyenl6ség kell legyen. Az elsé észrevételt annyiszor hasznaljuk majd a
késébbiekben is, hogy kiilon lemmaként fogalmazzuk meg.

2.1.3. Lemma. Legyen L = (P,L, 1) linedris tér, p egy az L-hez nem illesz-
kedd pont. Ekkor deg(p) > |L|, és egyenldség pontosan akkor dll, ha minden
p-n dtmend egyenes metszi L-et.

Bizonyitds. A p-t 6ssze tudjuk kétni L minden pontjaval, s az igy kapott |L|
egyenes paronként kiilonbo6zé lesz. |
Mivel b < v és deg(p) > |L| minden nemilleszkeds (p, L) pont-egyenes

parra, igy
deg(p) |L|

b—deg(p) ~ v—|L’
szintén minden nemilleszkedd (p, L) pont-egyenes parra. Adjuk ossze ezeket
az egyenlGtlenségeket minden ilyen parra. Ha a bal oldalakat pontrél pontra
osszeadjuk, akkor a kovetkezdt kapjuk:

deg(p deg
Zb deg Z Z b— deg Zdeg

pEP L:p¢L

mivel minden p ponthoz pontosan b—deg(p) olyan egyenes talalhato, amely 6t
nem tartalmazza. Hasonl6an, ha a jobb oldalakat egyenesrél egyenesre adjuk
Ossze, akkor azt kapjuk, hogy

Z |L| =S

p%L LeL

A kiindulasi egyenl6tlenség miatt

S deg(p) > 3 |,

peP LeL
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itt viszont az alapegyenldség miatt egyenlGség kell legyen. Ez viszont
csak ugy lehet, ha b = v és valamennyi (p, L) nemilleszkedd pont-egyenes
parra deg(p) = |L|. Ez azt jelenti, hogy b = v esetén barmely két egyenes
metszi egymast. Ha van olyan egyenes, amely két pontboél all, akkor nem
nehéz belatni, hogy a linearis teriink degeneralt (1. 2.3. feladat). Ha viszont
minden egyenes legalabb harom pontbdl all, akkor struktarank eleget tesz a
projektiv sik szakaszbeli axiomainak. Igy a b = v feltételnek eleget tevé
lineéris terek a degeneraltak, valamint a projektiv sikok. Ezzel a de Bruijn—
Erdés-tételt belattuk. ]

Erdemes megemliteni, hogy a tétel eredeti megfogalmazasa a dualis linearis
terekre vonatkozott. Elgszor is gondoljuk meg, hogy egy linearis tér duélisa
(mint hipergraf) egyszert illeszkedési struktura lesz (1. 2.4. feladat). Eszerint
van egy alaphalmazunk (az eredeti egyenesek halmaza), vannak részhalmaza-
ink (az egy ponton atmend egyenesek), és barmely két részhalmaz pontosan
egy elemben metszi egymést (ti. a két pont Osszekots egyenesében). Ekkor
legalabb annyi pontunk van, mint ahany részhalmazunk. Az egyenlGség esete
is konnyen dualizalhato, vagy van egyponti részhalmaz, és a tobbi részhalmaz
kétponti, vagy projektiv sikot alkotnak a halmazok, vagy degeneralt linearis
teret (hiszen ezen strukturdk dudlisa is ilyen). Idézziik fel a dudlis valtozat
els6ben tanult bizonyitasat (legalabbis az egyenlStlenség részét). Ha minden
részhalmaznak van kozos pontja (pl. az egyik részhalmaz egyelemi), akkor
az allitas (ami most az, hogy v > b) trivialis, hiszen a kozos pontot kivéve
a részhalmazok diszjunktak. Ha nem, akkor minden halmaznak tekintsiik a
karakterisztikus vektorat. Igy b db v hosszi 0-1 vektort kapunk. Ezekre az u;
vektorokra u;u; = 1, ha ¢ # j. Mivel nincs egyelemi részhalmaz, u? > 1. A
karakterisztikus vektorok fiiggetlenek, mert ha ). A\;u; = 0 volna, akkor ezt
sajat magaval skalarisan szorozva a

b b 2
S oNI-1)+ (ZA) =0
i=1 i=1

egyenlethez jutunk, amibél tényleg \; = 0 jon. Ez tulajdonképp ugyanaz
az Otlet, mint amit majd a Lemméaban hasznalunk. Ennek a révid
bizonyitédsnak az is az el6nye, hogy 1 helyett tetszéleges A pontban metszd
halmazrendszerekre is miikodik.

Most térjiink at a de Bruijn—Erdds-tétel egy (joval hosszabb) linearis al-
gebrai bizonyitasara. Az oOtlet, hogy szomszédsagi méatrixokat hasznaljunk,
talan Majumdartol (1953) szarmazik. Kezdjiik két tisztan lineéris algebrai
lemmaéval.

2.1.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy C m xn-es mdtriz, és CCT nemszinguldris.
FEkkor n > m.
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Bizonyitds. Indirekte tegyiik fel, hogy n < m. Ekkor C rangja legfeljebb n,
azaz a sorok Osszefiiggék. Akkor viszont CC7 sorai is Osszefiiggéek lennének.
Ez pedig ellentmondés, hisz CCT nem szingularis. ]

Lényegében ugyanezt tgy is elmondhattuk volna, hogy AB rangja legfel-
jebb A rangjanak és B rangjanak minimuma.

2.1.5. Lemma. Legyen 0 < s, < 1 minden k-ra és tegyiik fel, hogy s = 1
legfeljebb eqy k-ra teljesiil. Ekkor a

1 sy s3 ... St

s1 1 s3 ... St

s1 s9 1 ... St
B =

S1 Sz 83 ... 1 St

S1 82 83 ... St—1 1

mdtrix requldris.

Bizonyitds. B regularitdsa a matrix méretére vonatkozo indukciéval azonnal
kovetkezik, ha valamelyik s; = 0, igy feltehetjiik, hogy minden s; > 0. Néz-
ziik elGszor azt az esetet, amikor valamelyik s (mondjuk s1) pontosan 1.
Ekkor az elsé oszlopban csupa egyes all. Ha B els6 sorat rendre levonjuk a
t6bbibdl, akkor az els§ sor megmarad, a mésodik sortél kezdve viszont csak a
diagonélis elem lesz nullatol kiilonbo6z6. Ez éppen 1 — s lesz a k-adik sorban.
Igy B determinénsa (az elsé oszlop szerint kifejtve) 1(1—s2)(1—s3)...(1—s;)
lesz, ami a feltétel miatt nem zérus.

Ha nincs olyan k, amelyre s = 1 volna, akkor egy tanulsagos triikkot al-
kalmazhatunk. Osszuk el a matrix oszlopait rendre sy, . .. s;-vel. Ekkor olyan
maétrixot kapunk, amelyben a féatlon kiviili elemek egyesek, a f6atloban pedig
egynél nagyobb elemek vannak. Egy ilyen méatrix viszont elgall, mint a csupa
egyesbdl allo J méatrix és egy diagonalis D matrix dsszege. A J szimmetrikus
matrix pozitiv szemidefinit (az (x1+...+z;)? kvadratikus alaknak felel meg),
mig a diagonalis D matrix pozitiv definit (hiszen a féatloban allo elemek
pozitivak). Igy e két matrix dsszege, azaz B is pozitiv definit, tehat regularis.
(A B regularitasa egy masik gyakran hasznos triikkel, az 4. n. ,bordering
trick™ kel is igazolhato, 1. a 2.5. feladatot, illetve a Babai—Frankl-kényvet [3].)
Ezzel a lemmat belattuk. |

2.1.6. Lemma. Legyen A nxn-es mdtriz és tegyiik fel, hogy van az {1,...,n}-
nek eqy I U I, U ... U I; particidja oly modon, hogy a mdtriz eleget tesz az
alabbiaknak :

(1) a;; # 0 semmilyen j-re,
(2) ajr =0, ha j # k és j,k ugyanabban az I;-ben van,
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(8) ajr =1, kiillonben (azaz, ha j, k a particié kilonbézé halmazaiban van).

Végezetil tegyiik fel, hogy az sp = >, mennyiségekre 0 < s < 1

1
Jje€ly aj;
teljestil és legfeljebb egy olyan k index van, amelyre s, = 1.
Ekkor az A mdtriz requldris.

Miel6tt a bizonyitasra térnénk, jegyezziik meg, hogy (alkalmas permutéaci6 utan)
matrixunk a diagonalis mentén elhelyezkeds négyzetes blokkokbol all. Ezen kiviil
csupa egyes van, a blokkok maguk olyan kis diagonalis matrixok, ahol a f6atloban
csupa nemnulla elem all.

Bizonyitds. Azt fogjuk megmutatni, hogy az Ax” = 0 homogén linearis egyenlet-
rendszernek csak trivialis megoldésa van. Itt persze x = (x1,...,%,) egy n hosszi
ismeretlen vektor. Vezessiik be az

ykZij—Z:cj7 k=1,...,t
j=1 JEI

0j ismeretleneket. Ezek segitségével az eredeti egyenletrendszer j-edik egyenlete igy
irhaté (mondjuk legyen j € I):

aj;T; + Z Tr = Qj;Tj +Yn = 0. (25)
r¢lp
Ez azt jelenti, hogy z; = —%yh, minden j € I-ra. Adjuk Gssze a kapott egyenle-
JJ

teket. Igy azt kapjuk, hogy
1

DT == D Un = Shyn.

: — ajj

JEIL JEIR
Ennek segitségével persze yi-t is kifejezhetjiik:

1
DD IED DD D D peets
h#k jelp, h#k  jel, I h#k

Ez viszont djra homogén lineéris egyenletrendszer az 1j yir ismeretlenekre
(k=1,...,t), melynek matrixa

1 S92 83 . St

st 1 sz ... St

S1 S2 1 N St
B =

S1 S22 S3 ... 1 St

S1 S2 S3 e St—1 1

2T5 Lemma azt adja, hogy ez a B matrix reguléris. Ebb6l persze az kovetke-
zik, hogy az eredeti AxT = 0 egyenletrendszer minden megoldasabol csak y, = 0
johet. Ekkor viszont alapjan valamennyi x; is 0 kell legyen, azaz az eredeti
egyenletrendszernek csak trivialis megoldasa lehet.

Ezzel a lemmat belattuk. |
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2.1.7. Allitas. Legyen q az L linedris tér egy pontja, és jeloljik L, ..., Ly.-rel a
g-n dtmend egyeneseket (r =deg(q)). A sorrendet vdlasszuk gy, hogy |Lj| < |Ly|
teljesiiljon minden j-re. Vezessiik be az

1
%= 2 T 1

q#pELy,

mennyiséget és jeldljik w-vel azon j < r indexek szamdt, melyekre S; # 1. Ekkor:

(i) Ha j <r, akkor 0 < S; < 1. Rdaddsul S; pontosan akkor 1, ha |L;|=|Ly|,
tovdbbd deg(p) = |L»| minden q-tdl kilonbozé p € L; pontra.
(i) b>v+w—1.
(i) Haow <r—2wvagy haw=r—16s S, <1, akkor b > v+ w.

Bizonyitdas. ElGszor is, S; > 0 trivialis. Mésrészt, ha j < r, akkor L; minden
pontjanak foka legalabb |L.| a m Lemma miatt. Igy az Sj-t megado6 Osszeg
minden tagja legfeljebb 1/(|L,| — 1) és az Osszegnek |L;| —1 < |L.| — 1 tagja van.
Ebbél azonnal latszik S; < 1, s6t az egyenlGségre vonatkozo feltétel is.

A tétel (ii) és (iii) részének bizonyitasdhoz természetesen valaszthatjuk tgy az
indexelést, hogy Si < 1 legyen, ha k < w. (Akkor persze S = 1, ha w < k < r.)
Tekintsiik azt az £’ hipergrafot, amely £-b6l a ¢ pont, valamint az Li,... Lyt1
élek (egyenesek) torlésével kaphato. Ez mar nem linearis tér, a kitérolt egyenesekbe
tartozo pontok Osszekdtetlenek. Legyen M ennek a hipergrafnak a pont-blokk il-
leszkedési matrixa (azaz v sorunk és b—w — 1 oszlopunk van). Képezziik a strukttra
szomszédsagi matrixat, az A = M M7 méatrixot.

Belatjuk, hogy ez a matrix eleget tesz az eléz6 lemma feltételeinek. Az elsg
négyzetes blokkot éppen L1 \ {q} pontjai alkotjak, majd hasonloan taldlunk w + 1
blokkot. Végiil az L1 U ... U Ly41-ben nem levé pontoknak megfelel§ egyponti
négyzetes blokkok kovetkeznek. Lassuk példaul azt, hogy a négyzetes blokkokon
kiviili elemek 1-ek. Ehhez azt kell észrevenniink, hogy egy ilyen mezé azt szamolja,
hogy a soranak ill. oszlopanak megfelel6 pontokon hany egyenes megy at. Ha ez
a mez6 a négyzetes blokkokon kiviil van, akkor ez két olyan pontnak felel meg,
amelyek nincsenek ugyanazon L; egyenesen (j < w + 1), igy az eredeti L-beli
(egyértelmi) Osszekots egyenesiik a torlés utan is megmarad. Hasonléan latszik az
is, hogy a négyzetes blokkokon beliili, de f6atlon kiviili elemek nullak, hisz az L-beli
Osszekdts egyenest tordltiik. A fsatloban a pontok L'-beli foka all, ami az L-beli
fokszam minusz 1 azokra a pontokra, amelyek valamely L;-ben vannak, és az L-
beli fokszam a tovabbi pontokra. Ez azt is jelenti, hogy a linearis algebrai
Lemmaban szerepl§ s, mennyiség azonos az ezen tételben bevezetett Si-val, ha
k < w+ 1. A fennmaradé egypontut blokkokra pedig si a fokszam reciproka, igy
pozitiv és legfeljebb 1/2.

Summa summarum, a szomszédsagi matrix nemszingularis, amibél a[2.1.4] Lem-
ma szerint kovetkezik, hogy M-nek legalabb annyi oszlopa van, mint sora, vagyis
b—w—-1>v—1.

A w = r —1 esetben megismételhetjiik a fenti okoskodéast, ha S, < 1. Ha viszont
Sr > 1, akkor csak w egyenest hagyhatunk el. |



24 2. LINEARIS TEREK

2. bizonyitas a de Bruijn—Erdd&s-tételre. Az el6z8 lemméabol azonnal kovetke-
zik, hogy b > v, tehat csak a b = v-nek eleget tevs linearis tereket kell vizsgalnunk.
A 2.3. feladat szerint a linearis tér degeneralt, ha van két ponta egyenes.

Valasszunk egy tetsz6leges ¢ pontot. Ennek deg(q) = r foka a[2.1.3] Lemma miatt
legalabb harom. A [2.1.6] Lemma szerint w = 0 kell legyen, akkor viszont a lemma
els6 része szerint minden a ¢ ponton dtmend egyenes egyforma méretti, mondjuk =
pontt. Eszerint akarmelyik egyenest valaszthatjuk L,-nek. Megint [2.1.6] (i) miatt
az kovetkezik, hogy minden ¢-t6l kiillonb6z8 pont foka z. Mivel a ¢ tetszGleges
volt, igy minden pont foka és minden egyenes mérete x kell legyen. Ebbdl
szerint kovetkezik, hogy minden egyenes metszi egymést. Mivel x > 3, a linearis tér
(z — 1)-edrendii projektiv sik. [ ]

A tovabbiakban célunk a de Bruijn—Erdgs-tétel javitasa lesz. A de Bruijn—
Erdés-egyenlétlenség csak akkor éles, ha a pontok széma v = n? +n + 1
alaki. Ha v nem ilyen, akkor szoritsuk be két szomszédos ilyen alakd szam
kozé, azaz legyen n?—n+2 < v < n?+4+n+ 1. Azt szeretnénk belatni,
hogy tetszéleges nemdegeneralt linearis térben legalabb annyi egyenes van,
mint ahény egy ugyanannyi pontt, de az n-edrendd projektiv sikbol néhany
pont torlésével kaphato linearis térben. Ha tehat egy pontot torlink, vagy
altalaban n-nél kevesebbet, akkor a blokkok szama n? + n 4+ 1 marad. Ha
legalabb n pontot torliink, akkor elképzelhetd, hogy egy egyenest egy pontja
hijan kitoréltiink, igy mivel lineéris térben nincsenek egy pontia egyenesek, az
egyenesek szama eggyel csokken. Hasonléan, amig kevesebb, mint 2n—1 pon-
tot toroltiink, addig nem tudtunk egy masodik egyenest egy pontuva tenni,
igy tovabbra is legalabb n?+n egyenesiink maradt. Alkalmasan t6rolve 2n—1
pontot viszont elképzelhets, hogy két egyenest is kitoroltiink, azaz ekkor csak
b > n? + n — l-et varhatunk. Ezt fogjuk majd belatni az Erdés—Mullin—T.
Sés—Stinson-tételben.

A kévetkezs lemma alsé becslést ad egy linearis tér egyeneseinek szamara.

2.1.8. Lemma. (Stanton—Kalbfleisch, 1972) Legyen L linedris tér, L egy
egyenese. Tegyiik fel, hogy L-nek v pontja, b egyenese van és |L| = k. Ekkor

k(v — k)

b>1
+ v—1

b

€s eqyenldség pontosan akkor dll, ha L metsz minden egyenest és minden L-tdl
kilonbozd egyenes mérete ugyanaz a k', ahol rdaddsul k(k' — 1) = v — 1.

Miel6tt a bizonyitasra térnénk, vezessiink be egy jeldlést: legyen
2
fkv) =1+ 550,

v—1
Bizonyitds. A bizonyitashoz egy tipikus leszamlélasi triikk6t hasznalunk, a
,variancia-triikkot” (szokéas a modszert ,négyzetes leszamolasnak” is nevezni,
1. még a 2.6. feladatot).



2.1. A DE BRUIJN-ERDOS-TETEL ES KORNYEKE 25

Legyen M az L-et metsz6, L-t6l kiillonb6z6 egyenesek halmaza, valamint
legyen | M| = m. Ekkor

lemv Z(|M|—1):]€(U—k)7

MeM MeM
(M- 1)(M[=2) < (v —k)(v—k—1).
MeM

A masodik egyenlSség az olyan (p, M) zéaszlok leszamolasaval adodik, ahol
p¢ L, M € M, mig az utols6 egyenlStlenség a (p, ¢, M) harmasokébol, ahol
p#q¢ L, M e M. Ezek az Osszefliggések lehet6évé teszik, hogy |M|-nek
tetsz6leges masodfoku kifejezését elGallitsuk segitségiikkel. Példaul

> IM|=k(v—k)+m, > IMP < (v—k)(v+ 2k) + m.
MeM MeM

Ezekbdl a szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlStlenség (vagy akinek job-
ban tetszik, a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség) alkalmazasa-
val az kovetkezik, hogy

(Z |M|>2Sm< > |M|2>-

MeM MeM

Ebbsl (k(v — k) + m)? < m((v — k)(v + 2k) + m) adodik, azaz valoban
m > w A b-re vonatkozo egyenlség egyszeriien azért kovetkezik, mert
b>m+1. Ha b= f(k,v), akkor a szamtani-négyzetes kozép kozti egyenlét-
lenségben is egyenlSség kell alljon, vagyis minden M € M-re |M| ugyanaz,
mondjuk |M| = k' kell legyen. Végiil, ha p ¢ L, akkor minden p-n 4tmend
egyenes metszi L-et, igy deg(p) = k, és a szokasos modon alkalmazasaval
kapjuk, hogy v — 1 = k(k’ — 1). |

Hogy kicsit pontosabb képiink legyen az f(k,v) = 1+ kzili_lk) fiiggvényrol,

vizsgaljuk meg menetét mindkét valtozoja szerint. A (parcialis) derivalta-
kat megvizsgalva konnyen lathato, hogy v szerint f(k,v) monoton csokken,
mig k szerint a [2,v] intervallumon a fliggvény né k = 2v/3-ig, majd csok-
ken k = v-ig. Ez azt jelenti, hogy k szerint akarmilyen részintervallumat is
vessziik a [2,v]-nek, azon a legkisebb értéket f(k,v) az intervallum valame-
lyik végpontjaban veszi fel. Ezt az észrevételt fogjuk felhasznalni a kévetkezd
lemmaéaban.

2.1.9. Lemma. Legyen L = (P,L,€) nemdegenerdlt linedris tér, melyre
v>n?2—n+2éb<n?+n+1 valamely n > 2 természetes szamra. Legyen
tovdbbd k a legnagyobb egyenes mérete, azaz k = maxy |L|. Ha k > n + 1,
akkor L az Eq és Eg linedris terek valamelyike.
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Bizonyitds. Mivel L nemdegeneralt, 3 <k <v —2és k > n+ 1 miatt k > 4.
Az f(k,v) fiiggvény lemma el6tt emlitett tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy
flk,v) > min{f(n+ 2,v), f(v — 2,v)}. A v-re és b-re tett kikotések miatt az
f(v —2,v) érték nem jon szoba, igy b > f(n + 2,v). Mivel v > n? —n + 2 és
f(k,v) v-ben monoton csékken, kapjuk, hogy

2n3 —4n2 — 9n

nP4n+1>b>f(n+2,n* —n+2)=n>+n+1+ 5
n‘—n+1

amibdl rogtén adodik, hogy n < 3. Itt n = 2-re kK > 4 és egy k hossza
egyenesen kiviil van legalabb két pont. Ezeket 6sszekotve a k ponta egyenes
pontjaival, 6sszesen legalabb 1+ 1+ 2(k — 1) > 8 egyenes lenne, de n = 2-re
b < 7. Hasonléan lathatjuk, hogy n = 3-ra k = 5 vagy 6 lehet. Ekkor k = 5-re
a Stanton—Kalbfleisch lemma miatt b > 1 + %, amibél v = 8 addédik.
Ugyanezt (ti. hogy v = 8) kapjuk k = 6-ra is, s6t azt se nehéz belatni (1. 2.7.
feladat), hogy £ = Eg, ha k = 6, valamint £ = E3, ha k = 5. [ ]

A kovetkezs tétel lesz f6tételiink. Mielstt kimondanank, vezessiik be az
alabbi B(v) fiiggvényt (amelyet a de Bruijn—Erdds-tétel élesitésének motiva-
ci6jakor mar emlitettiink):

Szoritsuk v-t az (n—1)%? 4+ (n—1) +1 és n? + n+ 1 értékek kozé (valamely
n természetes szamra) és legyen

n?4+n—1, hav=n?—n+2ésv#4,
B(v) = { n? +n, han? —n+3<v<n?+1vagyv=4,
n’+n+1, han®’+2<w.

A Stanton—Kalbfleisch lemma el6tti okoskodéas azt adja, hogy ha a linearis
tér beagyazhaté n-edrendd projektiv sikba, akkor legalabb B(v) egyenese
van. Az alabbi fontos tétel ezt altalaban mutatja.

2.1.10. Tétel. (Erdés, Mullin, T. So6s, Stinson) Nem-degenerdlt linedris
térre b > B(v).

Bizonyitds. A szokasos moédon legyen n? —n+2 < v <n?+n+ 1 és jeloljiik
k-val a maximalis egyenesméretet. A Lemma miatt feltehetjiik, hogy
k< n+1 Mivel v > n?—n + 2, igy ebbdl kivetkezik, hogy minden pont
foka legalabb n. Ha ugyanis valamely pont foka legfeljebb n — 1 lenne, akkor
Gsszesen legfeljebb n(n — 1) + 1 pont lehetne.

A bizonyitas esetszétvalasztassal torténik.

1. eset: k=n+1.

Legyen L egy n+1 pontbol 4ll6 egyenes. Ha L minden pontjanak foka n+1,
akkor mar az L-et metsz6 egyeneseket szdmolva latunk (n+1)(n+1—1)+1
egyenest, igy ekkor b > B(v).
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Feltehetjiik tehat, hogy L-en van olyan p pont, amelynek foka n. Jegyezziik
meg, hogy ekkor v — 1 < deg(p)n, azaz v < n? + 1.

Két alesetet kiilonboztetliink meg.

1.a aleset: Létezik egy H # L egyenes p-n, amely szintén n+1 ponti. Ekkor
a Lemma miatt L minden p-t6l kiilonb6z6 pontjanak foka legalabb
|H| = n + 1. Tehét a blokkok szama b > n? + n, mig v < n? + 1, azaz ekkor
is fennall b > B(v).

1.b aleset: L az egyetlen p-n atmend n + 1 pontt egyenes. Ekkor

v<n+l+mn—1n-1)=n>-n+2.

A kiindulasi egyenl6tlenség miatt itt egyenlség kell alljon, azaz a tovabbi
p-n atmend egyenesek mind n pontuak. Feltehets, hogy n # 2, mert akkor
v =4 és k = 3 miatt a linearis tér degeneralt lenne. Soroljuk fel a p-n &tmend
egyeneseket: L = Ry, Ry,...,R,. Ha p # q € Ry U Rj, akkor ¢ foka 2.1.3]
Lemma miatt legalabb n + 1(= |L|). Igy az Ro-t és Ry valamelyikét metsz6
egyenesek szama legalabb n + (n — 1)(n — 1) +2(n —1) = n+n? -1 =
= B(v), amit bizonyitani akartunk. Az el6z6 Osszeszamlalaskor az els§ tag
a p-n atmend egyenesek szdma, a masodik a mind Ry-t, mind Rs-at metsz6
egyenesek szdma, végiil a harmadik tag az R;-t metsz6, R;-t nem metsz6
egyenesek szama, ahol {i,j} = {2,3}.

2. eset: k =n.

Ekkor a v — 1 < deg(p)(n — 1) osszefliggésbdl adodik, hogy deg(p) > n +
+ 1 minden pontra. Igy egy n ponti N egyenes n? tovabbi egyenest metsz,
vagyis b > n? 4+ 1 + ¢, ahol ¢ az N-et nem metszS egyenesek szamat jeloli.
Mivel minden pont foka legaldbb n 4+ 1, minden ponton 4t megy N-et nem
metsz6 egyenes. Kétféleképpen megszamolva a (p, M) parokat, ahol p ¢ N,
NN M = 0, kapjuk, hogy cn > v —n. Ezt b = n? + 1 + c-vel &sszevetve
b > B(v) adodik.

3.eset: k<n-—1.

Ebben az esetben is tudjuk, hogy minden pont foka legalabb n+ 1 (ugyan-
gy, mint a 2. esetben). Eszerint v(n + 1) < b(n — 1) ((L.I) miatt), vagyis
b>n?+n+1> B(v). [ ]

Fontos megjegyezni, hogy az Erdés, Mullin, T. Sos, Stinson [21]. Tétel
jelentdsen javit a de Bruijn—Erd&s-tétel egyenlGtlenség részén, de a ,teljes”
altalanositas az volna, hogy egy v ponti B(v) egyenesd lineéris tér mindig
megkaphato projektiv sikbol néhény pont és a két pontnal kevesebb pontot
tartalmazo egyenesek torlésével. (Mas szoval: egy ilyen lineéris tér bedgyazha-
td projektiv sikba.) Ezt a modositast nemrégiben Klaus Metsch [43] 1atta be:
egyetlen kivétel van, az E; linearis tér. Ez tényleg kivétel, hiszen a Fano-sikot
nem lehet PG(2,3)-ba bedgyazni.

Jegyezziik meg azt is, hogy a tétel semmit nem allit abban az esetben, ha
v =n2+n+ 1, de nem létezik n-edrendd projektiv sik. Persze a Metsch-féle
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kombinatorikus beagyazasi tétel ekkor kettGvel megjavitja a de Bruijn—-Erdés-
tételben szerepld korlatot, de ennél tobbet nem ad.

Hasonl6 izt eredmény tobb is van: Bridges 1972-ben jellemezte azokat a
linearis tereket, amelyekre b = v + 1. Ezt tobben tovabbfejlesztették, majd
Totten 1976-ban jellemezte azokat a linearis tereket, amelyekre (b — v)? <
< b. Hanani (1954-55) és Varga (1985) belatta, hogy azok a linearis terek,
amelyben minden maximalis méreti egyenes legalabb v — 1 tovabbi egyenest
metsz, pontosan a degeneréltak és a projektiv sikok. Végiil emlitsiik meg a
Dowling-Wilson sejtést, amelyet nemrégen Metsch [45] bizonyitott: Ha egy
adott ponton at egy egyenessel ¢ parhuzamos egyenes van, akkor b > v + t.

A fejezet hatralevd részében azzal fogunk foglalkozni, hogy érzékeltessiik a fen-
tebb emlitett bedgyazasi tételek bizonyitasat, legalabbis abban az esetben, ha min-
den pont foka n + 1.

2.1.11. Definici6é. Ha egy linearis tér (n+1)-regularis, akkor (n+1,1)-rendszernek
nevezziikk. Minden egyenesre jeloljiik dr-lel az n + 1 — |L| differenciat. (Jegyezziik
meg, hogy a regularités teljesiilését megkonnyitends, az (n + 1,1)-rendszer definici-
Ojaban szokas megengedni egyponti egyeneseket is, s6t azok lehetnek t6bbszorosek
is, mi azonban ezt nem tessziik.) O

2.1.12. Lemma. Legyen D (n + 1,1)-rendszer; a pontok szdmdt jelolje v =
=n?4+n+1—s, az eqgyenesekét pedig b =n? +n+ 1+ z. Ekkor
(i) Egy rogzitett L egyenessel pdrhuzamos egyenesek szdma drn + z.
(ii) Két egyenessel, L-lel és H-val parhuzamos egyenesek szama dudr + z, ha H
és L metszék, n — 1+ (da — 1)(dr. — 1) + 2z, ha H és L pdrhuzamos.
(i) Ha M jeloli egy adott L egyenessel pdrhuzamos egyenesek halmazdt, akkor

(v—I|LDde = Y IX].
Xem
Bizonyitds. Olyan egyszert, hogy feladatnak hagyjuk (1. 2.8. feladat)! |

2.1.13. Lemma. Legyen D = (P,L) (n + 1,1)-rendszer; a pontok szdmdt jelélje
v=n?4+n+1—s, az egyenesekét pedig b =n>+n+ 1+ z. Ekkor

ZdL =(s+2)(n+1) és ZdL2 =s(n+s)+ (n+1)>°z

LeL LeL
Bizonyitds. Lasd a 2.9. feladatban (csak (1.1)-t és (2.2)-et kell hasznélni). [ ]
2.1.14. Lemma. Legyen D = (P,L) (n + 1,1)-rendszer; a pontok szdmdt jeldlje
v=n2+n+1—s, az eqgyenesekét pedig b =n? +n + 1. Ekkor

(i) Az n ponti egyenesek b, szdmdra b, > s(n+ 2 — s) teljesil. Ha specidlisan
n?4+1<wv<n?+n-—1, akkor b, > 2n.
(i) Ha nincs n pontd egyenes, akkor

SCILI(IL] = 2) = s(s — 2 —n).
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Bizonyitds. A bizonyitast 1. a 2.10. feladatban. |

A most kovetkez6 eredmény arrdl szol, hogy bizonyos lineéris tereket be lehet
agyazni projektiv sikba.

2.1.15. Tétel. Tegyiik fel, hogy egy D = (P,L) (n + 1,1)-rendszernek v pontja,
n24n+1 egyenese van, tovdbbd taldlunk benne t pdronként metszé n ponti egyenest.
Ekkor D bedgyazhatd egy v+t ponti (és tovdbbra is n® +n+1 egyenest) (n+1,1)-
rendszerbe.

Bizonyitds. Legyenek Ni,...,N; a tételben emlitett paronként metszé n pontu
egyenesek. Mivel minden pont foka n + 1, minden N;-n nem levé ponton pontosan
egy Nj-vel parhuzamos egyenes megy at. Legyen II; = {N;} U{L : LN N; = (}
(j =1...,t); szemléletesen I1; az N; ,parhuzamossagi osztalya’. (i) szerint
IIT;| = n+ 1. Ha j # k, akkor N; és Nj metszi egymaést, tovabba |N;| = n miatt
N; pontosan n egyenesét metszi IIy-nak. Van tehat egy (és csak egy) olyan Ilx-beli
egyenes, amely nem metszi N;-t. Més szavakkal ez azt jelenti, hogy |N; N Ni| = 1.
Az affin sik projektivva bovitését fogjuk imitalni, azaz minden II; parhuzamossagi
osztalyhoz hozzarendeliink egy oo; ,ideélis pontot” (ez csak annyit jelent, hogy
00, nem pontja P-nek). Precizebben, legyenek az oco; ¢ P szimbélumok paronként
kiildnbézsek, és definidljunk egy 1j D’ illeszkedési strukturat a kovetkezSképpen :

(a) D' = (PU{o01,...,00:},L, T), ahol

(b) p€ P, L € L esetén p I L akkor és csak akkor ha p € L (megtartjuk a D-beli
illeszkedést),

(¢) L € L-re legyen oo; I L pontosan akkor, ha L € II;.

Esetszétvalasztassal konnyen ellenérizhets (1. a 2.11. feladatot), hogy D’-ben
barmely két ponton egy és csak egy egyenes megy at, és persze D’ v+t ponti. W

2.1.16. Kévetkezmény. (Vanstone, 1973) Ha egy D (n+1,1)-rendszernek n® +
+n+ 1 egyenese van és a pontok szima v > n?, akkor D bedgyazhatd n-edrendi
projektiv sikba.

Bizonyitds. s = n? +n+ 1 —v-re vonatkozé indukciét alkalmazunk. Ha s = 0, akkor
[2T12] szerint minden egyenes n + 1 pontt, azaz D maga projektiv sik.

Tegyiik fel, hogy s > 0. (i) mutatja, hogy létezik N egyenes, melynek
n pontja van. szerint ilyenkor tudjuk béviteni D-t (¢ > 1 ponttal, ahol ¢ a
paronként metsz6 egyenesek maximalis szdma). Ilyenkor viszont s csokken, azaz a
bévitett struktira n-edrendd projektiv sikba agyazhato. |

Mivel az eddigi eredmények elég erés megszoritasokkal garantaltak a linearis
tér projektiv sikba agyazhatosagat, lassunk most egy viszonylag keveset kivano
eredményt. A tétel parcidlis projektiv sikokra vonatkozik, azaz olyan halmazrend-
szerekre, amelyeknek n? 4+ n + 1 pontja van, és minden részhalmaz n + 1 pontt,
tovabba barmely két részhalmaznak legfeljebb egy kozos pontja van. Tehat sem-
milyen ,pontosan egy” tipusu feltétel nincs, azaz lehetnek akar diszjunkt blokkok,
Osszekotetlen pontparok is.

2.1.17. Tétel. (Metsch [44]) Legyen D parcidlis projektiv sik n® +n + 1 ponton,
aholn > 15. Ha D egyeneseinek szdama tobb, mint n® +1, akkor a parcidlis projektiv
stk bedgyazhato projektiv sikba (ugyanazon a ponthalmazon).
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2.2. Feladatok

2.1. (Transfer-lemma) Legyen £ = (P, L, I) linearis tér.

Tegyiik fel, hogy L és L’ egyenesek, p pedig olyan pont, amely sem L-en,
sem L’-n nincs rajta. Legyen t azon egyenesek szama, amelyek Atmennek p-n,
metszik L-et de nem metszik L'-t. Ekkor azon p-n atmend egyenesek szama,
amelyek L'-t metszik, de L-et nem, ¢ + |L'| — |L|.

Ha most H, L és L’ egyenesek ugy, hogy H metszi L-et, de nem metszi
L’-t, akkor legalabb (|H| —1)(1+4|L'| —|L]|) olyan egyenes van, amely H-t és
L’-t metszi, de nem metszi L-et.

2.2. (Parallel-lemma) Legyen £ = (P,L,I) linearis tér. Legyen toviabba N
egy n-pontu egyenes, valamint L1, Lo olyan metszd egyenesek, amelyek nem
metszik N-et. Legyen |L;| =n+1—d; (j = 1,2-re), valamint

t= (deg(p) —n—1).

peEN

Ekkor
d1d2 Z n —t.

2.3. Ha egy linearis térben b = v és van két pontt egyenes, akkor az degene-
ralt.

2.4. Fogalmazzuk meg (és bizonyitsuk) a de Bruijn—Erdgs-tétel dualisat!
2.5. Legyen B = A\J,, + diag(y1,...,7vn). (Persze J, az n X n-es csupa 1
matrix.) Szegélyezziik ezt a matrixot egy csupa l-es els6 sorral és egy az elsg
elemet kivéve csupa 0 els6 oszloppal. Ezt konnyen triangularissa alakithatjuk,

igy B determinansa
1 1
Yo Vn <1—|—)\<+...>)
ga! In

lesz (ezt szokas ,bordering trick™-nek hivni.)

2.6. Egy projektiv sik pontjait két szinnel szineztiik. Egy E egyenesre legyen
pe ill. kg az els6 (piros) ill. a méasodik (kék) pontok szdma. Mutassuk meg,
hogy Y 5 (pE — kg)? csak a szinosztalyok méretétsl fiigg (attol, hogy hogyan
szineztiink, nem)!

2.7. Vizsgaljuk meg az n = 3 eseteket a Lemma bizonyitasiban!

2.8. Bizonyitsuk be a [2.1.12] Lemmat!

2.9. Bizonyitsuk be a[2.1.13] Lemmat!

2.10. Bizonyitsuk be a[2.1.14] Lemmét!

2.11. Ellenérizziik, hogy a Tétel bizonyitasaban szereplé D’ illeszkedési
struktturaban barmely két ponton egy és csak egy egyenes megy at!



3. fejezet

Blokkrendszerek

3.1. Alapvet6 tulajdonsagok és példak

Ebben a szakaszban kezdjiik igazén a szimmetrikus strukturak targyalasat.

3.1.1. Definicio. A D = (P,B,I) egyszert illeszkedési struktiurat blokk-
rendszernek vagy pontosabban 2-(v, k, \)-blokkrendszernek nevezziik, ha v
pontja van (|P| = v), k-uniform (azaz VB € B : |B| = k), tovabba barmely
két kiilonboz6 pont A blokkban (élben) van benne. 2-(v, k, A)-blokkrendszer
helyett gyakran csak (v, k, \)-rendszert mondunk és irunk. Abban a specialis
esetben, ha A\ = 1, a blokkrendszert szokas Steiner-rendszernek is nevezni.
Tehat a Steiner-rendszerek nem masok, mint az uniform linearis terek.
Abban az esetben, ha a D = (P,B, ) illeszkedési struktura tartalmaz
t6bbszoros éleket, de a masik két feltételt teljesiti (minden blokkhoz k pont,
minden pontparhoz A blokk illeszkedik), akkor (uniform) 2-(v, k, \)-strukti-
rdr6l beszéliink. Ha az uniformitési feltétel sem teljesiil, de minden pontparra
A blokk illeszkedik, akkor egyszertien csak 2-struktdrdrol beszéliink. o

A most bevezetett osztalyok kozotti kapcesolatra a kovetkezs szakaszban,
a Fisher-egyenlGtlenség targyalasakor még visszatériink.

A blokkrendszerek nemcsak uniformak, hanem regularisak is, amint azt a
kovetkezo allitas mutatja.

3.1.2. Allitas. (v, k, \)-rendszerben (sét (v, k, \)-struktirdban) minden pont
foka r, ahol

r=Av—-1)/(k—-1),
a blokkok szama pedig

31
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b=X(v—1)/k(k—1).

Bizonyitds. Rogzitsiink egy p pontot. Szamoljuk meg kétféleképpen azokat
a (q,L) zaszlokat (illeszkedS pont-egyenes parokat), amelyekre p € L és
q # p. Ezek szama egyrészt deg(p)(k — 1), méasrészt (pontrol pontra sza-
molva) (v — 1)\. Ebbdl az r-re vonatkozé allitds azonnal, a b-re vonatkozo
pedig a bk = vr (L Kovetkezmény) felhasznéalasaval adodik. ]

3.1.3. Kovetkezmény. A (v, k, \)-rendszerek létezéséhez sziikséges, hogy

(1) Mv—1)=0 (mod k—1);
(2) 2wlw-=1)=0 (mod k(k—1)). [ |

Természetesen az alapvets kérdés az, hogy ezek a feltételek elégségesek-e a
megfelel paramétert blokkrendszerek létezéséhez. Mint késébb latni fogjuk,
a valasz nemleges. Akkor viszont az az érdekes, hogy lehet-e talalni tovabbi
feltételeket gy, hogy azokkal egyiitt a [3.1.3}beli feltételek mar elégségesek
legyenek. Tovabbi feltételek vannak, az elégségességtdl azonban messze va-
gyunk. Idérendben elGszor a k = 3 esetet vizsgaltak részletesen. 1850-ben
Kirkman vetette fel (és oldotta meg még abban az évben) az alabbi problé-
mat:

15 iskoldsldny egy hétig minden nap sétdlni megy. Egy sorban hdrman
mennek. Tervezzink olyan sétarendet, amelyben semelyik két ldny nem sétdl
eqy sorban kétszer.

Matematikai nyelven ez a kovetkez6t jelenti: 15 elemen adjunk meg 35 =
= 7-5 harmast gy, hogy barmely két elem legfeljebb egy harmasban legyen
benne. Kénnyen lathato (1. 3.1 feladat), hogy amiatt, hogy 35 harmast ad-
tunk meg, barmely két elem pontosan egy hérmasban van benne. A fenti
terminoldgia szerint tehat a sétarend egy (15,3,1)-rendszert ad meg. Ez tehat
egy k = 3 blokkméretd Steiner-rendszer. A Kirkman problémaban szerepld
sétarendnek azonban van még egy tulajdonsaga. Egy-egy napon a sorok (azaz
a blokkok) paronként diszjunktak és lefedik a pontokat. Ez valami olyasmi,
mint a geometridban a parhuzamossag. Erre a kérdéskorre késbb még vissza-
tériink. Most lassuk a Kirkman probléma egy szép (ciklikus) megoldasat (1.
abra). Az abra egy napi sétarendet mutat ezt forgatjuk el (egyszerre) az
abra mindkét oldalan. A bal oldali részen levs vastag élekhez a jobb oldali
részen egy-egy pontot rendeliink hozzé. A Ooco élhez a jobb oldali 0 pontot,
egyébként pedig minden élhez azt a jobb oldali pontot, amelyet a jobb ol-
dalon szerepld vastag haromszog az adott él helyzetébe vald elforgatasakor
harmadik cstcsként kapunk. Tehat pl. a 34 él esetén az 12-t kell elforgatni
227 _tel, és a 4 pont a 6-ba keriil, tehat a bal oldali 34 élhez a jobb oldali

7
6 pont tartozik. Ez a megoldas (kicsit mas formaban) szerepel [8]-ban. A
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3.1. abra. A Kirkman probléma egy ciklikus megoldésa

tovabbi napokon valé sétarendeket az dbréan szerepl6bsl 27” t6bbszordseivel
valo elforgatasokkal kapjuk (ahol a bal oldalon a co pont fixen marad az el-
forgatasoknal). Az abra jobb oldali részén a vastag haromszog elforgatottjai
a Fano-stkot adjak (1. Példa). Ezt a modellt a differenciahalmazoknal
latjuk majd djra.

Jegyezziik meg, hogy a Kirkman probléménak 6 megoldasa van, ha azonos
harmasrendszereket kiilonb6z6 parhuzamossaggal kiilonbozének tekintiink.
Ha csupén a harmasrendszereket nézziik, akkor 4 kiilonb6zé van. Emlitsiik
meg, hogy 15 ponton Gsszesen 80 paronként nem-izomorf harmasrendszer van.

Térjiink most ra4 a k = 3 eset vizsgalatara (a parhuzamossag extra kove-
telménye nélkiil). A (v,3,1)-rendszereket szoktak Steiner-harmasrendszerek-
nek is nevezni. A rovidség kedvéért a v pontit Steiner-harmasrendszereket
STS(v)-vel fogjuk jelolni. A Kovetkezmény azt mondja, hogy 2|v —1 és
6]v(v—1) sziikséges feltétel a létezéshez. Magyarul Steiner-harmasrendszerek
csak v = 1 vagy v = 3 (mod 6) esetén létezhetnek. Célunk az lesz, hogy né-
hany konstrukci6 segitségével megmutassuk, hogy minden v = 1 vagy v = 3
(mod 6) esetén léteznek Steiner-harmasrendszerek.

3.1.4. Példa. (Kirkman v — 2v + 1 konstrukcié) Ez egy rekurziv konst-
rukei6 lesz. Jegyezziik meg, hogy ha van STS(v), akkor v paratlan. Azt mu-
tatjuk meg, hogy ha létezik egy T STS(v), akkor létezik STS(2v + 1) is.
Réaadasul ez olyan lesz, amelyben a kiindulasi STS(v)-t részrendszerként meg-
talaljuk. Legyen T ponthalmaza {1,...,v}. Valasszunk v+ 1 tovabbi pontot,
{v+1,...2v+1}-et. Tekintsiik a K, teljes grafot a {v+1,...2v+1} ponto-
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kon, és bontsuk fel v darab 1-faktor (teljes parositas) egyesitésére. (Egy ilyen
felbontast szoktak 1-faktorizdcionak nevezni. Ez nem més, mint egy par-
huzamosséag a teljes graf élein.) Minden ilyen 1-faktorhoz rendeljiik hozza T'
valamelyik pontjat, és ezt a hozzarendelt pontot vegyiik hozza az 1-faktorban
szerepl6 minden péarhoz (élhez). Ezenkiviil tartsuk meg T blokkjait. Szinte
magatolértetds, hogy igy Steiner-harmasrendszert kapunk (a részletekért 1.
a 3.2. feladatot, valamint a 3.3,4. feladatokat). Annyit talan ellendrizziink,
hogy a blokkok szama stimmel: T-ben van v(v — 1)/6 blokk, ehhez vettiink
hozza (v + 1)v/2-t, ez Gsszesen v(3v + 3 + v — 1)/6, ami valoban egy 2v + 1
pontt STS blokkjainak szama, azaz (2v + 1)(2v)/6.

Igazabdl ezt a konstrukciot ki is talalhattuk volna. Tekintsiink ugyanis egy
2v 4+ 1 pontd Steiner-harmasrendszert, amely részrendszerként tartalmazza
a v pontt 7T harmasrendszert. Ekkor S minden blokkja nyilvan legfeljebb
egy pontban metszi T-t, de a blokkok megszamolasaval (lényegében az el6z6
szamolas megforditasaval) azt is lathatjuk, hogy minden nem T-beli blokk
pontosan egy pontban metszi T-t. Tekintsiik az S\ T pontjait egy v + 1 csi-
csu teljes graf cstcsainak. A T egy rogzitett pontjan Atmend blokkok szama
(2v+1—1)/2 = v, amelybsl (v — 1)/2 blokk van T-ben. Igy a fennmarado
(v+1)/2 él valoban a teljes graf egy 1-faktorat (teljes parositasat) adja. Kii-
16nb6z6 T-beli pontokra ezek az 1-faktorok diszjunktak, azaz egyiitt valoban
1-faktorizaciot alkotnak. |

A Kirkman konstrukeiot is illusztralhatjuk a[3:1} a4bran. Ekkor a bal oldali
rész vastag éleihez ugyanazt a jobb oldali pontot kell hozzavenni (pl. 0-t),
majd az igy kapott blokkokat elforgatni. A T részrendszer a jobb oldali Fano-
sik, a bal oldalon pedig a 8 pontu teljes graf 1-faktorat latjuk, melyeket
elforgatva (tagy, hogy kozben oo fixen marad) egy 1-faktorizéaciot kapunk.
A Fano-sikbél kiindulva igy tehéat egy 15 pontit Steiner-rendszert kapunk.
A Kirkman-konstrukcié azonban kevés ahhoz, hogy minden v = 1 vagy 3
(mod 6)-ra konstrualjunk annyi ponton STS-et. Ismerjiink meg egy tovabbi
elemi eljarast.

3.1.5. Példa. (Skolem médszere) Ezt el6szor a v = 6m+ 1 esetben mond-
juk el. Ekkor [3.1.2] miatt a harmasok (blokkok) széma b = m(6m+1). Legye-
nek a pontok 0,1,...,6m. Hogy a konstrukciot konnyebb legyen elmondani,
a pontokat egy kivétellel métrix alakba rendezziik:

0 1 .. m—=1 | m m+1 ... 2m-—1
2m 2m+1 ... 3m—1 | 3m 3m+1 ... 4m—1
dm 4m+1 ... 5m—1 | 5m bm+1 ... 6m-—1

A blokkok harom tipusba oszthatok:

(1) {ian +1,4m +’i}, ahol0<i<m-—1
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(ii) {m+1i,2m+1i,6m}, {3m+idm+i,6m}, {bm+1i,i,6m}, ismét 0 < i <
<m — 1-re,

(iii) Azon {a,b, c} harmasok, ahol a és b a fenti matrix azonos soraban van
és ¢ a kovetkezben (mod 3), tovabba

e ha a + b paros, 2¢ = a+ b (mod 2m), és ¢ a sor els6 felében van,

e ha a + b paratlan, 2c = a + b — 1 (mod 2m), és ¢ a sor méasodik

felében van.

Hosszadalmas, de konnyd verifikalni, hogy igy valéban STS-t kapunk (1.
3.5. feladat). [ |

3.1.6. Példa. Hasznalhatjuk Skolem moédszerét a v = 6m + 3 esetben is.
Matrixunk ebben az esetben

0 1 2m
2m+1 2m+2 ... 4dm+1
dm+2 4dm+3 ... 6m+2

és blokkunk is csak kétféle lesz:
(i) fiiggtleges blokkok”: {j,5 +2m +1,j+4m+ 2}, ( =0,...,2m).

(ii) {a,b,c}, ahol a,b azonos sorban vannak, ¢ a kiévetkezében (mod 3),
tovabba 2c¢ = a + b (mod 2m + 1).

Ujra csak kénnyt, de hosszadalmas ellenérizni, hogy STS-t kapunk (1. 3.6.
feladat). |

Az eddigi konstrukciok mutatjak, hogy STS-eket viszonylag kénnyt konst-
rualni. Az ismertetettek talan a legegyszertibb konstrukciok, szinte szamta-
lan tovabbi konstrukcié ismert. Erdemes megemliteni, hogy tobb véges testek
elemi tulajdonsagait hasznalo konstrukei6 is ismert (melyek altalaban szép
automorfizmus-csoporttal rendelkezé STS-eket adnak), a 3.7. feladatban egy
Netto-t6l eredd ilyen konstrukciét ismertetiink.

A Steiner-harmasrendszerek egy maésik algebrai vonatkozéasa a kdvetkezs:
Definidlunk egy mitveletet az STS pontjain a természetes modon. Legyen
aob = ¢, ha a # b és az a, b-t tartalmazo blokk épp {a, b, c¢}. Ha ezt kiegészitjiik
az aoa = a definicioval, akkor (idempotens) kvazicsoportot kapunk, amelyben
teljesiil az

(aob)oa=1b

azonossag. Megforditva, egy a fenti azonossidgnak eleget tevs, kommutativ,
idempotens kvazicsoportbol Steiner-harmasrendszert kaphatunk (1. 3.8. fel-
adat). Ebbdl példaul az is kovetkezik, hogy ha létezik vy és vy ponton STS,
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akkor van vivs ponton is, hiszen a megfelelels kvazicsoportok direkt szoroz-
hatok.

Zarjuk a Steiner-harmasrendszerek attekintését a kis v értékekkel: v = 7-re
egyetlen STS van, a Fano-sik, v = 9-re szintén, az AG(2,3) affin sik. v = 13-ra
két harmasrendszer van, melyeket mar a XX. szazad elején ismertek, végiil
v = 15-re 80 nem-izomorf rendszer van. Ez is mutatja, hogy bekovetkezik a
kombinatorikus robbanas v novelésével.

Mi torténik, ha k értéke nagyobb? A k = 4 esetben a sziikséges feltételek
azt adjak, hogy v = 1 vagy 4 (mod 12), és Hanani minden ilyen v-re
konstrualt is Steiner-rendszert. A k = 5 eset mar bonyolultabb, a sziikséges
feltétel most v = 1 vagy 5 (mod 20), és minden ilyen v-re ismert konstrukcio:
Hanani, Wilson és Ray-Chaudhuri [31] adott meg ilyet. Azonban mar a k = 6
esetben sem ismert, hogy a [B.-I.3}beli sziikséges feltételek altal megengedett
minden v-re lenne Steiner-rendszer. Elég nagy v-re és rogzitett k-ra azonban
ez {gy van, mint azt a Wilson tétel mutatja (1. kés6bb a Tételt).

Lassunk néhany tovabbi példat blokkrendszerekre.

3.1.7. Példa. Legyen D 2-(v, k, \)-rendszer. Ennek D komplementere (amely-
ben a blokkok az eredeti blokkok komplementerei) 2-(v,v—k, ) blokkrendszer,
ahol A\ =0b—2r + .

Ehhez csak annyit kell meggondolnunk, hogy az eredeti blokkrendszerben
két ponton 4t nem mend blokkok szama A = b — 2r + A.

3.1.8. Példa. Legyen P n-edrendt projektiv sik. Ekkor P (n? +n + 1,n +
+ 1,1)-rendszer. Jegyezziik meg, hogy ez lényegében ekvivalens a projektiv

A

+ 1,n + 1,1)-rendszer projektiv sik.

3.1.9. Példa. Legyen P n-edrendd affin sik. Ekkor P (n? n,1)-rendszer.
Jegyezziik meg, hogy ez lényegében ekvivalens az affin sikok szakaszban
(1.1. feladat) szerepl$ definiciojaval (1. 3.10 feladat), azaz (n?,n,1)-rendszer
affin sik.

Altalanosabban a projektiv és affin terek is blokkrendszereket adnak.

3.1.10. Példa. Legyen X a PG(n, q) projektiv tér. Definialjunk egy illeszke-
dési struktirat, melyben a pontok ¥ pontjai, a blokkok ¥ d-dimenzids alterei
(valamely rogzitett 1 < d < n — 1-re). Kénnyen verifikdlhato, hogy ez blokk-
rendszer, az alabbi paraméterekkel
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Ezt a blokkrendszert PGy(n, ¢)-val fogjuk jelolni. Jegyezziik meg, hogy ez a
blokkrendszer csak akkor lesz négyzetes (azaz v = b), ha d = n — 1, azaz ha
a hipersikokat tekintjiik blokkoknak.

3.1.11. Megjegyzés. A )\ meghatarozasdban szerepls kifejezést szokas
Gauss-féle binomialis egyiitthatonak (vagy g-binomialis egyiitthatonak) ne-
vezni. Ezekkel roviden megismerkedtiink az 1.1. szakasz végén, idézziik fel,
hogy a Gauss-féle binomialis egylitthatokat az

[n} @ =D@ -.(g -T)
dlq (=1 =1)...(¢—1)

kifejezés definialja. Linearis algebrabol tudhatjuk, hogy ez nem mas, mint egy
n dimenzids vektortér d dimenzids altereinek szama. Ezzel a jeloléssel nagyon
konnyt felirni a PGg(n, ¢) blokkrendszer paramétereit:

1 1 -1
ol IR R I S [
1 q 1 q 71q

A tovabbi paraméterek (r,b) szintén egyszertien felirhatok:

n n+1
r= [ } ; b= .
dlq d+1
q
3.1.12. Példa. Lemésolhatjuk a [3.1.10] Példat affin terekre. Ekkor az
AG,(n, q) blokkrendszer pontjai az affin tér pontjai, a blokkok a d dimen-

zi6s affin alterek (azaz a vektortér alterek mellékosztalyai), a paraméterek
pedig:

TRl Vit RES IR A

Hasonl6an adhatunk tovabbi geometriai példakat blokkrendszerekre. Ezek
ugyan végtelen osztalyok, azonban arra a kérdésre, hogy aritmetikailag meg-
engedett paraméterekre mikor létezik olyan paramétert blokkrendszer, na-
gyon kevés informaciot adnak, hiszen a A nagyon gyorsan végtelenhez tart.
Altalaban a legtobb (persze sok sporadikus konstrukcié mellett), amit errsl
a kérdésrdl tudunk, az Wilson nevezetes tétele:

3.1.13. Tétel. (Wilson tétele) Ha k és \ rogzitett, akkor van olyan vy, hogy
v > vg-ra tetszdleges a d@ltal megengedett v-re létezik (v, k, \)-rendszer.

A bizonyités az algebrai és valészintiségi modszer kombinalasa, mi ezt nem
részletezziik, megtalalhato pl. Beth, Jungnickel, Lenz [8), 9] konyvében.

Ismerkedjiink meg a latin négyzetek fogalmaval is. Részletesebben a [40] konyv-
ben olvashatunk réluk.
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3.1.14. Definici6é. Egy n X n-es matrixot latin négyzetnek neveziink, ha sorai és
oszlopai valamely S halmaz (pl. az {1,...n}) permutécioi. Két latin négyzet, A és
B ortogondlis, ha a;; = ar; esetén b;j # byy. O

Ha valaki algebrai szemmel nézi a latin négyzeteket, akkor azok nem masok,
mint az an. kvdzicsoportok mivelettablai. Emlékeztetiink arra, hogy a csoportot
definialo axiomékat szokéas agy is megfogalmazni, hogy csoportban az asszociati-
vitas mellett minden a,b-re az ax = b ill. az xa = b egyenletek egyértelmtien
megoldhatok. Ha az asszociativitas nem, de ez az ,osztasi szabaly” teljesiil, akkor
kvéazicsoportrol beszéliink. Az egységelemes kvézicsoportokat loopnak szokés nevez-
ni. Ezekutéan nem meglepd, hogy a szokésos algebrai konstrukciok, mint pl. a direkt
szorzat, alkalmazhatok latin négyzetekre. Egy specialis kvazicsoport-osztallyal a
Steiner-harmasrendszereknél mar megismerkedtiink.

A tovabbiakban mindig ugy képzeljiik, hogy a latin négyzetek elemei az 1,...,n
szamok. Szemléletesen az ortogonalitas azt jelenti, hogy ha egymasra helyezziik a
két latin négyzetet, akkor minden (7, j) par pontosan egyszer fordul elg.

Ortogonalis latin négyzetekre a {6 kérdés az, hogy mennyi a paronként ortogo-
nalis latin négyzetek maximalis szama. Ezt N(n)-nel jeloljik. Konnyt belatni, (1.
3.11. feladat) hogy legfeljebb n — 1 paronként ortogonalis latin négyzet van. (Ez
egyébként a Tétel bizonyitasabol is kiolvashat6.) n = 2-re nincsen két orto-
gonalis latin négyzet, és Euler (a 36 tiszt problémaja) azt sejtette (ill. nem teljesen
bizonyitotta), hogy n = 6-ra sincs ortogonalis latin négyzetpar. E két példa alapjan
Euler azt sejtette, hogy n = 2 (mod 4) esetén altaldban sincs két ortogonalis latin
négyzet. Az n = 6 esetet a szazad elején Tarry precizirozta (megmutatta, hogy nincs
ortogonélis par), az altalanos sejtést viszont a hatvanas években Bose, Shrikhande
és Parker megcafolta.

Lassuk el6szor, hogy mi a kapcsolat latin négyzetek és affin sikok kozott.

3.1.15. Tétel. Pontosan akkor létezik n-edrendd affin sik, ha van n — 1 pdronként
ortogondlis latin négyzet.

Bizonyitds. Legyenek Aj,...An—1 latin négyzeteink, és szokas szerint legyenek az
elemek az 1,...,n szamok. Legyen X = {1,...,n} x {1,...,n} és definidljuk az
egyeneseket az aldbbi médon:

H;={(z,i) : 1<z<n}, 1<i<nre,

‘/’L:{(Zvy) : 1§y§n}7 lgign'rea
Li; ={(z,y) : (Aj)ay =1}, 1 <i<n, 1<j<n-—Ilre

Konnyd megmutatni, hogy igy olyan illeszkedési struktirat kapunk, amelyben min-
den blokk (egyenes) n pontt, minden pont foka m + 1, a pontok szama n®, az
egyeneseké n? + n, tovabba minden pontparon legfeljebb egy egyenes megy at. Ha
az egy ponton atmend egyeneseket tekintjiik, akkor azok (a pontot leszamitva) disz-
junktak, tehat a pontok szama legalabb 1+ (n+1)(n—1) kell legyen. Mivel pontosan
ennyi pontunk van, barmely két ponton at van is blokk, azaz valéban affin sikot

kapunk. (Ez lényegében a 3.10. feladat bizonyitéasa is.)
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Vegyiik észre, hogy a H;,V; egyenesek tulajdonképpen a latin négyzetek egy
pozicidjat jelolik ki. Az L;; alaka egyenesek azonos j-re nem metszik egymast, igy
ezek felelnek meg egy parhuzamosséagi osztalynak az affin sikon. Ezen észrevételek
alapjan konnyd n — 1 paronként ortogonalis latin négyzetet gyartani. |

Ebbdl specialisan kovetkezik, hogy N(¢q) = ¢ — 1, ha ¢ primhatvany. Altalaban
a kovetkezdt lehet tudni.

3.1.16. Tétel. (Chowla—Erdsés—Straus) N(n) — +o00, ha n — +oo.

A tételt nem bizonyitjuk. Ez a Wilson-tétel megfelelgje latin négyzetekre, s6t
a Wilson-tétel bizonyitasaban is kulcsszerepet jatszik. A bizonyitast szintén Beth,
Jungnickel és Lenz [8] [9] konyvében talalhatjuk meg. Ennél erésebb eredmény is
igaz. Jelolje n, azt a legnagyobb méretet, amelyre nincs r paronként ortogonilis
latin négyzet (tehat N(n) > r, han > n,). Erre (ha r elég nagy) Beth bizonyitotta,
hogy n, = O(r'*®). Illusztracioként egy ,pontos” eredmény: nzo < 52502.

3.2. Feladatok

3.1. Lassuk be, hogy a Kirkman-féle 15 iskolaslany probléméban megkivant
sétarendben barmely két lany pontosan egyszer sétal egy sorban.

3.2. Mutassuk meg, hogy K,;1, v paratlan, felbonthaté v darab diszjunkt
1-faktorra (azaz élkromatikus szama v). Mennyi az élkromatikus szam a v
paros esetén?

3.3. Bizonyitsuk a Kirkman féle v — 2v + 1 konstrukci6 helyességét.

3.4. Mutassuk meg, hogy a Kirkman konstrukciéban a v pontd részrendszer
komplementere nem tartalmaz teljes blokkot. Mutassuk meg azt is, hogy ilyen
tulajdonsaggal egy STS(w)-ben legfeljebb (w + 1)/2 pont valaszthato ki.
3.5. Verifikaljuk a Skolem konstrukciot v = 6m + 1-re.

3.6. Verifikaljuk a Skolem konstrukciot v = 6m + 3-ra.

3.7. Netto konstrukcié: Legyen v = 6m + 1 prim, g pedig egy primitiv gyck
modulo p. Legyenek a blokkok a
m+j

{r,x+¢',x+g :j=0,...m—-1,2=0,...6m}

harmasok. Mutassuk meg, hogy igy STS(v)-t kapunk!

3.8. Bizonyitsuk be, hogy egy (n? +n+1,n+ 1, 1)-rendszer projektiv sik. (A
projektiv sik axiémaéit 1. az szakaszban.)

3.9. Bizonyitsuk be, hogy egy (n?,n,1)-rendszer affin sik. (Az affin stk axio-
mait 1. az szakaszban.)

3.10. Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb n — 1 darab n x n-es paronként ortogo-
nélis latin négyzet van.

3.11. Induljunk ki a PG(2,2) Fano-sikbdl és alkalmazzuk iteralva a Kirkman
konstrukciot. Milyen Steiner-harmasrendszereket kapunk igy meg?






4. fejezet

A Fisher-egyenlGtlenség

4.1. A Fisher-egyenlStlenség blokkrendszerekre

Emlékezziink arra, hogy a de Bruijn—Erdd&s-tétel azt allitotta, hogy egy linea-
ris térnek mindig legalabb annyi blokkja (egyenese) van, mint pontja. Abban
a specialis esetben, ha A = 1, ez a tétel blokkrendszerekrdl allit valamit. A
de Bruijn-Erdégs-tétel A > 1 paramétertii blokkrendszerekre valo kiterjeszté-
se igazabol el6bb megvolt, mint maga a de Bruijn—Erd&s-tétel, a statisztikus
Fisher talalta. (Ez persze annyiban kevesebb a de Bruijn—Erd&s-tételnél, hogy
csak uniform struktiurdkra vonatkozik.) Lassuk tehat a Fisher-egyenl6tlenség
bizonyitasat.

4.1.1. Tétel. (Fisher-egyenlStlenség) Ha egy blokkrendszerben k < wv,
akkor b > v.

Bizonyitds. Legyen M a blokkrendszer illeszkedési méatrixa. Az A = MM7T
szomszédsagi matrix nem mas, mint az a matrix, melynek féatlojaban r-ek,
azon kiviil A\-k allnak. Végigosztva minden sort és oszlopot a nemnulla \-
val, olyan matrixot kapunk, amely 0 < s = \/r < 1-rel kielégiti az [2.1.5
Lemma feltételeit, azaz nemszinguléris. Innen a Lemma szerint b > v
kovetkezik. |

Mivel késébb sziikségiink lesz ra, szamitsuk ki explicite a szomszédségi
métrix determinanséat.

4.1.2. Lemma. det(z] +yJ) = (z +yn)z""! (a mdtrizok n x n-esek).

Bizonyitds. (Ezt mar lattuk az el6z6 szakaszban, pl. a 2.5. feladatban, a jelen
bizonyitas viszont késsbb is hasznos linearis algebrai dolgokat elevenit fel.) A
csupa egyesbdl allo j vektor sajatvektora A = xI + yJ-nek, a hozza tartozd
sajatérték x +yn. A szimmetrikus, igy van sajatvektorokbol 4ll6 ortonormalt

41
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bézisa, s6t olyan is, ami j-t tartalmazza. A tovabbi v baziselemek mer6legesek
jre, azaz vJ = 0, amibdl v(zI + yJ) = zv, vagyis az x lesz (n — 1)-szeres
sajatérték. |
4.1.3. Kovetkezmény. Blokkrendszer (k < v) szomszédsdgi mdtrizdnak de-
termindnsa rk(r — \)°"1. Igy az illeszkedési mdtriz rangja v. |

A b = v esetben tovabbi érdekes tulajdonsagokat kapunk.

4.1.4. Tétel. Egy a k < v feltételnek eleget tevd blokkrendszerben a kivetkezd
dallitdsok egyenértékiiek :

(a) b=v;

(b) r=k;

(¢) bdarmely két blokk X pontban metszi eqgymdst;
(d) barmely két blokk metszete ugyanakkora.

Bizonyitds. (a) és (b) ekvivalencidja a vk = br egyenlGség miatt trividlis. Ha
r =k, akkor M.J = JM, azaz M felcserélhets az M M7 méatrixszal is, vagyis
M2MT = MMTM. Mivel MMT nemszingularis, igy M sem, azaz MM7T =
= MTM. Ez viszont éppen azt fejezi ki, hogy a dualis illeszkedési struktira
is blokkrendszer, azaz az eredetiben két blokk A pontban metszette egymast.
Eszerint (b)-bdl kivetkezik (c). (c)=-(d) trividlis. Ha (d) teljesiil, akkor a
blokkrendszer duélisa is blokkrendszer. A Fisher-egyenlGtlenséget az eredeti
blokkrendszerre alkalmazva azt kapjuk, hogy b > v, a duélisra alkalmazva
pedig azt, hogy v > b, azaz b = v, vagyis (a) teljesiil. [ ]

Lassuk az el6z6 tétel egy mésik bizonyitasat. A bizonyitasban hasznéalt
trikk, a variancia-triikk, vagy négyzetes leszamlélasi triikkk nagyon fontos
(bar elemi). A Stanton-Kalbfleisch lemmaban ezt a modszert mar hasznaltuk.

4.1.5. Allitas. Legyen B egy 2-(v,k, \) blokkrendszer blokkja. A B-t6l disz-
junkt blokkok szdma kevesebb, mint

k(r—1)2

R S Ts s priy s

Egyenldség pontosan akkor dll, ha a B-t metszd blokkok ugyanannyi, mégpedig
1+ (k—1)(A—1)/(r — 1) pontban metszik B-t.

Bizonyitds. Legyen d a B-t metsz6 és téle kiilonbozs blokkok szama. Jeloljiik
n;-vel ezek koziil azon blokkok szaméat, amelyek B-t ¢ pontban metszik. Ekkor

Zni :d,
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Zml =k(r—-1),
> i = 1)n; = k(k — 1)(A - 1).

%

Ezekbdl az egyenlGségekbdl az mn;-k minden i-ben mésodfoki egyiitthatos
kifejezése elGallithato, példaul a

Z(i —)%n; = da® — 2k(r — Dz + k((k — 1)(A = 1) + (r — 1))

is. Ez a kifejezés nyilvan z-t6l fliggetleniil nemnegativ, ami csak gy lehet, ha
diszkriminansa nempozitiv. Ebbél azonnal jon az allitasban szerepld egyen-
16tlenség. Egyenl6ség csak akkor allhat, ha a diszkriminans nulla, azaz, ha

k(r —1)2
(k—1DA=-1)+(r—1)

d:

Az egyenlGséghdl az is kévetkezik, hogy n; = 0 minden
i#£ 14+ (k—1)(A=1)/(r — 1)-re. [ ]
Ebbdl az allitasbol a Fisher-egyenlStlenség némi szamolassal kihozhato, to-
vabbé az egyenldség bekovetkeztekor a paraméterek értéke is (1. 4.1. feladat).
Ezt legalabb vazlatosan nézziik is meg. Azt szeretnénk latni, hogy

lc(?"fl)2
k—DA—1)+(r—1) zv—l.

Behelyettesitve, hogy v — 1 =r(k —1)/A, a

d =

Me(r —1)2 > Ar(k — 1) +r(k—1)(r — k)

egyenlethez jutunk. Ez rogzitett k£, A mellett r-ben masodfoku egyenlétlenség,
amelyben r? egyiitthat6ja pozitiv. Az egyenléség két megoldasa r = k, illetve
r = A, azaz valéban r > k.

4.2. A Fisher-egyenlGtlenség altalanositasai

Nézziik meg most azt, hogy hogyan terjeszthets ki a Fisher-egyenlStlenség
2-strukturdkra. Ehhez mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy a blokkrendsze-
rek létezésére adott sziikséges feltételek, illetve a paraméterek Osszefiiggé-
sét megadod Allitas bizonyitasaban nem hasznaltuk fel, hogy nincsenek
t6bbszoros blokkok. Igy lathatjuk, hogy uniform 2-struktira automatikusan
r-regularis, ahol r = A(v — 1)/(k — 1). Hasonléan, a[3.1.3] Kovetkezményben
megadott szlikséges feltételek 2-(v, k, \)-struktarakra is érvényesek.
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4.2.1. Lemma. Ha egy 2-(v, k, \)-struktirdban v > k, akkor nem fordulhat
eld, hogy kilonbézd pontok azonos blokkokra illeszkedjenek.

Bizonyitds. Ha két pont ugyanazokra a blokkokra illeszkedne, akkor A = r
lenne, amibdl miatt v = k kovetkezne, ami ellentmondas. |

4.2.2. Definicié. Egy D 2-strukturat valddinak (vagy nemdegeneraltnak)
neveziink, ha van olyan blokkja, amelyre egynél tobb pont illeszkedik, de nem
illeszkedik ra minden pont. O

4.2.3. Lemma. Valddi 2-struktirdban minden pont foka nagyobb, mint X.

Bizonyitds. deg(p) > A trivialis. Tegyiik fel, hogy valamely p pontra egyenls-
ség van, és legyen g egy p-t6l kiilénb6z6 pont. Mivel A olyan blokk van, amely
p-n és ¢g-n atmegy, minden olyan blokk, amely illeszkedik p-re, illeszkedik g-ra
is. Ez elmondhat6é minden p-t6l kiilonb6z6 pontra, azaz a legaldbb két pontot
tartalmazo blokkok minden pontot tartalmaznak. |

Ha ezt az észrevételt Osszevetjiik a Fisher-egyenlétlenség els6 Lem-
mén alapul6) bizonyitasaval, akkor latni fogjuk, hogy a Fisher-egyenlétlenség
érvényes valodi 2-struktirakra. Ehhez elGszor az illeszkedési matrixra vonat-
koz6 egyenletet kell moédositanunk.

4.2.4. Lemma. Ha M wvalodi 2-struktira illeszkedési mdtriza, akkor
MM = X\J + diag(r; — \),

ahol r; az i-edik pont fokdt jelenti. |

4.2.5. Allitas. Valédi 2-struktirdra b > v. [ |

Ennek az allitasnak egy masik bizonyitasat kapjuk, ha explicite kiszamol-
juk a Lemméaban szereplé matrix determinansat.

4.2.6. Allitas. Ha M valédi 2-struktira illeszkedési mdtriza, akkor

v

det(MM™) =[] (ri = \) 1+A§U:M .oon
g=1 %7

i=1

A bizonyitast feladatnak hagyjuk (1. 4.2. feladat, lényegében megcsinaltuk
a 2.5. feladatban).

A kovetkezs allitas azt mutatja, hogy a b = v esetben a 2-(v, k, A)-struk-
tarak automatikusan blokkrendszerek.

4.2.7. Allitas. Valodi négyzetes 2-struktira nem tartalmazhat tobbszoris
blokkokat.
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Bizonyitds. Ha egy 2-struktura tartalmaz t6bbszords blokkokat, akkor illesz-
kedési méatrixa tartalmaz két azonos sort, tehat rangja legfeljebb b — 1. Méas-
részt viszont az illeszkedési métrix rangja v, ami a b = v esetben lehetet-
len. Jegyezziik meg, hogy ennél tébbet is belattunk késébb Mann tételében,
amelybdl b > 2v kovetkezik. [ |

Vegyiik észre, hogy a Fisher-egyenl6tlenség [4.2.5] nemuniform véltozata
valojaban a de Bruijn—Erd&s-tétel megfelelGje a A > 1 esetre. A de Bruijn—
Erddss-tétel alapjan azt varhatnank, hogy egyenlGség csak akkor lehet, ha a
2-struktara uniform, vagyis ha blokkrendszer. Ez azonban nem igaz, amint a
kovetkez6 példa mutatja:

4.2.8. Példa. Legyen D = (P,B) regularis 2-strukttura és p egy pontja. A
D*(p) struktara pontjai legyenek D pontjai. D minden Y blokkjahoz de-
finialjuk D*(p) egy Y* blokkjat a kovetkezSképp: Ha p € Y, akkor legyen
Y*=P\Y, ha pedig p ¢ Y, akkor legyen Y* =Y U {p}. Konnyi ellenérizni,
hogy D*(p) 2-struktira lesz, melyre A* = r — A. Ha D négyzetes blokkrend-
szer, akkor D*(p) valodi négyzetes 2-struktira, melyben kétféle blokkmeéret
van, k+ 1 és v — k (L. a 4.3. feladatot). [ |

Eszerint nem varhatjuk a de Bruijn—Erd&s-tétel teljes megfelelGjét A >
> 1-re. Az azonban tipikus a fenti példaban, hogy ha egy valodi négyzetes
2-struktira nem uniform, akkor csak két blokkmeéret van, melyek Gsszege
v+ 1.

4.2.9. Tétel. Legyen D olyan valddi, négyzetes 2-struktira, amely nem blokk-
rendszer. Ekkor D-ben csak kétféle blokkméret fordul eld, s e két méret dsszege
v+ 1.

Bizonyitds. Irjuk fel a szokasos modon D illeszkedési, majd szomszédsagi matrixat.
Ez nem mas, mint
MM" = N+ \J, (4.1)

ahol N az a diagonalis matrix, melyben a f6atloban a deg(p) — A(> 0) értékek
allnak. Ezenkivil M J = (N 4+ AI)J. Fel tudjuk irni N 4+ \J inverzét is, ez nem maés,
mint
—1 —1 —1 -1

(N+XJ)" " =N "—¢cN JN
ahol ¢ = A1+ XY n;")™'. Ha most (4.1)-t beszorozzuk a jobb oldal inverzével
jobbrol, M~'-gyel balrél, akkor azt kapjuk, hogy MT(N + AJ)™' = M~', amit
M-mel jobbrol szorozva

MIN'M=I+cM"N"'JN"'M (4.2)

egyenlethez jutunk. Ebbd6l az egyenléségbdl a f6atlobeli elemek 6sszehasonlitasaval
a

Pjey; Pjey;

3 ;_1“(2 nl)
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egyenl@séget kapjuk, amely minden y; blokkra teljesiil. Az s; =) Pyeu; 1/n; isme-
retlent bevezetve ez azt adja, hogy

s;i =1+ cs?.
Ha most -t jobbroél beszorozzuk J-vel, akkor azt kapjuk, hogy
M"(J—c(v—1)N"'J)=J.
A bal oldalon az i-edik sorban mindeniitt |y;| — c(v — 1)s; all, igy

lyil — 1
lyi| = c(v —1)s = = )

Ha ezt a kifejezést behelyettesitjiik a fenti s;-re vonatkozo egyenletbe, akkor (|y;| —
— 1)-re nézve masodfoku egyenletet kapunk, mégpedig az

(il = 1% = (v = 1)(Jyi| = 1) + (v =1)* =0

egyenletet. Eszerint (|y;| — 1)-re tényleg legfeljebb két értéket kaphatunk, melyek
Osszege v — 1. |

Nevezetes sejtés, az an. A-design sejtés, hogy a fenti [£.2.8] konstrukci6val
megkapjuk az Osszes négyzetes valodi 2-strukturat.

Térjiink vissza a Fisher-egyenl6tlenséghez. A Fisher-egyenl6tlenség bizo-
nyitasabol tovabbi érdekes informéaciokat derithetiink ki. Azt belattuk, hogy
MM?T = (r — M\)I + \J, és ennek a matrixnak a sajatértékei kr (1 multip-
licitassal) és (r — A) (v — 1 multiplicitassal). Azt is tudjuk, hogy M rangja
pontosan v. Tekintsiik most M7 M-et, azaz a blokk-szomszédsagi matrixot.

4.2.10. Lemma. Ha MMT nem szinguldris, akkor MMT sajdtértékei MT M -
nek is sajdatértékei, méghozzd ugyanazzal a multiplicitdassal, tovabbd 0 lesz még
sajdatérték, multiplicitdsa pedig b — v.

Bizonyitds. Legyen ) sajatértéke M MT-nek, v egy hozza tartozé sajatvektor.
Ekkor vMMT = \v, és X # 0. Megszorozva ezt jobbrél M-mel azt latjuk,
hogy w = vM-re wMTM = Aw. Itt w # 0, mert abbol A\ = 0 adédna. Igy
w sajatvektora M T M-nek, a megfelels sajatérték éppen A. Ha most v a A-
hoz tartozo sajataltér egy bazisan fut végig, akkor a megfelel6 w-k linearisan
fliggetlenek, amibdl az allitas méar kozvetleniil kovetkezik. |

Jegyezziik meg, hogy a fenti érvelés nem hasznalta ki, hogy M M7 nem
szingularis, altalaban is az a helyzet, hogy M M7T-nek és M7 M-nek ugyan-
azok a nemnulla sajatértékei, és multiplicitasuk is ugyanannyi. A 0 sajatérték
multiplicitasa (b — v)-vel ng.

Az el676 lemma szerint a Q = (r — A\)I + (Ak/r)J — MTM métrix po-
zitiv szemidefinit, hiszen sajatértékei 0 (v multiplicitassal) és (r — \), b — v
multiplicitassal. Ha tehat tekintjiik @ egy féminorjat (néhény sor és ugyan-
ezen oszlopok alkotta részméatrix), akkor az is pozitiv szemidefinit lesz. Ezt
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az észrevételt a blokkok metszetére vonatkozd egyenlGtlenségek igazolasara
hasznalhatjuk fel. Ha 1 x 1-es f6minort vesziink, azaz egy blokkot, akkor a @
f6atlojaban szerepls elemet kapjuk részmatrixként, ami nemnegativ. Ebbsl
visszakapjuk a Fisher-egyenlétlenséget, hisz r — A\ + A\k/r — k > 0-bol r >
> k vagy r < X kovetkezik, ez utobbi viszont lehetetlen, ha a blokkrendszer
nemdegeneralt.

Ha 2 x 2-es f6minort, azaz két kiillonb6zd blokkot tekintiink, akkor a kévet-
kez§ egyenlStlenséget kapjuk.

4.2.11. Allitas. (Connor, Majumdar)

E+X—r<|BNC|<r—k—-X+ 27&

Bizonyitds. Az allitas el6tti észrevétel szerint a ) matrix B és C' sorokhoz
tartozo féminoranak determindnsa nemnegativ. A fGatloban r — A+ \k/r — k
all, a masik két elem Ak/r — |BNC|, igy egyrészt r — A+ Ak/r —k > A\k/r —
—|BNC|, mésrészt r— A+ Ak/r—k > —Ak/r+|BNC|. Az els6 egyenlGtlenség
adja a Majumdar- (vagy Connor)-egyenl6tlenségbeli also becslést, a masodik
a fels6t. |

Az egyenlGség esete is jellemezhetd, errdl szol a 4.4. feladat.
A Connor-féle pozitiv szemidefinitségi Gtlet egy tovabbi kivetkezménye a
Mann-egyenlGtlenség:

4.2.12. Allitas. (Mann) Ha egy olyan 2-struktirdban, amelyre v > k, va-
lamely blokk multiplicitdsa m, akkor b > mu.

Bizonyitds. L. a 4.5 feladatot. |

Nézziik meg most a Fisher-egyenlGtlenség egy tovabbi valtozatat, amely parhu-
zamossaggal bird blokkrendszerekre vonatkozik. Elgszor lassunk egy 6nmagéaban
is érdekes linearis algebrai lemmét, a Block-lemmét. Miel6tt magara a lemméra
térnénk, néhany definicié kovetkezik. A fejezet hatralevs része a Hughes—Piper [34]
konyvet koveti.

4.2.13. Definicié. Particionéljuk egy M matrix sorait és oszlopait, legyen mond-
juk S =51U...8,, és O =01U...UOs,, ahol S és O a sorok, illetve az oszlopok
indexhalmaza. H;; azt a matrixot jeloli, amelynek sorai S;-be, oszlopai Oj-be tar-
toznak. A felbontast sortaktikusnak nevezziik, ha H;; minden soraban az elemek
Osszege ugyanannyi (mondjuk 7;;). Vezessiik még be az R = (r;;) matrixot, ha a
felbontas sortaktikus volt. Hasonloan definialjuk azt, hogy a felbontas mikor oszlop-
taktikus, és ebben az esetben az oszloposszegek matrixat jelolje C. Egy felbontést
taktikusnak neveziink, ha egyarant sor- és oszloptaktikus. O

4.2.14. Lemma. (Block lemma) Legyen M egy v X b mdtriz, S = S1U...US,,
é€s O = O1U...UQOy, a sorok, illetve az oszlopok egy felbontdsa. Ha a felbontds
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sortaktikus, akkor rang(M) —rang(R) < b—bi. Ha a felbontds oszloptaktikus, akkor
rang(M)—rang(C) < v — vy.

Bizonyitds. Mondjuk az oszloptaktikussagra vonatkozo allitast latjuk be. Ha R egy
rang(M) = r szamu sorbol allo fiiggetlen sorrendszer, akkor a fennmaradé v — r
sor nyilvan legfeljebb v — r pontosztalybol tartalmaz sort. Eszerint legalabb vy —
— (v — r) teljes pontosztaly van az R-be es6 sorok kozott. Ez persze lehet, hogy
semmit nem ad, de akkor vi — (v — r) < 0 <rang(C), azaz ekkor készen vagyunk.
Tehat feltehetjiik, hogy vi — (v — ) > 0 és tekintsiik C' megfelels sorait (tehat azo-
kat, amelyek teljes pontosztalya R-ben van). Tegyiik fel, hogy ezen sorok valamely
linearis kombinacioja nullvektor. Egy ilyen linearis kombinécié felemelheté M sora-
inak egy teljes pont-osztalyokat tartalmazo linearis kombinaciojava (felhasznalva,
hogy a felbontas oszloptaktikus). Ez viszont lehetetlen, hiszen ezek a sorok mind
R-ben voltak. Eszerint a szoban forgdé v1 — (v — r) sor linearisan fiiggetlen, azaz
rang(C) > v1 — (v — ). Ebbdl a (b)-beli egyenlStlenség atrendezéssel adodik. W

4.2.15. Kovetkezmény. Ha M rangja v és a felbontdas taktikus, akkor 0 < by —
—v1 <b—w.

Bizonyitds. Nyilvan rang(R) < vi. Eszerint a Block lemma miatt v = rang (A4) <
< rang (R) +b—0b1 < vi +b— b1, azaz b — v > by — v1. Hasonléan kapjuk a
0 < (b1 — v1)-et is, az oszloptaktikussag felhasznalasaval. |

Abban az esetben, ha M egy illeszkedési struktura illeszkedési matrixa, a taktikus-
sagnak vilagos kombinatorikai jelentése van. Particionalnunk kell a pontokat és a
blokkokat, és ha megszoritjuk az illeszkedést akarmelyik pont és akarmelyik blokk-
osztéalyra, akkor a sortaktikussag ezen megszoritas regularitdsanak, mig az oszlop-
taktikussag a megszoritas uniformitasanak felel meg (1. 4.6. feladat).

Emlékeztetiink arra, hogy a parhuzamossig, amelyet a Kirkman probléma utan
emlitettiink, speciélis esete az ilyen taktikus felbontésnak: egyetlen pontosztaly van,
és minden pontra minden osztalybél pontosan egy blokk illeszkedik. Ennél altala-
nosabban, egy blokkrendszert felbonthaténak neveziink, ha illeszkedési matrixanak
van olyan taktikus felbontasa, amelyben egyetlen pontosztaly van.

Felbonthat6, vagy parhuzamossiggal rendelkezé blokkrendszerekre pontosabba
tehetjiik a Fisher-egyenlStlenséget az alabbi médon.

4.2.16. Tétel. Ha egy blokkrendszer felbonthats, és a felbontdsban x blokkosztdly
van, akkor b > v + x — 1. Specidlisan, ha a blokkrendszernek van pdrhuzamossdga,
akkor b > v +r — 1.

Bizonyitds. Ez azonnal kévetkezik a Block lemmé&bol, hisz esetiinkben v1 =1, b1 =
= x és a felbontéas taktikus. A parhuzamossag esetén még annyit kell észrevenniink,
hogy egy ponton atmeng blokkok kiilonb6z6 osztalyba kell tartozzanak, azaz x = r.
|
Persze, a parhuzamossag létezése elegendd ugyan a taktikussidghoz, azonban
parhuzamossagot megadni gyakran nem is olyan egyszerti. A most kovetkezs alli-
tasok azt mutatjak meg, hogyan lehet automorfizmusok segitségével az illeszkedési
matrix taktikus felbontésait szarmaztatni.
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4.2.17. Tétel. Ha G < Aut(D), akkor G pont és blokk-orbitjai az illeszkedési
mdtriz eqy taktikus felbontdsdt adjdak.

Bizonyitds. Az olvasora bizzuk (1. 4.7. feladatot). |

4.2.18. Tétel. (Altalanositott orbit-tétel) Legyen D olyan 2-struktira, amely-
nek v pontja, b blokkja van, és az illeszkedési mdtrizdnak v a rangja. Ha G < Aut(D)
olyan, melynek vi pontorbitja és b1 blokkorbitja van, akkor 0 < by —vi <b—v. B

Jegyezziik meg, hogy ez azonnal adja[[.2.17}t, a név is innen szarmazik. Ennek
bizonyitasa is feladat.

Mint emlitettiik, parhuzamossagot nem is mindig kénnyd definialni egy blokk-
rendszerben, igy nézziikk meg, hogy a legegyszeriibb esetben, azaz Steiner harmas-
rendszerekre mit lehet err6l mondani. Ekkor minden parhuzamossagi osztaly v/3
blokkot tartalmaz, és mivel b = v(v — 1)/6, igy az osztalyok szama (v — 1)/2. Eb-
bél azonnal kovetkezik, hogy felbonthatdo STS csak v =3 (mod 6) esetén létezhet.
Masrészrél Ray-Chaudhuri és Wilson belattak, hogy minden ilyen v-re létezik is
felbonthato STS. Azt mar maga Kirkman is tudta, hogy minden v = 3"-re van
ilyen felbonthaté STS. Ilyenek példaul a 3 elemd testre épitett affin terek (a szo-
kasos geometriai parhuzamossaggal). Az els6 pillantasra megleps, hogy a PG(n,2)
projektiv terek is felbonthatoak, ha a v-re tett sziikséges feltétel teljesiil, azaz, ha n
paratlan. Ez pl. azt jelenti, hogy a PG(3,2) a 15 iskolaslany probléma megoldasat
adja.

A bizonyitast 1. a 4.6. feladatban.

4.3. Feladatok.

4.1. Bizonyitsuk be a Fisher-egyenlGtlenséget ill. a négyzetes blokkrendszerek
?7-ben felsorolt tulajdonsigait alapjan.

4.2. Szamitsuk ki det(A)-t, ha A = AJ+diag(r1 — A, ..., 1y — A), és r; > A
4.3. Ellenérizziik a [£2.8 Példat.

4.4. Jellemezziik az egyenlGség esetét a Connor, Majumdar egyenl&tlenségben.
4.5. Bizonyitsuk be a Allitast!

4.6. Mutassuk meg, hogy PG(n,2) pontosan akkor felbonthato, ha n paratlan.
4.7. Bizonyitsuk be a[L.2.17] Tételt!

4.8. Bizonyitsuk be a[£.2.18] Tételt!






5. fejezet

t-rendszerek

5.1. Alapveté tulajdonsagok

5.1.1. Definicié. A D = (P,B, ) egyszert illeszkedési struktara t-(v, k, \)
rendszer, (v > k > 1, k > t > 1), ha a pontok szdma v, minden blokkra
k pont illeszkedik és barmely ¢ pont pontosan A blokkban van benne. Ha az
egyszeriséget elhagyjuk, vagyis lehetnek t6bbszoros blokkok, akkor (uniform)
t-(v, k, \) struktirdrol fogunk beszélni. a

A t = 2 visszadja a blokkrendszereket, ¢t = 1-re pedig egyszeriien a re-
guléris, uniform hipergrafokat kapjuk. Ez a fejezet a Cameron—van Lint [10]
konyvet koveti.

5.1.2. Allitas. Legyen D egy t-(v, k, \) rendszer. Ekkor a

)

k—1

(:=3)

szamok egészek minden © = 0,1,... t-re. Konkrétan \; az i ponton dtmend
blokkok szdmdt adja meg.

A=A

Bizonyitds. Vegyiink egy ¢ elemti I C P részhalmazt, és szdmoljuk meg az I-n
atmend blokkokat. Ehhez egészitsiik ki I-t ¢ elemi halmazza, majd tekintsiik
az azon dtmend blokkokat. Ekkor A(::;)—t kapunk, de egy blokkot pontosan

(];:;)—szer szamoltunk. [ ]

5.1.3. Példa. 1) Ha B a P halmaz Gsszes k elemii részhalmaza, akkor a teljes
k-uniform hipergrafot kapjuk, amely minden ¢ < k-ra t-(v, k, A)-rendszer,

mégpedig A = (Z::)—vel, l. az Allitast is.

51
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2) Az AG2(n,2) (n > 3) blokkrendszer 3-(2",4,1)-rendszer is. Ezt ugy is
elképzelhetjiik, hogy egy 2" elemd elemi Abel csoportban vessziik az Osszes
négyelemi részcsoportot és azok mellékosztalyait.

Miel6tt tovabbi példakat vagy eredményeket néznénk, megmutatjuk, hogy
az illeszkedési struktiura egyszertisége a definicié fontos része. Ha ezt nem
kivanjuk meg, akkor sokkal konnyebben mennek a konstrukciok.

5.1.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy t < k < v — t. Ekkor alkalmas \-ra létezik
olyan t-(v, k, \)-struktira, amelyben nem minden k pontid ponthalmaz blokk.
Bizonyitds. Legyen M az a (Z) X (1’) matrix, amelyben a sorokat, illetve az
oszlopokat a v elemt alaphalmaz k, illetve ¢ elemt részhalmazaival indexeltiik,
a (K, T) elem pedig pontosan akkor 1, ha T C K kiilonben 0. A feltétel szerint
(:) < (Z) és igy M sorai linearisan Gsszefiigg6k. Eszerint van olyan racionéalis
koordinataju v # 0 vektor, amelyre vM = 0.

Persze feltehetjiik, hogy v egész koordinataju. Legyen —m a v legkisebb
koordinataja (m > 0). Ha j jeloli a csupa egyesbdl allo vektort és w = v+myj,
akkor w minden koordindtdja nemnegativ egész és van olyan koordinéata,
amely 0. Tovabba

-1
WM:(V—l—mj)M:ij:m(Z_t)j.

Ez az egyenlet pont azt adja amit akartunk: ha ugyanis B az alaphalmaz
azon k elemi K részhalmazaibol all, amelyekre w K-adik koordinataja pozi-
tiv, mégpedig az ilyen K-k multiplicitasa wg, akkor egyenletiink azt mondja,
hogy barmely ¢ elemt részhalmaz pontosan A\ = m(Z:;) darab B-beli halmaz-
ban van benne (multiplicitassal szamolva). |

A helyzet meglehetésen kiilonbozik ettsl, ha nincsenek tobbszorés blok-
kok. Néhany sporadikus 5-rendszer ismert volt mar régota (ezek a Mathieu-
csoportokhoz tartozo Witt-féle rendszerek, veliik talalkozunk késébb a Golay-
kodoknal), de nemtrivialis 6-rendszer sokaig nem volt ismert (semmilyen -
ra). Mivel a példak sokszorosan tranzitiv csoportokkal voltak kapcsolatban,
a sokszorosan tranzitiv csoportok nemlétezése bizonyitasanak egy lehetséges
atja lett volna annak belatasa, hogy 6-rendszerek nincsenek is. Ez azonban
nem igy van: el@szor Magliveras és Leavitt konstrualt 6-rendszereket, majd
djabb és tjabb rendszereket konstrualtak mésok, igy ez az it nem jarhato.
(Jegyezziik meg, hogy a véges egyszert csoportok osztélyozasabol viszont ki-
jon, hogy nincsenek 6-tranzitiv csoportok, csak az alternalo és a szimmetrikus
csoport.) Végiil Teirlinck intézte el lényegében a kérdést, aki az alabbi tételt
bizonyitotta.
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5.1.5. Tétel. (Teirlinck tétele) Adott t-re legyen

MZIE(H(ZL) : n:1zH -[{1,...,i+1}]),

ahol a [,] szimbolum a legkisebb kozds tobbszorost jeloli. Ekkor barmely v =
= ¢ (mod p)-re az X wv-elemd alaphalmaz (t + 1)-elemd részhalmazait t-
(v,t 4+ 1, p)-rendszerekre particiondlhatjuk. Specidlisan, t-(v,t + 1, u)-rend-
szerek léteznek v =t (mod p), A =0 (mod u), ésv > A+t esetén. |

A tételt nem bizonyitjuk, az messze meghaladné a jegyzet kereteit.

Most a Fisher-egyenl6tlenség t-rendszerekre valé kiterjesztéseire tériink ra.
Ezt a t = 4 esetben Petrenjuk latta be, az altaldnos eset bizonyitédsa Ray-
Chaudhuri és Wilson érdeme.

5.1.6. Tétel. Legyen D t-(v, k, \)-rendszer, ahol t = 2s és k < v —s. Ekkor
b= ().

Bizonyitds. Az illeszkedési matrix egy altalanositdsat fogjuk hasznéalni. A
sorokat a blokkokkal, az oszlopokat az s ponti részhalmazokkal indexeljiik, és
egy (B, S) pozicidba pontosan akkor irunk 1-et, ha S C B. Ennek megfelelGen
legyen rp az M B-edik sora, eg pedig az a vektor, amelynek S-edik pozici6ja-
ban 1 all, kiilénben 0. Nyilvin az eg-ek alkotjik a (;) dimenziés valos V
vektortér természetes bazisat. Azt kellene belatnunk, hogy M sorai generator-
rendszert alkotnak V-ben. Legyen 0 < i < s-re

IR S 3D DD D

|BNS|=i 7=015'NS|=j §'C B,|BNS|=i
i .
§—17
= E i ] V2s—j,s+i—j § 'eS’ )
j=0 |S'NS|=j

ahol v, , azon blokkok szamat jelenti, amelyek egy adott m ponta M halmazt
egy adott n ponti N részhalmazaban metszenek. A szita-formula segitségével
belathato, hogy vy, , nem fiigg az N C M partol (csak n-tdl és m-tél), ha
n <m <t (L. az 5.1. feladatot). Legyen végiil

X; = E €egr.
|S'NS|=j

Ezt a jelolést bevezetve a fenti egyenlGségek s + 1 linearis egyenletet adnak
az x;-kre, melyeknek jobb oldala éppen az y;. Ennek az egyenletrendszernek
a matrixa triangularis matrix, s a diagonalis elemek, a v95_; s elemek nem
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nullak. Igy az egyenletrendszer egyértelmien megoldhato, vagy masképpen
fogalmazva, az x;-k kifejezheték az y;-k linearis kombinaciéjaként. Speci-
alisan z;, = eg is eldall az y;-k kombinacidjaként, vagyis az y;-k tényleg
generatorrendszert alkotnak. |
Természetesen, ha t = 2s + 1, akkor ugyanez az egyenlGtlenség érvényes,
hiszen egy t-rendszer egyben (¢t — 1)-rendszer is.
Ray-Chaudhuri és Wilson a dualis eredményt is belattak.

5.1.7. Tétel. (Ray-Chaudhuri, Wilson) Legyen s < k < v — s és legyen
B egy V v ponti halmaz k elemd@ részhalmazainak olyan csalddja, melyre
|B N B'| legfeljebb s értéket vesz fel, ha B # B’ € B. Ekkor B < (V). |

Ezt a valtozatot nem bizonyitjuk, legf6képpen azért, mert az Extremalis
Kombinatorika el6adasban szokott szerepelni, tovabba megtalalhat6 a Babai—
Frankl-konyvben [3] is, ahol tovabbi variansait (pl. mod p) is elolvashatja az
érdeklsdd olvaso, de egy vazlat szerepel az 5.3. feladatban is.

5.2. Feladatok

5.1. Mutassuk meg, hogy az bizonyitasaban szerepld vy, , valéban csak
m-t6l és n-tdl figg.

5.2. Mutassuk meg, hogy t-rendszerben a t+1 pontot elkeriils és azon atmend
blokkok szamanak Osszege nem fiigg a pontok valasztasatol.

5.3. Legyen 2 = {0,1}". Tekintsiik az Q — R. fliggvényeket. I C {1,...,n}-re
legyen f(I):= f(vr), ahol v; € Q az I incidencia-vektora. Legyen

Ty = H(ﬂl

el

Ekkor

a) xr(J) =1, ha I C J, 0 kiilsnben.

b) Legyen f : Q — R fliggvény. Tegyiik fel, hogy f(I) # 0, ha |I| < r.
Ekkor

{orf + I <r}

linearisan fiiggetlen.

c) Legyen L = {{,...,0:}, V = {1,...,v}, B = {4;,..., A}, ahol
|[A1] < ...|Apl|, v; pedig jeldlje A; incidencia-vektorat (i = 1,...,m-re).
Legyen

S

file) = T[((vi,2) = tx) (€ Q).

k=1
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Ekkor az
fl,...,fm,:c](ijk> cIC{l,... oI <s—1
j=1

fliggvények linearisan fiiggetlenek.

d) Lassuk be az Tételt !
5.4. Idézziik fel a Ray-Chaudhuri-Wilson-tétel nemuniform véltozatanak bi-
zonyitasat (els6ben szerepelt!)!

[Legyen F egy hipergraf n ponton, L = {¢1,...,¢;} nemnegativ, n-nél
kisebb egészek halmaza. Ha barmely két kiilonbozs A, B € F-re |ANB| € L,

akkor .
A< (Z) ]
k=0






6. fejezet

Négyzetes blokkrendszerek

6.1. Alapveté tulajdonsagok

Idézziik fel, hogy egy blokkrendszer pontosan akkor négyzetes, ha a blokkok
szdma azonos a pontokéval (b = v). Lattuk, hogy ez egyenértéki azzal, hogy
r =k, és azzal is, hogy barmely két blokk metszete A ponttu. Célunk az lesz,
hogy négyzetes blokkrendszerek paraméterei k6zotti tovabbi Osszefiiggéseket
talaljunk. Emlékeztetiink arra, hogy a Kovetkezmény miatt egy blokk-
rendszer M illeszkedési métrixara det(MM7T) = rk(r — \)"~!. Esetiinkben
k =r, igy (det(M) =det(MT)-t is hasznalva) azt kapjuk, hogy

(det(M))* = (k — \)"E2

6.1.1. Kévetkezmény. (Schiitzenberger) Ha létezik négyzetes 2-(v, k, \)-
rendszer, akkor (k — X))~ négyzetszdam. ]

6.1.2. Definici6é. Négyzetes 2-(v, k, A)-rendszerekre az n = (k — A\) mennyi-

séget a blokkrendszer rendjének nevezziik. A késGbbiekben az n mindig ezt
fogja jelenteni (négyzetes blokkrendszerekre). O

6.1.3. Allitas. Legyen D négyzetes 2-(v,k, \)-rendszer (1 < k < v — 1).
Ekkor

dn—1<v<n’+n+l.
Bizonyitds. Tudjuk, hogy (v — 1)A = r(k — 1), ami esetiinkben a
v=14+k(k—1)/A=A+2n—-1+n(n—-1)/A

o7
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Osszefiiggést adja. (Ha n = 1, akkor ebbdl r = k = v — 1 adddna, igy felte-
hetjiik, hogy n > 1.) Ebbdl

)\:%(v—Qni\/(U—2n)2—4n(n—1));

az egyenlet két megoldasa (A, \') D-nek, illetve komplementuméanak felel meg,.
Mivel \, N > 1, igy v — 2n — 2 > /(v —2n)2 — 4n(n — 1), amit négyzetre
emelve azt kapjuk, hogy v < n? + n + 1. Egyenletiink diszkriminansa is
nemnegativ, amibsl (v — 2n)? — 4n(n — 1) > 0 adédik. Igy (v — 2n)% >
> (2n —1)2 — 1, és v > 2n-et is figyelembe véve ez a v — 2n > 2n — 1 egyen-
16tlenséget adja, amibdl a v-re vonatkozéd alsé becslés azonnal kévetkezik.

|

A szerepld korlatok végtelen sok n-re élesek. A felsd becslést a projektiv
sikok, az alsot az in. Hadamard-féle blokkrendszerek valositjak meg. Ezekrsl
nemsokara tobbet is megtudunk.

Most ratériink egy joval mélyebb tétel igazolédsara. Fz mindmaig az egyet-
len altalanos sziikséges feltétel négyzetes blokkrendszerek létezésére. A 10-
edrendi sik nemlétezése mutatja, hogy ez a feltétel sajnos nem elegendd.
Miel6tt a bizonyitasra ratérnénk, lassunk egy Lagrange-t6l eredd elemi szam-
elméleti lemmat, valamint egy elemi azonossagot.

6.1.4. Lemma. (Lagrange) Minden pozitiv egész szdm elddll négy négyzet-
szdm Osszegeként. |

Ezen kiviil sziikségiink lesz az alabbi elemi szamelméleti azonosséagra is:
(b7 + 05 + b5 + ) (2 + 23 + 25 + 2%) =yl +u5 + 3 + i (6.1)
ahol

Y1 = b1z — baxo — b3x3 — baxy;
Y2 = bowy + bixo — baxz + b3wy;
Y3 = b3xy + by + b3z — baxy;

Yy = bixy — bgrs + boxs + bixy.

Az azonossag szemléletes tartalma az, hogy két kvaternioé szorzatanak nor-
maja megegyezik a normak szorzatéval. Ez azt is jelenti, hogy az = — y
linearis transzformécié (azaz a by + bei + bsj + byk-val vald szorzas) nem
szingularis. Mivel a b-k alkotta matrix elemei egészek, igy inverz métrixa
racionalis elemi. Erre az észrevételre sziikségiink lesz a bizonyitas soran.

6.1.5. Tétel. (Bruck—Chowla—Ryser) Tegyiik fel, hogy v pdratlan és lé-
tezik négyzetes 2-(v, k, A)-rendszer. Ekkor a
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22 = (k= N)a? + (=1)1/2 )2
diofantoszi egyenletnek van nemtrividlis egész megolddsa.

Bizonyitds. Soroljuk fel a pontokat: p1,...,p, és a blokkokat: Bi,..., B, és
legyen M az ennek megfelel6 illeszkedési maéatrix. Tulajdonképpen az
MM7T = nI+\J matrixegyenletet linearis kifejezésekre vonatkozo azonossag
formajaban fogjuk felirni. Ehhez vezessiik be az

v
LZ':ijixj, (i:L...,v)
j=1

kifejezéseket. Ezekre az
LI+ +L2=ni+.. . +22)+ Mo+ +xy)? (6.2)

azonossag érvényes. Ehhez azt kell észrevenni, hogy minden x;2 k-szor fordul
el6 a bal oldalon, mert a p; pontra k blokk illeszkedik, és hasonloan az x;x;
szorzat 2A-szor fordul el8, mert a p;, p; pontokra A blokk illeszkedik. Ezt az
azonossagot fogjuk redukalni, a[6.1.4] Lemma és az utdna emlitett azonossag
segitségével.

Mivel v paratlan, két esetet kiilonboztetiink meg: v =1 (mod 4) és v =3
(mod 4).
1. eset: v =1 (mod 4).

Négyesével irjuk fel a Lemma és a azonossag alapjan az
n(x?+2? 1 +x2 o +z2 ' 3) kifejezéseket négy négyzetszam Osszegeként. Legyen
mondjuk n = b3 + ...+ b3 és

(07 + b3 + b3 +03) (27 + af ) +afio + 28) = y7 + yi + Yo T Ui
A rovidség kedvéért irjunk zi + ...+ z, helyett w-t. Ekkor az
L4+ L2 =92+ 442 +na?+ w? (6.3)

azonossaghoz jutunk, ahol minden kifejezés az z-ek fiiggvénye. Mivel a
azonossag matrixos alakjaban szereplé x — y hozzarendelés kolcsonosen egy-
értelm, igy az el6z6 egyenlGséget tekinthetjiik az y-ok (és x,) kifejezésének,
mégpedig minden szerepld kifejezés homogén és az egyiitthatok racionali-
sak. Olyan (raciondlis egyiitthatos) kifejezését fogjuk y;-nek ebbe az azonos-
sagba helyettesiteni, amely ,réviditi” azt. Nézziikk meg, hogy Li-ben, mint
Yi,---,Yp—1, T, homogén linearis kifejezésében mi y; egyiitthatoja. Ha ez
nem 1, akkor fejezziik ki y;-et az Ly = y; egyenletbdl. Természetesen a meg-
oldas y1 =(a t6bbi valtozo racionalis egyiitthatos homogén linearis kifejezése)
alakban frhat6. Ha ezt behelyettesitjiik —be, akkor az

L34+ + L2 =92+ 492 | +na?+ o w? (6.4)
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egyenletet kapjuk, amelyben tovabbra is minden az ys, . .. y,—_1, T, homogén
linearis kifejezése. Ha véletlen y; egyiitthatoja 1 volt Li-ben, akkor az L, =
= 91 helyett az L1 = —y; egyenletet oldjuk meg és helyettesitjiik vissza
—be. Természetesen igy is —nak megfelel6 alaku egyenlethez jutunk.

A megroviditett egyenletre ezt az eljarast ismételjiik: rendre megoldjuk az
Lo = +ys, ..., Ly_1 = ty,—1 egyenletek valamelyikét yo, majd ..., y,_1-re.
Ezeket a racionalis egyiitthatés homogén linearis kifejezéseket rendre vissza-
helyettesitve végiil az

L? = na? + \w?

egyenlethez jutunk, ahol most mar L, és w csupan x,-tdl fiigg, mégpedig
homogén modon, tovabba racionélis egytitthatésan, azaz L, és w az x, val-
toz6 racionalis szdmszorosa. Leosztva x2-tel és felszorozva a nevezdk legki-
sebb kozos tobbszordsével valéban a 22 = na? + \y? egy nemtrivialis egész
megoldasahoz jutunk.

2. eset: v =3 (mod 4).

Elsszor is vezessiink be egy x,41 1j valtozot és adjunk hozza (6.2]) mindkét
oldaléhoz na? -et. Igy az alabbi egyenletet kapjuk:

Li+.. +L24n2a2 =n@l+...+22+22) + A2 +... +2)% (6.5)

Ez pontosan olyan, mint az 1. esetben kezelt egyenlet. Az ottani eljarast
megismételve az
2 2 2
nxv+1 = y1)+1 + /\w

egyenlethez jutunk, amibél az nz? = 22 + \y? egyenlet egy nemtrivialis meg-

old4sat kapjuk. Ez most is pont az, ami kellett, mert v = 3 (mod 4) miatt
(—1)=D/2 = _1. [ |

A X\ = 1 esetben (azaz projektiv sikokra) nagyon konnyen kezelhets a
Bruck—Chowla—Ryser-feltétel. Ezt az eredményt korabban bizonyitotta Bruck
és Ryser. Miel6tt a tételt kimondanank, egy szamelméleti allitast lassunk (1.
Turan—Gyarmati Szamelmeélet jegyzet [53], vagy a Freud—Gyarmati Szamel-
mélet konyvet [24]).

6.1.6. Lemma. FEgy pozitiv egész szam pontosan akkor irhatd fel legfeljebb
két négyzetszdm dsszegeként, ha minden 4k+3 alakid primosztdja pdros kitevén
szerepel. |

6.1.7. Tétel. Ha létezik n-edrendi projektiv sik és n = 1 vagy 2 (mod 4),
akkor n felirhato két négyzetszam dsszegeként.

Bizonyitds. Jegyezziik meg, hogy v = n? 4+ n + 1 mindig paratlan, és n = 1
vagy 2 (mod 4) pontosan akkor, ha v = 3 (mod 4). Ekkor a Bruck-Chowla—
Ryser-tétel azt mondja, hogy az naz? = y? + 22 egyenletnek van nemtrivialis



6.1. ALAPVETS TULAJDONSAGOK 61

megoldasa. Mivel a jobb oldalon a 4k + 3 alaka primosztok paros kitevén
szerepelnek az el6z6 lemma miatt, igy ugyanez igaz n-re is, vagyis n is két
négyzetszam Osszege. |

6.1.8. Megjegyzés. Mivel n = 6 nem két négyzetszam Osszege, igy nem
létezik 6-odrendt projektiv sik. Persze ezt mar Euler is ,tudta”, hisz nincs 6-
odrendii ortogonalis latin négyzetpar. Az n = 10 mindmaig az egyetlen olyan
érték, amely teljesiti a Bruck—Chowla—Ryser-tétel feltételeit, mégsem létezik
10-edrend projektiv sik. Ezt a nyolcvanas évek végén igazolta szamitogéppel
Lam, Swiercz és Thiel.

A kovetkezSkben az lesz a célunk, hogy a PG, _1(n,q) projektiv tereket, mint
négyzetes blokkrendszereket karakterizaljuk. A bizonyitasokat elhagyjuk, a 6.1-3
feladatokban az érdekl6dé olvas6 maga is megteheti. Ez a szakasz Frank De Clerck
[19] jegyzetét, illetve attételesen a Hughes—Piper konyvet [34] koveti.

A projektiv terek jellemzéséhez elGszor az ,egyenes” fogalmat fogjuk bevezetni.

6.1.9. Definici6. Legyen p és g két kiilonb6z6 pontja a D blokkrendszernek. A két
pont &altal meghatarozott e,q egyenes a két pontot tartalmazé blokkok metszete,

azaz
€pq = ﬂ B.O
p,qeBeB

Jegyezziik meg, hogy Steiner-rendszerekben maguk a blokkok az egyenesek. A
kovetkezd allitéds azt mutatja, hogy ezek az egyenesek jol vannak definialva.

6.1.10. Allitas. Blokkrendszerben egy egyenes bdrmely pontpdria egyértelmden
meghatdrozza az egyenest, azaz p',q € epq, P’ # ¢ -1 €prgr = €pq. |

6.1.11. Allitas. Egy L egyenes méretére érvényes a 2 < |L| < (b — A)/(r — A)
egyenlétlenség. Tovdbbd |L| = (b — X)/(r — ) pontosan akkor ha minden blokk
metszi L-et. |

Természetesen a projektiv terekben ez a helyzet, minden hipersik metsz minden
egyenest. Ha felidézziik a projektiv tereket definialé axiomékat, akkor sejthetjiik,
hogy valamiképpen a sik fogalméat is érdemes megfognunk. Ez a kévetkezSképpen
torténik.

6.1.12. Definicié. Legyen p, q,r a D blokkrendszer harom olyan pontja, amelyek
nincsenek egy egyenesen (azaz r ¢ epq). A Ipgr stk nem mas, mint a harom pon-
tot tartalmazo6 blokkok metszete. (Ha ilyen nincs, akkor legyen a Il,q- sik a teljes
ponthalmaz.) m]

A PGp—1(n,q) blokkrendszernek az az egyik jellemz8 tulajdonsiga, hogy bar-
mely harom nem egy egyenesen fekvé pont egyértelmtien meghataroz egy sikot. Ezt
altalaban nem varhatjuk, csak 3-rendszerek esetében.

6.1.13. Tétel. (Dembowski—-Wagner) Ha D nemtrividlis négyzetes 2-(v, k, X)-
rendszer, akkor a kovetkezd dllitdsok egyenértékiek :
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(a) D = PGn_1(n,q) valamely n > 2-re és q primhatvdnyra, vagy D projektiv
sik;

(b) minden egyenes metsz minden blokkot;

(c) minden egyenes (b — \)(r — \) ponti;

(d) minden sik ugyanannyi blokkban van benne. |

6.1.14. Kovetkezmény. Ha egy A > 1 paraméterd négyzetes blokkrendszernek
van a stkokon tranzitiv automorfizmuscsoportja, akkor izomorf a PGp—_1(n,q)-val
valamilyen n > 2-re. |

6.1.15. Megjegyzés. A Dembowski-Wagner-tételhez hasonlo eredmények ismer-
tek az affin terekre is, ezek kimondésatol is eltekintiink.

Emlitsiik meg azt, hogy a projektiv terek jellemzéséhez a paraméterek ismeretén
tul tovabbi feltétel is kell, amint azt az alabbi tétel mutatja.

6.1.16. Tétel. (Kantor) Legyen q primhatviny és n > 2 egész. Ekkor létezik
olyan blokkrendszer, melynek paraméterei ugyanazok, mint PGn_1(n,q) paraméte-
rei, mégsem izomorf vele.

Bizonyitds. L. a 6.4. feladatot. |

A projektiv sikok esete nem véletleniil maradt ki a tételbsl. Ismert példaul, hogy
a2, 3, 4,5, 7 és 8-adrendi sikok izomorfia erejéig egyfélék, igy ekkor nem is igaz a
megfelels tétel. Altalaban a véges geometridk egyik fontos megoldatlan problémaja,
hogy vannak-e méas primrendii sikok, mint a PG(2, p) sikok. Errdl szinte semmi nem
ismert. Ha viszont ¢ primhatvany és ¢ > 8, akkor mindig vannak nem testre épitett
sikok is. ¢ = 9-re pontosan ismerik is ezek szamaét: négy sik van. Ezt is a 10-edrend
siknal megismert Lam, Swiercz, Thiel tri6 latta be szamitogéppel.

Természetes més megszoritasokat tenni a blokkrendszeriinkre, példaul az auto-
morfizmuscsoportra. Ilyenek az alabbi tételek.

6.1.17. Tétel. (Kantor) Legyen D olyan blokkrendszer, melynek paraméterei u-
gyanazok, mint PGp_1(n,q)-€é (n > 2). Ekkor D = PGr_1(n,q) pontosan akkor,
ha Aut(D) 2-tranzitiv a pontokon. |

6.1.18. Tétel. (Ostrom—Wagner) Egy projektiv sik pontosan akkor izomorf a
testre épitett PG(2, q) sikkal, ha automorfizmuscsoportja kétszeresen tranzitiv a pon-
tokon. |

6.1.19. Megjegyzés. Olyan blokkrendszer, amelynek paraméterei PG (3,2)-ével
megegyeznek, pontosan 80 van. Olyan blokkrendszer, melynek paraméterei meg-
egyeznek PG2(3,2)-ével, 5 darab van.

6.2. Hadamard blokkrendszerek

A négyzetes blokkrendszerek egy masik fontos (végtelen) csaladja az Hada-
mard-féle blokkrendszerek csaladja.
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6.2.1. Definici6. A négyzetes 2-(4\ + 3,2X + 1, \) blokkrendszereket Hada-
mard-féle blokkrendszernek hivjuk. |

6.2.2. Definici6. Egy n x n-es H matrixot Hadamard-mdtriznak neveziink,
ha minden eleme +1 és HH” = nl. O

Természetesen HHT = nI-bsl HTH = nl is kovetkezik. Az elnevezés
onnan szarmagzik, hogy Hadamard bizonyitotta az aldbbi determinans-egyen-
16tlenséget :

Ha egy n x n-es mdtriz elemeire |a;;| < 1 teljesil, akkor det(A) < n"/? és
egyenldség pontosan akkor dll, ha a mdtriz Hadamard-féle.

Az allitas elég szemléletes, hisz det(A) a méatrix sorai altal kifeszitett pa-
rallelotop térfogata. Minden sorvektor hossza legfeljebb \/n és a parallelotop
térfogata legfeljebb az élek hosszanak szorzata. Az is latszik, hogy az egyen-
16séghez sziikséges, hogy minden élhossz /n legyen, valamint hogy a sorok
ortogonélisak legyenek egymasra.

6.2.3. Példa. A PG,,_1(n,2) projektiv tér Hadamard-féle blokkrendszer.
6.2.4. Példa. Az alabbi matrixok

111 1
11) . |11 -1-1

1), (1—1) i1 1
1-1-11

Hadamard-métrixok.

A példaban szerepld elsd két méatrixot kivéve az Hadamard-matrixok mé-
rete néggyel oszthatd. Ehhez vegyiik észre, hogy Hadamard-matrix barmely
sorat vagy oszlopat végigszorozhatjuk (—1)-gyel anélkiil, hogy elrontanank a
HH?T = nI egyenlGséget. Eszerint feltehets, hogy az Hadamard-matrix els
sora és oszlopa csupa (+1)-bdl all. Ugyanigy a sorok vagy oszlopok cseréje
sem befolyéasolja az Hadamard tulajdonsagot, igy azt is feltehetjiik, hogy a
masodik sorban (ha van ilyen) el6szor +1-ek, majd —1-ek kovetkeznek. Mivel
ez a sor ortogondlis a csupa egyesbdl allo els6 sorra, igy maris kapjuk, hogy
n = 2m és a masodik sor elején m darab (+1)-es és utana m darab (—1)-es
szerepel. Ha van egy tovabbi sor, akkor legyen x az egyesek szama az els6 m
pozicidéban, y pedig az egyesek szama a méasodik m pozicioban. Mivel a sor
ortogonélis az elsére kapjuk, hogy = + y = m. A méasodik sorral vett skalaris
szorzat pedig z + (—1)(m —z) —y + (m —y) = 0. Ebbdl 2 = y adodik, azaz
m = 2z, vagyis n valéban oszthato 4-gyel. Ezzel belattuk az alabbi tételt:

6.2.5. Tétel. Hadamard-mdtriz rendje 1,2 vagy oszthato 4-gyel. ]
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Ha az Hadamard-matrix elsd sora és oszlopa csupa (+1)-bdl 4ll, akkor azt
szoktdk mondani, hogy normalizalt alakban van felirva. Fontos megoldatlan
sejtés, hogy minden néggyel oszthatd n-re 1létezik Hadamard-matrix. Néhany
direkt illetve rekurziv konstrukciot mi is latni fogunk. Pillanatnyilag a legki-
sebb olyan n, amelyre nem ismert n X n-es Hadamard-méatrix n = 428.

A most kovetkezs tétel azt mutatja, hogy a fent definidlt dolgok nem vé-
letleniil kapték ugyanazt a nevet.

6.2.6. Tétel. Pontosan akkor létezik 4n X 4n-es Hadamard-mdtriz, ha van
négyzetes 2-(4n — 1,2n — 1,n — 1) blokkrendszer.

Bizonyitds. A Tétel el6tti okoskodas szerint feltehets, hogy az els6 sor
és oszlop csupa (+1)-bol all, azaz a matrix normalizalt. Toroljik ezt a sort
és oszlopot és a maradékban a —1 helyett irjunk 0-t. Kénnyen verifikdlhato,
hogy igy négyzetes blokkrendszer illeszkedési matrixat kapjuk. Valéban, min-
den megmaradé sorban és oszlopban 4n/2 = 2n db +1 volt, amelybél az elsd
oszlopbeli (41)-t tordltiik, tehat a blokkrendszerben r = 2n — 1. Ugyanigy
a Tétel bizonyitdsaban azt is lattuk, hogy két sorban 4n/4 = n kozos
+1-es van, amib6l A = n — 1. Mivel a struktira négyzetes, r = k, tehat
valoban a kivant paraméterd blokkrendszert kapjuk. (Jegyezziik meg, hogy
sorok helyett oszlopokkal elmondva az okoskodést, a négyzetességre vald hi-
vatkozas nélkiil megkaphattuk volna k-t is.) A masik iranyt a konstrukcio
megforditasaval lathatjuk be, igazabdl az el6z6 irany lépéseinek megfordita-
sanak ellendrzésével. (1. 6.5. feladat). [ ]

Jegyezziik meg, hogy izomorf Hadamard-féle blokkrendszerek ekvivalens
matrixokbol szarmaznak, de visszafelé ez nem igaz.

A most kiévetkezd rekurziv konstrukeié nagyon egyszer.

6.2.7. Allitas. Ha H,, nx n-es Hadamard-mdtriz, H,, m x m-es Hadamard-
mdtriz, akkor H, ® H,, is Hadamard-mdtrix.

Bizonyitds. Csupan a Kronecker-szorzat fogalmaét kell felidézni: egy A nXxn-es
és egy B m X m-es matrix szorzata a

allB a12B . alnB
ale GQQB agnB

ClnlB 0,12B 1 a,mB

matrix. Eszerint az eredmény valéban nm x nm-es matrix. Két sor ortogo-
nalitasat kell ellendérizniink abban a két esetben, amikor a két sor ugyanazon
A-beli sornak megfelel§ részben van (ekkor a B Hadamard tulajdonsaga mi-
att lesz ortogonalis a két sor), illetve akkor, amikor kiilénb6z8 részben. A
részleteket 1. a 6.6. feladatban. ]
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Elindulva egy 2 x 2-es Hadamard-matrixbol és ezt 6nmagaval Kronecker-
szorozva minden 2-hatvanyra kapunk Hadamard-méatrixot. Ez a Sylvester-
konstrukcio, melyrél meg lehet mutatni, hogy a neki megfelel6 Hadamard
blokkrendszer éppen a PG(n,2) projektiv tér (1. 6.7. feladat).

Most lassunk egy véges testeket hasznalo direkt konstrukciot.

6.2.8. Példa. Legyen ¢ = 3 (mod 4) primhatvany. Legyen F = GF(q) a
q elem véges test és S = {u? : 0 # u} a nemnulla négyzetelemek hal-
maza (,kvadratikus maradékok”). Definialjuk a D = (P, B) blokkrendszert a
kovetkezSképpen :

Legyen P =F, B ={S+ 2z : z € F}. Ezt Paley-féle blokkrendszernek

nevezik.

Nem magatol értet6ds, de megmutathato (1. 6.8. feladat), hogy igy blokk-
rendszert kapunk. A paraméterek: v = ¢, k = (¢ — 1)/2, A = (¢ — 3)/4.
Ez utébbi az, aminek a meghatérozasa nem trivialis. Két ponton, mondjuk
u-n és v-n atmend blokkok szamét kell meghatarozzuk. Mivel a testelemek-
kel val6 eltolasok a struktira automorfizmusai, igy ez ugyanaz, mint a 0 és
v — u elemeken atmend blokkok szama. Ugyanigy, mivel a négyzetelemekkel
valo szorzas is automorfizmus, elég egy rogzitett négyzetelemre, mondjuk v —
—u = l-re, és egy rogzitett nem-négyzetelemre, mondjuk v —wt = (—1)-re
meghatarozni a 0, v — v pontokon atmend blokkok szamat. Itt azért valaszt-
hattuk a nem-négyzetelemet (—1)-nek, mert ¢ = 3 (mod 4). Magyaran szolva
az a kérdés, hogy hany olyan a van, amelyre 22 +a = 0, és y> + a = 1, azaz
hényszor lesz y2 — 22 = 1, ha z,y # 0. A masik esetben ugyanez a kérdés,
csak 1 helyett (—1)-gyel. De ez a két érték megegyezik, hiszen ha y? — 22 = 1,
akkor 22 — 3?2 = —1. Tehat van egy minden pontpérra érvényes \ érték. Ez
az r(=k) = AMv — 1)/(k — 1) 6sszefliggésbol szamolhato.

Mivel 12 az a legkisebb rend, amelyre nem lehet a Sylvester konstrukcioval
Hadamard-matrixot gyartani, igy erre az esetre konkrétan megadjuk a Paley-
konstrukcioval kaphaté Hadamard-matrixot.
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111111111111
1-11-11 1 1-1-1-11 -1
1-1-11-11 1 1 -1-1-11
11 -1-11-11 1 1 -1-1-1
1-1717 -1-11 -11 1 1 —-1-1
1-1-11 -1-11-11 1 1 -1
1-1-1-11 -1-11-11 1 1
11 -1-1-11 -1-11 -11 1
111 -1-1-11 -1-11 -11
1111 -1-1-11-1-11 -1
1-171 11 -1-1-11-1-11
11-11 11 -1-1-11 -1-1

Miel6tt ratérnénk a bisikok ismertetésére, jegyezziik meg, hogy az Hada-
mard-féle blokkrendszerek mutatjak, hogy a Allitasban az alsé becslés
végtelen sokszor pontos.

6.3. Bisikok

Mindezidaig A = 1 az egyetlen olyan rogzitett A, amelyre végtelen sok ilyen
A-ji négyzetes blokkrendszert ismeriink. A kiévetkezd esetben, azaz ha A =
= 2, mar csak néhany példat ismeriink. Egy A = 2 paramétert négyzetes
blokkrendszert bisiknak szoktak nevezni. Tehat egy bisik rendje n=k—2 a
pontok szama v = @ + 1, ami megegyezik a blokkok szdmaéval is. k =
= 3,4,5-re pontosan egy ilyen bisik létezik. k = 6-ra pontosan hirom, k =
= 9-re négy, mig k = 11l-re csak annyit tudunk, hogy legalabb négy nem-
izomorf bisik van. k = 13-ra pedig csak két nem-izomorf bisikot ismeriink. Ez
a teljes listadja a ma ismert Gsszes bisiknak, sem azt nem tudjuk, hogy van-e
végtelen sok, sem azt, hogy olyan rendekre, amelyekre aritmetikailag létezhet
bisik, arra létezik-e. Természetesen az altalanos négyzetes blokkrendszerekre
vonatkozo sziikséges feltételek itt is érvényesek, és a kovetkezot adjak.

6.3.1. Kévetkezmény. Ha k = 2 vagy 3 (mod 4), akkor n = k — 2 négyzet-
szdm kell legyen. Ha k = 0 vagy 1 (mod 4), akkor az

l‘2 — (k‘ _ 2)2!2 + (_l)k(kfl)/4222
diofantoszi egyenletnek létezik nemtrividlis egész megolddsa. |
6.3.2. Kovetkezmény. Ha n(=k —2) < 11, akkor n = 1,2,3,4,7,9 vagy 11.

Bizonyitds. A bizonyitas csak a megel6z6 kovetkezményt hasznalja, a részle-
teket 1. a 6.9. feladatban. ]



6.3. BISIKOK 67

Lassunk most egy elemi, de igen hasznos modszert bisikok vizsgalatara.
A modszer Hussaintol szarmazik, és a bisikok létezését egyszerii szerkezetl
grafcsaladok létezésére vezeti vissza.

Legyen tehat B bisik, p egy pontja, B pedig egy p-n 4t nem mend blokk.
Definialunk egy T'(p) grafot a kovetkezGképpen: legyenek a pontok B pontjai,
az x,y € B pontokat pedig kossiik 6ssze éllel, ha az x, y pontokon atmend (B-
t6l kiilonboz8) blokk tartalmazza p-t. Mivel két ponton pontosan két blokk
megy at, igy valoban egy egyszert grafot definidltunk B pontjain. Ha ezeket
a I'(p) grafokat az Gsszes p ¢ B-re tekintjiik, akkor a bisik Hussain grdfjait
kapjuk. Ezek az alabbi tulajdonsagokkal rendelkeznek.

6.3.3. Tétel. Ha D olyan bisik, melynek blokkmérete k, akkor egy rogzitett
B blokkhoz tartozé Hussain-grdifok rendszere (mely az dsszes p ¢ B-re van
definidlva, és igy (k — 1)(k — 2)/2 grdfbol dll) eleget tesz az aldbbiaknak :

1. valamennyi grdf mdsodfoki reguldris,
2. két kiilonbozd grafnak pontosan két kézos éle van.

Bizonyitds. Tekintsiik valamelyik Hussain-graf egy x pontjat. Ez akkor van
az y € B ponttal 0sszekotve, ha z,y és p egy blokkban vannak. Mivel z-en
és p-n pontosan két blokk megy at, igy adott z-hez pontosan két y szom-
szédot talalunk. Ha két kiilonboz6 grafot (pl. a p és ¢ pontokhoz tartozokat)
tekintiink, akkor ezeknek a kozos élei a p, ¢ pontokat tartalmazé két blokknak
B-vel valé metszéspontjai alkotta élek lesznek. |

Megforditva, elég konnytd azt is belatni, hogy ha k csiicson meg tudunk
adni (k — 1)((k — 2)/2 olyan grafot, amelyek teljesitik a fenti tétel két fel-
tételét, akkor azok bisikot hataroznak meg. Ha tehat adva vannak a V =
={1,2...,k} (kozos) cstcshalmazon a H; Hussain-grafok (i =1,..., (kgl)),
akkor a kovetkezSképp lehet a blokkrendszert visszakapni: a pontok V' elemei,
valamint az (i) indexek, ahol i = 1,. .., (kgl). A blokkok maga a V halmaz,
tovabba minden {a,b} C V, a # b-re azon (i) indexek halmaza, amelyekre
{a,b} éle Hi-nek, hozzavéve az a,b pontokat. Ezt a blokkot By, 4y jeloli. Ek-
kor barmely két ponton pontosan két blokk megy. Valéban, ez nyilvanvalo
akkor, ha a,b € V. Ha az a € V és (i) pontokon dtmend blokkokat keressiik,
akkor nézziik a H;-ben a-bol kiindulo két élt, {a, b}-t és {a, c}-t. Az ezekhez
tartozo két blokk, By, py €és Bya,c) lesz a keresett két blokk. Ha mindkét pont
(¢) ill. (j) tipust, akkor H;-nek és H;-nek két kozos éle van, az ezekhez tar-
tozo blokkok lesznek a keresett blokkok. Ehhez hasonléan lehet belatni (csak
kicsit egyszertibb), hogy barmely ponton &t pontosan k darab blokk megy
at. Mivel a dualis blokkrendszerre b = v, igy k = r is teljesiil, azaz a most
konstrualt blokkrendszerben minden blokk & elemt (a tovabbi részletekért 1.
a 6.10. feladatot).
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A kovetkez6 k = 4-re megadott Hussain-graf rendszer mutatja a 2-rendd
bisik létezését. Az egyértelmiséget is konnyd latni ezen a modon (1. 6.11.

feladat), L. abra.

6.1. Abra. Hussain-grafok k = 4-re

A k = 4-es bisik a Fano-sik komplementere. & = 5-re a A = 2-hoz tartozd
Hadamard-blokkrendszer egyben bisik is. Az unicitis igazolasa és a Hussain-
grafok rendszerének felrajzolasa a 6.12. feladat, a grafokat azért mi is meg-
adjuk a[6.2] abran.

4 4 4

6.2. abra. Hussain-grafok k = 5-re

k = 6-ra Hussain megmutatta, hogy pontosan harom nem-izomorf Hussain-
graf rendszer van. A széban forgo bisikok konstrukcidjara az erdsen reguléris
grafok és blokkrendszerek kapcsolatarol szolod részben visszatériink.
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6.4. Feladatok

6.1. Lassuk be [6.1.9 at.

6.2. Lassuk be [G.T.10et.

6.3. Lassuk be [6.1.12let.

6.4. Lassuk be [6.1.16let.

6.5. Mutassuk meg, hogy ha létezik Hadamard-féle blokkrendszer, akkor 1é-
tezik Hadamard-matrix is, és megforditva.

6.6. Igazoljuk, hogy két Hadamard matrix Kronecker-szorzata is az.

6.7. Mutassuk meg, hogy a kételemi Hadamard-matrix énmagéval vett ten-
zorszorzatanak megfelel6 Hadamard blokkrendszer izomorf PG,,_1(n,2)-vel.
6.8. Lassuk be, hogy a Paley-konstrukcié valoban Hadamard-méatrixot ad.
6.9. Mutassuk meg, hogy bistkokra n < 11-bél n = 1,2,3,4,7,9 vagy 11 kovet-
kezik.

6.10. Igazoljuk, hogy Hussain-grafok teljes rendszerébdl bisikot kapunk.
6.11. A k = 4 paraméteri bisik egyértelmiiségét igazoljuk Hussain-grafokkal.
6.12. A k = 5-6s bisik egyértelmiiségét mutassuk meg Hussain-grafokkal.






7. fejezet

Blokkrendszerek konstrukcioin
mas blokkrendszerekbodl

7.1. Derivalt, rezidualis blokkrendszerek

7.1.1. Definici6é. (A derivdlt rendszer) Legyen p a D = (P, B, €) t-(v, k, A)-
rendszer egy pontja és legyen P, =P\ {p}, B, ={L € B : p € L}. Ekkor
D, = (P,, B,, €) kénnyen lathatoan (¢t —1)-(v — 1,k — 1, A)-rendszer lesz (az
ellendrzést 1. a 7.1. feladatban). Ezt hivjuk D p pontra vonatkozo derivdlt
rendszerének. a

7.1.2. Definici6. (A pont-rezidudlis rendszer) Legyen p a D = (P,B, €) t-
(v, k, A)-rendszer egy pontja és legyen PP =P\ {p}, BP={L€B : p¢ L}.
Ekkor D? = (PP, BP, €) kénnyen lathatoan (¢t —1)-(v — 1, k, \')-rendszer lesz,
ahol X = A(v—k)/(k—t+1) (az ellen6rzést 1. a 7.2. feladatban). Ezt hivjuk
D p pontra vonatkoz6 pont-rezidudlis rendszerének. O

7.1.3. Definicio. (A blokk-rezidudlis rendszer) Legyen B a D = (P,B, €)
négyzetes blokkrendszer egy blokkja és legyen P = P\ B, B = B\ {B}.
Ekkor 2D = (BP,B B, €) is 2-(¢/, k', \) blokkrendszer lesz, ahol v'=v—k,
k' = k — X (a tovabbi paraméterek ' = r, ' = b — 1, az ellendrzést 1. a
7.3. feladatban). Ezt hivjuk D B blokkra vonatkozo blokk-rezidudlis rend-
szerének. a

Ezek a konstrukciok nem nagyon hasznosak, mert nagyobb ¢ paramétertd
rendszerbdl készitenek kisebbet. Sokkal érdekesebb, hogy vajon ezek megfor-
dithatok-e. Miel6tt erre ratérnénk, lassunk néhany példat.

71
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7.1.4. Példa. PGy (n,q) derivalt rendszere egy ¢" + ...+ ¢ pontu g-uniform,
reguléris hipergraf. A pont-reziduélis rendszer (g+1)-uniform hipergraf, amely
szintén reguléaris (mi a pontok foka? 1. a 7.4. feladatot).

AGgz(n,2) derivalt rendszere PGy (n—1,2), a pont-reziduélis rendszer pedig
egy blokkrendszer 2-(2"~1, 4,27~ — 2) paraméterekkel (1. 7.5. feladat).

7.1.5. Példa. A PG,,_;(n, q) blokkrezidualisa éppen AG,,_1(n, q). Ez a mo-
tivalé példa a blokkrezidualis konstrukciora, hiszen projektiv térbdél egy hi-
persik elhagyéaséaval kapunk affin teret.

Ha egy blokkrendszer keletkezhet valami méasik blokkrendszer blokkrezidu-
alisaként, akkor k + A —r = 0 teljesiil ra. Egy ennek a feltételnek eleget tevd
blokkrendszert kvdzirezidudlisnak szoktak nevezni. A {6 kérdés természetesen
az, hogy mikor lesz egy kvazirezidualis blokkrendszer valaminek a reziduélisa.
Ez annak természetes kiterjesztése, hogy affin térbsl az idealis hipersik be-
vezetésével projektiv teret kaphatunk. Errél a kiterjesztésrsl részletesebben
a 8. fejezetben lesz sz0.

A legérdekesebb a derivalas megforditasa: ha adott egy t-(v, k, A)-rendszer,
talalhato-e olyan (¢ + 1)-(v + 1,k + 1, A)-rendszer, amelynek 6 a derivaltja.

7.1.6. Definicié. Ha D derivalt rendszere (valamely pontjara) E, akkor D-t
az E bdvitésének nevezziik. Ha E-nek van bévitése, akkor bdvithetének ne-
vezziik. |

7.1.7. Allitas. Ha egy t-(v,k, \)-rendszer bévithetd, akkor k + 1 osztja
b(v + 1)-et.

Bizonyitds. A bévitésben egy pont foka éppen b, egy blokk mérete k + 1, a

pontok szdma pedig (v+ 1), ahonnan az allitas[L.2.10|szerint azonnal adodik.

]

Az affin sikok mindig eleget tesznek a b&vithetdség fenti oszthatosagi fel-
tételének, a projektiv sikok azonban altalaban nem.

7.1.8. Allitas. Ha egy n-edrendi projektiv sik bovithets, akkor n = 2.4.

Bizonyitds. Az el6z6 oszthatosagi feltételbsl n + 2 osztéja kell legyen
(n? +n + 1)(n? + n + 2)-nek. Kis szdmoléssal kapjuk, hogy ekkor n + 2
osztoja 12-nek, azaz n = 2,4, vagy 10. Mivel 10-edrendti projektiv sik nem
létezik, a bizonyitast befejeztiik. |

Az n = 2 eset elég egyszerti: ekkor a Fano-sik egyben Hadamard-féle blokk-
rendszer, igy bévithets is. Azt is belatjuk majd, hogy a bévités egyértelmi

(L a Allitast).

Az affin sikok és a PG(2,4) projektiv sik bdvitésére a kodokrol szolo 10.
fejezetben részletesebben visszatériink.
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Altalanossagban négyzetes blokkrendszerek bévitésérdl a kovetkezé mond-
hato.

7.1.9. Tétel. (Cameron) Ha egy nemtrividlis négyzetes 2-(v,k, ) blokk-
rendszer bévithetd, akkor az aldbbi lehetdségek valamelyike teljestl:

(a) v=4X+3, k =2\ +1, azaz a blokkrendszer Hadamard-féle.
(b)) v=A+2)(A2+4X+2), k= A+ 3 +1,
(¢) v=1495, k=39, A =3.

Bizonyitds. Mivel a bizonyitas elég hosszu, roviden sszefoglaljuk a lényegét:
el6szor a bovithetGségbdl szarmazod oszthatosagi feltételt nézziikk meg, majd
definidlunk egy segéd-blokkrendszert, amelybdl egy tovabbi oszthatosagi fel-
tételt kapunk. Végiil erre a segéd-blokkrendszerre a Fisher-egyenlGtlens “eget
alkalmazva korlatozzuk a lehetséges paraméterértékeket.

Legyen D az eredeti, D* a bovitett blokkrendszer. Ez utobbi egy 3-(v +
+ 1,k + 1, A)-rendszer, blokkjainak szama b* = v(v+ 1)/(k+ 1) (1. [L.2.10
Kévetkezmény). Mivel D négyzetes, igy v = (k* —k + \)/), amit behelyette-
sitve

K2 — K+ \)(k2 — k +2)\)
X2(k+ 1)

adodik, s ebbél a k+1|(k% — k+\)(k? — k +2)) oszthatosagi feltételt kapjuk.
Mindkét oldalt modulo (k + 1) tekintve ebbdl az deriil ki, hogy

o

k+1 osztja 2(A+1)(A+ 2)-t. (7.1)

Definialjunk egy tjabb D’ blokkrendszert D* segitségével. Ehhez jegyezziik
meg, hogy D*-ban két blokk vagy 0, vagy pontosan A + 1 pontban met-
szi egymaést. Valoban, ha két blokk metszi egymast akkor a metszésponthoz
tartozo derivalt rendszer négyzetes 2-(v, k, A)-rendszer lesz, azaz ebben két
blokk pontosan A pontban metszi egymast (1. . (Emlitsiik meg, hogy
nem okvetleniil kapjuk vissza D-t!).

Rogzitsiik D* egy B* blokkjat. A D’ illeszkedési struktura pontjai a B*-ra
nem illeszkedS pontok, a blokkok pedig az B*-ot nem metsz6 D*-beli blok-
kok. Megmutatjuk, hogy ez a struktira blokkrendszer lesz. Azt kell belat-
nunk, hogy két kiilonb6z6 ponton (A és C) mindig ugyanannyi blokk megy
at. Ehhez szamoljuk meg a D’-bdl  kimaradd” blokkokat, vagyis a (Q, B’)
parokat, ahol Q a B* egy pontja B’ pedig az A, C, Q-t tartalmazé D*-beli
blokk. Ez egyrészt az A,C-n atmend, B*-ot metsz6 blokkok ma ¢ szdma
szorozva (A + 1)-gyel, masrészt viszont Q-t (k + 1)-féleképpen vélaszthatjuk,
és A,C,Q-n pontosan A db B’ blokk megy (amelyek automatikusan metszik
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B*-ot). Igy mac(A+1) = (k+ 1)X\. Ebb6l m = mac = Ak +1)/(A+ 1),
ami nem fiigg az A, C' pontok valasztasatol. Kaptuk tehat, hogy D’-ben két
ponton k —m = (k — A)/(A + 1) blokk megy at. (Ehhez még arra kell emlé-
kezniink, hogy a bé&vitésben két pontra annyi blokk illeszkedik, mint ahany
blokk egy ponton megy a4t D-ben.) Raadasként az is kideriilt, hogy

(A+1) osztja (k+ 1)-et.

Megkaptuk a beigért két oszthatosagi feltételt, még egy egyenl&tlenséget
irunk fel D paramétereire a Fisher-egyenlGtlenség segitségével. Ha D’ degene-
ralt, azaz egyetlen blokkja van, akkor v=2k+1. A v = (k*>~k+\)/\ Osszefiig-
gésbdl k = 2A+ 1 adodik, azaz D Hadamard-féle blokkrendszer. Ha v > 2k +
+ 1, akkor D’ nemdegeneralt, azaz alkalmazhato ra a Fisher-egyenlStlenség,
vagyis

k=X (v—k)(v—k—1) S
A+1 (k+ 1)k
(Itt a bal oldalon megint hasznéaltuk a blokkok szdmat megadé |1.2.10] Ko-
vetkezményt.) Behelyettesitve v = (k? — k + \)/)\-t, azt kapjuk, hogy

(k=XNEX=1) > AXA+1)(k+1).
Kis szamolassal ebbdl az adodik, hogy

E+1>A+1)(A+2).

Most felhasznaljuk, hogy A + 1 osztja (k + 1)-et, mondjuk legyen k + 1 =
= s(A + 1). Visszaemlékezve az els6 oszthatoséagi feltételre latjuk, hogy
s osztja 2(A + 2)-t. A legutolso egyenlGtlenség szerint viszont s > A\ + 2, azaz
két lehetdségiink van: s = A + 2 vagy s = 2(A + 2). Ha s = X\ + 2, akkor
k= A2+ 3X+ 1, és ez éppen a (b) eset a bizonyitdsban. A masik esetben
kicsit tovabb is tudunk menni.

Ha s = 2(\ + 2), akkor k& = 2)\? 4+ 6) + 3. Mivel D négyzetes, igy \
osztja k(k — 1)-et, amibdl kis szamolassal (mod ), A|6 kovetkezik. Ha A = 1,
akkor a paraméterek 10-edrendd projektiv sik paraméterei, ami viszont nem
letezik. (Az igazsaghoz tartozik, hogy azt, hogy nincs bévithets 10-edrendd
projektiv sik, joval hamarabb belattak, mint azt, hogy egyéltalan nincs 10-
edrendii projektiv sik.) A X = 2,6 esetekben v paros, de nem négyzetszam
lenne, ami [6.1.1] szerint lehetetlen. Egyedill a A = 3, k = 39, v = 495 eset
marad, ami a (c) lehetGség a tételben. [ |

Végezetiil megemlitjiik, hogy a (b) esetben Bagchi egy 1988-as eredménye
szerint A # 2.

A bizonyitasbol Hadamard-féle blokkrendszerek bévitésérdl is kiolvasha-
tunk érdekes informaciokat.
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7.1.10. Tétel. Az Hadamard-féle blokkrendszereknek egyértelmi bévitése van.

Bizonyitds. Azt a Cameron-tétel bizonyitasabol kiolvashatjuk, hogy a bgvi-
tésben a blokkok komplementumait kell hozzavenni a blokkok halmazéhoz,
ami pont azt jelenti, hogy a bdvités egyértelmd. Képletben a D = (P, B)-bdl
a D* = (P U{oco}, B*) bovitést kapjuk, ahol

B* = {BU{x},P\B : BeB}.

Igy csak azt kell ellenérizniink, hogy ezen a moédon tényleg 3-rendszer keletke-
zik. Magyaran szolva azt kell kiszdmolnunk, hogy az eredeti Hadamard-blokk-
rendszerben harom ponthoz hény olyan blokk van, amely nem megy &t rajtuk.
Az 5.1. feladatban altalaban is megmutattuk, hogy egy t-rendszerben a t + 1
pontot elkeriil blokkok szama csak a t-rendszer paramétereit6l, valamint a
t+ 1 ponton atmend blokkok szamatol fiigg. A konkrét esetben, ha c3 jeldli a
mindhiarom ponton atmend blokkok szamét, ¢y az ezeket elkeriilé blokkokét,
akkor a szitaformula segitségével azt kapjuk, hogy

C(]:b—37‘+3>\—63.

Behelyettesitve b = 4\ + 3-at, r = 2\ + 1-et azonnal adodik, hogy cg+c3 = A,
de cg + c3 éppen a bévitésben a harom ponton dtmendé blokkok szama. W

Meég egy tovabbi érdekes blokkrendszer-csalad van, amelynek elemei b&vit-
hetok, ez az affin sikok csaladja. Az AG(2, q) affin sik bdvitése az un. inverziv
stk (més néven Mdébius-sik), amelyet a kovetkezGképpen lehet elképzelni. Ve-
gylnk a 3-dimenzios AG(3,q) térben egy elliptikus méasodrendd feliiletet.
Intuitive ,,gémb’-re érdemes gondolnunk. Ennek ¢ + 1 pontja van. Legyenek
a blokkok ennek a gombnek a sikmetszetei (persze az egyponti metszeteket
nem tekintjiik). Minden ilyen sikmetszet ,kor” (vagyis irreducibilis kupszelet),
azaz a blokkok ¢ + 1 pontiak. Hairom ponton egy és csak egy sik megy at, a
neki megfelels blokk lesz a harom ponton 4tmend blokk. Ha a gombot az észa-
ki sarkbol levetitjiik a déli sark érintésikjara, akkor az északi sarkon atmend
stkmetszetek (korok) egyenesekbe mennek at, igy lathatjuk, hogy az affin stk
egy bévitése a Mdébius-sik. Két tovabbi érdekes megjegyzés: Thas megmu-
tatta, hogy AG(2,q), g paratlan bovitése egyértelmt. Masrészt viszont nem
ismert olyan nem testre épitett affin sik, amely b&vithet lenne. Az esetleg
ismeretlen fogalmakrol az [I.1] szakaszban, illetve ennél sokkal részletesebben
a [40] konyvben olvashatunk.

7.2. Négyzetes blokkrendszerek polaritasai

Ebben a révid szakaszban azt vizsgaljuk meg, hogy egy négyzetes blokk-
rendszer polaritdsanak hany autokonjugéalt pontja lehet. Emlékeztetiink ar-
ra, hogy polaritdsnak mésodrendd korrelaciot, azaz bijektiv, illeszkedéstarto,
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pontot blokkba, blokkot pontba vivé méasodrendii leképezést neveztiink. Po-
laritas persze csak akkor 1étezhet, ha a blokkrendszer izomorf a duéalisaval.

Mint azt az illeszkedési struktuarakrol szolé szakaszban mar lattuk, a blokk-
rendszernek pontosan akkor van polaritédsa, ha van szimmetrikus illeszkedési
maétrixa. Ekkor a polaritasnél az i. pontnak éppen az i. blokk felel meg. Le-
gyen M egy ilyen szimmetrikus illeszkedési matrix (M = M7T). Ebben az
esetben a 2-strukturdkat leir6 matrix-egyenlet az alabbi alakot 6lti:

MM?T = M? = \J + diag(deg(p;) — \).
Mivel
det(M?—zI) = det (M —/zI)(M++/xI)) =det(M —+/zI) - det(M ++/z1),
azonnal lathatjuk az aldbbi észrevételt.

7.2.1. Allitas. Az M szimmetrikus illeszkedési mdtriz sajdtértékei éppen a
AJ + diag(deg(p;) — \) mdtriz sajdtértékeinek négyzetgyikei. |

Blokkrendszerekre viszont lényegében mar meghataroztuk a sajatértékeket
(L Kovetkezmény), az eredményt most csak megismételjiik.

7.2.2. Allitas. Legyen M o D négyzetes blokkrendszer illeszkedési mdtriza.
Ekkor MM7T sajdtértékei k? (1 multiplicitdssal), valamint n = k — X\, v — 1
multiplicitdssal. [ |

7.2.3. Definici6. Legyen o a D négyzetes blokkrendszer polaritasa. A p
pontot (B blokkot) autokonjugdltnak nevezziik, ha illeszkedik a p” blokkra
(B? pontra). O

Ha p az i. pont volt, akkor neki az i. blokk felel meg, igy konnyen lathato,
hogy ez pontosan azt jelenti, hogy az M maétrix p ponthoz tartoz6 diagonalis
eleme 1, vagyis az autokonjugélt pontok szama megegyezik M nyomaval,
tr(M)-mel. Mivel a nyom mésrészt a sajatértékek Gsszege, a kovetkezd allitast
kapjuk.

7.2.4. Tétel. Legyen D négyzetes (v, k, \)-blokkrendszer, o egy polaritdsa. o
autokonjugdlt pontjainak szdma

k
vn
Bizonyitds. A Allitas miatt M sajatértékei csupan k, —k, /n és —/n

lehetnek, mivel M? sajatértékei k2 és n. k2 multiplicitasa 1, és j sajatvektora
M-nek mégpedig k sajatértékkel, igy j multiplicitasa 1, és —k nem sajatértéke

1
k+syn— (v—1—s)yn, alaki, ahol 5(1)71— )<s<wv-1.
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M-nek. Ha +/n multiplicitasa s, akkor —/n multiplicitdsa v — 1 — s, amibdl
az egyenlGtlenség kovetkezik. Az s-re vonatkozo feltételekbdl s < v — 1 tri-
vidlis, a masik pedig abbdl kovetkezik, hogy az autokonjugélt pontok szama
nemnegativ. |

7.2.5. Kovetkezmény. 1) Ha n nem négyzet, akkor v pdratlan és a polari-
tasnak k fizpontja van.
2) Ha o-nak nincs autokonjugdlt pontja, akkor n négyzet és \/n osztja A-t.

Bizonyitds. Az eddigiek alapjan feladatnak hagyjuk (1. 7.6. feladat). |

Jegyezziik meg, hogy g-adrendi projektiv sikokra ebbdl kévetkezik, hogy
minden polaritasnak van autokonjugalt pontja, tovabbé, hogy nem négyzet-
rendd sik polaritasinak g + 1 autokonjugalt pontja van. Projektiv sikokra
mindig ez a helyzet (akkor is, ha a rend négyzet), legalabb ¢+ 1 autokonjugalt
pont van. A maésik egyenlGtlenség is lényegesen javithaté projektiv sikokra,
legfeljebb ¢,/q + 1 autokonjugalt pont van. Mindkét extrém eset el§ is fordul
(legalabbis az ismert sikokon).

7.3. Feladatok

7.1. Ellenérizziik, hogy a derivalt blokkrendszer valéban blokkrendszer.
7.2. Ellendrizziik, hogy a pont-rezidualis blokkrendszer valoban blokkrend-
szer.
7.3. Ellenérizziik, hogy a blokk-reziduéalis blokkrendszer valoban blokkrendszer.
7.4. Mi PG(n, q) derivalt rendszere ill. pont-rezidualis rendszere; mi a pontok
foka stb.
7.5. AGz(n,2) derivaltja PGi(n — 1,2). Mi a pont-reziduélis rendszere?
7.6. Lassuk be a[7.2.5] Kovetkezményt.
7.7. Felhasznalva azt, hogy az (x1, x2, r3) pontnak megfeleltetve az [z, x2, 23]
egyenest a PG(2,¢q) projektiv sik egy polaritasat kapjuk, (ha ¢ paratlan),
konstrualjuk olyan ¢? 4+ ¢ + 1 pontta grafot, amelyben nincsen négyszog és
(> +q—1)(g+1)/2 éle van.

(Megjegyzés: Fiiredi belatta, hogy ennél nem is lehet t6bb.)






8. fejezet

Erésen regularis grafok

8.1. Alapveté tulajdonsagok

Ebben a fejezetben tovabbi magyarazat nélkiil hasznéljuk a szokasos grafel-
méleti terminologiat. Az el6forduld grafok egyszertiek, azaz hurok és tébb-
szoros €l nélkiiliek, ezt a tovabbiakban nem hangsulyozzuk kiilon.

8.1.1. Jeldlés. Ha z csticsa a G grafnak, akkor G(z)-szel fogjuk jelolni az
x-szel Osszekotott csticsok halmazéat (az z-et magat nem beleértve).

8.1.2. Definici6. A T grafot (n, k, A, 1) paraméterd erésen reguldris grafnak
nevezzik, ha a cstcsok szama n, a graf k-adfoku regularis, két Osszekotott
pont kozos szomszédainak szama A, két Osszekotetlen ponté pedig p. a

8.1.3. Allitas. Ha létezik (n, k, \, i) paraméterd erdsen reguldris grdaf, akkor

k(k—A—1)=(n—k—-1)u.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy x cstucsot és szamoljuk meg kétféleképpen az
{y, z} éleket, ahol y Gssze van kotve x-szel, z pedig nincs. [ ]

8.1.4. Allité§. Erdsen reguldris grdf komplementere is erdsen reguldris, a
paraméterek: k=n—1—k, A=n—-2k+u—2, p=n—-2k+ .

Bizonyitds. Legyen I" egy (n, k, A, 1) paramétert erésen regularis graf. Nyil-
van T-nak is n csticsa van, (n—1—k)-adfokt regularis. A A meghatéarozasihoz
azt kell megszadmolnunk, hogy I'-ban két nem szomszédos ponthoz hany olyan
cstcsot talalunk, amelyek egyikkel sincsenek dsszekdtve. Ez A = (n —k —2) —
— (k—u) =n—2k+ p— 2, ami valéban nem fiigg a csicsok vélasztasatol.
Hasonléan kapjuk, hogy g =n — 2k + . |

79
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8.1.5. Megjegyzés. Ez Gjabb sziikséges feltételeket ad erésen reguléris graf
létezésére, ti. n > 2k — pu+ 2 és n > 2k — X kell legyen.

Hasonlb6an a blokkrendszerekhez itt is az lesz a f6 kérdés, hogy egyrészt a
paraméterekre minél t6bb megszoritast talaljunk, masrészt pedig a sziikséges
feltételek szilirGjén atment paraméter-halmazokra konstrualjunk is erésen re-
gularis grafot.

Miel6tt folytatnank a sziikséges feltételek keresését, lassunk néhany példat.

8.1. abra. A Petersen- és a Clebsch-graf

8.1.6. Példa. A T'(m) trianguldris grif (m > 4): csucsai egy m elemi hal-
maz 2-elemid részhalmazai, két ilyet Gsszekotiink, ha nem diszjunktak. Ezt
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy T(m) a K,, teljes graf élgrafja. Az el6z6
abran is lathato Petersen-grdf T(5) komplementere. T'(m) ersen regularis,
paraméterei

n=m(m—1)/2, k=2(m—2), A\=m—2, u=4.

8.1.7. Példa. Az Lo(m) négyzethdls grdf nem mas, mint K, & K,,, azaz
csticsai a (v, v") parok, ahol v,v" € V, (|[V| = m) és két kiilonboz6 cstcsot pon-
tosan akkor kotiink 6ssze, ha valamelyik koordinataban megegyeznek. La(m)
is erGsen regularis, paraméterei

n=m? k=2m—-1), A\=m—2, p=2.

Ezeket a grafokat ugy is lerajzolhatjuk, hogy csak a tartalmazott klikkeket
rajzoljuk le egy vonallal, és ugy képzeljiik, hogy egy folyamatos vonalon beliil
barmely két pont Gssze van kotve.
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8.2. abra. Az Ly(4) négyzethalo és a T(6) triangularis graf

AB2] abran ezek a vastag vonalak, de vékonyan a klikkek tovabbi éleit is
feltiintettiik. A abra Lo(4)-et és T'(6)-ot mutatja.

Jegyezziik meg, hogy a szélmalom-tételben (1. kés6bb) u = 2,3-ra éppen
L2(3) és T(6) komplementere szerepel.

8.1.8. Példa. r darab diszjunkt m pontua teljes graf (K,,) uni6ja erésen
reguléris, a paraméterek:

n=rm, k=m-—1, A=m—2, u=0.

Ezt a grafot rK,,-mel fogjuk jelolni. 4 = O-ra minden erdsen reguléris graf
ilyen (alkalmas r,m-re, 1. 8.5. feladat). Ha ugyanis egy pont 2 hosszu dton
elérhets z-bdl, akkor 1 hosszd tton is, mert p = 0. Ezt ismételve kapjuk,
hogy = szomszédai mind 6ssze vannak kétve. Ugyancsak erésen regularis r K,
komplementere, azaz az r osztélyt teljes Turan-graf (ahol az osztalyok mérete
m). Az rK, specialis esetben a grafot létranak, komplementerét koktélparti
grdfnak szokis nevezni és ezt a komplementert C'P(r)-rel jeloljiik.

Tovabbi példak még késébb is szerepelni fognak, most azonban térjiink ra
a sziikséges feltételek vizsgalatéra.

Legyen A a I' szomszédsagi matrixa. Csak emlékeztetiil: a;; = 1 ha az
i-edik és j-edik csucs szomszédok, kiilonben 0. Idézziik fel azt is, hogy A°-ben
az (i,7) elem az i-edik és j-edik cstcs kozti s hossztisagn utakat szamolja (1.
a 8.6. feladatot is).

Mivel az okoskodasok a szomszédsagi matrix sajatértékeit hasznaljak, fog-
laljuk 6ssze, hogy mik azok a legfontosabb tulajdonsagok, amelyeket tudunk.
Ezelott lassuk az alapvetd fontossagu Perron—Frobenius-tételt. Egy n X n-es



82 8. ERGSEN REGULARIS GRAFOK

maétrixot irreducibilisnek neveziink, ha permutéiciématrixszal valé konjuga-

AB .
o0cC alakra, ahol O a csupa nulla matrix. Nemnegativ
elemidi matrixokra azt is mondhatjuk ehelyett, hogy minden i, j-re legyen
olyan k, amelyre a matrix k-adik hatvanyanak (i, j)-edik eleme pozitiv. Ez
persze nem jelenti azt, hogy van a matrixnak olyan hatvanya, amely pozitiv
elemi (ilyenkor a matrixot primitivnek szokis nevezni).

lassal nem hozhat6 (

8.1.9. Tétel. (Perron—Frobenius) Ha az A mdtriz elemei nemnegativak és
A primitiv, azaz létezik olyan AF hatvdnya, amelyben minden elem pozitiv,
akkor van olyan k > 0 sajdtérték, amely egyszeres multiplicitdsd, a hozzd
tartozo sajatvektor minden koordindtdja pozitiv, és a tobbi sajdtértékre |o| <
< k teljesiil. A k-hoz tartozd sajdtvektor pozitiv konstansszorzoétol eltekintve
egyértelm is.

Ha a mdtriz nemnegativ elemd és irreducibilis, akkor is létezik a k > 0 sa-
jatérték, amely egyszeres és a hozzd tartozd sajdatvektor koordindtdi pozitivak.
Ha a mdtriznak h darab k abszolit értékd sajdtértéke van, akkor ezek k-nak
a h-adik eqységqyokékkel valo szorzatai.

A tételben a sajatérték akar bal, akar jobb oldali sajatérték lehet. Ha az
irreducubilis matrixnak definiadljuk a d periédusat, mint azon s értékek legna-
gyobb kozos osztojat, amelyre (A%);; > 0 (minden é-re), akkor ez a d periodus
éppen a Perron—Frobenius-tételben szerepld h érték. Megmutathato, hogy ez
a periodus nem fligg az (i, ¢) diagonélis elem megvalasztasatol. Nemesak a leg-
nagyobb abszolut értéki sajatvektorra, hanem a teljes spektrumra igaz, hogy
invarians a h-adik egységgyokokkel valo szorzasra. Ha A Gsszefiiggd, nem pa-
ros graf szomszédsagi matrixa, akkor primitiv is, hiszen A%-ben az (i, j)-edik
elem az i-edik csicsbol a j-edikbe vezets s hossza sétakat szamolja, és elég
nagy s-re biztos van ilyen séta. Paros grafok esetén mindig csak paros vagy
paratlan s-ekre van ilyen, ha azonban van paratlan kor a grafban, akkor azt
be tudjuk fiizni egy ilyen sétaba. Osszefiiggs paros graf esetén a szomszéd-
sagi matrix irreducibilis, peri6dusa 2. Ez tehat azt jelenti, hogy ilyenkor —k
is sajatérték. Perron a pozitiv elemti métrixokra bizonyitott hasonl6 allitast,
a tételrdl részleteket Rozsa [49] konyvében a 9. fejezetben talalhatunk, egy
nagyon jo rovid osszefoglaldé van Brouwer, Cohen, Neumaier [I3] kényvében
a 3.1. szakaszban.

8.1.10. Allitas. Legyen I' eqyszerd grif, legyen A a szomszédsdgi mdtriza,
és legyenek \i,..., A, ennek sajatértékei. Végil legyen A a mazximdlis fok.
Ekkor

1. A sajdtértékei valdsak (és n db van).

2. | < A
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3. Ha T édsszefiiggd, akkor a legnagyobb sajdtérték egyszeres multiplicitdsii.
4. Ha T k-reguldris, akkor k sajdtérték.
5. Ha T k-reguldris pdros grif, akkor —k is sajdtérték.

Az allitasok kozil (1), (4) és (5) egyszerd. Jegyezziik meg, hogy (4) és
(5) megfordithato, azaz ha A sajatérték, akkor I' reguléris, ha pedig —A sa-
jatérték és I' osszefligegd, akkor I' regularis paros graf. Ezt nem nehéz latni,
hiszen tekintsiik a Perron—Frobenius-tételbeli k sajatértéket és a hozza tarto-
70 pozitiv v = (v1, ..., v, ) sajatvektort. Valasszuk ki a legnagyobb abszolat
értéki koordinatat, legyen ez v;. Ha v-t megszorozzuk A-val akkor az ered-
mény i-edik koordinataja azon v;-k Osszege lesz, amelyek i-vel 6ssze vannak
kotve. Azaz legfeljebb A-szor adunk ossze legfeljebb |v;| abszolat értékd sza-
mokat, és igy kv;-t kapunk. Ez csak agy lehetséges, ha k = A, és minden i-vel
Osszekotott j-re v; = v;. Azt is jegyezziik meg, hogy a legnagyobb sajatér-
ték egyszeressége a Perron—Frobenius-tétel kovetkezménye (1. Tétel) az
el6z6 indoklast ismételten alkalmazva azt kapjuk, hogy Osszefliggs grafokra a
A-hoz tartozo sajatvektor 1. Ehhez nagyon hasonlé okoskodés adja a (—A)-ra
vonatkoz6 eredményt, ott ¢ szomszédain v; = —wv; jonne és azt kapnank, hogy
a sajatvektor konstans a paros graf két osztalyanak megfelel6 koordinatékon.
A késtbbiekben a sajatértékeket a Ay > Ay > ... modon rendezziik.

HaT (n,k, \, i) paraméterti ersen reguléris graf, akkor A2 nagyon egysze-
rd szerkezett: a fatloban k-k allnak, a f6atlon kivil pedig M-k, illetve p-k,
aszerint, hogy a két pont 0ssze volt-e kotve I'-ban. Ha I jeloli az egységmét-
rixot, J pedig a csupa egyesbdl all6 matrixot, akkor tehat

A2 = kT + M+ pu(J -1 - A). (8.1)

A graf regularitésa is felirhaté métrixosan:

AT =JA=kJ (8.2)

Erdemes megemliteni, hogy ezek az egyenletek pontosan leirjak az erésen
regularis grafokat, azaz ha egy graf szomszédsagi méatrixa eleget tesz ezeknek
az egyenleteknek, akkor az erésen regularis.

Lineéris algebrabol tudjuk, hogy felcserélhetd szimmetrikus matrixok egy-
szerre diagonalizalhatok (egy ortogonéalis méatrixszal). Ilyenek esetiinkben A
és J. A csupa egyesbdl 4116 j vektor A-nak és J-nek is sajatvektora, a megfelel
sajatértékek k és n. Alkalmazva j-re —et azt kapjuk, hogy

k(k—XA—1)=(n—k—1)pu,

amit mas modon mar belattunk a Allitasban. Vegyiik A egy tovabbi
sajatvektorat, ami masik o sajatértékhez tartozik. Egy ilyen v sajatvektor
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j-re meréleges, igy J-nek is sajatvektora, 0 sajatértékkel. Alkalmazva (8.1))-et
v-re azt kapjuk, hogy

0* = (k—p)+ (A= o (8.3)
Ez az egyenléség méasodfoki egyenletet ad p-ra. A két gyokot r-rel és s-sel
fogjuk jelolni, mégpedig tgy, hogy r > s legyen. Eszerint

r,s:%()\f,u:i:\/()\fu)2+4(k'f/¢)). (8.4)

Emlitsiik meg azt is, hogy ez az okoskodas hasznalhato akkor is, ha a k sa-
jatérték multiplicitdsa nem 1 (azaz aszerint ha T nem &sszefiiggs). Ha
ugyanis k multiplicitasa legalabb ketts, akkor v-t tudnénk j-re ortogonalisan
valasztani a k sajatértékhez tartozo sajataltérben, vagyis akkor k is kielégiti
a (8.3 egyenletet. Jegyezziik meg, hogy ez csak p = 0 vagy k esetén lehet, és
megmutathatd, hogy csak az rK,,, illetve a T'(mr,r) r osztalya Turan-graf
esetén lehet, tovabbi informéciokat a 8.7. feladat és a[8.1.7} Példa tartalmaz.
Ez azonban a tovabbiakat nem befolyasolja. Ha r és s multiplicitasat f-fel és
g-vel jeloljiik, akkor ezekre az

n=f+g+1, 0="Trace(A)=k+ fr+gs.

egyenletrendszert irhatjuk fol. Ez az r = k esetben is érvényes, ekkor k mul-
tiplicitasa 1+ f lesz. Mivel K = A\ = p nem lehetséges, igy az egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhato. Mivel f, g természetes szamok, belattuk az aldbbi
tételt.

8.1.11. Tétel. (Integralitasi (vagy egészségi) feltétel) Az
(n—1)(up—XN) —2k
V=22 +4(k - p)

szdmok nemnegativ egészek. |

1

Miel6tt az integralitasi feltétel kovetkezményeivel foglalkoznank, lassunk
néhany tjabb példat erésen regularis grafra.

8.1.12. Példa. A most kovetkezd példaval nem elGszor és nem utoljara talal-
kozunk. Ehhez hasonl6 Gtletet hasznaltunk az Hadamard-matrixokra vonat-
kozo Paley konstrukcioban is. A P(q) Paley-grdf csiucsai a GF(q) véges test
elemei, ¢ = 1 (mod 4). Két csicsot sszekotiink, ha kiilonbségiik nemnulla
négyzetelem. Mivel —1 négyzetelem, ha ¢ = 1 (mod 4), igy ez egyszert ira-
nyitatlan graf lesz. Nem teljesen magatolértet6ds (1. 8.8. feladat), hogy erdsen
reguléris. A paraméterek

n=gq, k=(q-1)/2, A=(q-5)/4 p=1(¢—-1)/4
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A most kovetkezd konstrukeié permutacio-csoportokkal van kapcsolatban.

8.1.13. Példa. Legyen G tranzitiv permutéciécsoport a V jegyhalmazon.
Ekkor G a természetes modon (komponensenként) hat V x V-n, azaz (z,y)? =
= (29,y9). Ennél a hatasnal a diagonalis persze orbit. Ha G 2-tranzitiv, akkor
a diagonalison kiviili elemek egy orbitban vannak. Altalaban, a V x V-n az
orbitok szamat a permutéacidcsoport rangjanak szoktak nevezni. (Tehat G
akkor és csak akkor 2-tranzitiv, ha rangja 2.) Tegyiik fel, hogy G 3 rangu,
azaz a diagonalison kiviil pontosan két tovabbi orbit van: O; és O,. Tegylik
fel tovabba, hogy G paros rendd, és legyen 7 € G egy involacié (masodrendi
elem). Legyen € V olyan, hogy 7 # z, és persze (z7)7 = z (ilyen elem
van). Tekintsiik az (x,y); y = @7 part. Legyen ez mondjuk O;-ben. Ekkor
G O;-en vald tranzitivitdsa miatt O; minden parjara van olyan elem, amely
felcseréli a par tagjait, azaz O; szimmetrikus a diagonalisra. Ekkor viszont
tekinthetjiik azt a I" grafot, amelynek élei azon {x, y} parok, ahol (z,y) € O;.
I regularitasa egyszertien G V-n val6 tranzitivitasabol, az er6sen regularitas
meg abbol kévetkezik, hogy 6sszekotott pontpar atvihets tetszdleges Gsszeko-
tottbe (mert Oy orbit). Hasonloan okoskodhatunk dsszekotetlen pontparokra
is, mert Oy orbit. Az ilyen grafokat 3 rangu grafoknak hivjak.

MESE. A 3 rangt permutaciocsoportok ismertek (modulo egyszert csopor-
tok karakterizacioja). Sajnos azonban a legtobb erdsen regularis graf NEM
3 rangu. Ennek ellenére tobb olyan eredmény ismert, amelyet csoportelmé-
lészek talaltak 3 rangt csoportokra, de valdéjaban erdsen regularis grafokra
vonatkoznak.

Lassunk még néhany sporadikus konstrukciot is. Semmiképpen sem torek-
szlink teljességre, a legjellegzetesebb konstrukcios oOtleteket azonban igyek-
sziink érzékeltetni.

8.1.14. Példa. A Clebsch-grdf cstcsai az {1,2,3,4,5} halmaz paros sok elemii
részhalmazai. Két ilyet 6sszekotiink, ha szimmetrikus differenciajuk 4 elemd.
Ellendrizhets (1. 8.9. feladat), hogy a Clebsch-graf (16,5,0,2) paramétertd ers-
sen reguléris graf. Ez a graf szerepel a[81] dbran.

8.1.15. Példa. A Gewirtz-grdf egy (56,10,0,2) paraméterii erésen reguléris
graf lesz (1. 8.10. feladat). A csticsok halmaza V = {oco} UP U Q, ahol P az
Alt(6) alternalo csoport 3-Sylow részcsoportjainak halmaza, Q pedig Alt(6)
involtcidinak halmaza. Elek: oo-t pontosan a P elemeivel kotjiik Gssze, P €
€ Syls(Alt(6)) és q akkor és csak akkor legyenek osszekotve, ha ¢ normalizalja
P-t (azaz ¢~ Pq = P), végezetiil két involticiot ¢, go € Q-t pontosan akkor
kétiink ossze, ha szorzatuk negyedrendi (azaz |q1g2] = 4). Hogy a dolgot
konkrétabban lassuk, azonositsuk a 3-Sylow részcsoportokat orbitjaikkal (ez
hasonléan az involuciokat is tekintsiik mint transzpozicid-parokat. Ennek se-
gitségével hosszadalmasan, de mechanikusan ellenérizhetd, hogy az involicio
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normalizélja-e a Sylow részcsoportot. Példaul a

({1.2,3),{4,5,6)) és q = (12)(45)

Ossze vannak kotve, hiszen ¢71(123)q = (132) = (123)(123), és hasonléan a
Sylow-részcsoport t6bbi elemére is. Involiciok esetén pl. (12)(34) és (23)(56)
Gssze van kotve, mert szorzatuk (1342)(56) negyedrendd. Ez a konstrukcio
Simstél szarmazik.

A Gewirtz-graf egy masik konstrukcioja a negyedrendi projektiv sik bévi-
tésekor hasznalatos hiperovalis-osztalyokat (azaz PSL(3,q) orbitjait a hiper-
ovalisokon, 1. 10.2 szakasz) hasznalja. A cstcsok egy osztaly hiperovalisai
(tehat 56 csucs van), és két hiperovalist Osszekotiink, ha diszjunktak.

Folytassuk a sziikséges feltételekkel kapcsolatos vizsgalodéasainkat. Mivel

(o (D)) 2%
f’g2< 1i¢<u—x>2+4<k—u>>

multiplicitdsok egészek, igy két lehet&ségilink van: a zarojelen beliili tort szam-
laloja nulla, azaz (n — 1)(u — \) = 2k, vagy a gyokjel alatt négyzetszam all
és még néhany oszthatosagi feltétel is teljestil.

Az els§ esetben n = 1+ 2k/(up — A) > 1+ k, azaz csak p = X + 1 lehet,
tovabba n =2k + 1. A feltétel szerint ebbdl k(k — u) = kp jon, vagyis
k=2u,n=2k+1=4u+1. Az ilyen grafokat szoktak konferenciagrdfoknak
is hivni. Erre az esetre van Lint és Seidel egy tovabbi, a Bruck-Chowla—Ryser-
tételre (1. emlékeztets, szilikséges feltételt is belatott:

az

8.1.16. Tétel. (van Lint, Seidel) Konferencia-grdfban, azaz egy
(n=1)(p—A) =2k

-nak eleget tevd erdsen reguldris grdfban, n két négyzetszam dsszege kell le-
gyen.

A tételt nem bizonyitjuk.

Jegyezziik meg, hogy példaul a Paley-grafok (1. [8.1.12) ilyenek, igy konfe-
renciagraf létezik, ha n = 1 (mod 4) primhatvany. Tovabbi példak is ismer-
tek, pl. n = 45,225 esetén.

A masodik esetben a gyokjel alatti kifejezés négyzetszam, mondjuk
(p — N)? + 4(k — p) = u? Tovabba u osztja (n — 1)(u — ) — 2k-t, végiil
a hanyados ugyanolyan paritasi, mint n — 1. Ez az ,Altalanos eset”. Ennek
egy nagyon fontos kévetkezménye, hogy az r, s sajatértékek is egészek, hiszen
ugyanez a kifejezés all a gyok alatt r és s kifejezésében (1. (8.4))), tovabba
A — p és a gyok alatt allo kifejezés egyszerre péaros vagy paratlan, azaz ha a
gyokvonas eredménye egész, akkor r, s mar automatikusan egész szamok.
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8.1.17. K6vetkezmény. Ha egy erdsen regquldris grdf nem konferenciagrdf,
akkor az r,s sajdtértékek egészek. |

Jegyezziik meg, hogy abban az esetben, ha n négyzetszam, akkor az
(n—1)(n — N\) = 2k feltételnek eleget tevs grafok a masodik esetbe is bele-
tartoznak. A P(9) Paley-graf (amely egyébként izomorf az L4 (3) négyzethald
graffal) ilyen példa.

8.2. Tovabbi korlatok

Az eddigiekben azt lattuk, hogy az erésen regularis graf paraméterei megha-
tarozzak a sajatértékeket és azok multiplicitasat. A forditott esetben az nyil-
vanvalo, hogy a sajatértékek meghatarozzak a paramétereket (ne feledjiik,
hogy k is sajatértek!), hiszen 6k a 02 = (k— )+ (X — i) 0 méasodfoku egyenlet
gyokei, s igy r +s = A —pu, rs = —(k — p), ahonnan A\ = k 4+ r 4+ s + rs,
=k +rs, végiil n-et [B.1.3}mal hatarozhatjuk meg. Eszerint a sajatértékek
meghatéarozzak f-et és g-t is.

Altalaban viszont csupan a multiplicitasok ismerete nem elegendé a para-
méterek meghatirozasihoz, de vannak olyan speciélis esetek amikor valamit
tudunk mondani (persze még egy adat sziikséges). A kovetkezs eredményt
el6szor Wielandt bizonyitotta 3 rangu grafokra. A bizonyitas felhasznéalja a
nevezetes Perron—Frobenius-tételt, 1. B.1.9] Tétel.

8.2.1. Tétel. (Wielandt) Legyen I' erdsen reguldris grif n = 2m csicson
és tegyiik fel, hogy a sajatértékek multiplicitdsa 1,m — 1 és m. Ekkor vagy I’
vagy komplementere a létragrdf (1. . Példa), vagy T vagy komplementere
az aldbbi paraméteri: n = 45> + 45+ 2, k = 5(2s +1), A = 5% — 1, y = s>
(valamilyen pozitiv egész s-re).

Bizonyitds. Mivel a komplementer graf foka 2m — k — 1, igy esetleg attérve a
komplementerre feltehetjiik, hogy k < m. Nézziik I' szomszédsagi matrixat A-
t, valamint A%-et és A3-t, és szamitsuk ki a nyomukat. Ez egyfels] a diagonalis
elemek Osszege, masfel6l a sajatértékeké, amibsl harom egyenletet fogunk
kapni. A diagonalis elemei 0-k, A2-é k-k, mig A3-ben a diagonalis elemek az
egy ponton atmend haromszogek szama, igy kA. Tehat:

k+(m—1)r+ms=0,
k2 + (m — 1)r? + ms® = 2mk,
E2 4 (m — 1)r® + ms® = 2mkA.
A Perron—Frobenius-tétel esetiinkben azt adja, hogy |r| < k. Az elsd egyenlet

szerint k = r (mod m), azaz r =k vagy r =k—m. Az els§ esetben s = —k,
2mk? = 2mk, vagyis k = 1 és a graf a létra vagy komplementere (1. 8.11.
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feladat). A masodik esetben k = m—1—s, r = —1—s és a masodik egyenletbdl
az is kovetkezik, hogy m = 252 + 2s + 1, végiil A értékét a harmadik egyenlet
adja meg. |

A Wielandt-tétel masodik esete is el6fordul, s = 1 esetén pl. a Petersen-
grafot (és csak azt, 1. 8.12. feladat) kapjuk. Delsarte és Goethals, valamint
Turyn példai mutatjak, hogy abban az esetben, ha 2s+1 primhatvany, vannak
ilyen paramétert grafok.

Folytassuk a sziikséges feltételek tanulményozéasat: eldszor lassunk egy
gyakran hasznalt elemi lemmaét, amely arrdl szol, hogy pozitiv definit métri-
xok Gram-matrixként elGallithatok.

8.2.2. Lemma. (Delsarte, Goethals, Seidel) Legyen A = (a;;) pozitiv
szemidefinit valds n X n-es, d rangd mdtriz. Ekkor vannak olyan vi,...,v, €
€ R? vektorok, melyekre a;; = (vi,v;) (i,j=1,...n).

Bizonyitds. A ,f6tengelytranszformécié” miatt talalhatd olyan nemszingularis
valés P matrix, amellyel

v  (1a0O
parn (59)

Ha P inverzét QQ-val jeloljiik, akkor
I, 0
A=Q (g O) QT = QLQT,

ahol Q1 az az nxd-es méatrix, mely Q elsé d oszlopat tartalmazza. A vq,...,v,
vektorok egyszertien a Q1 sorai lesznek. |

A most kovetkezs tétellel, illetve a hozza kapcsolodd kérdésekkel kapcso-
latban 1. Babai-Frankl [3] konyvének 1.2. szakaszat. Ehhez hasonlé témarol
az elsGéves anyagban is volt sz6 (1. Elekes [20]), olyan ponthalmazokrol, ame-
lyekben csak kétféle tavolsag fordul els. A bizonyitas masodik fele ennek
gbmbi megfelelGjével foglalkozik.

8.2.3. Tétel. Legyen I' erdsen reguldris grdaf, melyre mind T', mind T ssze-
fiiggd. Ha T szomszédsdgi mdtrizdnak van f(> 1) multiplicitdsi sajdtértéke,

akkor n < f(f +3)/2.

Bizonyitds. Az A szomszédsagi matrixanak harom sajataltere van. Ezeken a
sajataltereken az I, A és J — I — A matrixok skalarral valo szorzésok. Meg-
forditva, ha egy matrixnak ez a harom altér sajataltere, akkor az a fenti
harom matrixnak linearis kombinécioja. Tekintsiik azt az F matrixot, amely
az f dimenzids sajataltéren 1, a masik kettén 0. Legyen ez az E mondjuk
E =oal + BA+~(J — I — A). Ekkor E pozitiv szemidefinit, igy az el6z6
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lemma alapjan taldlunk egy S = {vi,...,v,} C R/ vektorrendszert, amely-
nek ez a Gram-matrixa, azaz e;; = (v;,v;). Ebbdl meg tudjuk hatérozni a
v; vektorok hosszat és az egymassal bezart szogeket. Igy (v;,v;) = a, mert
az F matrix f6atlojaban a-k allnak. Hasonlbéan a v; és v; vektorok altal be-
zart szog cosinusa vagy v/a vagy [/a, mert a {6atlon kiviili elemek (azaz
(vi,vj)), mind -k vagy y-k és a cosinus kiszamolasahoz a vektorok abszolut
értékeivel osztanunk kell. Természetesen eloszthatjuk a vektorokat /a-val,
és igy egységnyi abszolut értékii vektorokbol allo olyan S vektor-halmazunk
lesz, amelyben barmely kett6 kétféle szog valamelyikét zarja be. Még azt is
vegyiik észre, hogy a vektorok paronként kiilonbézéek, mert mind I', mind T’
Osszefliggs (részletesen 1. a 8.19. feladatot).

A bizonyitas befejezs része egyszertien ilyen vektorhalmazokrol szol. Min-
den v € S-re definidljuk az f, fiiggvényt az alabbi médon:

_ ((v,x) = B)((v,x) =)
fo(x) =
(1—=8)1 =)
Persze f, az egységnyi abszolut értékd vektorokon van értelmezve. Ha ezt
x koordinataival felirjuk, akkor masodfoktu polinomot kapunk. Méasrészt az
fv fliggvények linearisan fliggetlenek, ha ugyanis egy ilyen f,-be az S egy w
elemét helyettesitjiik, akkor azt kapjuk, hogy

1, hav=w,
fv(w) =
0, hav#w.

Ha tehét egy > g Ay fv linedris kombinécié 0, akkor w behelyettesitésével
latjuk, hogy A, = 0, vagyis az fy-k valoban fiiggetlenek. Masfel6l ezek benne
vannak abban a vektortérben amelyet az f darab lineéris és f(f+1)/2 homo-
gén masodfoku fiiggvény feszit ki. Konstansokat nem kell figyelembe venni,
mert 23 + ...+ Jc? =1, azaz a konstans lecserélheté masodfokura. Mas fiigg-
vény viszont nem ad azonosan 0-t az egységnyi abszolat értéki vektorokra
megszoritva. Eszerint valoban

n=lSl=f4 o f(f )= Sf(7+). .

A bizonyitas lelke az olyan vektorok szamanak becslése, amelyek csak két
szoget hataroznak meg. Delsarte, Goethals és Seidel a hasznalt becslést ,ab-
szolut korlat”™nak nevezte, mert a becslés nem fiigg a meghatarozott szégek
nagysagatol.

Egy tovabbi korlat a Krein-feltétel, ezt elészor (Krein egy eredményét fel-
hasznalva) 3 rangu grafokra bizonyitotta Scott.

8.2.4. Tétel. (Krein-feltételek) Legyen I' erdsen reguldris grdf, melyre
mind ', mind I" dsszefiiggd. Ha T’ szomszédsdgi mdtrizanak sajdtértékei k,r, s,

akkor
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(a) (r+1)(k+7r+2rs) < (k+7r)(s+1)2
(b) (s+1)(k+s+2rs) < (k+s)(r+1)>2.

A bizonyitas nagyon szamolos, igy most elhagyjuk. |

Meég egy tovabbi sziikséges feltételt emlitiink erdsen regularis grafok létezé-
sére, a bizonyitast szintén elhagyjuk.

8.2.5. Tétel. (,Karom korlat”) Ha pu # s%, p # s(s + 1), akkor 2(r +1) <
<s(s+1)(p+1). [ ]

Igen gyakran az a helyzet, hogy egy erésen regularis grafot meghatéaroz-
nak paraméterei. Erre mar tobb konkrét példat lattunk eddig is, most ezt a
négyzethalo grafokra fogjuk megmutatni. A megfelel§ allitast a trianguléris
grafok esetére a kovetkezd fejezetben bizonyitjuk, mert ezt majd ott hasznal-
juk a Hall-Connor-tétel bizonyitasaban.

8.2.6. Tétel. Legyen T egy (n?,2(n—1),n—2,2) paraméteri erésen requldris
grdaf. Ekkor n > 4-re T izomorf az La(n) négyzethdls grdffal.

Bizonyitds. Valasszuk ki I’ egy = pontjat és tekintsiik a I'(x) grafot. Ez egy
2(n—1) cstcst (n—2)-edfoku regularis graf. Vegylink ebben a grafban két nem
Osszekotott csicesot, y-t és z-t. Jeloljiik m-mel ezek T'(z)-beli kozos szomszé-
dainak szamat. Nyilvan m < 1. Mivel deg(y) = deg(z) =n—2,igy n—2—m
olyan cstcs van amely csak y-nal van Osszekotve, de z-vel nincs, és megfor-
ditva. Eszerint viszont marad 2(n — 1) —2 —m — 2(n — 2 — m) = m olyan
csucs, amely sem y-nal, sem z-vel nincs 0sszekotve.

Tekintsiik eldszor m = 1 esetet. Jelolje w azt a pontot, amelyik sem y-nal,
sem z-vel nincs 6sszek6tve. Ekkor w-nek és y-nak csak egy k6z0s szomszédja
lehet. Hasonléan w-nek és z-nek is. Masrészt minden w-t6l kiillénb6z6 pont
vagy y-nal vagy z-vel Ossze van kétve, ami csak tgy lehet, han —2<2.

Igy n > 4-re csak m = 0 fordulhat els. Ez magyarul azt jelenti, hogy I'(x)
nem tartalmaz haromszoget. I'(z) egy (n — 1)-regularis graf 2(n — 1) ponton,
igy a Turan-tétel szerint csak akkor lehet haromszogmentes, ha teljes paros
graf. Az eredeti I'(x)-re ez azt jelenti, hogy 6 két diszjunkt klikk unidja.

Vegyiik hozza z-et a I'(z)-beli két klikkhez. Igy minden ponton két klikk
megy at, azaz Osszesen 2n%/n = 2n ilyen n pontt klikkiink van, melyek
egymast nulla vagy egy pontban metszik. Harom ilyen klikk k6ziil mindig van
két diszjunkt, mert ellenkezs esetben a két klikk kozos pontjahoz tartozo I'(x)
graf két diszjunkt klikkje k6z6tt menne a harmadik klikk valamelyik éle. Ez
azt jelenti, hogy egy rogzitett klikket metsz6 klikkek paronként diszjunktak és
lefedik az 6sszes pontot. Ebbdl azonnal adodik, hogy a klikkek két osztalyba
sorolhatok és a graf La(n). [ ]

Jegyezziik meg, hogy n = 2,3-ra kozvetlenil lathatjuk az allitast, mig
n = 4-re van ellenpélda, az an. Shrikhande-graf, 1. B:3.13] Példa.
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8.3. Erdsen regularis grafok és blokkrendszerek

8.3.1. Tétel. Legyen I olyan erdsen requldris grdaf, amelyre A\ = p. Ekkor T’
szomszédsdgi mdtriza A = M tekinthetd egy négyzetes 2-(n, k, \) blokkrend-
szer illeszkedést mdtrizanak.

Bizonyitds. Mivel A = AT, igy
A% = AAT = (kK = NI+ \J,

és ez a matrixegyenlet pontosan azt fogalmazza meg, hogy A = M négyzetes
blokkrendszer illeszkedési méatrixa. |

8.3.2. Tétel. Legyen I' olyan erdsen requldris grdf, amelyre p = X\ + 2, és
legyen A a T szomszédsdgi mdtriza. Ekkor M = A+ I egy négyzetes 2-(n, k+
+ 1, X + 2) blokkrendszer illeszkedési mdtriza.

Bizonyitds. Most is M = MT, azaz

MMT = M? = (A4+1)? = A242A+1 = (k—\—2) —2A+(\+2)J+2A+1,

és mivel ez nem mas, mint (kK — XA — 1)I 4+ (A + 2)J, az allitas adodik. |
Jegyezziik meg, hogy ezeket az észrevételeket megfogalmazhatjuk a pola-

ritasok nyelvén is, hiszen a kapott blokkrendszerek illeszkedési matrixa auto-
matikusan szimmetrikus lesz.

8.3.3. Tétel. Akkor és csak akkor létezik olyan négyzetes (v,k,\) blokk-
rendszer, melynek van olyan polaritdsa, ahol semelyik pont sem illeszkedik a
hozzdrendelt blokkra, ha van (v, k, A\, \) paraméterd erdsen reguldris grdf.

Akkor és csak akkor létezik olyan négyzetes (v, k, \) blokkrendszer, amely-
nek van olyan polaritdsa, ahol mindegyik pont illeszkedik a hozzdrendelt blokk-
ra, ha van (v, k — 1, A — 2, \) paraméterd erésen requldris graf.

A bizonyitast 1. a 8.13. feladatban. ]

Talan érdemes megemliteni, hogy a mésodik esetre van motivalé geometriai
példa, harom (vagy altalaban paratlan) dimenzids projektiv térben vannak
an. nullpolaritasok (vagy szimplektikus polaritésok), amelyeknél minden pont
illeszkedik a neki megfelels polaris (hiper)sikra. Ilyenek segitségével kapjuk
pl. a W(q) 4altalanositott négyszogeket, 1. [40].

8.3.4. Tétel. Rogzitett A-ra csak véges sok pu = A-nak eleget tevd erdsen
requldris grdf létezik.

Bizonyitds. Egy ilyen graf nem lehet konferenciagraf, azaz a Integra-
litasi feltétel szerint k = A\ + u? kell legyen valamilyen u-ra, amely osztja \-t.
Mivel eszerint u < A, igy k < A(A+1) &s v < A2(A +2). [ ]
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Jegyezziik meg, hogy a bizonyitasban adott fels6 becslések élesek, ha A
primhatvany, akkor vannak is ilyen grafok 1. a Cameron—van Lint konyvet
[16].

A masik esetben, amikor y = A42 nem ismert hasonl6 végességi eredmény,
még \ = 0-ra sem, pedig ebben az esetben csak héarom grafot ismeriink.

Nézziik, hogyan hozhatok kapcsolatba bisikokkal ezek az erdsen regula-
ris grafok. Az Lo(4) graf és a Shrikhande-graf (16,6,2,2) paraméterd grafok,
igy ezek (nem-izomorf) negyedrendd (k = 6-os) bisikokat adnak. Masrészt a
Clebsch-graf (16,5,0,2) paramétert, igy 6 is negyedrendi bisikot ad meg. Mas
negyedrendt bisik nincs is.

A Gewirtz-graf (56,10,0,2) paramétert erGsen regularis graf igy 9-edrendd
bisikot hataroz meg. Ismert, hogy pontosan 4 nem-izomorf 9-edrendd bisik
van.

Egy maésik olyan témakor, ahol a blokkrendszerek elméletében erésen regu-
laris grafokat hasznalunk, a kvazireziduélis blokkrendszerek. Idézziik fel, hogy
egy négyzetes blokkrendszer rezidualisa a bel6le egy blokk (és annak Osszes
pontjai) torlésével kaphato blokkrendszer. Természetesen az eljaras proto-
tipusa az, ahogy projektiv sikboél affin sikot nyeriink. Ha egy blokkrendszer
valaminek a rezidualisa, akkor paramétereire teljesiil az r = k+ \ Gsszefliggés.

8.3.5. Definici6. Egy blokkrendszert kvdzirezidudlisnak neveziink, ha para-
métereire r = k + A. O

Természetesen a f6 kérdés az, hogy vajon egy kvézirezidualis blokkrendszer
reziduélisa-e valami méas blokkrendszernek. Koénnyt megmutatni, hogy A =1
esetén kvéazirezidualis blokkrendszer csak az affin sik lehet, az pedig projektiv
sik rezidudlisa. A = 2-re is igaz ez (ez a Hall-Connor-tétel, amelyet révidesen
bizonyitunk). A = 3-ra azonban méar nem igaz, hogy minden kvézirezidualis
blokkrendszer reziduéalis volna. Az alabbi Bhattacharyatol szarmazé példa
ellenpélda: a pontok halmaza {1,...,16}, a blokkokat pedig az alabbi tablazat
tartalmazza.

By = {1,2,7,8,14,15}
By = {3,5,7,8,11,13}
Bs = {2,3,8,9,13,16}
By = {3,5,8,9,12,14}
Bs = {1,6,7,9,12,13}
Bg = {2,5,7,10,13,15}
Br = {3,4,7,10,12,16}
Bg = {3,4,6,13,14,15}

By = {4,5,7,8,12,15}
Bio = {2,4,9,10,11,13}
By = {3,6,7,10,11,14}
Bis = {1,2,3,4,5,6}
Bis = {1,4,7,8,11,16}
B = {2,4,8,10,12,14}
Bis = {5,6,8,10,15,16}
Big = {1,6,8,10,12,13}

Bir = {1,2,3,11,12,15}
Bis = {2,6,7,9,14,16}

Big = {1,4,5,13,14,16}
Bso = {2,5,6,11,12,16}
Boyy = {1,3,9,10,15,16}
Bao = {4,6,8,9,11,15}

Bas = {1,5,9,10,11,14}

Boy = {11,12,13,14,15,16}
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Ekkor D egy (16,6,3) blokkrendszer, amely kvazirezidualis. Jegyezziik meg,
hogy annak, hogy egy ilyen blokkrendszer nem lehet négyzetes blokkrendszer
blokkreziduélisa a trivialis oka az, ha két blokk egymast t6bb, mint A pontban
metszi. Esetiinkben ezek a blokkok Bjs és Big, melyek 4 pontban metszik
egymast.

A jelen jegyzetben csak a A = 2 esetet vizsgaljuk meg részletesen, azonban
altalanos A-ra a helyzet nem annyira elszomorit6, mint azt a Bhattacharya-
féle példa alapjan gondolhatnank. Nevezetesen Bose, Shrikhande és Singhi
belattak az alabbi szép aszimptotikus eredményt.

8.3.6. Tétel. (Bose, Shrikhande, Singhi) Van olyan A-tdl figgs g(N),
hogy k > g(\) esetén minden kvdzirezidudlis blokkrendszer rezidudlis.

Konkrétan ¢(3) = 76-ot adtak meg, kiilonben pedig A > 10-re \*,
4 < X < 9-re A% nagysagrendd g(\)-t. Részletesen 1. az eredeti cikket [12].
A )\ = 2 eset részletes vizsgalatat kezdjiik az alabbi észrevétellel:

8.3.7. Tétel. Legyen D kvdzirezidudlis blokkrendszer, melyre A = 2. Ekkor
k(k+1 k+1)(k+2
_RERD e aog po EHDEHD)
2 2
Tovabbd két kiilonbozd blokknak 1 vagy 2 kbzds pontja van.
Bizonyitds. A paraméterek meghatarozasa trivialis (1. , csak a blokkok
metszetére vonatkozo allitast kell igazolnunk. Legyen B rogzitett blokk és

jeldlje n; a B-t ¢ pontban metsz8 blokkok szamat (i = 0,..., k). Ekkor a
variancia-triikkkot (négyzetes leszémlalést) alkalmazva kapjuk, hogy

Zm— (k+1)(k+2) -1,

Zmi =k(r—1)=k(k+1),
> (i = 1)ng = k(k = 1)(A = 1) = k(k — 1).
Itt az els6 egyenlet a blokkokat, a mésodik az illeszked6 pont-blokk, a har-
madik az illeszkedd pontpar-blokk parokat szamolja meg, ahol a széban forgo

pontok B-beliek, a blokkok B-t&l kiilonbo6zsek.
Atrendezéssel azt kapjuk, hogy

> (i—=1)(i —2)n; = 0.
Ebbél az latszik, hogy i # 1,2-re n; = 0, amint bizonyitani akartuk. (A har-

madik egyenletbsl az is kovetkezik, hogy no = k(k — 1)/2 és igy
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A most kévetkezd definicié a négyzetes blokkrendszer altalanositasa. Emlé-
keztetlink arra, hogy négyzetes (més szohasznélattal szimmetrikus) blokk-
rendszerben barmely két blokk metszete A volt.

8.3.8. Definicié. Egy blokkrendszer kvdziszimmetrikus, ha létezik két egész
szam ji11 és lo, hogy barmely két blokk p; vagy pe pontban metszi egymast.
Ezeket a blokkrendszer metszési szdmainak nevezziik. O

Ezzel a definicioval az el6z6 allitas azt mondja, hogy A = 2 paraméterd
kvazirezidualis blokkrendszer kvaziszimmetrikus és pu; = 1, po = 2. A kvazi-
szimmetrikus blokkrendszerek azért érdekesek, mert erdsen reguléris gréafot
tudunk definidlni segitségiikkel.

8.3.9. Tétel. Legyen D kvdziszimmetrikus blokkrendszer 1, po paraméterek-
kel. Legyen a T' grdf csiucsainak halmaza D blokkjainak halmaza és kdsstink
ossze két blokkot, ha metszetiik o elemd. Ekkor I erdsen reguldris.

Bizonyitds. Legyen M a D blokkrendszer illeszkedési méatrixa, A a tételbeli I’
szomszédsagi matrixa. Azt akarjuk belatni, hogy A? az A, I,.J kombinacioja.
Tegyiik fel, hogy uo > p1 (kiilonben attérhetiink a komplementerre). Ekkor
a I' graf A szomszédsagi matrixa nem més, mint

B 1
M2 — M1
Mivel MM7T = nI 4+ \J, ahol n = r — A, igy

A

(M"M — pyJ — (k — pa)I).

(MTM)?* = MT (nI + \J)M
=nMTM + \k?J.

Ily m6don
(na — p1)* A% = (MTM)? + pibJ + (k = pa)*I = (MM J + JM' M)
—2(k — )M M + 241 (k — 1) J.
Felhasznalva, hogy
MTMJ =rkJ = JIMTM;
(MTM)? = nMTM + NEJ,
és  MTM = (ug — p)A+mJ + (k- )l

azt talaljuk, hogy A2 eléall az erésen regularis grafoknal megszokott alakban,

vagyis
A% =l + A+ .
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Itt konkrétan
1

a=——"—=(nk- —(k—m)?),
(/~L2 _/J/1)2 ( ( :ul) ( :ul) )
1
B=———(n—2(k—m)),
(12 *#1)( ( V)
= ———— (np1 + AE® = 2ui7k)
g M_MI)Q( 11 prk)
Tehat I' valoban erdsen reguléris. |

A tételben szerepld I' grafot a blokkrendszer blokkgrdfjdnak szokas hivni.
8.3.10. K6vetkezmény. Steiner-rendszer blokkgrdfja erdsen reguldris. W

8.3.11. Tétel. (Hall-Connor) )\ = 2 paraméterd kvdzirezidudlis blokkrend-
szer rezidudlis, ha k # 6.

Bizonyitds. Azt mar lattuk, hogy egy ilyen blokkrendszer blokkgrafja erésen
reguléris, mert a blokkok 1 vagy 2 pontban metszik egymaést. Tekintsiik azt a
grafot, ahol két blokkot pontosan akkor kotiink 6ssze, ha metszetiik egypontu.
Ennek a paraméterei v = r(r—1)/2, k=2(r—2),A\=r—2, p=4. A v, k-ra
vonatkozo allitast a [8.3.71 Tétel bizonyitasanak a végén lattuk, a A-t, u-t az
el6z6 tételbdl lehet kiolvasni (1. 8.14. feladat). Ezek éppen a T'(r) triangularis
graf paraméterei, és ebbdl r # 8 esetén kévetkezik is, hogy a graf izomorf
T(r)-rel. Eszerint viszont megindexelhetjiik a blokkokat az S = {1,...,r}
halmaz kételemt részhalmazaival gy, hogy két blokk pontosan akkor metszi
egymést 1 pontban, ha a megfelel6 kételemi halmazok is egy pontban met-
szik egymast. Bovitsiikk D-t S elemeivel és tegyiik hozza a blokkokhoz S-et és
minden blokkhoz az 6t megindexel$ kételemii halmazt. Az eddig elmondot-
takbol konnyt latni, hogy igy négyzetes blokkrendszert kapunk \ = 2-vel és
az S-re vonatkoz6 blokkreziduélis éppen D. |

Megjegyzés. A k # 6 megszoritas nem sziikséges. Connor ugyanis megmu-
tatta, hogy nincsen 2-(21,6,2) paramétert blokkrendszer.

Hogy a bizonyitas teljes legyen, lassuk be, hogy a trianguléris grafokat
paramétereik meghatarozzak.

8.3.12. Tétel. Legyen I' egy

((;),m —2),r— 2,4)

paraméterd erdsen requldris grdaf. Ekkor I' izomorf a trianguldris griffal, ha
r > 8.

Bizonyitds. A bizonyitas nagyjabol az Lo(n) grafokra vonatkozod bizonyitast
koéveti, igy csak vazoljuk (részletesen 1. a 8.18. feladatot). Vegyiink egy x
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pontot, és tekintsiik a I'(z)-et. Ez egy 2(r —2) csticsu, (r — 2)-edfoka regularis
graf. Legyen y, z ennek két Ossze nem kotott pontja. Elgszor megmutatjuk,
hogy vy, z kozos szomszédainak m szama I'(z)-ben csak 3 vagy 2 lehet. Nyilvan
m < 3, hisz x kozds szomszéd T'-ban. Olyan csics amely y-nal (ill. z-vel) dssze
van kétve T'(z)-ben, de z-vel (ill. y-nal) nincs, pontosan r — 2 — m van. Igy
I'(x)-ben m — 2 olyan cstics van, amely sem y-nal, sem z-vel nincs dsszekotve.
Tehat 2 < m. Ha m = 3 volna, akkor tekintsiik azt a w pontot, amely sem
y-nal, sem z-vel nincs 6sszekotve. Mivel minden w-vel 6sszekotott cstics y-nal
vagy z-vel Ossze van kotve, igy r — 2 < 3 + 3, ellentmondaés.

Eszerint m = 2 mindig, azaz A = f‘(m) nem tartalmaz haromszoget. Azt
se nehéz latni, hogy A paros graf, részletesen 1. 8.18. feladat.

Ez azt jelenti, hogy minden z-re T'(x) két nagy (r — 2 méreti) klikket tar-
talmaz. Vegyiik hozza ezekhez az 2-et. Igy minden cstics benne van pontosan
két ,nagy” klikkben, melyeknek mérete r — 1. Ugyanez az okoskodas mutatja,
hogy minden él benne van egy nagy klikkben.

A nagy klikkek szama 2(3)/(r — 1) = r. Mivel barmely két nagy klikknek
legfeljebb egy k6z6s cstucsa van, igy pontosan egy van. Ha a ,nagy” klikkeket
pontoknak, a csiicsokat blokkoknak tekintiink, akkor egy 2-(r,2,1) blokkrend-
szert kapunk, amely nem lehet mas, mint az 0sszes par alkotta blokkrendszer,
ami megadja az izomorfizmust I" és a triangularis graf kézott. |

Jegyezziik meg, hogy igazabol elegendd az r # 8 feltétel is, az r < 7 esetek
elintézhetsk (1. 8.15. feladat).

Minden bisik legalabb egy rezidualis blokkrendszert hataroz meg, s ahhoz
a blokkrendszerhez tartozik egy blokkgraf. Noha a grafok egy végtelen csa-
ladhoz tartoznak, bisikok, mint lattuk csak a k = 3,4,5,6,9,11 és 13 értékekre
ismertek. A k = 5-6s bisik Hadamard-féle, blokkgrafja a Petersen-graf.

Még egy olyan nevezetes blokkrendszer-osztaly van, amely kvaziszimmetri-
kus. Nevezetesen ha egy D 3-rendszer bévitése egy E négyzetes blokkrend-
szernek, akkor ilyen (. 8.16. feladat). Ha visszaemléksziink, akkor a Came-
ron-tétel bizonyitésa ezt az észrevételt hasznalta.

Ebben a szakaszban tobb olyan tételt is lattunk, hogy bizonyos gréafokat
a paramétereik meghataroznak. Azonban az is tipikus volt, hogy bizonyos
kivételes paraméterekre ez nem volt igaz. Most egy olyan konstrukciot las-
sunk, amely mind a négyzethéld, mind a triangularis graf esetében alkalmas
a kivételes példak elgallitaséara.

A konstrukcio az 0. n. switching: Legyen Y a I' graf csucsainak egy hal-
maza. Ha két pont egyike Y-beli, mésika nincs Y-ban, akkor cseréljiik meg
Osszekotottségiiket (ha tehat él volt koztiik, akkor ne legyen, ha viszont nem
volt, akkor kossiik Gket 0ssze). Ne valtoztassunk semmit azon parok esetén,
ahol mindkét csiics Y-beli, vagy egyik sem.

Nyilvanvalo, hogy az Y-ra vonatkozo6 switching azonos a V(I')\ Y -ra vonat-
kozoval, tovabba ha el6bb Yi-re majd Ys-re végezziik el a switchinget, akkor
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az ugyanaz, mintha Y3 AYs-re végeznénk el egyszerre. Ily modon a switching
ekvivalencia-relaciot hoz létre. A switching-et lényegében Seidel vezette be,
és vizsgalta elGszor szisztematikusan. A motivacio az 4. n. 2-grafok témakore
volt, melyet G. Higman talalt ki a C'og sporadikus egyszert csoport 2-tranzitiv
hatasanak vizsgalatara. Késébb Seidel, Taylor és mésok vizsgaltak behatoan.
A 2-grafok k-regularis grafok (mint 1-(n,2, k)-rendszerek) bévitésével vannak
kapcsolatban, b&vebben 1. a 8.31. feladatsort.

8.3.13. Példa. Lassuk, hogyan kaphatjuk meg az . n. Shrikhande-grdfot.
Ezt az La(4) négyzethalo grafbol kaphatjuk meg switching segitségével, ha
Y-nak a négy diagonélis pontot valasztjuk. A Shrikhande-graf paraméterei
ugyanazok, mint az Lo(4)-é.

8.3.14. Példa. Most a T'(8) triangularis grafbol induljunk ki. Mivel a tri-
angularis grafok cstcsai egy nyolcelemii halmaz kételemi részhalmazai, az Y
halmaz pontjait tekinthetjiik egy a nyolc ponton értelmezett grafnak is, ha
minden part egy élnek gondolunk. Ily médon Y-nak az aldbbi harom graf
vélaszthato:

(1) egy 1-faktor (négy diszjunkt él);

(2) egy nyolc hosszi kor, végiil

(3) egy diszjunkt 6tszog és haromszog.
Mindegyik esetben a T'(8)-éval azonos (28,12,6,4) paramétertd erésen regularis
grafot kapunk. Ennek ellendrzése a 8.30. feladat.

A fenti példak mutatjak, hogy Lo(4) és T'(8) esetén nem véletleniil nem
miikodott a karakterizacios tételek bizonyitasa.
Fejezziik be ezt a fejezetet egy a témakdrre nézve tipikus tétellel.

8.3.15. Tétel. (Seidel) Azon erdsen reguldris grafok, melyeknek legkisebb
sajdatértéke —2, a kévetkezdk:

(a) T(m) trianguldris grdf, m > 5;

(b) Lo(m) négyzethdls grdf, m > 3;

(¢) CP(m) koktélpartigrdf, m > 2;

(d) a Petersen-grdf;

(e) a Clebsch-grdf komplementere;

(f) a Schiafli-grdf komplementere;

(9) a Shrikhande-grdf;

(h) a hdarom Chang-grdf.

A tételben szerepls grafokat egy kivétellel méar ismerjiik, ez a kivétel a

Schlafli-graf, mellyel a kovetkez szakaszban a szélmalom-tételben fogunk
megismerkedni.
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8.4. Erdsen regularis grafokkal kapcsolatos téte-
lek

8.4.1. Tétel. (,Szélmalom-tétel”) Legyen T' olyan nemiires grdf, amelyre az
alabbi megszoritds teljesil :
(%) Bdrmely {x,y} él benne van olyan {x,y,z} hdromszogben, amely azt
tudja, hogy minden tovdbbi csics x,y, z kézil pontosan eggyel van dsszekotve.
Ekkor T' az aldbbi grdfok valamelyike :

(a) egy csticsrol lelogs hdromszigek unidja (,,szélmalom”),
(b) hdrom specidlis graf valamelyike, ahol a csicsok szama 9, 15, illetve 27.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy I'-nak nincs olyan csiicsa, amely minden tovab-
bi cstcesal Gssze lenne kotve, mert akkor szélmalmunk kell legyen.

Ez a kiindul6 észrevétel az altalanos esetben is: legyen x a legnagyobb foka
cstcs. Az {x}UT'(x) altal feszitett részgraf szélmalom. Maris kovetkezik, hogy
x foka paros, azaz deg(z) = 2u (u > 1). Ha w = 1, akkor minden csucs foka
2, és a graf diszjunkt korok unioja. A feltételek miatt ez csak tgy lehet,
ha egyetlen haromszogiink van, amit viszont fentebb kizartunk. Tehat u >
> 2. Sorszamozzuk meg az x-rél lelogd haromszogeket: Th, ..., T, és legyen
T; = {‘Ta Yi,0, yi,l}a (Z =1,... 7u)'

Tekintsiink most egy olyan z # x cstcsot, amely nincs Osszekétve z-szel.
A (x) feltétel szerint z az y; o és y;1 kozil pontosan az egyikkel van Ossze-
kétve minden i = 1,...,u-ra. Igy a z pontot jellemezhetjiik egy u hosszt
0-1 vektorral, amelynek i-edik koordinataja ¢, ha z az y; .-nal van sszekot-
ve. Jeloljiik ezt a vektort v(z)-vel. Ezeknek a v(z) vektoroknak az alabbi
tulajdonsagai vannak (z mindig z-szel Gssze nem kotott cstucsot jeldl):

(1) Ha z és 2’ szomszédos, akkor v(z) és v(z') pontosan egy pozicioban
egyezik meg.

(2) Ha 2z és 2z’ nem szomszédos, de van olyan kozds szomszédjuk, amely
nincs Osszekotve x-szel, akkor v(z) és v(z') pontosan két pozicioban
nem egyezik meg.

(3) Ha z és 2’ nem szomszédos és minden kozds szomszédjuk Ossze van
kotve x-szel, akkor v(z) és v(z') megegyezik.

Lassuk mondjuk (1) bizonyitasat: Ebben az esetben a z és 2’ dssze vannak
kotve, igy z, 2’ benne vannak egy olyan haromszogben, amelynek valamelyik
csticsaval I' minden pontja Ossze van kétve, igy = is. Mivel = sem z-vel, sem
z'-vel nincs 6sszekotve, igy a haromszog harmadik csticsa kell = valamelyik
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szomszédja, mondjuk y; . legyen. z-nek és z’-nek nem lehet t6bb kozos szom-
szédja, hiszen az a z,2’,y; . haromszog két cstcsaval is Ossze lenne kotve. Ez
viszont pontosan azt jelenti, hogy v(z) és v(z’) pontosan az i-edik pozicioban
egyezik meg.

Teljesen hasonloan bizonyithato (2) és (3) is (1. 8. 1-2. feladatokat).

Tegyiik fel, hogy u > 3. Valasszunk egy z ¢ I'(xz) pontot. Ekkor z a
I'(z)-nek pontosan u pontjaval van dsszekotve, és ezek a szomszédok egymaés-
sal nincsenek 0Osszekotve. Mivel z szomszédai is valahany z-rél ,lelogd” ha-
romszoget alkotnak, igy deg(z) = 2u és z-nek pontosan u olyan szomszédja
van, amelyek nincsenek I'(x)-ben. Valasszunk ezek koziil egyet, mondjuk 2’-t.
Megismeételve ezt az eljarast z'-re, valasszuk ki annak egy (z-t6l kiilénb6z6)
2" szomszédjat, ami nincs T'(x)-ben. Az (1) bizonyitasaban hasznalt gondo-
latmenet (vagy maga (1)) azonnal adja, hogy z és z” nem lehetnek 6sszekotve.
Végiil valaszszunk egy negyedik 2" pontot, amely z”-vel van Osszekotve. A
z,2', 2", 2" at szomszédos pontjaihoz tartozéd vektorok pontosan egy koordi-
nataban egyeznek meg. Legyenek ezek a koordinatak az i-edik z, 2’ esetén,
a j-edik 2’, 2" esetén, végiil a k-adik z”, 2" esetén. Jegyezziik meg, hogy itt
i, j, k kiulonbozsek. Mivel (1), (2), (3) az Osszes lehetdséget kimeritik és a z-
hez és 2"’-hoz rendelt vektor csupan ezen harom koordinataban egyezik meg,
igy csak u = 3 vagy u — 2 = 3 lehet.

Osszefoglalva, u = 2,3,5 lehet csak.

Mindhérom esetben elegendd informécionk van ahhoz, hogy rekonstruéljuk
(egyértelmien) a grafot. ElGszor is jegyezziik meg, hogy a grafok 2u-adfoka
regulérisak, mint azt mar lényegében lattuk a bizonyitas soran. u = 2-re
a graf Lo(3) = K3 ® K3, vagyis a cstcsok egy 3 X 3-as matrix elemei, és
két cstucsot pontosan akkor kotiink Ossze, ha egy sorban vagy egy oszlop-
ban vannak. u = 3-ra a csticsok egy 6-elemi halmaz kételemi részhalmazai,
két cstics pontosan akkor szomszédos, ha a megfelel halmazok diszjunktak.
Természetesen nemcsak azt kell ellendrizniink, hogy ezek a grafok kielégitik
a feltételt, hanem az egyértelmiiséget is (1. 8.3. feladat). Végezetill az u =5
esetben annyit jegyziink meg, hogy a v(z) vektorok pontosan azok a vektorok
lesznek, amelyekben paros sok 1-es szerepel. Eszerint grafunk 14+10+16=27
ponti lesz. Ezt a grafot Schlifli-grdf nak nevezziik (1. 8.4. feladat). |

A szerepls kivételes grafok mind regulérisak, s6t ennél tobb is teljestil:
a (x) feltételben szereplé haromszog egyértelmi, azaz minden él pontosan
egy haromszogben van benne. Hasonloéan azt is lattuk a bizonyitas sorén,
hogy két 6ssze nem koététt pontnak pontosan u kdzos szomszédja van.

Eszerint a Tétel azt mondja, hogy (6u—3, 2u,1, u) paraméteri erésen
reguléris grafok csak az u = 2,3,5 esetben léteznek és a grafok egyértelmriek.
Val6ban, ez a korabbi ismereteinkbdl kovetkezik.

Nézziik, mit ad a [BI.11] feltétel a szélmalom-tétel kovetkezményére. A
grafokran = 6u — 3, k = 2u, A =1, u = u volt. szerint
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(Bu—1)(u—2)
u—+1
nemnegativ egész kell legyen. Ebbgl konnyen latszik, hogy u + 1 osztja 12-t,
azaz u = 2,3,5 vagy 11 lehet. Az els6 harom eset, mint tudjuk els is fordul, a
negyediket az abszolat korlat (1. zarja ki.
Egy szintén erésen regularis grafokkal kapcsolatos kérdést old meg az alab-
bi tétel:

3u—2F

8.4.2. Tétel. (,Baratsag-tétel”) Tegyiik fel, hogy egy n emberbdl dllé kézos-
ségben bdarmely két embernek pontosan eqy kézdés bardtja van. Ekkor n pd-
ratlan, és valamennyi n > 3 pdratlan szdmra van is ilyen grdf: a vi ember
mindenkinek a bardtja, a tobbiek kozil pedig vo; €s voir1 bardtok (minden
i-re) és mds nem.

Bizonyitds. Legyen G a grafunk, és minden x € G-re tekintsiik az x szomszé-
dainak G(z) halmazat. Ha u és v két kiilonb6z6 pont, akkor ezeket pontosan
egy G(x) fogja tartalmazni, mégpedig a kozds szomszédjukhoz tartozo. Igy
(V(G),{G(x) : x € V(G)} linearis tér, melyre v = b. Ha ez a linearis tér
degeneralt, akkor van egy |V (G)| — 1 ponta halmaz (ez lesz G(v1)), a tobbi
halmaz kételemd, ami azt jelenti, hogy a vi-et és a bel6le kiindulé éleket to-
rolve egy diszjunkt élekbdl allo grafot kapunk. Ez pontosan az, amit a tétel
allit. Ha a linearis tér projektiv sik, akkor a G szomszédsagi matrixa ennek
egy olyan szimmetrikus illeszkedési métrixa lenne, amelynek f6atlojaban csu-
pa nulla allna. Més széval ez egy olyan polaritast jelentene, aminek nincs
autokonjugalt pontja (vo. a 7.1. szakasszal). A [7.2.5] Kévetkezmény miatt ez
nem lehetséges. |

Lassunk egy olyan bizonyitast is a baratsidg-tételre, amely nem a linearis
terekre, hanem az erdsen regularis grafokrol tanultakra épit. Ezt csak vézla-
tosan nézziik meg. Ugyanakkor a bizonyitas 1ényege megegyezik az el6zGével.
ElGszor is nem nehéz belatni, hogy a feltételeknek megfelels grafban két nem
Osszekotott cstics foka azonos (és igy persze a graf reguléris, ha nincs olyan
pont, ami minden més ponttal Gssze lenne kotve). Ehhez legyen z,y két nem
Osszekotott cstcs, u ezek kozos szomszédja, u,, illetve u, pedig x és u, illetve
y és u kozos szomszédja. Ha tekintjik G(x) \ {u, uz}-et és G(y) \ {u, uy}-t,
akkor ezen két halmaz minden egyes pontjabol pontosan egy él megy a méa-
sikba. Tehat ezen halmazok egyforma elemszamuak, és igy x és y foka azonos.
Ha van olyan pont, ami minden mas ponttal 6ssze van kétve, akkor grafunk
a szélmalomgraf, kiilénben van egy A = p-nek eleget tevs er osen regularis
graf. Ilyen grafokra lattuk, hogy k& < A(A+ 1), azaz k < 2 és a graf csak a
haromszog lehet. |

A tétel ezen a néven Wilf egy 1971-es dolgozatédban szerepel G. Higmanra,
mint forrasra valoé hivatkozassal. Valosziniileg az igazi forras Erdds, Rényi és
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T. So6s 1966-0s ,,On a problem of graph theory” c. dolgozata, amely hason-
16, s6t némileg altalanosabb extremaélis kérdésekkel foglalkozik (Studia Sci.
Math. Hung. 1 (1966), 215-235). Az emlitett dolgozat néhany allitasat fel-
adatként is megtalalhatjuk a jelen fejezet végén. A tételre elemi (linearis
algebrat nem haszn4l6) bizonyitasok is sziilettek, tébbek kozott Hammersley,
Brunat és Huneke adott ilyet. A legelegansabb ilyen bizonyitas Hunekeé [35].
Folytassuk ezt a fejezetet egy kiillonosen szép graffal, mellyel valoszintleg
grafelméletbsl méar talalkoztunk 5 béségii r-regularis grafoknal. Ez az el6bb
emlitett Erdgs—Rényi—T. Sos dolgozat kérdéséhez is szorosan kapcsolodik.

8.4.3. Tétel. 5 bdségi r requldris grdfnak legaldbb r? + 1 csicsa van. Ha itt
egyenldség van, akkor r = 2,3,7 vagy 57 lehet.

Bizonyitds. Tekintslink egy csiicsot. Ennek r szomszédja van, amelyek mind
kiilonbozéek. Mivel a graf 5 béségi, ezen szomszédok szomszédai is paron-
ként kiilonbozéek, vagyis valoban van 147 +7(r —1) = r2 +1 cstics legalabb.
Két 6sszekotott cstcsnak nyilvan nincs kézos szomszédja, mert akkor lenne
haromszog. Ha viszont két Osszekotetlen pontot tekintiink, akkor az elézd
okoskodasban az egyenléség azt jelenti, hogy a mésodik cstcs az elsének ma-
sodszomszédja. Akkor viszont az els6 csticsnak pontosan egy olyan szomszédja
van, amelynek a masodik csiics szomszédja. Tehat a graf erésen regularis, pa-
raméterei: n =r2+ 1, k=7, A =0, 4 = 1. Az integralitasi feltétel azonnal
adja, hogy r = 2,3,7 vagy 57 lehet csak. |

Az r = 57 eset mind a mai napig megoldatlan, r = 2-re az O6tszog,
r = 3-ra a Petersen-graf az (egyértelmi) megoldas. r = 7-re a kovetkezs
. n. Hoffmann—-Singleton-grdf: azonositsuk PG(3,2) egyeneseit egy 7 elemii
halmaz rendezetlen harmasaival oly médon, hogy két egyenes pontosan akkor
legyen metszd, ha a megfelel6 harmasoknak pontosan egy k6zos eleme van.
A H graf csucsai a PG(3,2) 15 pontja és 35 egyenese (azaz a grafunk tényleg
50 pontt). A pontok paronként nem illeszkednek, egy pont akkor illeszke-
dik egy egyenesre, ha PG(3,2)-ben rajta van, két egyenes pedig akkor van
Osszekotve, ha a nekik megfeleltetett harmasok diszjunktak. A 8.20. feladat-
ban ellendrizhetjiik, hogy igy tényleg (50,7,0,1) paramétert ersen regularis
grafot kaptunk. A Hoffmann—Singleton-graf egy ettsl kiilonbozs elGallitasat
részletesen megtalalhatjuk [7]-ben.

A 6 bdségii eset ennél egyszertibb, ekkor a kovetkezs igaz.

8.4.4. Tétel. (Karteszi) 6 bdségii r reguldris grafnak legaldbb 2(r* —r + 1)
csucsa van. Ha itt eqyenldség van, akkor a grif eqy q = r — 1 rendd projektiv
stk illeszkedési grdfja, és persze megforditva.

Bizonyitds. Induljunk ki egy élbdl, és kezdjik el ennek két végpontjabol
(két irdnyban) felépiteni a grafot. Mivel a bdéség hat, ezért a két végpont
szomszédai és a szomszédok szomszédai is kiilonbozéek. Ez mindkét oldalon
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1+ (r—1)+(r—1)? pont, amibél az egyenlstlenség kovetkezik. Ha itt egyenld-
ség van, akkor megszinezhetjiik jol a csiicsokat két szinnel (ennek ellendrzése a
8.42. feladat). Mivel grafunk nem tartalmaz négy hossza kort, alkalmazhatjuk
Reiman Tételét, ami azt adja, hogy a graf projektiv sik illeszkedési
grafja kell legyen. (Csak emlékeztet6iil, az illeszkedési graf egyik osztalya a
pontoknak, a masik az egyeneseknek felel meg, az élek a pont-egyenes il-
leszkedéseket jelentik). Esetiinkben az élek szama 7(r2 — r + 1), ami pont
egyenldséget ad a kovetkezd [8.:4.5] Tételben. [ |

A teljesség kedvéért lassuk az el6z8 bizonyitas végén hasznalt Reimann-
tételt, a grafos megfogalmazéasban. Els¢ben tanultunk (1. Elekes [20]) egy Er-
d6stol szarmazé becslést négy hossza kort nem tartalmazo grafok élszamarol.
Abban az esetben, ha n cstucsu egyszert graf helyett olyan paros gréafokra
szoritkozunk, amelyek mindkét osztalyaban n csdics van, a szerepld korlat
éles lesz. A probléma ezen valtozatat Zarankiewicz problémajanak szoktak
nevezni.

8.4.5. Tétel. (Reiman) Legyen G olyan (egyszerd) pdros grdf, amelynek
mindkét osztalydban n csics van és nincs benne négy hosszu kér. Ekkor az
élek szdma legfeljebb

n
5(1 + V4n —3),
€s eqyenldség esetén a pdros grdaf projektiv sik illeszkedési grdfja.

Bizonyitds. Szamoljuk meg a ,cseresznyéket” (egy csticsbol kiindulé élparokat,
vagy V-bettiket) a paros grafban. Mivel paros grafban ez csak tgy helyezked-
het el, hogy a két élvégpont azonos osztilyban van, a

Z deg(x)(deg(z) — 1) < 2n(n—1)
zeV(G)

egyenlStlenséget kapjuk. Felhasznalva, hogy - cy () deg(z) = 2e, ahol e
az élek szamat jelenti, valamint alkalmazva a szamtani és négyzetes ko-
zép kozotti egyenlGtlenséget (vagy az x(x — 1) konvex fiiggvényre a Jensen-
egyenl6tlenséget), az

e —en—n*(n—1)<0

egyenlGtlenséget kapjuk, amibdl valéban a tételbeli egyenlStlenség kovetke-
zik e-re. Ha egyenléség van, akkor egyrészt a paros graf regularis, masrészt
barmely két, egy osztalyban levé ponthoz pontosan egy k6zos szomszéd van
a paros graf masik osztalyaban. Ez pont a projektiv sikok elsg két axidoméaja.
A projektiv sik a graf regularitdsa miatt r > 2-re nem lehet degeneralt. W

Gyorsan ellendrizziik, hogy projektiv sik illeszkedési grafjara tényleg egyen-
16ség van: n = ¢*>+q+1, e = (¢>+q+1)(¢+1), azaz a becslés %(1+2q+1),
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igy valoban fennéll az egyenlGség. Reiman-tételének egy linearis algebrai jel-
leg bizonyitasat megtalalhatjuk Karteszi konyvében, valamint a [6] cikkben,
ahol a Zarankiewicz probléméval kapcsolatban szamos tovabbi allitas, feladat
talalhato.

8.5. Tavolsagregularis grafok

Ebben a fejezetben az erdsen regularis grafok egy altalanositasaval foglalko-
zunk. Ez a fejezet nagyon véazlatos lesz, a témakorrsl a Brouwer, Cohen és
Neumaier altal irt Distance regular graphs cimd monografiabol [13] tudha-
tunk meg tébbet. Idézziik fel, hogy egy graf két csicsanak tavolsaga a koztiik
levé legrovidebb ut hossza (azaz élszama).

8.5.1. Definicio. Egy graf csucs-tranzitiv, ha automorfizmuscsoportja a csi-
csokon tranzitiv. A graf tdvolsdgtranzitiv, ha barmely olyan (u,v) és (z,y)
pontparra, amelyek tavolsidga ugyanaz (tehat d(x,y) = d(u,v)), van olyan
automorfizmus, amelyre v(u) = z,v(v) = y. O

Jegyezziik meg, hogy a tavolsagtranzitivitds gyengébb, mint a csiicsokon
valo 2-tranzitivitas (persze, mert akkor a graf teljes volna). Arra sem nehéz
példat mutatni, hogy a cstucstranzitivitasbol nem kovetkezik a tavolsagtran-
zitivitas (. 8.35. feladat).

A most kovetkezs definicio a tavolsdgregularis grafok elképzelését segiti,
a csicsokat a szélességi bejaras szerint csoportokra osztva. Az egyszertség
kedvéért ebben a fejezetben csak Osszefliggd grafokat vizsgalunk.

8.5.2. Definicié. Egy (0sszefiiggs) I' graf atmérGje a cstcsai kozott elfor-
dulé legnagyobb d tavolsidg. Legyen v a I' egy cstcsa és legyen

Ti(v) ={w : d(v,w) =i},

ahol 0 < <d. ATy(v),I'1(v)...,I'¢(v) halmazok a I' v-re vonatkozo tavol-
sagparticiojat adjak. |

Nem nehéz belatni (1. a 8.36. feladatot), hogy egy Osszefliggs, d atmérsji
T" graf pontosan akkor tavolsédgtranzitiv, ha cstucstranzitiv és barmely v cstcs
stabilizatora tranzitiv az adott v cstcshoz tartozo tavolsagparticio I';(v) hal-
mazain i = 1,...d-re.

Definialjuk a kovetkezs paramétereket.

8.5.3. Definicié. Legyen I' tavolsagtranzitiv graf, u és v két (tetszéleges)
cstcsa, amelyekre d(u,v) = k.
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Jelolje pﬁ ; azon csucsok szamat, amelyek u-t6l ¢, v-t6l pedig j tavolsagra
vannak. A tavolsdgtranzitivitas miatt ez nyilvan nem fiigg u, v valasztasatol.
ezeket a szdmokat metszési szdmnak szoktak nevezni. Az is vilagos, hogy
() p¥; =0, hai+j <k, vagy ha |i — j| > k, és p; ) > 0.

Ezek koziil a paraméterek koziil néhény fontos szerepet jatszik, igy ezekre
egyszeriibb jelolést alkalmazunk. Legyen a; = p; i, b; = pﬁﬂ’l és ¢; = Di—1,1-
Legyen tovabba k; = sz,z" A most bevezetett paraméterekre fennall, hogy
cik; = b;_1k;_1, tovabba az, hogy by > b1 > ... bg_1, és c1 < ...cq. Azt se
nehéz latni, hogy ¢; < bg—;. A b; és ¢; szamok sorozatat szokték a tavolsag-
tranzitiv grafok metszési tombjének nevezni. Szokték a ¢, a, b paramétereket
egy 3 X (d+ 1)-es tombbe (méatrixba) irni. Ekkor az elss sor elss és az utolsd
sor utolsd eleme helyett x all, mert ezek nem értelmesek.

Abban az esetben, ha a graf nem feltétlen tavolsagtranzitiv, de a fent be-
vezetett paraméterek jol definidltak (nem fliggnek a cstucsok valasztasatol), a
grafot tdvolsdgreguldrisnak nevezziik. O

Vegyiik észre, hogy a d = 2 esetben a tévolsagregularis grafok éppen az
Osszefiiggs erdsen regularis grafok.

A tévolsagregularitast egy masik, szintén az erGsen reguléris grafok altala-
nositasaként tekinthetd strukturaval, az asszociacios sémakkal is kapcsolatba
hozhatjuk. Mi csak a szimmetrikus esetet vizsgaljuk réviden.

8.5.4. Definicid. d osztdlyu asszocidcios sémdnak neveziink egy X alaphal-
mazt a rajta értelmezett d + 1 relacioval, ha ezekre az R;, (1 = 0,1,...,d)
relaciokra az alabbi tulajdonsagok teljesiilnek:

1. {Ro, Ry,..., R4} az X x X particidja,
2. Ry ={(z,z) : x € X} a diagonalis,

3. az R;-k szimmetrikusak, azaz (x,y) € R; esetén (y,z) € R;, minden
i-re és x,y € X-re,

4. barmely (z,y) € Ry-ra azon z € X-el szama, amelyekre (z,z) € R; és
(2,y) € Rj egy pf’j—val jelolt allando, amely csak i, j, k-tol fiigg, az z,y
valasztasatol nem.

Jelolje n | X |-et, és legyen n; = p?ﬂ-. Ekkor (X, R;) egyszerd grafot ad meg,
amelyben minden pont foka n;. a

A pk ; konstansokat itt is (az asszocidcios séma) metszési szimainak nevez-
ziik. Ez a definicié Bose és Shimamoto definici6ja, Delsarte ennél altaldnosabb
sémakat definialt, 6 a fentieket szimmetrikus asszociaciés sémanak nevezte.
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Azt mondhatjuk tehat, hogy az erésen regularis grafokbdl az R; relaciot
ugy definidlhatjuk, hogy (x,y) € R; pontosan akkor legyen, ha d(z,y) = i.
Nem nehéz ellendrizni, hogy igy asszociacios séméat kapunk. Megforditva, ha
egy asszociacids séma metszési szamaira a Definicioban szerepld (x)
feltételek teljesiilnek, akkor az R relacié tavolsagregularis grafot definial (1.
8.37. feladat).

A bevezetett metszési szamokra egyszertd leszamlalas ad tovabbi Oszefiig-
géseket. Az allitdsban d;; a szokéasos, vagyis d;; = 0, ha ¢ és j kiilonbozdk,
0i; = 1, ha azonosak.

8.5.5. Allitas. Asszocidcids séma metszési szamaira
1. pé,j = Ojk, p?,j = dijny, p?,j = p?,i;
2. Zzpfj =n;, Zj n; =n,
3. plime = plny,

4o PP = 30 Pl P
Bevezethetjiik az L;, ¢ = 0,...d, metszési matrixokat, amelyeket az

(Li)kj = P}

Osszefiiggés definidl. Ezekre Lo = I, és L;L; =), pf’ ;Li. Ennek ellendrzése
is része a 8.38. feladatnak.
Lassunk néhény példat tavolsagtranzitiv grafokra.

8.5.6. Példa. A H(d,q) Hamming-grdf csicsai Q¢ elemei, ahol |Q| = gq.
Két csiicsot akkor kotiink Ossze, ha a megfelel d hosszt sorozatok egyetlen
koordinataban térnek el (Hamming tavolsdguk 1, 1. majd a kodos fejezetben).
A ¢ = 2 esetben a hiperkockat kapjuk. A graf paraméterei ¢; = i, b; =
= (¢ —1)(d — i), &tmérdje d.

8.5.7. Példa. Legyen |X| = n. A J(n,m) Johnson-grdf csucsai az X hal-
maz m elemi részhalmazai, két csicsot (m elemd részhalmazt) él kot Gssze,
ha metszetiik m — 1 elemi. Ezek tehat a trianguléaris graf altalanositasai,
J(n,2) = T(n). A paraméterek: ¢; = %, b; = (m —i)(n — m — i), az atmérd
pedig m és n — m minimuma.

Be szoktak vezetni a Kneser-grafokat is, amelyekben a J(n,m) graf ma-
ximalis tavolsagu csicsait koti Ossze él. Ez tehat azt jelenti, hogy két Ossze-
kotott csies két diszjunkt m elemi részhalmaznak felel meg, ha n > 2m, és
n < 2m-re két olyan részhalmaznak, amelyeknek 2m — n kozos pontja van.
Nyilvan a komplementerképzés izomorfizmust ad meg, mind a Johnson, mind
a Kneser-grafok esetén, azaz n > 2m mindig feltehetd.

A harmadik nevezetes példank a Johnson-grafok vektortér megfelelsi
(g-analogjai).
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8.5.8. Példa. Legyen V n-dimenzios vektortér GF(q) felett. A Gr(n,m)
Grassmann-grdf cstucsai V' m-dimenziés alterei, két alteret él kot Ossze, ha
metszetitk (m — 1)-dimenziés. A graf paraméterei

12 . .
o = i 7 bi:qz”lm_z n—m-—i|
1 1 1

Itt persze [k] a korabban bevezetett Gauss-féle binomialis egyiitthatot jeloli,
az atmérd itt is m és n — m minimuma.

A fenti harom osztaly kozos tulajdonsiga, hogy egyrészt atmérgjik tet-
sz6legesen nagy lehet, mésrészt nemcsak tavolsagregularisak, hanem téavol-
sagtranzitivak is. Olyan grafcsalddra példat, ahol az atmérs tetszGlegesen
nagy lehet, de a graf nem tavolsadgtranzitiv, Van Dam és Koolen adtak. Ezen
grafok paraméterei megegyeznek a Grassmann-grafok paramétereivel, igy ne-
vezhetjiik Sket csavart Grassmann-grdfoknak is. A konstrukeiot 1. [54].

Jegyezziik meg, hogy valamennyi osztalybol asszocidcios sémat is szér-
maztathatunk, ahogy azt altalaban is lattuk. Ezek neve a megfelels graféval
egyezik meg, tehat beszéliink pl. Hamming sémarol.

Befejezésiil emlitsiik meg, hogy Bang, Dubickas, Koolen és Moulton belat-
tak Bannai és Ito sejtését: adott k > 2 fokszdmra csak véges sok tdvolsdgre-
guldris graf van.

A fejezet végén nagyon vazlatosan nézziik meg (inkabb csak érzékeltetjiik),
hogy a linearis algebrai eszk6zok itt is hasznalhatdak. Ehhez emlékeztetiink
arra, hogy A! elemei a csticsparok kozti ¢ hosszi sétaknak felelnek meg. Szokas
szerint A a (tavolsagregularis) graf szomszédsagi matrixa. Legyen tovabba
A; az i-tavolsag graf szomszédsagi matrixa, vagyis egy pozicibban pontosan
akkor legyen 1, ha a megfelel§ csiicsok tavolsaga i. Ezekre Ay = I és persze
Ag+A1+... Ay = J. Ekkor a kovetkezsket lathatjuk. Valamennyi bizonyitést
feladatnak hagyjuk.

8.5.9. Allitas. Ha T dsszefiiggd, dtmérdje d, akkor I, A, ... A% linedrisan
fiiggetlenek.

A metszési matrix elemeit felhasznélva konnyen kapjuk az alabbi allitast
is.
8.5.10. Allitas. Ha I tdvolsdgreguldris, akkor AA; = b;_1Ai_1 + a;A; +
1A, =1, ..., d—1. AAg=byg_ 1441+ aqAg és hasonldan AAg =
= agAg + c1A1. EbbSl azonnal kévetkezik, hogy A; az A-nak i-edfoki poli-
nomja.

8.5.11. Tétel. Ha T tavolsagreguldris grdf, a csiucsok foka k, az dtmérd d,
akkor Ay, ..., Aq bdzisa az A adjacencia algebrdjinak (vagy mds néven Bose-
Mesner algebrajanak), amely A hatvinyainak linedris kombindcioibol dll. Te-
hdt az algebra (d + 1)-dimenzids, igy I, Ay = A, ..., A% is bdzis.
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Az eddigiekbdl az kovetkezik, hogy A minimalpolinomja pontosan d + 1-
edfoku. Mivel A diagonalizalhato, a minimélpolinom minden gyoke egyszeres,
azaz d atmérdji tavolsagregularis grafnak pontosan d + 1 kiilonbozs sajat-
értéke van. Tekintsiik az A-val valo szorzast a Bose-Mesner algebra linearis

transzformaciojaként. Ha A-t az I, A; = A, ..., A bazisban frnank fel, akkor
olyan (d+ 1) x (d + 1)-es méatrixot kapnank, amelynek karakterisztikus poli-
nomja éppen A minimalpolinomja. Ha viszont az Ag, ..., Ay bazisban irjuk
fel, akkor [85.10] Tétel miatt a tridiagonalis

06010 0 ... 0

k a1 Co 0 ... 0

0 b1 ag C3 ... 0

B = .

00 ...bg—2 ag—1 cq
00 ... 0 byg_1aq

matrixot kapjuk. Mivel ez az A-val valo szorzas matrixa egy masik bazisban
felirva, a sajatértékeket ebbdl a tridiagonalis matrixbol is kiszamolhatjuk.
Ha megvannak a sajatértékek, akkor az erGsen reguléris grafokra vonatkozo
integralitési feltételhez hasonléan egyenletrendszert irhatunk fel a multiplici-
tasokra abbol, hogy mi Tr(A), Tr(A42),..., vagyis tavolsdgregularis grafokra
is lehet integralitasi feltételt talalni. Természetesen ez nehezebb, mint erésen
regularis grafokra, mert nem mésodfokid, hanem magasabbfoki egyenletet
kell(ene) megoldanunk. Ugyanakkor ez sok esetben nem reménytelen feladat,
pl. a Moore-grafok esetén ilyen médon megmutathatd, hogy csak a paratlan
korokre és a Hoffman—Singleton-tételben felsorolt grafokra lehet egyenldség.
Egy k-regularis d atmérdji graf csicsainak szamaran < 1+k+k(k—1)+.. .+
+ k(k — 1)1 teljesiil, hiszen az egyes tagok a graf tetsz6leges csticsdhoz tar-
tozd tavolsdgparticio elemeinek pontszaméat becslik feliilr6l. A Moore-grafok
pontosan ennyi csicsot tartalmaznak. A fenti negativ eredményt Damerell,
illetve Bannai és Ito latta be egymastol fiiggetleniil. Ez a 8.24. feladathoz is
kapcsolodik, ott a g paratlan esetben lehet hasonlé nemlétezési eredményt
mondani. Errél a kérdéskorrsl két folyamatosan frissiils 6sszefoglalé dolgozat
is talalhato az interneten az FElectronic Journal of Combinatorics oldalan:
Miller, Siran [46] és Exoo, Jajcay [23].

Jegyezziik meg, hogy szimmetrikus asszocidcios sémak esetén az R; re-
lacio is egy-egy grafot definidl. Ezen grafok szomszédsagi métrixara a fen-
tiekhez hasonl6 Osszefiiggések igazak, példaul az, hogy A;A; = >, pfyjAk.
Az Ay =1,A,,... A, altal generalt matrixalgebrat nevezik Bose-Mesner al-
gebranak. Ez az algebra kommutativ és olyan matrixokbol all, amelyekben
a f6atlo konstans. Mivel az A; matrixok felcserélhetSek, egyszerre diagona-
lizalhatoak, és ennek segitségével a Bose-Mesner algebranak felirhato egy
(egyértelmii) minimalis idempotensekbdl 4llo bazisa. Ennek vizsgalataval to-
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vabbi paramétereket, sziikséges feltételeket lehet taldlni az asszociacios séma
(illetve tavolsagregularis grafok létezésére), de ebbe mar nem megyiink be-
le. Annyit emlitsiink meg, hogy a Bose-Mesner algebra zart az elemenkénti
szorzasra (Schur-szorzas) is, amelyekbdl szintén tovabbi feltételek kaphatok.
Ilyenek példaul a Krein-feltételek, amelyekkel az erésen reguléaris grafoknél
maér talalkoztunk.

8.6. Feladatok

8.1. Bizonyitsuk be a (2) tulajdonsagot a Szélmalom-tételben.
8.2. Bizonyitsuk be a (3) tulajdonsagot a Szélmalom-tételben.
8.3. Mutassuk meg, hogy v = 2,3-ra a szélmalom-tételbeli kivételes grafok
egyértelmiek.
8.4. Lassuk be, hogy a Schlafli-graf (1. Szélmalom-tételt, egyértelm.
8.5. Igazoljuk, hogy erGsen regularis grafra p = 0 esetén G = rK,,.
8.6. Az A szomszédsagi matrixra A° elemei a szoban forgd pontokat 6sszekéts
s hosszu sétak szamat adjak.
8.7. Mely erésen regularis grafokra teljesiil k = r?
8.8. Igazoljuk, hogy a P(q) Paley-grafok erésen regularisak.
8.9. Lassuk be, hogy a 8.12.-ben megadott Clebsch-graf (16,5,0,2) paraméterd
erGsen regularis graf.
8.10. Lassuk be, hogy a 8.13.-ban megadott Gewirtz-graf (56,10,0,2) paramé-
terd erGsen regularis graf.
8.11. Igazoljuk, hogy 8.16. (Wielandt) bizonyitasaban r = k, s = —k esetén
a graf a létra, vagy annak komplementuma.
8.12. Mutassuk meg, hogy a Wielandt-tételben a 2. esetben s = 1 esetén a
Petersen-grafot (és csak azt) kapjuk.
8.13. Lassuk be az erésen regularis grafok és blokkrendszerek kapcsolatanak
polaritasos alakjat.
8.14. A Hall-Connor-tételben ellendrizziik A és p értékeét.
8.15. Igazoljuk, hogy r < 7-re a trianguléris graf egyértelmd.
8.16. Mutassuk meg, hogy négyzetes blokkrendszer bévitése kvaziszimmetri-
kus.
8.17. Mutassuk meg, hogy egy graf akkor és csak akkor ergsen reguléris, ha
szomszédsagl matrixat a j vektor ortogondlis kiegészitGjére megszoritva a
megszoritasnak pontosan két sajatértéke van.
8.18. Lassuk be, hogy bizonyitasaban a I paros.

(Utmutatas 1.: mutassuk meg, hogy nincs benne paratlan kor;

Utmutatas 2.: A Turan-tétel |[E(G)| < a(G)7(G) alakjaban mutassuk meg,
hogy a(G) = n kell legyen!)
8.19. Igazoljuk, hogy az abszolut korlat bizonyitasaban a keletkezs vektorok
paronként kiilonbozdek.
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8.20. Hoffmann—-Singleton-graf: bizonyitsuk be, hogy azonosithatjuk PG(3,2)
egyeneseit egy 7 elemi halmaz rendezetlen harmasaival oly mdédon, hogy két
egyenes pontosan akkor legyen metsz6, ha a megfelel6 harmasoknak pontosan
egy kozos eleme van.

8.21. Mutassuk meg, hogy a Hoffmann-Singleton-graf erésen reguléris.

8.22. Mit mondhatunk 6 bd&ségi, és a lehetd legkevesebb cstcsot tartalmazo
erGsen regularis grafrol?

8.23. Bizonyitsuk be, hogy adott r-re és g-re van r-regularis g béségii graf.
8.24. Egy r-regularis g béségi grafnak legalabb

T+r4r(r—1)4...+r@—1)973/2

csucsa van, ha g paratlan, legalabb

21+ (r—1)+... 4 (r—1)9=2/2)

csucsa, ha g paros.
8.25. Van olyan r-regularis g béségd graf, amelynek legfeljebb

r(r—19/(r—2)

cslicsa van.
8.26. Tegyiik fel, hogy egy n cstcsu grafban a maximalis fok n — 2, az 4tmérs
2. Mutassuk meg, hogy az élek szama legalabb 2n — 4. Keressiink is ilyen
grafokat.
8.27. Az el6z6 feladatban mi a helyzet, ha a maximaélis fok n — 3 vagy n — 4.
8.28.* Megint csak a 8.26.-nak megfelels a kérdés: ha n > 13 és a maximalis
fok n — ¢, 5 < ¢ <(n-+2)/2, akkor az élek szama legalabb 2n — 4.
8.29. Bizonyitsuk be, hogy a Shrikhande-graf (l. [8.3.13)) erésen regularis.
8.30. Bizonyitsuk be, hogy a Chang-grafok (1.[8.3.14) erdsen regularisak.
8.31. Reguldris 2-grdfnak egy X halmaz 3 elemt részhalmazainak egy olyan
B halmazat nevezziik, ha barmely négyelemti Y C X-re paros sok B-beli
halmaz része Y-nak. Egy 2-graf reguldris, ha 2-(n,3, \)-rendszer valamely \-
ra. Trivialis példak az Gsszes haromelemt részhalmaz alkotta 2-graf, valamint
az lires.

(a) HaT egy graf az X = V(I')-n, akkor azon 3 elemt halmazok B halmaza,
melyeken I'-nak péaratlan sok éle fesziil, 2-grafot alkotnak.

(b) minden 2-graf elsall az (a)-beli konstrukcioval.

(c) két graf pontosan akkor adja az (a)-beli konstrukcioval ugyanazt a
2-grafot, ha switching segitségével egymasba vihetdk.
8.32. Keressiink olyan Y ponthalmazt, amelyre vonatkozo switching a T'(5)-6t
atviszi a Petersen-grafba.
8.33. Mutassuk meg, hogy Lo(4), a Shrikhande-graf és a Clebsch-graf ugyan-
azon 2-(16,6,2) bisik kiilonb6z6 polaritasaink feleltethet meg.
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8.34. Gondoljuk meg a baratsiag-tétel vazlatos bizonyitasat!

8.35. Mutassuk meg, hogy a csiicstranzitivitasbol nem kovetkezik a tavolsag-
tranzitivitas!

8.36. A T Osszefiiggs, d atmérsjd graf akkor és csak akkor tavolsagtranzitiv,
ha cstcstranzitiv és automorfizmuscsoportja minden v cstcsra tranzitiv a
tavolsagparticiobeli I';(v)-k pontjain.

8.37. Ha asszociaciés séma metszési szamaira a[8.5.3| definicioban szerepls (x)
feltétel teljestil, akkor (X, Ry) tavolsagregularis.

8.38. Bizonyitsuk be [8.5.5]-t!

8.39. Bizonyitsuk be [8:5.9]-t!

8.40. Bizonyitsuk be [8:5.10}-t!

8.41. Bizonyitsuk be [8:5.11}-t!

8.42.* Mutassuk meg, hogy nincs 3 atmérdjd, k-regularis (k > 2) Moore-graf!



9. fejezet

Differenciahalmazok

9.1. Differenciahalmazok, multiplikdtorok

Miel6tt a differenciahalmazok elméletébe belemeriilnénk, lassuk azt a példat,
amellyel elkezd6dott a differenciahalmazok torténete. Tekintsiik a PG(2, q)
projektiv sikot. Ennek pontjai egy haromdimenzios GF(q) feletti vektortér
1-dimenzios alterei, az egyenesek pedig a 2-dimenzidés alterek. Ilyen harom
dimenzios vektortér példaul a GF(q®) véges test. Pontok tehat a nemnulla
testelemek ekvivalencia-osztalyai, ahol  ~ y, ha létezik 0 # X € GF(q),
amelyre Ax = y. Harom pont x,y, z akkor van egy egyenesen, ha alkalmas
A v € GF(q) elemekre Az + py = vz, vagy mas szavakkal két pont al-
tal meghatéarozott egyenes pontjai a két pont GF(g)-beli egylitthatos line-
aris kombinacioi. Vegyiik a GF(¢?) test multiplikativ csoportjanak egy w
generator-elemét (algebrabol tudjuk, hogy véges test multiplikativ csoport-
ja ciklikus), és tekintsiik a T, :  — aw leképezést. Ez bijekcio, és persze
kompatibilis a ~ relaciéval, igy a projektiv sik pontjain is bijekci6. Természe-
tesen a GF(q) feletti linearis fliggést sem befolyasolja a T,, alkalmazésa, azaz
egy egyenesbe es6 pontharmas egy egyenesbe es6 harmasba megy, és viszont.
Ez magyarul azt jelenti, hogy T, kollineacio. Mivel w generatorelem, T, a
pontokat egyetlen ciklusban permutalja. Tekintsiink egy egyenest, mondjuk
az L = {1 = W% w®, ... ,wi} egyenest. Mi lesz az LT, egyenes? Nem més,
mint az {w,w 1 ... wiaT!} halmaz. Hasonléan az LT/ halmaz is egyenes,
ami nem mas, mint {w/ Wit .. Wit} Az Tétel miatt T,,-nak
és valamennyi hatvanyanak ugyanannyi fixeleme van az egyeneseken, mint a
pontokon, igy T,, nemcsak a pontokat, hanem az egyeneseket is egy orbitban
permutélja. Ez azt jelenti, hogy LTY alakban minden egyenest megkapunk.
Nézziik meg, mit jelent ez az L-beli elemek kitevsire! Mivel két ponton at
megy egyenes, minden i-re létezik olyan j, hogy az 1,w’ pontok rajta vannak
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az LTY egyenesen. Ez azt jelenti, hogy van olyan iy, iy kitevs, melyre iy +j =
=0, i2 + j = i, azaz i1 — iy = 1. Masrészt pontosan egy ilyen 41,5 par van,
hiszen ha kett6 lenne, akkor két kiilonbo6z§ j-t is lehetne talalni, vagyis az 1 és
w* pontokon két kiilonb6z6 egyenes menne at. Igy tehat egy egyenes pontjai-
nak kitevéi a mod (¢%+g+1) additiv csoportban olyan (¢+1) elemti D halmazt
alkotnak, hogy barmely nemnulla csoportelem pontosan egyféleképpen all els
két D-beli elem kiilonbségeként. Innen ered a differenciahalmaz elnevezés. Ez
az észrevétel a projektiv sikok egy nagyon szép ciklikus reprezentacidjat teszi
lehetéve (1. a 9.1-2. feladatokat). Jegyezziik meg, hogy megfigyelésiink ekvi-
valens azzal, hogy a testre épitett sikok illeszkedési métrixa ciklikus alakra
hozhato. A most kovetkezd abra ezt a PG(2,4) esetben illusztralja. Konnyt
ellendrizni, hogy a modulo 21 ciklikus csoportban a 3,6,7,12,14 elemek olyan
halmazt alkotnak, hogy minden nemnulla elem pontosan egyszer all el§ kii-
l16nbségként. (A késGbbiekben ezt (21,5,1) paramétert differenciahalmaznak
nevezziik majd., 1. a[9.1.1] Definiciot.)

20 0 3

9.1. abra. A negyedrendi projektiv sik ciklikus modellje

Természetesen a fenti eljaras megismételhets PG(2, ¢) helyett a PG(n, q)
projektiv térre is. Persze ott az egyenesek szerepét a hipersikok veszik at, az-
az a PG, _1(n, q) blokkrendszert tekintjiik. Ezt Singer vette észre a harmin-
cas években és eredménye a differenciahalmazok vizsgalatanak kiindulépontja
lett.

Ezt a szituaciot fogjuk kicsit altalanosabban négyzetes blokkrendszerekre
megvizsgalni.
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Idézziik emlékezetiinkbe az 1. fejezetbdl a Burnside-lemmaét, valamint azo-
kat a tételeket , amelyek négyzetes illeszkedési struktirak au-
tomorfizmusainak pontokon és blokkokon valo hatasarol szélnak. Ezek tob-
bek kozott azt is maguk utan vonjak, hogy ha egy automorfizmuscsoport
egy négyzetes (és nemszingularis illeszkedési matrixa) illeszkedési struktira
pontjain regulérisan hat, akkor a blokkokon is automatikusan regularis. Mi
ilyen blokkrendszereket fogunk részletesebben szemiigyre venni.

9.1.1. Definici6. Legyen G (additivan irt) véges Abel-csoport. A D C G
részhalmazt (v, k, A) differencia halmaznak nevezziik, ha |G| = v, |D| = k,
és minden 0 # g € G-re pontosan A db olyan d,d’ € D par van, melyre
d—d =g. O

9.1.2. Definicié. Legyen G a D négyzetes blokkrendszer olyan automorfiz-
mus-csoportja, amely regularis a pontokon (és igy [1.2.17| miatt a blokkokon
is). Egy ilyen G-t Singer-csoportnak neveziink. a

9.1.3. Tétel. Legyen k < v, G pedig v elemi véges Abel-csoport. Pontosan
akkor létezik (v, k,\) paraméterd D C G differenciahalmaz, ha létezik olyan
D négyzetes 2-(v, k, \) blokkrendszer, amelynek G Singer-csoportja.

Bizonyitds. Legyen D C G differencia halmaz. Definidljuk a

D(D) = (P(D),B(D), €)

blokkrendszert a kévetkezSképpen: P(D) = G, B(D) = {D + g : g € G}.
Azonnal lathato, hogy D(D) négyzetes 2-(v, k, \) blokkrendszer és a G-vel
izomorf {1, : x = x+g¢g : g € G} csoport valoban regularis a pontokon.
Megforditva tegyiik fel, hogy D négyzetes blokkrendszer a G Singer-cso-
porttal. Mivel G regularis a pontokon, véilasszunk ki egy p alappontot és
minden mas pontot azonositsunk azzal a g € G csoportelemmel, amely p-t
ebbe a pontba viszi. Egy B alapblokk pontjaihoz ily médon tartozé csoport-
elemek egy D differenciahalmazt alkotnak a G csoportban. Legyen ugyanis
0# g € G. A pés pd pontok A darab blokkban vannak benne. Mivel G a
blokkokon is regularis, ezeket felirhatjuk B9,..., B9 alakban. A p9 pont
pontosan akkor van benne ezekben a blokkokban, ha p € (Bgf)f1 = B9i79,
A p alappont viszont akkor van benne a B9 ~9 blokkban, ha p9=9% € B. Ez
viszont éppen azt jelenti, hogy g A-féleképpen all el D-beli elemek kiilénb-
ségeként. |
Jegyezziik meg, hogy G Abelségét csak arra hasznaltuk, hogy ne kelljen

figyelni az Osszeadésok sorrendjére, a tétel nem-Abel G-re is igaz (1. 9.3.
feladat).
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9.1.4. Példa. A mod 7 additiv csoportban D = {0,1,3} differenciahalmaz,
a megfelels blokkrendszer a Fano-sik. Ezt a reprezentaciot mutatja a [1.2.8
Példa szamozasa. A mod 11 additiv csoportban a D = {1,3,4,5,9} differen-
ciahalmaz, a megfelel§ blokkrendszer Hadamard-féle (ez a Paley-konstrukeio,

L EZ3).

A Dbevezetében projektiv sikokra latott Singer-konstrukciot tételként is
megfogalmazzuk.

9.1.5. Tétel. (Singer) A modv additiv csoportban, ahol

v=(¢"""-1)/(¢g—1)

létezik differenciahalmaz a k = (¢" —1)/(¢—1), A = ("1 —=1)/(¢ — 1)
paraméterekkel. |

Jegyezziik meg, hogy vannak olyan differenciahalmazok, amelyek paramé-
tere megegyezik a Singer-félével, de az altaluk meghatarozott blokkrendszer
nem a projektiv tér. Természetesnek tiinik a kérdés, hogy mennyire egy—
egyértelmi a kapcsolat a blokkrendszer, a Singer-csoport és a differenciahal-
maz kozott. Két differenciahalmazt izomorfnak szoktak hivni, ha a megfelelé
D(D) blokkrendszerek izomorfak. Ebbl még az sem kovetkezik, hogy a meg-
felels csoportok izomorfak (1. 9.4. feladat). Ugyanazon csoport két differen-
ciahalmaza ekvivalens, ha van olyan csoport-automorfizmus, amely egyiket a
mésikba viszi. Kibler adott példat azonos csoportban izomorf, de nem ekvi-
valens differenciahalmazokra. Erdemes megemliteni, hogy ciklikus csoportok
esetén mindmaéig megoldatlan, hogy vannak-e izomorf, de nem ekvivalens dif-
ferenciahalmazok.

A differenciahalmazok konstrukcioit nem szaporitjuk, tobb végtelen csalad
ismert (McFarland, Spence, Hall és mésok konstruéltak ilyeneket), mi csak
egy mar latott csaladra és annak kozvetlen altalanositasaira szoritkozunk.

9.1.6. Tétel. A GF(q) test additiv csoportjdgban, ha ¢ = 3 (mod 4), a kvadrati-
kus maradékok differenciahalmazt alkotnak, a paraméterek

(q,(q —1)/2,(q—3)/4).

Ha q = 412 +1, t pdratlan, akkor a negyedik hatvdnymaradékok differenciahal-
mazt alkotnak, melynek paraméterei (q,(q—1)/4,(t*> —1)/4). Ha q = 4t* +9,
akkor a negyedik hatvdnymaradékok és a 0 differenciahalmazt alkotnak. M

A 9.5.-9.6. feladatokban belatjuk, hogy tényleg ezek a[0.1.6] Tételbeli dif-
ferenciahalmazok paraméterei, mig a 9.7-8. feladatok tovabbi konstrukcidkat
tartalmaznak. Jegyezziik meg, hogy ha mar tudjuk, hogy egy v elemt csoport-
ban egy k elemi részhalmaz differenciahalmazt alkot, akkor a A paraméter a

v—1= @ egyenletbdl szamithato.
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Legyen D C G differenciahalmaz. A {6 kérdés az, hogy tudunk-e tovabbi
automorfizmusokat taldlni D(D)-ben a G elemeivel valo eltolasokon kiviil.
Nézziik el6szor a Fano-sik példajat: itt G = C7, a pontok a mod 7 maradék-
osztalyok, a blokkok D = {1,2,4} eltoltjai és a 2-vel vald szorzas ilyen auto-
morfizmus lesz, (ami raadasul D-t dnmagéaba viszi). Az egyszeriiség kedvéért
mi csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor G Abel-csoport. A Fano-sik
esetében az .extra” automorfizmus egy a csoport rendjével vald szorzas volt.
Altalaban is ilyenszerd automorfizmusok létezését tudjuk garantalni. Lassuk
ugyanezt precizen:

9.1.7. Definicié. (M. Hall) Legyen D C G differenciahalmaz, G (additivan
irt) Abel-csoport, t egy |G|-hez relativ prim természetes szam. t-t (numeri-
kus) multiplikdtornak nevezziik, ha a t-vel valo szorzas a D(D) blokkrendszer
automorfizmusat indukalja. a

9.1.8. Megjegyzés. Szoktak nem-Abel (vagy nem ciklikus) csoportokat is
tekinteni, ekkor a multiplikdtorok nem természetes szdmok, hanem G olyan
automorfizmusai, amelyek a D(D) blokkrendszer automorfizmusat indukal-
jak. Ha Abel-csoport esetén az automorfizmus egy ¢ elemmel valo szorzas,
akkor t-t numerikus multiplikdtornak szoktak nevezni. Mi azonban csak ilyen
numerikus multiplikdtorokkal foglalkozunk, igy a numerikus jelz&t is elhagy-
juk. Jegyezziik meg, hogy ciklikus csoportok esetén minden multiplikdtor nu-
merikus.

Marshall Hall volt az els§, aki in. multiplikdtor-tételeket bizonyitott.
Ezek olyan tételek, amelyek valamely, csupan a blokkrendszer (ill. a differen-
ciahalmaz) paramétereibél elgallitott szamrol garantaljak, hogy & numerikus
multiplikdtor. A multiplikator-tételek differencia halmazok nemlétezésének
bizonyitasara hasznalhatok fel, valamint differenciahalmazok megkonstruéla-
sara ill. egyértelmiiségiik igazolasara. Ehhez segit az alabbi két észrevétel.

9.1.9. Tétel. 1) Minden multiplikdtor fixdlja D valamely eltoltjdt.
2) Ha G Abel és (v,k) = 1, akkor van olyan eltoltja a D differenciahal-
maznak, amelyet minden multiplikdtor fixdl.

Bizonyitds. 1) Minden multiplikitor fixalja a 0 elemet (az alappontot), igy
bc’ﬂ adédoan egy blokkot is. D(D) blokkjai pedig éppen D eltoltjai.
2) Legyen « a D differenciahalmaz 6sszes elemének 6sszege. Mivel (v, k) =
= 1, k-val tudunk osztani G-ben. Tekintsiikk a D' = D — a/k eltoltat. A D’
elemeinek Gsszege 0, mig D’ + g-¢é kg. Mivel a multiplikdtor automorfizmus,
olyan eltoltat, melyben az elemek 6sszege 0, ugyanilyenbe visz. A fenti ész-
revétel alapjan azonban ilyen csak maga a D’ van, hisz kg = 0-bél g = 0
kovetkezik. ]
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Most mar latjuk, hogy ha ismeriink néhany multiplikatort, akkor ezt a min-
den multiplikator altal fixalt blokkot (eltoltat) megprobalhatjuk felirni. Azt
talan jegyezziik meg, hogy a (v, k) = 1 feltétel nem hagyhato el, az (a, b, ¢, d)
altal generalt elemi Abel 2-csoportban a {0,a,b,c¢,d,a + b+ ¢ + d} halmaz
(16,6,2) differenciahalmaz, de egyetlen eltoltjat sem fixalja valamennyi mul-
tiplikator (persze itt a multiplikdtorok nem numerikusak).

Ezt a tételt hasznaltuk a abra, elkészitésekor, ott a 21 elemd ciklikus
csoportban azt a differenciahalmazt irtuk fel, amelyet a 2, mint multiplikator
fixal (az, hogy a 2 tényleg multiplikator, az els¢ multiplikator-tétel kovetkez-
ménye).

Miel6tt belatnank M. Hall és H.J. Ryser multiplikator-tételét, idézziik fel
a csoportgytirtd fogalmat. Legyen G (ezuttal multiplikativan irt!) csoport. A
Z|G] csoportgytiri elemei a } _ aqg alaki formélis dsszegek, ahol ag € Z.
A szorzas és Osszeadas miiveleteket a természetes modon értelmezziik Z[G]-n.

9.1.10. Jeldlés. Ha A=Y ;a9 € Z[G), akkor legyen AW =37 a,qg"
(azaz szemléletesen ez a ,tagonkénti hatvinyozds”).
Ha X C G, akkor X jeloli a csoportgyidrd deX g elemét.

9.1.11. Lemma. Legyen D differenciahalmaz a G multiplikativan irt Abel-
csoportban, valamint X € G. A XDV szorzatban a g € G csoportelem ag
egyiitthatdja éppen | X N (Dg)| (ahol persze Dg nem a csoportgydrd eleme,
hanem D eltoltja”, mely a megfeleld blokkrendszer blokkja).

Bizonyitds. A szoban forgo egyiitthaté éppen azt szamolja, hogy xd~! alak-
ban hanyszor all el g, ahol x € X, d € D. ]

9.1.12. Lemma. Ha egy négyzetes 2-(v, kN)-rendszer valamely k pontid S
ponthalmaza minden blokkot legaldbb A\ pontban metsz, akkor maga is blokk.

Bizonyitds. Elgszor gondoljuk meg, hogy van olyan blokk, amely A-nal t6bb
pontot tartalmaz S-bsél. Ha ugyanis minden blokk A pontban metszené S-et,
akkor x € S-re leszamolva az (y, B) parokat, ahol x € B, x # y € SN B, azt
kapnéank, hogy k(A — 1) = A(k — 1).

Vegyiik azt a B blokkot, amely a lehets legtobb pontot tartalmazza a mi
S ponthalmazunkbol. Feltehetjiik tehat, hogy |S N B| > A. Ha S # B, akkor
legyen x € B\ S. Az illeszkeds (p,B’) (p € SN B’, x € B’, B’ # B) parok
kétfele leszamlalasaval kapjuk, hogy (k — 1)A < Ak — |S N B|. Felhasznalva,
hogy |S N B| > X ez nem lehetséges, vagyis csak S = B lehetett.

Lassunk egy ennél elegansabb bizonyitast is. Jeldlje s; az S-et ¢ pont-
ban metsz6 egyenesek szamat. Nyilvan b; = 0, ha i < \ vagy i > k. Irjuk
fel a szokésos egyenleteket ezen b;-kre (az illeszkedd pont-egyenes, illetve a
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pontpar-egyenes paros leszdmolasabol):

> b =b(=v),

K2

> ibi =|S|r = k2,

2

> i = 1)b; = [S](IS] = DA

i

A harom egyenlet segitségével kiszamithatjuk, hogy

> (=N = k)bi) = k(Av — 1) — k(k — 1)) = 0. (9.1)

i

Felhasznaltuk, hogy négyzetes blokkrendszerre A(v—1) = k(k—1). Jegyezziik
meg, hogy igazabdl nem is lett volna sziikség szamolasra, hiszen az eredmény
S valasztasatol nem fiigg, igy ha S-nek egy blokkot valasztunk (ami teljesiti
a lemma feltételeit), akkor S-et minden blokk &k vagy A pontban metszi, azaz
az utols6 Osszeg minden tagja 0. Ha —ban egyenlGség van, akkor minden
b; = 0, kivéve bi-t és by-t. Ez més szoval azt jelenti, hogy minden blokk A
vagy k pontban metszi S-et. Ha minden blokk A pontban metszene, akkor
a mésodik egyenlet szerint \v = k? addédna, és ezt A\(v — 1) = k(k — 1)-gyel
Osszevetve A = k kovetkezne. Ez viszont nem lehetséges, vagyis a k metszési
szam is el6fordul, vagyis S maga egy blokk. |

9.1.13. Tétel. (M. Hall, H. J. Ryser, els6 multiplikator-tétel) Legyen
D C G differenciahalmaz a G Abel-csoportban, és legyen p azn = k— X\ olyan
primosztdja, amely relativ prim v = |G|-hez. Hap > A, akkor p multiplikdtora
D-nek.

Bizonyitds. Ez az egyszerii és elegans bizonyitas Alexander Pott-t6l szarma-
zik.

Jeloljiik D-vel a Z[G] csoportgytirti D = > 4ep @ elemét. A D pontosan
akkor differenciahalmaz, ha a DDV = AG + (k — A\)1 (Itt 1 a G csoport
semleges eleme). A D(?) = X valamely X C G-re. Azt szeretnénk megmu-
tatni, hogy X = D + g-vel valamely g € G-re. Ehhez az el6z8 lemma szerint
azt kéne belatni, hogy X minden blokkot legalabb A pontban metsz, ami az
utolsé el6tti lemma miatt azt jelenti, hogy X D(~Y-ben minden egyiitthato
legalabb A.

A triikk az, hogy attériink a GF(p)[G] csoportgytirtre. Mint megjegyeztiik,
ez nyilvan homomorfizmus, nem torténik mas, csak az egyiitthatokat modulo
p tekintjiikk. Ekkor viszont a p-edik hatvanyra emelés az egyiitthatokat nem
valtoztatja, azaz DP helyett irhatunk D®)-t.
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Tekintsiik tehat a X D(-YD® D=1 = DP D=1 szorzatot GF(p)[G]-ben.
Levalasztva egy D tényezét, DP~1(DD(~1)-et kapunk. A zarojelben szerep-
16 tag AG + (k — M1, de az utolsé tag 0 mod p. Igy a DPD(=Y szorzat
GF(p)[G]-ben ADP~1G. A csoportgytirti egy A elemét viszont nagyon koénnyti
megszorozni G-sal, az eredmény az A-beli egyiitthatok Osszege szorozva G-
sal. Eszerint DG = kG, D*G = k*G, s. 1. t. DP~1G = kP~'G. Mivel p nem
osztja k-t, a kis Fermat-tétel miatt k*~' = 1 (modulo p), azaz DPD(-1) = \G
a GF(p)[G]-ben.

Visszatérve a Z[G] csoportgyfirtire ez azt jelenti, hogy X D(Y_ben minden
egylitthato legalabb A (itt és csak itt hasznaljuk, hogy A < p), ami a tételt
megeléz§ lemmak miatt elég. |

Torténetileg M. Hall el6szor a A = 1 esetre (azaz projektiv sikok esetére,
és ciklikus Singer-csoportra) latta be a tételt. A p > X feltételt az ismert
bizonyitésok lényegesen kihasznaljak, de mindenki azt sejti, hogy ez csupan
technikai nehézség, valojaban k — A minden v-hez relativ prim primosztoja
multiplikdtor. Ennek a multiplikitor-sejtésnek a bizonyitasara sok erdfe-
szités tortént, s ezek eredményeként tobb komplikaltnak tiing, de jol hasznal-
hato multiplikator-tételt ismeriink. Ezekkel bizonyos A-nél kisebb p-krél is
kimutathato, hogy multiplikiatorok, a p > A feltételt azonban mindmaig nem
sikeriilt teljesen eliminélni. Az altalunk ismertetett Pott féle bizonyitas tipi-
kus abban az értelemben, hogy szinte valamennyi bizonyités a csoportgytirtt
hasznalja (M. Hall eredeti bizonyitasa is). A Pott-féle bizonyitas jo arra is,
hogy legalabb érzékeltethessiik a differenciahalmazoknal tipikus bizonyitasi
eljarasokat. Altalaban az torténik, hogy a csoportgytiriibeli egyenletre, mint
amilyen esetiinkben a

DDEY = \G + (k- M1

egyenlet, a G csoport karaktereit alkalmazzuk. G Abel-csoport 1évén ezek a
komplex egységgyokok multiplikativ csoportjaba vivé homomorfizmusok, igy
az alapegyenletbdl egy alkalmas korosztasi test algebrai egészei kdzotti egyen-
let adodik. Errél az egyenletrél algebrai szamelméleti mddszerekkel gyakran
lehet mondani valamit, és abbol t6bbszor tudunk informéciét nyerni magérol
az eredeti egyenletrdl.

Lassuk az eddigi eredmények néhany alkalmazasat differenciahalmazok
nemlétezésének bizonyitasara ill. differenciahalmazok konstrukciojara.

9.1.14. Példa. 1) Keressiink (37,9,2) differenciahalmazt. Ekkor a csoport
ciklikus, n = 7. Igy 7 multiplikator. Mivel van olyan D differenciahalmaz,
amelyet a 7-tel valo szorzas fixen hagy, és feltehetjiik, hogy 1 € D, igy D =
= {1,7,7%,...}. Ez tényleg differenciahalmaz, és persze lényegében egyértel-
m.

2) Keressiink (23,11,5) ill. (21,5,1) differenciahalmazt. L. a 9.11. feladatot.
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3) Nem létezik (31,10,3) differenciahalmaz. Valoban a 7 multiplikator és a
7 altal fixalt halmaznak (7 hatvanyai) tobb, mint tiz eleme lenne.

4) Nem létezik ciklikus (111,11,1) differenciahalmaz. Mind 2, mind 5 mul-
tiplikdtor lenne ugyanis, részletesen 1. a 9.12. feladatot.

9.1.15. Allitas. Nem létezik ciklikus projektiv sik, ha rendje oszthatd 6-tal.

Bizonyitds. Valoban, 2,3 multiplikitorok lennének, és lenne olyan D differen-
ciahalmaz, amelyre D = 2D = 3D. Ekkor viszont ¢, 2¢, 3c mind D-beli lenne,
ami nem lehet, mert 3¢ — 2¢ = 2¢ — c. |

Miel6tt a multiplikator-tétel(ek) alkalmazasait néznénk meg, lassunk két
tovabbi ilyen tételt.

9.1.16. Tétel. (masodik multiplikator-tétel, Menon; Arasu—Xiang)
Legyen D (v, k,\) differenciahalmaz a v* exponensi G véges Abel-csoport-
ban. Legyen t eqy a v-hez relativ prim egész szdm, és legyen ny osztdja n =
=k — A\-nak. Legyen ny = p$'...p% az ny torzstényezds felbontdsa és végiil
legyen ny = nqi/(v,m1). A p; primtényezékhoz definidljuk a g; szdmokat a
kévetkezdképp :

pi, ha p; nem osztja v-t;
g = li, hav* =plu;, (pi,u;) = 1. Tt l; olyan egész,
melyre (I;,p;) =1, ésl; Epfc (mod ;).

Tegyiik fel, hogy minden i-re van olyan f; egész szdm és s; multiplikdtor,
melyre siqu =t (mod v*). Hang > \ vagy ha a Z[G)-beli FF(~1) = (n/ny)?
egyenletnek csak a trividlis F = (n/n2)g megolddsai vannak (g € G), akkor ¢
multiplikdtor. [ |

Azt mindenképpen érdemes megjegyezni, hogy ebbdl az ijesztéen hang-
z6 tételbdl az elsé multiplikator-tétel azonnal kovetkezik. Erdemes ennek a
tételnek egy egyszertibb alakjat is megfogalmazni (torténetileg persze ez ke-
letkezett el@szor: ciklikus csoportokra Hall, dltalanosabban Menon igazolta).

9.1.17. Tétel. (Menon, Hall) Legyen D Abel-féle (v, k, \) differenciahal-
maz és legyen m > X\ olyan osztdja n-nek, amely relativ prim v-hez. Legyen
tovdbbd t olyan v-hez relativ prim egész, amely teljesiti a kévetkezd feltételt:
minden plm primre van olyan f, amelyre t = p/ (mod v*), ahol v* a G
exponense. Ekkor t (numerikus) multiplikdtor.

Ezek a tételek elsGsorban a nemciklikus esetben hasznosak, igy most mi
itt megéllunk.
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9.2. Feladatok

9.1. Nevezziik egy ¢2+q+1 oldalii szabalyos sokszog egy rész k-szogét teljesen
szabalytalannak, ha a cstucsai kozott fellepd tavolsagok mind kiilonbozdk.
Mutassuk meg, hogy £k < g+ 1 és k = g + 1 esetén a teljesen szabalytalan
részsokszog elforgatottjai egy projektiv sik egyenesei lesznek.

9.2. Mutassuk meg, hogy a el6z6 feladatban definiélt teljesen szabélytalan
részsokszog differenciahalmaznak felel meg a (g2 + ¢ + 1)-edrendt ciklikus
csoportban.

9.3. Terjessziik ki 9.3.-at a nem-Abel esetre.

9.4. Adjunk példat nem izomorf csoportokra, amelyek ugyanazt a blokkrend-
szert adjak meg.

9.5. Szamitsuk ki a négyzetelemek alkotta differenciahalmaz paramétereit.
9.6. Szamitsuk ki a negyedik hatvanyok alkotta differenciahalmaz paraméte-
reit.

9.7. McFarland konstrukci6: Legyen

d+1_1 d+1_1 d—l
v =qtt! (1+qq1 ) ,k:qdiqqil ,,\:qq‘l(rl.

Legyen tovabba E elemi Abel csoport (vektortér GF(q) felett), |E| = ¢4*!.
Tegyiik fel, hogy E egy olyan G csoport centrumaban van, amelynek rend-

je |G| = v. Legyenek tovabba Hy,...,H, az E hipersikjai (r = qd;iil),
tovabba legyenek ¢1,...,9, az E mellékosztalyainak reprezentansai. Ekkor

D =g HyU...Ug.H, az adott (v, k, \) paraméteri differenciahalmaz.
9.8. Mutassuk meg, hogy Cy x Cy x Cy x C3-ban a

(0000), (0001), (0002), (0020), (0101), (0031), (0132), (0200), (0212), (0220)
(0221), (0302), (1012), (1101), (1132), (1201), (1211), (1222), (1231)(1322)

elemek (96,20,4) differenciahalmazt alkotnak.

9.9. Legyen ¢ = s?, s primhatvany. Mutassuk meg, hogy egy ciklikus
g-adrendd projektiv siknak van s-edrendi részsikja (méghozzé egy ilyent a
ciklizalas szerinti (s2 — s + 1)-edik pontok adnak.

9.10. Tiikrozzik a 9.1. feladatbeli teljesen szabalytalan részsokszoget az ere-
deti (¢® + q + 1)-szdg egy tengelyére. Mutassuk meg, hogy az igy kapott
halmaznak nincs harom kollinearis pontja.

9.11. Keresstink (23,11,5) differenciahalmazt és ciklikus (21,5,1) differencia-
halmazt.

9.12. Igazoljuk, hogy nincs ciklikus (111,11,1) differenciahalmaz.

9.13. Mit ad az Tétel projektiv sikok polaritésaira?

9.14. (Bruen) Legyen B olyan ponthalmaz egy n-edrendd projektiv sikon,
amely minden egyenest metsz. Ekkor |B| > n + v/n + 1. Ha itt egyenlGség
van, akkor B pontjai egy y/n-edrendi részsikot alkotnak.
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9.15. (de Resmini) Legyen B olyan ponthalmaz egy n-edrendd négyzetes
blokkrendszerben, amely minden blokkot metsz. Ekkor |B| > (n+./g+X)/\.
9.16. (Drake) Ha 9.15.-ben egyenlGség van, akkor B pontjai egy +/n-rendil
négyzetes rész-blokkrendszer pontjai.

9.17*. Legyen n = ¢°. Ekkor n?4+n+1 = (¢®>+q+1)(¢*> —g+1). Tekintsiink egy
ciklikus n-edrendt projektiv sikot és azon a (g2 —gq+1)-gyel oszthat6 sorszamu
pontokat (azaz a (¢? + ¢ + 1)-edrendi részcsoport orbitjat). Mutassuk meg,
hogy ezek a pontok g-adrendii részsikot alkotnak!

9.17*. Legyen n = ¢°. Ekkor n?4+n+1 = (¢®>+q+1)(¢*> —q+1). Tekintsiink egy
ciklikus n-edrendti projektiv sikot és azon a (q>+q+1)-gyel oszthat6 sorszamu
pontokat (azaz a (¢? — q + 1)-edrendii részcsoport orbitjat). Mutassuk meg,
hogy ezen pontok k6z6tt nincs harom kollineéris!

9.18**. Terjessziik ki az el6z6 feladatot n dimenziora, azaz PG(n, ¢)-ra!






10. fejezet

Linearis koédok

10.1. Alapveté fogalmak, perfekt kédok

Az algebrai kddelmélet a kovetkez feladattal foglalkozik: tegyiik fel, hogy egy
lizenetet el szeretnénk juttatni egyik helyrsl a mésikra. Az a csatorna azon-
ban, amin az iizenetet tovabbitjuk, zajos: nem pontosan ugyanaz az lizenet
érkezik meg, mint amit elkiildtiink. Ahhoz, hogy a fogado ki tudja talalni az
eredeti lizenetet, azt redundanssa tessziik, s igy remélhetdleg még az elromlott
informaciobol is kitalalhato az eredeti. Szamitogépeknél gyakran hasznaljak
a ,paritasellenérzé bit™-et: az lizenet egy 0-1 sorozat, s a végére aszerint frunk
0-t vagy l-et, hogy az iizenetben paros vagy paratlan sok egyes volt. Alta-
laban az tizenetet (rogzitett hosszi) vektoroknak tekintjiik (valamely véges
test felett). Tipikus esetben a test a kételemt GF(2), de méas testek is szo-
ba johetnek (pl. ha szineket akarunk kodolni képpontokban). A kiildé tehat
kiindul egy m {izenetbdl, ezt valamilyen modon (redundénsan) kodolja egy
GF(q) feletti n hosszu v vektorra. A fogado v helyett egy w vektort kap. Ter-
mészetesen a két fél megallapodik a kodolasi eljarasban, igy a fogadd tudja,
hogy mik az értelmes {izenetek (pl. betiik). Ezutdn megkeresi azt az értelmes
iizenetet, amely a w-bdl a legkevesebb valtoztatassal kaphato, és ezt tekinti
a kiildott tizenetnek. Ezt a lépést dekddoldsnak nevezziik. (Ez persze jelentGs
egyszertisités, altalaban kiilonbozek lehetnek azon valészintségek, hogy egy
adott karakter egy adott méasikba megy at a csatornan. Egy lehetséges de-
kodolas, melyet maximum likelihood dekdédolasnak neveznek, azon v {izenet
megtalalasa, amelyre a legnagyobb annak a valoszingsége, hogy a beérkezett
w-t kapjuk.)

A jelen jegyzetben nem célunk a kodelmélet részletes targyalasa, elsGsor-
ban a Golay-kodok, és a beléliik kaphatoé Witt-féle blokkrendszerek bemuta-
tasa a célunk. Ezek mellett olyan kédokat mutatunk be, amelyek valamilyen
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szempontbol szimmetrikus struktirakhoz, projektiv terek nevezetes ponthal-
magzaihoz, példaul altereihez kapcsolédnak. Ennek megfelelGen csak egy-egy
kodot fogunk bemutatni, és a dekodolési algoritmusok leirasat (amelyek pe-
dig a gyakorlati alkalmazasok szempontjabol sorsdonté jelentdségtiek) teljesen
mell6zziik. Az eljaras preciz leirasdhoz sziikségiink van néhéany definiciora.

10.1.1. Definicio. Legyen @) egy ¢ elemii dbécé, V = Q" az n elemi soroza-
tok halmaza. V' két elemének Hamming-tdvolsdgan a két sorozat kiilonb6zé
koordinatainak szaméat értjiik. A V' részhalmazait kddnak nevezziik. Ha Q =
= GF(q), akkor Q™ = V(n,q) az n dimenzios vektortér GF(q) felett. Ennek
linearis altereit linedris kédnak nevezziik. A kodhoz tartozd sorozatokat ill.
vektorokat kddszavaknak nevezziikk. Az altér dimenzidja a kod dimenzidja,
n-et a kod hosszdanak hivjuk. A C kod minimdlis tdvolsdga a kiillonb6z6 kod-
szavak kozotti tavolsagok minimuma. Ha a kod lineéris (vagy additiv, azaz
@-n van egy csoportmiivelet és a kodhoz egy tetszGleges kddszot hozzaadva
visszakapjuk a kodot), akkor a kod minimdlis tdvolsdga a csupa nulla soro-
zattol (vektortol) szamitott legkisebb tavolsag. Linearis (ill. additiv) kodokra
ez persze megegyezik a kod minimalis sulyaval, mert a Hamming-tavolsag az
eltoldsokra nézve invarians. Ha tehat C egy k-dimenzios altér, és C' minimalis
stlya d, akkor C-t [n, k, d], kddnak nevezziik. Ha a C kod nem linearis, akkor
a k dimenzi6 helyett a kodszavak M = |C| szaméat tiintetjiik fel, a minimalis
stly helyett pedig a minimalis tavolsagot, igy ilyenkor (n, M, d),-kodrol be-
széliink. Persze linearis kodra M = ¢* volna. Abban az esetben, ha ¢ = 2, a
g indexet gyakran elhagyjuk. Két kodot (sziikebb értelemben) ekvivalensnek
neveziink, ha egyik a masikbol a koordinatak permutacidjaval kaphato. Line-
aris kodokra ezen feliil az ekvivalencianal meg szokas engedni egy koordinata
nemnulla testelemmel vald végigszorzasat is. |

Egy C kod e hibat képes (a természetes modon a legnagyobb valoszintség
elve alapjan, 1. a fejezet bevezetGjét) javitani, ha 2e < d. Az e-hibajavito
tulajdonsagot gy is megfogalmazhatjuk, hogy a kddszavak koré irt e sugara
gémbok diszjunktak legyenek.

10.1.2. Példa. Legyen a tovabbitand6 iizenet a ¢ = (ey,...,¢n—1) binaris
vektor. Tegyiik az iizenet végére a ¢, = Z?;ll ¢; paritdsbitet, igy a C' =
={c=(c1,...,¢cn): Y c; =0} kodot kapjuk. Ugyanezt megtehetjiik nagyobb
abécé felett, az utolso bit olyan legyen, hogy a kapott kddszoban a koordi-
natak osszege nulla legyen (ehhez persze az abécén kell legyen egy szép (pl.
csoport) Osszeadas miivelet. A fejezet bevezetésében a binéris esetben ezt mar
emlitettiik.

Ezt az Otletet altalanosan is alkalmazhatjuk, egyetlen ,paritasbit” helyett
akar tobb altalanositott paritasbitet (pl. a korabbi koordinatak lineéris kom-
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binaciojat) is hozzaftizhetiink az {izenethez. Az ilyen kodolast szokas sziszte-
matikusnak nevezni, mi az MDS kédoknal talalkozunk vele tjra.

Ebb6l maris megkaphatjuk az elsé nemtrivialis egyenlétlenséget a kod pa-
raméterei kozott, ez a Hamming-korldt (mas néven gombkitoltési korlat):

10.1.3. Tétel. Ha egy GF(q) test feletti (n, M, d) kdd e hibdt javit, akkor

M; (T;)(q— 1) <.

Bizonyitdas. A bal oldalon levs Gsszeg az e sugari gémbben levs vektorok
szamat adja meg. |

Azokat a koédokat, amelyekre a Tételben egyenléség teljesiil, per-
fektnek nevezziik. Ilyenkor tehat a kddszavak koré rajzolt e sugard gémbok
egyrétien és hézagtalanul kitoltik az n dimenzios GF(q) feletti vektorteret.
Mivel a perfekt kodok a lehetd legjobb kodok, igy fontos minél t&bb ilyet is-
merni. Erre a kérdésre nemsokara részletesebben is visszatériink. Lassuk els-
szOr a vilag legegyszeriibb sok hibat javitd perfekt kodjat, az ismétlés-kodot
(,Hat maga megbolondult, hat maga megbolondult, hogy mindent kétszer
mond, hogy mindent kétszer mond. ..”).

10.1.4. Definicié. [n,1,n] ismétlés-kddnak nevezziik az (1,...,1) altal gene-
ralt (egydimenzios) linearis kodot. O

Jegyezziik meg, hogy az ismétlés kod |n/2| hibat képes javitani, azaz pa-
ratlan n-re ezek a kodok perfektek. Trividlis perfekt kodnak szokték nevezni
ezen ismétlés kodokon feliil az egy kodszobol allo kodokat is.

A perfekt kodok létezésére szamos elemi feltétel ismert, rdadasul a bi-
naris esetben konnyen kapcsolatba hozhatok ¢-(v, k, A) blokkrendszerekkel.
Lassunk most néhany ilyen jellegti eredményt.

10.1.5. Allitas. Ha létezik n hosszi, perfekt e-hibajavité kéd q elemd dbécé
felett, akkor 3"5_, (T;) (q—1) osztdja q™-nek. Ha még q = p* primhatvdny is,
akkor -7 o () (g — 1)" = ¢" is teljesil.

Bizonyitds. A bizonyitast feladatnak (10.19.) hagyjuk. |
Erdemes megjegyezni, hogy ha ismerjiik egy kod [n, k, d], vagy (n, M, d),
paramétereit, akkor ennek alapjan automatikusan adodik, hogy a kod perfekt-
e (példaként a késébbi Hamming-, illetve Golay-kodos ilyen allitdst mondhat-
juk, 1. [10.1.17] és [10.2.6).
Tegyiik fel, hogy e hibat javité perfekt kdédunk tartalmazza a 0 vektort.
Ekkor minden e + 1 silya szohoz létezik olyan 2e + 1(= d) sulyu kodszo,
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amelytsl 6 e tavolsdgra van. Ebbdl azt kapjuk, hogy

er) (@ — D
Agey1 = (+1)(26+1)7

€
ahol Ag.1 a 2e + 1 sulya kodszavak szamat jeloli, igy egész szam.
Nagyjabol ugyanez az észrevétel adja binaris perfekt kodok és blokkrend-
szerek kapcsolatat is.

10.1.6. Allitas. Legyen C' bindris, n hosszi e-hibajavité kéd, melyre 0 € C',
Tekintsik pontnak a koordindta-pozicickat, blokknak pedig a (2e + 1) sulyd
(tehdt a minimdlis silyi) kddszavak tartoit. Ekkor egy (e + 1)-(n,2e + 1,1)
blokkrendszert (Steiner-rendszert) kapunk. [ |

A korabbi okfejtésbdl ez az allitas vilagos. Ekkor viszont alkalmazhatjuk a
t-rendszerek létezéséhez sziikséges oszthatoséagi feltételeket, amibdl azt kap-
juk, hogy az

(e*n%;fh)

, h=0,... e

szamok egészek. Ha h = 0-t helyettesitiink, akkor (¢ = 2-re) visszakapjuk a
korabbi Ag.41-re vonatkozo feltételt, mig ha h = e-t irunk, akkor azt kapjuk,
hogy ha létezik binaris perfekt e-hibajavito kod, akkor Zill egész kell legyen.

Vizsgaljuk meg a kis e-k értékét. Ha e = 1, akkor a Hamming-kédok

perfektek (1.[10.1.12), e = 2,3-ra viszont méas a helyzet.

10.1.7. Allitas. Nem-trividlis, bindris, 3-hibajavité perfekt kédok csak a
Golay-kodok lehetnek, azaz n = 23.

Bizonyitds. A 3 sugart gombben 1 +n+ (5) + (3) = 2% 526 van. Ebbdl az
(n+1)(n? — n +6) = 3- 28! egyenletet kapjuk. Modulo (n + 1) vizsgalva
a bal oldali masodik tényez6 8. Ha most (n + 1) oszthato lenne 16-tal, akkor
a méasodik tényezd 24-nek osztodja kell legyen, ami nem lehetséges. Ellenkezd
esetben viszont n + 1 osztdja 24-nek. A lehetdségek: n = 0,1,2, amihez nem
tartozik kéd, n = 3, ami egy egyetlen szébol allo trivialis koéd, n = 7, ami a
trivialis ismétlés kodnak felel meg (1. [10.1.12), végiil n = 23, ami a Golay-
kodnak felel meg (1. késébb [10.2.6)). |

Az e = 2 esetben bonyolultabb (szamelméleti) segédeszkézokre van sziik-
ségiink.

10.1.8. Allitas. Nincsen nemtrividlis, bindris, 2-hibajavité perfekt kéd.

Bizonyitds. A 2 sugari gdmbben most 1+n-+ (g) = 2% 526 van. Ezt atalakitva
a (2n+1)% = 2F+3 —7 diofantoszi egyenlethez jutunk. Szerencsére ezt algebrai
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szamelméleti eszkozokkel vizsgaltak és a megoldésok 2n+1 = 1,3,5,11 és 181.
Az n =90 eset az e + 1|n + 1 feltétel miatt kizdrhato, a tobbi eset vagy nem
felel meg kodnak, vagy trividlis kodot ad (példaul n = 5-re az ismétlés kodot,

o) .

A gyakorlatban a kodolassal két célunk van, egyrészt minél jobb hibajavito
képességet elérni, masrészt mindezt nem tul nagy kodhosszal. Vegyiik észre,
hogy a C' kéd dimenzidja a tovabbithaté lizenetek szaméval van kapcsolatban,
tehat k-t allandonak tekinthetjiik. A minimalis saly ugyancsak (4ltalaban
miiszaki feltételekbdl szamithato) konstans, igy fix k (vagy M) és d mellett
a lehetd legkisebb n-et szeretnénk elérni.

Miel6tt a linearis kodok vizsgalatara térnénk, lassunk egy ,,j6” nemlinearis
kodot.

Legyen H,, egy n-edrendii Hadamard-matrix. Cseréljiik ki a —1-eket 0-ra
H,-ben és —H,,-ben. Ezen két matrix sorai 2n darab n hosszu 0 — 1 vektort
adnak meg. Legyen a H Hadamard-kod ezen 2n vektor halmaza. Mivel egy
Hadamard-matrix két sora pontosan n/2 poziciéban tér el, konnyt latni, hogy
ezen a modon egy n/2 minimalis tavolsagu kodot kapunk (a részleteket 1. a
10.1. feladatban). Ez a kod azért érdekes, mert az n = 32 esetben éppen ezt
hasznalta 1969-ben a Mariner Mars-szonda. Lathato, hogy ebben az alkalma-
zésban a nagy hibajavito képesség volt 1ényeges, hisz pl. a dekodolés a Foldon
tortént, ami gyakorlatilag nem jelentett idébeli korlatozast. Hasonlo jellegt,
nagy minimalis tavolsagi nemlinearis koédot kaphatunk a Paley-matrixbol is
(1. 10.2. feladat.)

Természetes kérdés, hogy hogyan adhatunk meg linearis kédokat ? Elegen-
dé, ha C' egy bézisat adjuk meg. Ha ennek a bazisnak az elemeit egy matrix
soraiba irjuk, akkor igy a C kod egy generdtormdtrizdt kapjuk. Eszerint a
G generatorméatrixbdl a kodszavakat (C' elemeit) a sorok linearis kombina-
civjaként kapjuk meg. Erdemes megemliteni, hogy alkalmas bazist valasztva
mindig elérhetjiik, hogy a generdtormatrix els§ k oszlopidban egységmaétrix
legyen. Generatormaétrixszal adott linearis kodok esetén a kodolds nagyon
egyszeri, a kodolandd (k hosszu!!) lizenetet egyszertien megszorozzuk a G
métrixszal. Ha tehat el akarjuk donteni, hogy egy w € V(n, q) vektor hozza-
tartozik-e a C' kodhoz, akkor a w = xG egyenletet kellene megoldanunk. Ezt
egyszertibben is megtehetjiik, ha ismerjiik C' ortogonalis kiegészitGjét.

10.1.9. Definicid. Vezessiik be V(n,q) = V-n a szokasos skalaris szorzast,
azaz az X = (x1, ..., Tpn) ésy = (Y1, ..., Yn) vektorok skalaris szorzata legyen
(x,y) = Y, ziyi. A C kod dudlisa a C+ = {w € V : (w,x) = 0,Vx €
€ O} kod. Ha H a C+ dualis kod egy generdtormétrixa, akkor H-t a C kod
ellendrzd matrixanak nevezziik. |
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Ez azt jelenti, hogy H sorai ortogonalisak a kodszavakra, azaz C elemei
éppen azok az x vektorok, amelyekre xHT = 0 teljesiil. Azt is konnyt latni,
hogy (linearis) [n, k, d]4 kod duélisa linearis [n,n —k, d’], kod, alkalmas d'-re.
Ha egy kod generatormétrixa a kanonikus (I, A) alakban van adva, akkor az
ellenérz6 matrix felirhato (—AT I, ;) alakban (1. 10.21. feladat). Itt szokés
szerint I, az n X n-es egységmatrixot jeloli. Ha egy kod generatormatrixédnak
valamely oszlopaiban linearis leképezéssel el tudjuk érni, hogy egységmaétrix
keriiljon, akkor azt szoktdk mondani, hogy a kod szisztematikus ezeken a
helyeken. A ellenérz6 matrix elébbi felirasa azt mutatja, hogy ha egy linearis
koéd bizonyos k helyen szisztematikus, akkor a dualis kédja szisztematikus a
t6bbi helyeken.

Fontos megjegyzeni, hogy linearis kddokra két kod ekvivalencidjanak defi-
nialasakor a koordinatak permutalédsa mellett a koordinatak nemnulla teste-
lemmel val6 szorzasat is megengedtiik. (Meg lehetne engedni a testautomor-
fizmusok koordinatankénti alkalmazasat is, ezt azonban nem szoktak meg-
tenni.)

10.1.10. Definicié. Legyen n = (¢* —1)/(¢ — 1). Az [n,n — k| Hamming-
kdéd olyan kod melynek ellendrz6 matrixaban az oszlopok éppen a GF(q) test
feletti k hosszii nemnulla oszlopvektorok, méghozza, tgy, hogy két oszlop ne
legyen egymas konstansszorosa. (Ugy is mondhatnank, hogy az oszlopok a
PG(k — 1, ¢) pontjai(nak egy-egy reprezentansa).) O

A legegyszertibb ilyen kod a ¢ = 2, k = 3 esetnek megfelel§ binaris [7,4]
Hamming-kod. Ekkor az ellenérz6 matrix a

0001111
H=|0110011
1010101

Altalaban a binaris (¢ = 2) esetben az ellendrzé matrix oszlopai pontosan az
1,2,...,2F"1 szamok kettes szamrendszerben felirt alakjai.

A [7,4,3] Hamming-kodban a minimalis silyta vektorok egy 2-(7,3,1) Stei-
ner-rendszert alkotnak, azaz egy Fano-sikot. Igy ezt a legkisebb Hamming-
kodot tugy is elképzelhetjiik, hogy a kdédszavak 0, 1, valamint a Fano-sik egye-
neseinek (és azok komplementereinek) karakterisztikus vektorai. Szép feladat
megmutatni (1. 10.22 feladat), hogy a Allitas alapjan a Hamming-
kodokhoz tartozo Steiner-rendszer (STS) éppen a PGg_1(k,2) projektiv tér.
Megjegyezziik, hogy vannak nemlinearis perfekt 1-hibajavité kodok is, ilyene-
ket Vassiliev, Lindstrom és Schénheim konstrualtak (1. 10.12. feladat). Ezek-
b6l mas STS-eket is megkaphatunk.
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AlapvetSen fontos és meglehetGsen altaldnos észrevétel, hogy tetszéleges
linearis kédra a H ellenérzé matrixbol ki tudjuk olvasni a kdéd minimalis
tavolsagat.

10.1.11. Allitas. A C kdéd minimdlis tdvolsdga pontosan akkor d, ha az ellen-
0rz6 matriz barmely d — 1 oszlopa fiiggetlen, de van d olyan oszlop, amelyek
linedrisan dsszeftiggdk.

Bizonyitds. A kod egy d sulyu vektora éppen d oszlopra ad meg lineéris
Osszefiiggést. |

10.1.12. Tétel. A Hamming-kodok perfektek (minimdlis sulyuk 3).

Bizonyitds. Az ellen6rzé méatrix barmely két oszlopa fiiggetlen, de van ha-
rom Osszefiiggd oszlop, igy a minimaélis tavolsag 3. Az 1 sugari gémb mérete
1+n(g—1)=1+(¢"-1)=¢" M =q" %, azaz a Tételben valoban
egyenlGség van. |

10.1.13. Definici6. A Hamming-kédok dualis kodjat szimplex kddnak ne-
vezzik. A paraméterek tehat n = (¢™ —1)/(¢ — 1) és k =m. O

Ezen kédoknak szép geometriai leirdsa van, mely neviiket is magyarazza.
Generatormatrixuk egy m x n-es matrix, melyben a koordinéta-poziciok a
PG(m — 1, q) projektiv tér pontjainak feleltethet6k meg. Az egyes sorokban
azokon a helyeken van 0, ahol a projektiv térbeli pontnak valamelyik (az i.
sor esetén az i-edik) koordinataja 0. Ez ugyanigy igaz, ha a generatorméat-
rix sorai helyett azok egy linearis kombinaciojat vessziik. (A részleteket 1. a
10.23. feladatban.) Igy a 0, 1-t6l kiilénbz kodszavak stlya mind ugyanaz,
mégpedig ¢™~!. Az ilyen kédokat szoktak ekvidisztdns kodoknak nevezni.

Zarjuk a perfekt kodokrol szolo fejtegetéseinket a témakor fGtételével.

10.1.14. Tétel. (Tietdviinen, van Lint) Nem trividlis perfekt kod, amely
legaldbb két hibdt javit csak a bindris vagy ternér Golay-kdd lehet, ha az abécé
elemszama primhatvdny.

Mivel kevés perfekt kod van, fontos méas j6 kodosztalyokat ismerni. Ezek
gyakran olyanok, hogy valamilyen, a minimalis tavolsagra vonatkozo becslést
egyenlGséggel teljesitenek. Ilyen becslés példaul a kdvetkezd.

10.1.15. Tétel. (Singleton-korlat) Ha C linedris [n, k,d] kéd, akkor d <
<n-—k+1.

Bizonyitds. Mivel az ellen6rz6 matrix mérete (n— k) x n, igy rangja legfeljebb
(n — k), azaz (n — k)-nal tobb oszlop nem lehet fiiggetlen. [ |
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Jegyezziik meg, hogy a Singleton-korlat nemlinearis kodokra is kiterjeszt-
hets. Ha ugyanis egy d minimalis tavolsagi n hosszi kédban d — 1 koordi-
natat kitorliink (ezt kodelméletben ,lyukasztas™nak szoktak nevezni), akkor
két kiilonboz6 kodszobol nem kaphatjuk ugyanazt a vektort eredményiil. Igy
M < ¢ %1 hiszen a d — 1 koordinata torlése utan M kiilénb6zs, n —d + 1
hosszi szét kapunk.

10.1.16. Definicié. Ha a C linearis kodra d = n—k+1, akkor a kodot MDS
kodnak (Maximum Distance Separable) nevezziik. O

Az MDS kodokra sokaig sejtés volt, hogy hosszuk legfeljebb g + 1 (illetve
g+ 2 lehet, ha k = 3 vagy k = q — 2). Ezt, legalabbis abban az esetben, ha ¢
prim, nemrégiben Simeon Ball latta be.

10.1.17. Tétel. Ha q # 2 prim, akkor eqgqy MDS kéd hossza legfeljebb q + 1.

Az elnevezésben a ,maximum distance” arra utal, hogy a Singleton-korlat
egyenlGséggel teljesiil, a ,separable” pedig arra, hogy a kéd tetszSleges k he-
lyen szisztematikus, azaz a kodszavak szétvaghatok értékes és ellendrzé részre.

10.1.18. Allitas. MDS kéd dudlisa is MDS.

Bizonyitas. A duélis kod hossza n, dimenzidja n — k, igy azt kell belatnunk,
hogy minimaélis silya k+ 1. Legyen H a kod ellenérzé méatrixa, amely egyben
az ortogonalis kod generatormaétrixa. Legyenek hy, ..., h; a generatormatrix
sorai. Kellene, hogy A1h; + ... 4+ Aghy silya nagyobb, mint k. El6szor ezt
magukra a h;-kre lassuk be: ha h; silya legfeljebb k, akkor a legalabb n — k
olyan oszlop van H-ban, ahol 0 4ll az i-edik sorban. Ekkor viszont a megfeleld
(n—k) x (n—k)-as részméatrix determinansa 0, azaz az oszlopok Gsszefiiggsek,
ellentmondas. Tetszbleges linearis kombinaciora tgy térhetiink at, hogy a H-t
lecseréljiik egy olyan méatrixra, amelyben a linearis kombinécié éppen egy sor.
Eszerint C* minimalis stlya legalabb k + 1, akkor viszont a Singleton-korlat
szerint egyenl@ség kell alljon. |

Ez az allitas magyarazza azt, hogy a k = 3 eset mellett miért kivétel
k=q—2is.

10.1.19. Definicié. Jeloljik a lehets legrévidebb, d minimélis stalyu és k
dimenzios linearis kod hosszat M (d, k; ¢)-val. (Ez a jelolés nem standard, de
a jelen fejezetben mi ezt hasznaljuk.) O

Jegyezziik meg, hogy a Singleton-korlat ugy is irhato, hogy n > d+k —1,
azaz a|l0.1.19] Definicibban bevezetett M (d, k; ¢)-ra

M(d,k;q) > d+k—1
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teljestil és egyenlGség éppen az MDS kddokra all.
Lassunk példat MDS kodokra. Legyen a C kod ellenérzé matrixa a

ty ty ...ty
oo 212,12
U

ahol a t; elemek a GF(q) test paronként kiilonb6z6 nemnulla elemei. Ha ennek
a méatrixnak r + 1 oszlopat kivalasztjuk, akkor azok linearisan fiiggetlenek
(hiszen a megfelel§ aldeterminans Vandermonde tipusi), igy a H altal meg-
hatarozott kod n hosszt, k = n—r dimenziés és a fenti allitds miatt minimalis
stulya d = r + 1, vagyis valéban MDS.

Ezeknek a kodoknak (az un. Reed—Solomon (réviden RS) kodoknak) is
igen jelentSs gyakorlati alkalmazasai vannak, a kozismert CD-lejatszok ezt
hasznéljak, persze némileg megcsavarva (a ¢ = 28, (n,k,d) = (32,28,5), és
(28,24,5) valasztassal).

A Reed—Solomon-kodokat kicsit mas modon is megadhatjuk.

10.1.20. Definici6é. Legyen a = (aq,...,a,) a GF(q) test n darab paron-
ként kiilonboz6 elemébdl allo vektor. Legyen tovabba v = (v1,...,v,) olyan
rogzitett vektor, amelyre v; # 0 minden i = 1, ..., n-re. Legyen a GRSi(a, v)
kod az alabbi

GRSk(a,v) = {(vif(en),...onf(an)) = deg(f) <k}

Ezt a kodot dltaldnositott Reed—Solomon-kédnak nevezziik. Més szoval a k-
nal alacsonyabb foka polinomokat kiértékeljik az aq,...a, helyeken, majd
az eredményt koordinatanként megszorozzuk a v vektorral. ]

Mivel a k-nél kisebb foku polinomok k dimenziés vektorteret alkotnak,
azonnal kapjuk, hogy GRSy (a, v) valoban k-dimenzios lineéris kod. Az, hogy
GRSy (a, v) minimélis salya (és igy minimélis tavolsaga is) legalabb n — k +
+ 1 kénnyen koévetkezik abbol, hogy egy ennél kisebb stlya koédszo olyan f
polinombdl keletkezhetne, amely legalabb & helyen 0. Ilyen polinom viszont
csak a zérus polinom lehet.

10.1.21. Allitas. GRSi(a,v)*t = GRS, _x(a, V'), alkalmas v’ vektorra.

Bizonyitds. A v’ vektort a k = n — 1 eset alapjan keressiik meg (ez azt is
mutatja, hogy k-tol fiiggetleniil ugyanaz a v’ jo lesz). Mivel GRS,,_1(a,V)
MDS kod, igy dualisa GRS,,_i(a,v)’ is az. Ez viszont azt jelenti, hogy
GRS, _1(a, v)! minimalis tavolsaga n — 1 + 1 = n. Ha tehat ezt az 1 di-
menzios kodot v/ = (v],...,v}) generalja, akkor v} # 0, minden i-re. Felirva

e n
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azt, hogy v/ merdleges a GRS,,_1(a,v) kod egy bazisara, azt kapjuk, hogy

n
0:Zviv’»oﬂ 0<j<n—1.
i=1

Itt persze a j. egyenletben az 7 polinomot értékeltiik ki az a helyeken.

Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy a (viaf,...,v,af) vektor is ortogonalis a
(viad, ..., v, al) vektorra, ha s+t < n — 1. Mivel esetiinkben ¢t <n —k — 1,
s < k —1, ez tényleg teljestil. |

Jegyezziik meg, hogy ez az &llitas mutatja, hogy miért érdemes a Reed—
Solomon-kod helyett az (egyébként vele ekvivalens) altalanositott Reed—So-
lomon-kodokat vizsgalni: az ugyanis nem igaz, hogy RS koéd duélisa is RS
kod volna, GRS kdédokra viszont ez igaz.
egységgyokokbdl allt. Ha a n-edik primitiv egységgyok, akkor legyen a =
= (1,a,...,a" 1), a v vektor pedig legyen 1. Nem nehéz megmutatni, hogy
az igy definialt GRS kod dualisaban a v’ vektor maga az a, azaz ebben a
specialis esetben a GRS kod ellenérzé matrixa

1 « a? L. an!

1 o? at .. 2D
H =

1 ank Oé2(n7k) o a(nfk)(nfl)

Vandermonde tipust matrix. Ugy is elképzelhetjiik, hogy a ¢ = (co,c1,. ..,
cn_1) kodszavakat a c(z) = ¢y + 12 + ...c,_12" ! polinom irja le. Ha c-t
megszorozzuk a H i-edik soranak transzponaltjaval, akkor a kapott eredmény
éppen c(a?) lesz. Azaz a kddszavaknak megfelels polinomokra c(a) = c(a?) =
= ... = c(a™ k) = 0, vagyis (z — a)(x — a?) - (z — a"F)|c(z) teljesiil.
Masképpen, ez a specialis Reed-Solomon-kéd az (z —a)(z—a?) - - - (z—a"F)
polinom n-nél kisebb foku tobbszoroseibdl all. Ezt a speciélis példat picit
altalanosithatjuk, az (z — )(z —a?) - - - (x — o™~ %) helyett vehetjiik a g(x) =
= (r—at)(x—attl) - (z—a"*) polinom n-nél kisebb foki t&bbszordseit is.
Alkalmas v-re ezek is GRS kodok, igy specialisan MDS kodok. Ezek a kodok
motivaljak majd a ciklikus kodok bevezetését.

A Reed-Solomon-kodok kapcsan érdemes atismételni a masodéven BCH
koédokrol tanultakat. Ehhez a résztest feletti kodokat kell felidézziik. Legyen
F részteste K-nak, a bévités foka legyen mondjuk m. Legyen C a K test fe-
letti n hosszu kod. Ekkor két lehet&ségiink van C-bél F feletti kodot csinélni,
az egyik az, ha K elemeit I feletti m hosszi vektorokként felirjuk, és C kod-
szavaiban minden koordinatat egy ilyen m hosszi vektorral helyettesitiink.
Ezt tehat két kod konkatenacidja, beliilre az a trividlis kod keriil, amely az
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F™ minden elemét tartalmazza. Természetesen ez a feliras fligg attol, hogy
az F|K testb&vitésben milyen bazist valasztunk.

Szamunkra a mésik mod lesz érdekes: egyszeriien tekintsiik C' azon kod-
szavait, amelyeknek minden koordindtaja a kis F' testben van. Ezt a koédot
C|p-fel jelolhetjiik, és résztest részkodnak nevezziik. Vilagos, hogy egy ilyen
kod minimalis tavolsaga legaldbb C minimélis tévolsaga, és persze lineéris
kodbdl linearisat kapunk. Hogyan kaphatjuk meg C|p egy ellen6rzé matri-
xat? Ehhez felirjuk C ellen6rz8 métrixat H-t, majd minden elemét (amely
tehat K eleme) azzal az m hosszu oszlopvektorral helyettesitjik, amely az
felirdsa az F|K testbovités egy rogzitett bazisaban. Igy a H* matrixot kap-
juk. Ha C [n,k,d], kod volt, akkor H egy (n — k) X n-es matrix, igy H*
(n — k)m X n-es matrix lesz. A H* matrix jo ellendrz6 méatrixnak abbol a
szempontbol, hogy minden x € C|p-re xH*T = 0, de nem lesz feltétlen jo
abbol a szempontbol, hogy sorai nem biztos, hogy linearisan fiiggetlenek. Igy
a tényleges Ho-t H*-bol ugy kaphatjuk meg, hogy néhany sort torliink agy,
hogy a kapott matrix sorai linearisan fliggetlenek legyenek. Ezek a megfigye-
lések igazoljak az alabbi kévetkezményt.

10.1.22. Kévetkezmény. Ha C [n,k,d] kod K felett, K m-edfoki bovitése
F-nek, akkor C\p [n, ko, do]-kod F felett és dy > d, n—m(n—k) < ko < k.H

A BCH kodok is ilyen résztest részkodjai a fenti specidlis Reed—Solo-
mon-kodoknak, azaz a kodszavakat polinomként leirva tobbszorosei a g(x) =
= (z—a’)(x —a'tl) .- (z — a®~2) polinomnak. A korabbi (n — k)-bol lett
0 — 1, igy az RS kodok MDS volta a BCH kodokra az alabbi allitast adja.

10.1.23. Kovetkezmény. Az of, ottt ... a'T9=2 elemekhez tartozé BCH
kodokra d > 6.

Ez magyarazza, hogy a § paramétert tervezett tdvolsdgnak szoktédk nevezni.

Jegyezziik meg azt is, hogy g(z) a kis F' test feletti polinom, de az a po-
linom, aminek & tObbszordse, a nagy K test felett van definidlva. Ez persze
azt is jelenti, hogy g(z) nemcsak a felsorolt (z — /) tényezdkkel oszthato,
hanem az (z — a/9") tényezdkkel is, hiszen a g-adik hatvanyra emelés fixen
hagyja F elemeit (és automorfizmusa K-nak, s6t azt is tanultuk algebrabol,
hogy csak ezek a K olyan automorfizmusai, amelyek F' elemeit fixen hagy-
jak). Ha tehat egy 5 € K elem minimalpolinomjat akarjuk felirni, akkor kell
vegylik a 3, B9, ﬂqz, ... elemeket mindaddig, amig vissza nem kapjuk $-t. Ha
igy a (,8%,...,9 elemeket frtuk fel, akkor 8 minimalpolinomja mg(x) =
=ITi_,(z — B9") lesz. Ha pedig egy F[z]-beli polinom oszthaté (x — 3)-val,
akkor oszthato mg(x)-szel is. Eszerint az af, af*1, ... a*+°~2 elemekhez tarto-
z6 BCH kod g(x) generatorpolinomja a felsorolt elemek minimalpolinomjéanak
legkisebb k6z6s tobbszorose lesz.
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Talan itt érdemes megismerkedni a binaris Reed—Muller-kodokkal is, mert
azok konstrukci6ja hasonlé a GRS kdédokéhoz abban az értelemben, hogy
bizonyos (itt tobbvaltozos) fiiggvényeket értékeliink ki bizonyos helyeken (itt
egy hiperkocka pontjain).

10.1.24. Definici6é. Legyen H = {0,1}™ az m -dimenziés hiperkocka,
F = GF(2), V : Flz1,...,2,] — FH amely egy F polinomhoz annak a
hiperkockan felvett értékeit rendeli hozza. Legyen

RMp e ={V(f) : deg(f) < k,deg,,(f) <1}
Az igy kapott kdodot Reed—Muller-kddnak nevezziik. a

keltiik ki a hiperkockan. Ez elég, hiszen amiatt, hogy csak a 0,1 értékeket
helyettesitjiik a polinomokba, a V kiértékelés magtere,

ker V = (23 —z1,..., 2% — Tm),

a felsorolt polinomok é&ltal generélt idedl. Kénnytd meggondolni, hogy az
RM,, 1 kod linearis és dimenzidja E?:o (). Ez azon miulik, hogy a mul-
tilinedris polinomok k&zott a monomok, azaz az x;, -- - x;, alakd polinomok
fliggetlenek. Ez amiatt igaz, mert minden multilinearis polinom felirhat6é mo-
nomok Osszegeként, tovabba a H — K fiiggvények terének dimenzioja 2™,
hiszen ezt a teret generaljak azok a fiiggvények (polinomok, és igy multiline-
aris polinomok), amelyek a hiperkocka egy csticsaban 1, mindeniitt masutt 0
értéket vesznek fel.
A minimalis tavolsagot sem nehéz megadni Reed—Muller-kodokra.

10.1.25. Allitas. RM,, ; minimdlis tdvolsdga 2™ ".

Bizonyitds. Egyrészt a V(xy--- 1) silya pontosan 2™~%. Azt, hogy ennél
kisebb stlyt kodsz6 nem lehet, k-ra és m-re vonatkozé indukcioval lathatjuk
be, k& = 0-ra tetsz6leges m-re teljesiil, hogy a minimélis tavolsag 2. Ha
maéar k-nal kisebb foku vagy m-nél kevesebb valtozoés polinomokra tudjuk az
allitast, akkor tekintsiik a k-adfoka f multilinearis polinomot, és irjuk fel f =
= Zmg(T1,.. . Tm—-1)—h(x1,...2m_1) alakban, ahol deg(g) < k—1, deg(h) <
< k. Ha g vagy g + h azonosan nulla, akkor az indukcios feltevés miatt
2m—1=(k=1) glyan m—1 hosszi vektor van, amelyre f értéke nem nulla. Ezeket
az elsG esetben 1-gyel, a masodikban 0-val kiegészitve 2™~F olyan vektort
(a hiperkocka csiicsat) kapunk, ahol f nem nulla. Ha sem g, sem g + h nem
azonosan nulla, akkor x,, = 0-t helyettesitve a h, mig x,, = 1-et helyettesitve
a g —h (m — 1)-valtozos polinomokhoz keresiink olyan vektorokat, ahol 6k
nem nullak. Ez az indukcios feltétel miatt dsszesen 2m 1=k 4. gm—1—k — gm—Fk
olyan helyet jelent, ahol f nem nulla. |
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Abban is hasonlitanak a Reed—Muller-kdédok a Reed—Solomon-koédokra,
hogy dualisuk is hasonlé tipusi.

10.1.26. Allitas. RM;, , = RM, m—p1.

Bizonyitds. Azt kell ellenérizni, hogy RM,, r és RM,, m—r—1 egy bézisanak
elemei merdlegesek. Ez elég, hiszen

k

m—k—1
dimRM 0 = <:”) dimRM 1= (T)

i=0 i=0
amelyek Osszege 2™, azaz a multilinearis fiiggvények terének dimenzioja. A
legegyszertibb bézis elemei V(x;, ---x;,), s < k, illetve V(xj, ---x;,), t <
< m — k — 1 alakuaak. Két ilyen fliggvény szorzatiban nem fordulhat el§ az
Osszes valtozo, igy azon helyek szama, ahol a két fiiggvény szorzata 1, vagyis
azon helyek szdma ahol z;, = ...2;, = 1, z;, = ... = x;, = 1, biztosan
paros. (Konkrétan, ha a szorzatban m — h, h > 1 valtozo szerepel, akkor 2h.)
Eszerint a skalaris szorzat kiszamitasakor paros sokszor adunk ossze 1-et. B

A hiperkockara gondolhatunk a GF(2) feletti AG(m,2) affin térként is.
Ebben a szemléltetésben természetes az alterek karakterisztikus fliggvényeit
vizsgalni.

10.1.27. Allitas. Ha S legfeljebb k kodimenzids affin altere H-nak, akkor S
karakterisztikus vektora benne van az RM,, i kédban. Megforditva, az RM,, i
kodot generdljdak az ilyen alterek karakterisztikus vektoras.

Bizonyitds. Az S alteret elGallithatjuk hipersikok metszeteként. Egy ilyen hi-
persik egyenlete linearis, mondjuk a1z + ...amTym + @my1 = 0 alakda. A
hipersik karakterisztikus vektorat agy kapjuk meg, ha a a1x1 + ... amTm +
+ ams1 + 1 kifejezéseket Osszeszorozzuk és tekintjikk V(f)-et az igy kapott
f-re. Kifejtve a szorzatot, latjuk, hogy minden tag foka legfeljebb k. Megfor-
ditva, V' (z;, - - - x;,) nem maés, mint a H;Zl(xi]. +1) altal definialt s kodimen-
zios altér karakterisztikus vektora. |

Itt tehat tulajdonképp vettiik az affin tér k-dimenzios altereinek karakte-
risztikus vektorat, és az ezek altal generalt kodot vizsgaltuk. Ugyanezt meg
lehet tenni blokkrendszerek esetén is. Itt a blokkok karakterisztikus vektorai
altal generalt linearis kodot tekintjik, és a kapott kod vizsgalata sok informa-
ciot ad a blokkrendszerr6l. Abban az esetben, ha a struktira természetesen
beagyazhato g-adrend( térbe, szokték az illeszkedési matrix sorai altal GF(p)
felett generalt kodokat vizsgalni, ahol ¢ = p". Ezzel a témakorrel foglalkozik
Assmus és Key Designs and their codes cimi monografiaja [2].

Két nevezetes specialis esetben méar latott kodot kapunk vissza.

10.1.28. Példa. Tekintsiik az RM,, ,,,—2 kodot és lyukasszuk ki a (0, ...,0)-
nak megfelels helyen (azaz eldobjuk V' (f)-bél az f(0,...0) koordinatat). Nem
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nehéz meggondolni, hogy igy a [2"™ — 1,2 — 1 —m,3] paraméterd Hamming-
kodot kapjuk vissza.

Az RM,, 1-kéd specialis esete a fejezet elején targyalt Hadamard-kédoknak,
a paraméterek [2™ m + 1,2~ 1], Tekintsiik ugyanis azon fiiggvényeket, ame-
lyeknek nincs konstans tagjuk. Ekkor egy [2™,m,2™ — 1] kodot kapunk. Ha
itt atirjuk a 0-kat —1-re, akkor 2" x 2"-es Hadamard-matrixot kapunk. Az
is megmutathato, hogy ez éppen a Sylvester konstrukcioval (azaz 2 x 2-es
Hadamard-méatrix Kronecker-hatvanyozasaval) kaphat6 Hadamard-méatrix.

Erdemes meggondolni az el6z6 példak kapcsolatat szimplex kodokkal is (1.
a Allitast, illetve a 10.24. feladatot).

Ismerkedjiink meg végiil egy nagyon fontos kodosztallyal, a ciklikus kédok
osztalyaval.

10.1.29. Definici6. A C kodot ciklikusnak nevezziik, ha (co,...,cp—1) € C-
bél kovetkezik (¢,,—1,co,...,cn—2) € C. ]

Ezek a kddok legkényelmesebben polinomokkal irhatok le, mint a motlval()
RS kodos példaban. A (cy, ..., cy,—1)-nek feleltessiik meg a c(z) = >/~ 01 ¢z
polinomot. A ciklikus eltolas a kdvetkezGképpen irhato le a polinomok nyel-
vén: szorozzunk z-szel, majd az eredményt redukaljuk modulo (2™ —1). Esze-
rint minden polinomot érdemes a GF(q)[z]/(z™ — 1) faktorgytird elemének
tekinteni. A szavak tehat ezen polinomgytrd elemei, a kodok pedig polino-
mok bizonyos halmazai. Mivel a szoban forgd polinomok halmaza vektortér
is, a linearis ko6dok is természetesen lathatéak ebben a reprezentéiciéban.

10.1.30. Tétel. Egy C linedris kod pontosan akkor ciklikus, ha a megfeleld
polinomhalmaz idedl a GF(q)[z]/(z™ — 1) faktorgydriben.

Bizonyitds. Ez egyszertien azért igaz, mert tetszéleges polinommal val6 szor-
z4as visszavezethet$ az x-szel valo szorzéasra és a vektortér-miiveletekre. |

Mivel a GF(q)[z]/(z™ — 1) gytirt f6idealgytird, minden C' ciklikus kodhoz
talalhatunk egy g(x) generdtorpolinomot, amely nem mas, mint a legkisebb
foku C-beli (pl. egy fé’egyiitthatés) polinom. Ez a generatorpolinom egyér—
telmd, és osztoja kell legyen (2™ — 1)-nek, kiilénben ugyanis g(z) és (z™ — 1)
legnagyobb koz0s osztoja alacsonyabb foka C-beli polinom lenne. A g( )
egyutthatmbol kénnyen felirhatjuk a kod generatormatrixat is, ha g(z) =

= ZZ —o i, akkor

go g1 --- Gn—k 0O O0... 0

_ 0 go --- 9n—k—1 9n—k 0 e 0
G= 00... .0
00.. 9o 91 --- Gn—k
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lesz a generatormatrix. Az ellenérzé matrix megfelelGje a h(x) = (2 —1)/g(x)
ellendrzd polinom, a C' kodszavai éppen azok a polinomok, amelyeket h(z)-
szel megszorozva 0-t kapunk a GF(¢)[z]/(x™—1) gytrtben. Feladatként (10.3.
feladat) érdemes felirni az ellen6rzé matrixot is. Fontos megjegyezni, hogy a
g(x) altal generalt ciklikus kod duélisanak nem h(z), hanem annak reciprok-
polinomja, azaz h( %)xdeg(h) lesz a generatorpolinomja. Az eddig elmondot-
tak alapjan ciklikus kodok konstruédlasdhoz az =™ — 1 polinom GF(q) feletti
faktorizaciojat lenne jo ismerni. Ha tehat 2™ — 1 gyokeit (azaz az n-edik egy-
séggyokoket) nézem GF(q) egy bévitésében, akkor olyan gydkhalmazokat kell
tekinteni, amelyek a testb&vités automorfizmusaira nézve invaridnsak. Ha a
gyokoket a bvités egy primitiv n-edik egységgyokének hatvanyaival irjuk fel,
akkor ez pontosan azt jelenti, hogy a kitevk a ¢-val valé szorzésra zartak le-
gyenek. Emlékeztetiink, hogy a BCH kodokat is igy allitottuk els. Mivel BCH
kodok minimalis tavolsaga legalabb a § tervezett tavolsag, a BCH kodok mi-
nimalis tavolsadgara vonatkozé korlat ciklikus kddokra az aldbbit jelenti.

10.1.31. Kovetkezmény. (BCH-korlat) Legyen g(x) € GF(q)[z], g(z)|x™—1
a C ciklikus kdd generdtorpolinomja. Tekintsik g(x) gyokeit GF(q) egy olyan
K = GF(¢™) bovitésében, amely tartalmazza az n-edik egységgyokoket. Ha «
primitiv n-edik eqységgyik, és a-nak egymdst kévetd kitevdji & — 1 hatvdanya
mind gyoke g(x)-nek (tehdt valamilyen t-re az o, ..., a**°=2 elemek), akkor
C minimdlis sulya legaldbb §.

Az egyik legegyszeriibb eset, ha n = ¢ — 1, amikor nincs bévités. Ekkor pl.
vehetjiik egy primitiv elem elsé d hatvanyat. Igy a mar latott Reed-Solomon-
kodokat kapjuk vissza.

Egy maésik egyszert eset a kvadratikus maradék kodok esete. Tegyiik fel,
hogy n pératlan prim, és ¢ kvadratikus maradék mod n. (A ¢ = 2 esetrdl 1.
a 10.4. feladatot.) Legyen « egy primitiv n-edik egységgyok GF(¢) egy olyan
bévitésében, amely az 0sszes n-edik egységgyokot tartalmazza. Legyen

n—1

go(@) = [[@-a"), a@) =]]@-a).

i=1 j#£i2

Ekkor mind go, mind ¢g; GF(g)-beli egyiitthatos polinomok (ehhez kell az,
hogy ¢ kvadratikus maradék mod n), tovabba

" —1=(z—1)go(x)g1(x).

A C = ((go(z)) kodot hivjak kvadratikus maradék kodnak. Ezeket a kodo-
kat sokat vizsgalték (. pl. van Lint [58|, Par. 6.9.), mi majd csak egy specialis
esetben tériink vissza rajuk a Golay-kodokkal kapcsolatban. Egy példat min-
denképpen érdemes emliteni: ha ¢ = 2, n = 7, akkor

1= (z-1)(@*+z+1)(2>+2>+1),
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sa go(z) = (2% + o + 1) altal generalt kvadratikus maradék kod korabbi jo
ismergsiink, a (perfekt) [7,4,3] Hamming-kod.

Kvadratikus maradék kodok minimalis silyara az alabbi (messze nemtri-
vialis) eredmények ismertek. Ezt a tételt nem bizonyitjuk.

10.1.32. Tétel. Legyen C n hosszi kvadratikus maradék  kod.
Hac = (co,...,cn1) olyan w silyi kédszd, amelyre Y. ¢; # 0, akkor w? > n.
Han = -1 (mod 4), akkor d*> —d+1 > n.

10.2. A Golay-kédok

Miel6tt ratérnénk a Golay-kodok konstrukcidjara, lassunk egy nagyon egy-
szerd eljarast, amellyel kodokat hosszabba tehetiink. Ez nem mas, mint a
paritasellenérzé bit (1.10.1.2) altalanositasa.

10.2.1. Definicié. Ha C egy n hosszt kod a GF(q) abécé felett, akkor a C
kibovitett kod a

n+1
C ={(c1,¢2,...,Cnycns1) : (c1,¢2,...,¢y) € C’Zci =0}
i=1

kodszavakbol all. |

A legegyszeriibb a konstrukcié a binaris esetben, ekkor tényleg a pari-
tasellenérzé bit hozzabiggyesztésérdl van szd. Vilagos, hogy ha C' minimalis
tavolsaga d, és ez paratlan, akkor C-é d + 1 lesz. Szintén a binaris esetben
vildgos, hogy az ellenérz6 matrix minden sorat egy 0-val kell kibgviteni, és
egy 1j csupa egyesbdl allo sort kell még hozzéacsapni (1. részletesebben a 10.5.
feladatot).

Ezutan térjink at a binaris Golay-kodok egyértelmiiségének igazolasara.
A bizonyitashoz néhany egyszerid lemmat és egy linearis kodokra vonatkozo
konstrukciot kell felhasznaljunk.

10.2.2. Lemma. Legyenck x,y € GF(2)"™ olyan vektorok, amelyekre 4|w(x)
és 4lw(y). Ekkor x +y silya pontosan akkor oszthaté 4-gyel, ha x és'y
ortogondlis.

Bizonyitds. Jelolje ¢ azon helyek szaméat, ahol mindkét kddszoban egyes all.
Ekkor (x,y) = ¢ (mod 2) és w(x +y) = w(x) + w(y) — 2¢, tehat mindkét
allitas pontosan akkor igaz, ha ¢ paros. |

10.2.3. Definici6. Legyen C linearis [n, k, d]o-kod wg < 2d valamely ¢ kod-
sz6 sulya. Permutalva a koordinatékat feltehetd, hogy co = (1,...,1,0,...,0)
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alaku. Irjuk be co-t C' egy generatormatrixanak elsG soraba és egészitsiik ki
generatormétrixsza. Ekkor

1...10...0
o= (")

alaki lesz. A B méatrix (mely (k—1) X (n —wo) méretti) altal generalt kodot
nevezziik C' wg-ra vonatkozo rezidudlis kodjanak. a

10.2.4. Allitas. Az el6z6 definicid jeldléseit haszndlva a kapott rezidudlis
kod paraméterei [n — wo, k —1,d']2, ahol d' > d — 3.

Bizonyitds. Az els6 két paramétert konnytd meggondolni, a minimalis tavol-
sagot pedig az aldbbi moédon lathatjuk. Legyen a ¢ kodszo vetiilete az utolso
n — wy koordinatara w salyu. Ekkor ¢ a 0 és cg szavak egyikétdl legfeljebb
w52 tavolsagra van. Mivel ez legalabb d, valoban azt kapjuk, hogy d’ > d—
— 2. (Jegyezziik meg, hogy lényegében ugyanez mutatja, hogy a dimenzi6
csak 1-gyel csokken.) |

10.2.5. Lemma. A 0-t tartalmazo bindris perfekt kod silyeloszldsdt para-
méterer meghatdrozzdk.

Bizonyitds. Legyenek C paraméterei (n, M,d = 2e + 1). A perfektség miatt
minden x pontosan egy C-beli kodszotol lesz legfeljebb e tavolsagra. Egy ¢
sulyta kédszé esetén az x silya i —e és i+ e kozott kell legyen. Ebbdél az alabbi
rekurziét kapjuk:

n
<z> =Cii—eli—e+ ...+ CiAi+ ...+ CiipeAite,

ahol
E? n—(i—k)\ (i—k Vg ik (n—(i+ k)
Cii—k= ( ) ) ( . ), Ciivh= ( ) ( . ),
= k+7 J o \k+j j
hae <i<n-—e Mivel 49 =1, A; = ... = Ay. =0, ebbdl valamennyi A;
egyértelmiien kifejezhetd. |

A kapott rekurzi6 kicsit bonyolult, de érdemes a Hamming-kodokra konk-
rétan kiszamolni (1. 10.25. feladat). Specialisan ez azt adja, hogy a Hamming-
koédokkal azonos paramétert nemlinearis kodoknak is ugyanaz a silyeloszlasa,
mint a Hamming-kodoké. A fenti lemma igaz nembinaris kodokra is, 1. 10.30.
feladat.

10.2.6. Tétel. A [23,12,7] bindris Golay-kddok perfektek.
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Bizonyitds. L. a 10.6. feladatot, azt kell csak ellendrizni, hogy a 3 sugarta
goémbben 2 sz6 van. [ |

Hasonloan a Allitasban szerepls (23,2'2,7) kodok perfektek lévén a
stlyeloszlasuk kiszamolhato. Azt kapjuk, hogy Ay = Ass = 1, Ay = Ajg =
= 253, Ag = A15 = 506 és Aj; = Ao = 1288, a tobbi A; nulla. Ez nagyon
fontos lesz a Golay-kodok egyértelmiiségének bizonyitasaban.

10.2.7. Tétel. Legyen C egy 0O-t tartalmazd (24,2'2,8) kéd. Ekkor C (a koor-
dindtdk permutdcidjdatdl eltekintve) egyértelmd. Ezt az egyértelmd (linedris)
kodot Gay-gyel jeloljik.

Bizonyitds. Lyukasszuk ki C-t egy tetszéleges helyen. Ekkor egy (23,212.7)
kédot kapunk, ami perfekt. Ekkor viszont a kilyukasztott kodban csak, 0, 7, 8,
11, 12, 15, 16 és 23 stlyu szavak lehetnek a[10.2.5] Lemma utani megjegyzés
miatt. Igy az eredeti C-ben csak 0, 8, 12, 16 és 24 stlyt szavak lehettek,
méasképp ligyetlentil lyukasztva meg nem engedett stlyt kapnank (pl. egy
11 sulyu koédszot olyan helyen kilyukasztva, ahol egyes all, 10 silyd szot
kapnéank). Ugyanez elmondhato C helyett u+ C-re is, ahol u € C. Ez viszont
azt jelenti, hogy C-ben barmely két kodszo tavolsaga 0, 8, 12, 16, vagy 24
lehet. A[10.2.2] Lemma szerint ez azt is mutatja, hogy C barmely két kodszava
ortogonélis, azaz C' C C+. Ekkor persze (C) < C is teljesiil. Mivel |C| = 212
a (C) altér legalabb 12 dimenziés. Ugyanakkor viszont dim(C) < dim(Ct) =
= 24 — dim(C) miatt dim((C)) = 12 és C' = (C) kovetkezik. Kaptuk tehat,
hogy C 6nortogonalis, linearis [24,12,8]5 kod.

Képezziink rezidualis kodot egy 12 sulya cg kddszora vonatkozoan. A ka-
pott kod paraméterei a Lemma miatt [12,11, > 2], lesznek, azaz a
Singleton korlat miatt a minimalis tavolsag 2 és a kod MDS. Ez viszont csak
agy lehet, ha az ellenérz6 matrix (1,1,...,1) és ekkor a kod éppen a péaros
stlya szavakbol all. Igy a rezidualis kod generatormatrixa

1

.[11 ?
1

vagyis C generatormatrixa felirhato

11...10...00

0 1
0 A 111 .
0 1

alakban, ahol A egy 11 x 11-es matrix. Az els6 oszlopban a csupa 0-t ugy
érhetjiik el, hogy ha egyes lenne, akkor az adott sorhoz hozzdadjuk cp-at
(azaz az elsg sort).
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A bizonyitas végén az A matrix tulajdonsagait vessziik szemiigyre. Mivel
a minimélis siuly 8, A minden soraban legalabb 6 egyes van. 10 egyes viszont
nem lehet, mert akkor az adott sort az els6hoz adva 4 stulya k6dszo keletkezne.
Maésrészt viszont a kodszavak silyanak néggyel vald oszthatésdga miatt, ha
6-nal tobb egyes van, akkor legaldbb 10 is lenne. A barmely két soraban
a kozos egyesek szama 3. Ha legfeljebb 2 k6z6s egyes lenne, akkor a két sor
Osszegében legalabb 8 egyes lenne, amibdl ¢y hozzaadasaval legfeljebb 6 stulya
kodszot kapnank. Ha legalabb 4 kozos egyes lenne, akkor a két sor Osszege
megint legfeljebb 6 silytu kodszot adna.

Ez azt jelenti, hogy A egy 2-(11,6,3) paraméterd blokkrendszer illeszke-
dési méatrixa. Egy ilyen blokkrendszer komplementere a Allitas szerint
2-(11,5,2) blokkrendszer, azaz bisik. A bisikokrol szolo fejezetben Hussain-
grafokkal belattuk, hogy a k = 5-0s bisik egyértelmi, amibél a Golay-koédok
egyértelmiisége is adodik. Mivel a Paley-konstrukci6 ilyen bisikot ad meg, igy
ez a szoban forgo bisik. |

Ebbdl a bizonyitasbol az alabbi generatorméatrix adodik. Az hogy a méatrix
tényleg a megadott paramétereknek megfelels kodot ad meg vagy a bizonyi-
tasbol olvashato ki, vagy kozvetleniil is ellendrizhets (1. a 10.26. feladatot).

oo 01 23456789 10 00 012345678910

11000000O0OO0OO0CO0OCO0O11O011100O0T10O0
1010000000O00O0O0O110111000°1
10010000000O0O0O10110111000
1000100000O0O0O0OO0O1O011011100
100001000O0O0COO0OO0OO0O1O011011T10
100000100O0OO0CO0OO0OO0OO0OO0O1O011O0T1T11
1000000100O0O0O01O0O0CO01O011011
100000001 0O0O0O0C1100O0O1O011O01
1000000001 O0O0O0O11100010110
10000000001 0O0OO0O111O0001011
1000000O0OO0OO0OO0O1T01011100010O01
0o0o0o0oo000000O0OO0OO0O1TI1I1I111111111

Lassuk a Golay-kodok néhany més konstrukciojat. Minden esetben kulcs-
fontossagt, hogy belassuk azt, hogy a kod duplan paros (azaz minden kodszo
silya néggyel oszthato), valamint azt, hogy a kod ondualis (a konstrukci-
ok nagy része automatikusan linearis kodot ad). Mint azt a Lemma
mutatja, a duplan parossagot felhasznalhatjuk az 6ndualitas igazolasdhoz is.
Persze minden esetben ki kell zarjuk a 4 silya kodszavak 1étezését. A most
kovetkezs konstrukecié a Hamming-kédokbél indul ki.
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10.2.8. Példa. Ha C a binaris [7,4,3] Hamming-kodbol indulunk ki, akkor
C' 6ndualis [8,4,4] kod (1. 10.31. feladat).

Ezen Hamming-kodokra épitve is meg tudjuk konstrudlni a binaris Golay-
kodokat. Ez a konstrukcid6 Turyntdl ered. Induljunk ki a H binaris [7,4]
Hamming-k6dbol, melynek ellenérzé métrixa a

1100101
0010111
1001011

méatrix. Kénnyt latni, hogy H éppen a 0 sz6bol, az (1,1,0,1,0,0,0) sz6 hét cik-
likus eltoljtabol, valamint ezen szavak komplementumaibdl all. Legyen H* az
a kod, amelyet H-bol a szavak megforditasaval nyeriink, és legyen H* ennek
kibévitettje. Kénnyen ellendrizhets, hogy H és H* 8 hosszi, 4 dimenzios ko-
dok és H N H* = {0,1}. Idézziik fel, hogy mindkét kod minimalis stlya 4,
valamint hogy ¢ndualisak .

Legyen C' az alabbi 24 hosszt kod:

C={a+x,b+x,a+b+x) : abec Hxc H*}.

Ha a,b a H, x pedig a H* egy bézisat futja be, akkor igy C egy bézisat
kapjuk, azaz C egy [24,12] kod. A felsorolt vektorok paronként ortogonali-
sak (hiszen minden nyolcas darabjukban péros sok kozds egyes van), igy C
ondualis. A fenti bazisvektorok mindegyikének sulya 4-gyel oszthato, igy C
minden kodszavara ugyanez igaz, hiszen két kodszo Gsszegében az egyesek he-
lyének szimmetrikus differencidjanak megfelel§ poziciokban lesznek egyesek,
ennek mérete két néggyel oszthatd szam Osszege minusz a metszet méretének
kétszerese, de a metszet mérete az 6ndualitds miatt paros.

Most mar az lesz a célunk, hogy megmutassuk, hogy C' minimalis stlya 8.
Ehhez csak azt kell lassuk, hogy 4 stlyt sz6 nem lehet C-ben. Indirekte legyen
c=(at+x,b+x,a+b+x) egy 4 silya szo. Mindharom nyolcas blokkba
keriil§ szorész sulya péros, igy valamelyik nyolcas rész 0 kellene legyen. Mivel
H N H* = {0,1}, azt kapjuk, hogy x =0 (vagy x = 1.) Ha x = 0, akkor
mindharom nyolcas részben a H egy-egy szavat kapjuk. Mivel ezen részek
stulya 0 vagy legalabb négy és koziiliik legfeljebb egy lehet nullvektor, kapjuk,
hogy c sulya legalabb 8, ami ellentmondaés. |

A Go3 perfekt binaris Golay-kdd ezek utdn az utolsoé koordinata torlésével
(lyukasztas) keletkezik C' = Goy-bdl, ez tehat egy 23 hosszi, 12 dimenzios kod,
a minimalis suly pedig 7. A kordbban megadott generatormatrixbol tehat Gogz
generatorméatrixa az utols6 oszlop torlésével kaphato.

10.2.9. Megjegyzés. S. L. Snover 1973-ban belatta, hogy barmely (nem
feltétlen linedris) (23,2!2,7) kod ekvivalens C-vel.
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Lassuk a Golay-kédok néhany tovabbi elgallitasat!
Legyen ¢ = 2, n = 23. Ekkor

P11 = (z-1) (e +2'+2 428 +2d o+ 1) (2 2 O 2 2t ot a4 1).

Ha o primitiv 23-adik egységgyok (K = GF(2'!)-ben), akkor a két ténye-
26 egyikének gydkei o, o, o, af, a0 a2 = a?,a'®, a3 = a3, 0?0 = a3, ab,
a'?, a mésik tényezd gydkei ezek inverzei. Tehat a masik tényezd az 21 g(1/x)
polinom, amint azt a kitevékon latjuk. Tekintsiik a g(x) altal generalt G ko-
dot, amely g(x) legfeljebb 22 foku t6bbszorsseibdl all. Ehhez a szavak végére
paritasbitet biggyesztve kapjuk a G kodot. A BCH-korlat (1. Kévet-
kezmény) azonnal adja, hogy G minimalis tavolsaga legalabb 5. Megmutat-
hato (1. 10.27. feladat), hogy G+ C G, méghozza 1 kodimenziés altér. Ezt
felhasznalva belathatjuk, hogy G = G, azaz G 6nortogonalis. Mivel G-nek a
g(z),zg(z), ..., 2 " g(x) polinomok egy bazisat adjak, és ezen szavak stilya 7,
a paritasbittel kibgvitve stlyuk 8 lesz. Ekkor viszont a[I0.2.2] Lemma ismételt
alkalmazasaval kapjuk, hogy G-ban minden kodszo stilya 4-gyel oszthato. Ez
viszont azt jelenti, hogy G minimalis stlya 8, azaz G = Gos. Ha most toroljiik
az utolso bitet, akkor latjuk, hogy G = Go3 a perfekt Golay-kod.

Jegyezziik meg, hogy hivatkozhattunk volna a Snover-tételre is, amely a
perfekt Golay-kodok egyértelmiiségét mondja ki, de azt, hogy G minimalis
stlya 7, nem lenne konnyd belatni. Ehhez segitene, hogy a kapott kod QR
kod is, de akkor sem lenne magéatolértet6ds ez a tulajdonsag.

A Golay-kodot megkaphatjuk az ikozaéder élgrafja segitségével is. Legyen
N ennek A szomszédsagi matrixabol a 0-k és egyesek felcserélésével kapott
métrix, és legyen G = (I12|N).

&3

10.1. abra. Az ikozaéder

10.2.10. Tétel. G a Goy generdtormdtriza.
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Bizonyitds. G minden sora ortogonélis énmagara, hiszen N-ben minden sor-
ban 7 egyes van. Két sor skalaris szorzata a sorokat indexels csiicsok kdzos
szomszédainak szaméabol fejezhets ki. Mivel atellenes csticsoknak nincs kdzos
szomszédja, a tobbiekre két k6z0s szomszéd van, A-ban nulla vagy két kdzos
egyes volt, azaz N-ben nulla vagy két k6zos nulla van, tehat a k6zos egyesek
szama 2, illetve 4, vagyis a skalaris szorzat tényleg 0 (mod 2). Eszerint tehat
a kod onortogonalis, és mivel G minden soranak sulya 8, a kédban minden
sz0 stlya oszthato 4-gyel a[10.2.2] Lemma miatt. Tehat csak azt kell meggon-
dolni, hogy nem lehet 4 sulyt kodszo. Egy ilyen kddszé G néhany soranak
Osszege kellene legyen. Az eddigiekbdl konnytd latni, hogy egy vagy két sor
Osszege nem lehet 8 silya. Ha négynél tobb sort adunk Ossze, akkor mar az
els6 12 koordinataban legalabb 5 egyes lesz. Harom vagy négy sor 0sszegénél
meggondolhatd, hogy a masodik 12 koordinatdban nem lehet 1 vagy 0 egyes
(a részleteket 1. a 10.28. feladatban). ]

Az ikozaéderes eléallitast kicsit elemibb targyalasban megtalalhatjuk [33]-
ban.

Felirhatjuk G+ = G generdtormatrixat is. Ez N = NT miatt (N|I11)
alaki lesz, ami azt jelenti, hogy a Goy Golay-kddban az els6 és masodik 12
koordinatat fel lehet cserélni. Az eddigiekbdl az is kovetkezik, hogy a Goy
Golay-kod automorfizmuscsoportja (ahol a koordinatak permutéacioit nézziik)
tranzitiv a koordinatakon. Ez azt is jelenti, hogy barmely helyen kilyukasztva
Goy-et ugyanazt a kodot kapjuk. Igy Goy egyértelmiiségébdl a Snover-tétel,
azaz Go3 egyértelmiisége is kovetkezik.

Taldn a Golay-kodok legmeglepsbb elgallitasa a kovetkezd moho eljaras.
Induljunk ki a 24 hosszu (0,0, ... ,0) szobo6l. Ha mar néhany kodszot kivalasz-
tottunk, amelyek paronkénti tavolsaga legalabb 8, akkor az ezek mindegyiké-
t6l legalabb 8 tavolsagra 1évé szavak koziil vegyiik hozza a lexikografikusan
legkisebbet. Emlékeztet6iil: az u lexikografikusan kisebb v-nél, ha az elsé
olyan koordinatajukra, ahol kiilonboznek egymastol, az u koordinataja a ki-
sebb. Tehat az els6 lépésben 0 utan a (0,...,0,1...1) vektort kapjuk, ahol
16 db 0 utan 8 egyes szerepel. A kdvetkez6 vektor 12 nulla utan 4 egyest,
majd 4 nullat, végiil 4 egyest tartalmaz. Nehéz bizonyitani (és igen meglepd
is), hogy ezen a modon a Goy kodot kapjuk.

Lassuk, hogy a Golay-kodok milyen kapcsolatban vannak a blokkrendsze-
rekkel! Ehhez térjiink vissza Go4 stlypolinomjanak kiszamitasara.

10.2.11. Definicié. Ha egy n hosszii C kodra A; jeldli az ¢ silyu kodszavak
szamat, akkor az
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polinomot a C silypolinomjanak nevezziik. |

Ugyanezt a jelolést (ti. azt, hogy az ¢ sulyt szavak szamat A; jeloli) hasz-
naltuk akkor is, amikor sziikséges feltételeket kerestiink perfekt kod létezésére.

A most kovetkez6 MacWilliams-t6] szarmaz6 azonossag segit kiszamitani
C* stlypolinomjat, ha ismerjiik C stulypolinomjat. Ezt is felhasznalhatjuk
Go4 silypolinomjanak kiszamitasara, amit korabban méar kiszamoltunk, fel-
hasznalva, hogy perfekt kod (itt a Gaz) meghatarozza a silypolinomjat.

10.2.12. Tétel. (MacWilliams) Legyen C egy [n, k] kod a GF(q) test felett,
C* pedig a dudlisa. A silypolinomokat jeldlje rendre A(z) és B(z). Ekkor

K n 1-2
B(z)=q¢ "1+ (¢g—1)2)"A (1 o 1)z> .

A Golay-kodokra valé alkalmazas elstt feladatként szamoljuk ki a Ham-
ming-kédok silypolinomjat (a szimplex kodbol) a MacWillams azonossag
szerint (1. 10.29. feladat).

Ezutan szamitsuk ki a kibévitett Golay-kod sulypolinomjat. Tudjuk, hogy
a minimélis tavolsdg 8, tovabba, hogy minden kodsz6 silya 4-gyel oszthato,
igy a stlypolinom A(z) = 1 + az® + b2'? + a2z'® + 224 alaka. Ehhez csak
azt kell észrevenniink, hogy a csupa 1 vektor benne van a koédban, s igy a
8 stulyu kodszavak szama azonos a 16 sulytakéval. Még azt is tudjuk, hogy
2 4 2a + b = 2'2, hiszen ez éppen a kodszavak szama. Mivel a Golay-kod
ondualis, alkalmazva McWilliams-tételét egy méasodik Gsszefiiggést kapunk a
és b kozott, amibdl majd meghatarozhatjuk a sulypolinomot.

A(z) =272(1 +2)*A G;i) ,

vagyis

T+a2® + 02" +az'® + 22 =272 (1 4+ )M 4 a(1 — 2)3(1 + 2)0 +
+b0(1—2)2 (1 4+ 2)2 +a(l — 2)'(1 + 2)8 + (1 — 2)**.

Itt a bal oldalon z? egyiitthatoja 0, mig ugyanez a jobb oldalon

() (o () () ).

A két egyenletbdl allo rendszert megoldva a = 759 adodik. A silypolinom
ismeretében mér konnytd belatni a Golay-kodok alabbi igen fontos tulajdon-
sagat:
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10.2.13. Tétel. A kibdvitett Golay-kod 8 silyi szavai egy 5—(24,8,1) Steiner-
rendszer blokkjas.

Bizonyitds. Két 8 sulyu kodszo legfeljebb 4 pozicioban lehet azonos. Ha
ugyanis ennél tobb azonos koordinata volna, akkor a két sz6 Osszege leg-
feljebb 6 stulyu volna. Ez azt jelenti, hogy ha megadunk 5 poziciot, akkor
legfeljebb egy olyan 8 silytu kodszo van, amelyben ezeken a helyeken egyes
all. Ilyen 6tost (254) -féleképpen tudunk kivalasztani, s egy blokkot (nyolc salya
szot) (g) 6tosnél szamolunk. Igy legfeljebb (254) / (2) = 759 blokkunk lehet, de
fentebb lattuk, hogy pontosan ennyi van. Ez viszont azt jelenti, hogy minden
adott koordinata-6toshoz egy és csak egy olyan nyolc stulya szd van, amely
itt egyeseket tartalmaz. [ ]

A tételben szerepld Steiner-rendszert szokas 24 pontu Witt-féle blokkrend-
szernek nevezni. Ennek derivalt-rendszere egy 4-(23,7,1) blokkrendszer, ha
pedig tovabb derivalunk, akkor egy 3-(22,6,1) Steiner-rendszert kapunk. (Eze-
ket is szokas (23, ill. 22 pontt) Witt-féle blokkrendszereknek nevezni.) Ha még
egyszer derivalunk, akkor egy 2-(21,5,1)-rendszert kapunk, ami nem més mint
egy negyedrendi projektiv sik. Mivel a szoban forgo projektiv sik izomorfia
erejéig egyértelmd, igy csak a PG(2,4) testre épitett sik lehet. Erre a megfi-
gyelésre épitve is meg lehet konstrudlni a Witt-féle blokkrendszereket, amint
azt a kovetkezs szakaszban vazolni is fogjuk. Erdemes megemliteni, hogy a
projektiv sikok bovithetségének feltételébsl azt kaptuk (1. Allitas),
hogy a sik rendje 2 vagy 4 kell legyen. A Fano-sik bévitésével az Hadamard-
maétrixoknal mar megismerkedtiink, a negyedrendii esetben pedig a 22 pontu
Witt-féle blokkrendszer adja a b&vitést.

Most nézziik meg, hogy hogyan lehet a ternér Golay-kddokat ehhez hason-
16 médon el@allitani. Tekintsiik a modulo 5 maradékosztalytest kvadratikus
maradékai segitségével definialt Paley-maéatrixot, azaz a

0+——+
+0+—-—
—+0+-
——+0+
+--+0

S5

métrixot. +, ill. — természetesen +1-et és —1-et jeldl, melyet a modulo 3 ma-
radékosztalytest (GF(3)) elemének tekintiink. Legyen C' az a ternér (GF(3)
felett definialt) kod, melynek generatormatrixa

11111



10.3. A WITT-FELE BLOKKRENDSZEREK 147

Ez a kod természetesen 11 hosszi és 6 dimenzios. A most kovetkezd tulaj-
donsagokat nem bizonyitjuk, feladatként (10.9-10.10. feladatok) az olvasora
hagyjuk. Kibévitett kodja C énduélis, igy benne a kodszavak stlya 3-mal
oszthato. G generatormatrixat tgy kapjuk G-bél, hogy egy

(Oa _17 _1a _17 _17 _1)T

oszlopot adunk G-hez. G sorai 6 silytak, igy két oszlop kombinaciéja leg-
alabb 4, és igy a harommal val6 oszthatosag miatt legalabb hat silyd. Ebbsl
kiderithets, hogy C' minimalis stlya 6, tehat C-6 5. Konnyen ellenérizhetd,
hogy a C' kod perfekt. A kapott kddot ternér Golay-kddnak nevezziik.

10.2.14. Megjegyzés. Tetszleges (11,35, 5) kod ekvivalens a ternér Golay-
koéddal. Ezt is Snover bizonyitotta.

Az eddigiekben megismerkedtiink néhany perfekt koddal (Hamming-kodok,
Golay-kodok). Mivel a perfekt kodok bizonyos értelemben a lehetd legjobb
kodok, kivanatos lenne minél t6bb ilyen kodot ismerni (kiilonosen, ha azt is
figyelembe vessziik, hogy a Hamming-kodok csak egy hibat javitanak). Saj-
nos ebben az értelemben a helyzet rossz, lényegében az Gsszes perfekt koddal
megismerkedtiink, a korabbiakban mar lattunk ilyen iranya negativ eredmé-
nyeket, pl. a Tietdvainen-van Lint eredményt.

Emlékeztetsiil, ha e = 1, akkor a kddszavak szdma megegyezik a Hamming-
kodéval, de a kod nem feltétlen kell linearis legyen (egy példat mutatunk a
10.11. feladatban, [58] 7.7.4 alapjan). Persze, ha a kod linearis, akkor az csak a
Hamming-kod lehet (1. 10.12. feladat). Az 1-nél t6bb hibat javito nemtrivialis
perfekt kodok pedig csak a most megismert Golay-kddok.

10.3. A Witt-féle blokkrendszerek

Ebben a fejezetben kicsit szemiigyre vessziik a cimben jelzett Witt-féle blokk-
rendszereket, melyekkel a Golay-kodok kapcsan mar megismerkedtiink. Az
egyszeriiség kedvéért a nagy Mathieu-csoportokhoz tartozé Witt-rendszereket
ismertetjiik vazlatosan. Ez azt jelenti, hogy bizonyitas szinte egyéltalan nem
lesz ebben a fejezetben, érdemes a bizonyitasokkal énallban megprobalkozni.

10.3.1. Allitas. PGL(3,4) tranzitiv a hiperovdlisokon. A PG(2,4) sikban 168
hiperovdlis van. Egy ponton 48, két ponton 12, hdrom ponton 8 hiperovdlis
megy dat, négy pont pedig eqyértelmilen egészithetd ki hiperovdlissd.

Az egyszertiség kedvéért jelolje G a PGL(3,4)-et, S pedig PSL(3,4)-et.

10.3.2. Allitas. S a hiperovdlisokat hdrom (56 hosszi) orbitban permutdlja.
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Lattuk, hogy egy haromszég pontosan harom hiperovélisban van benne,
ez a harom hiperovalis kiilonb6z8 orbitban van. A szoban forgod hiperovalis-
orbitokat a most emlitett tulajdonsag karakterizalja: ha hiperovalisok egy
halmazaban barmely két hiperovalis legfeljebb két pontban metszi egymast,
akkor legfeljebb 56 hiperovalis lehet. Egyenléség pontosan akkor all, ha a
hiperovalis-halmaz egy S-orbit.

Sziikségiink lesz G, ill. S hatasara masodrendd (Fano-) részsikokon is.

10.3.3. Allitas. A Fano-részsikok szima 360, ezeket S hdrom (120 hosszi)
orbitban permutdlja.

Ahhoz, hogy ezekbdl az orbitokbol tényleg 6ssze tudjuk rakni a Witt-
féle blokkrendszereket, még tovabbi tulajdonsagok kellenek, mi csak magat
a konstrukciot mondjuk el. Jelolje a harom hiperovéalis-orbitot Hy, Ho, H3, a
héarom részsik-orbitot R, Rs, R3. Alkalmasan valasztott indexeléssel a konst-
rukei6 az alabbi:

A W54 blokkrendszer:
pontok: PG(2,4) pontjai és coq, 002, 003.
blokkok :

PG(2,4) egyenesei hozzavéve 001, 009, 003-€t.

H; elemei hozzévéve coj,00,-t (4,4, k az 1,2,3 egy permutacioja)
R; elemei hozzavéve oo;-t (1 = 1,2,3)

{lguh)\(gNh)} g,h egyenes.

A legfontosabb tény errdl a blokkrendszerrdl az alabbi.

10.3.4. Tétel. Wy, automorfizmus-csoportja az Moy Mathieu-csoport, amely
a pontokon 5-tranzitiv. (Mas-ben 3 pont stabilizdtora S).

Hasonl6é konstrukcié adhaté a kis Mathieu-csoportokhoz tartozé Witt-
rendszerekre is. Ehhez néhany megjegyzés: AG(2,3)-on minden négyszog pa-
rallelogramma. Minden haromszog pontosan harom négyszogben van benne.
Van egy olyan 72 elemi U részcsoportja az AGL(2,3) affin csoportnak, amely
a négyszogeket harom orbitban permutélja, és itt is minden haromszoget
tartalmaz6 harom négyszog kiilonboz6 U-orbitban van benne. Persze ez az
U a pontokon szigortian kétszeresen tranzitiv. Jeloljiikk a négyszog-orbitokat
Ni, Ny és N3-mal. Mivel minden négyszog parallelogramma, ezért minden
négyszognek pontosan egy nem idealis atlospontja van. Ezeken U szintén
harom orbitot létesit: N7, N5 és N3 . Természetesen a jelolést tgy érdemes
valasztani, hogy N az N;-beli négyszogekbdl alljon, kibévitve atlospontjuk-
kal.
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A Wi, blokkrendszer:
pontok: AG(2,3) pontjai és 001, 009, 003.
blokkok :

PG(2,4) egyenesei hozzavéve ooy, 00g, 003-€t.
N; elemei hozzavéve co;, 00i-t (4,7, k az 1,2,3 egy permutécioja)

N} elemei hozzavéve oo;-t (i = 1,2,3)

{(gUh)} g,h parhuzamos egyenesek.

A legfontosabb tény errdl a blokkrendszerrdl az alabbi.

10.3.5. Tétel. W1 automorfizmus-csoportja az Mys Mathieu-csoport, amely
a pontokon szigorian 5-tranzitiv.

Egy tovabbi megjegyzés, amely mutatja, hogy a geometria olykor csoport-
elméleti allitasokat is megvilagit. Vegylink egy unitér polaritasat PG(2,4)-nek
(1. az szakaszt). Ennek autokonjugalt pontjai egy AG(2,3) affin sikot al-
kotnak. Raadasul az is megmutathato, hogy a Wy, nyoma ezen az affin sikon
éppen Wis lesz, amibdl kovetkezik, hogy Mio részcsoportja Mas-nek.

A Witt-féle blokkrendszerekbdl sok érdekes erdsen regularis graf is szar-
maztathato.

10.3.6. Példa. (1) A HS(100) graf: csicsai Way pontjai (22 pont), Wag
blokkjai (77 pont), és egy oo szimbolum. oo-t 6sszekotjiik a 22 ponttal,
és pont-blokk akkor és csak akkor lesz 0sszekotve éllel, ha 6k a Was-ben
illeszkedtek. Paraméterei: (100,22, 0,6).

(2) HS(77): a Way blokkgrafja. Paraméterei: (77,16, 0,4).

(3) A Gewirtz graf: pontjai egy hiperovalis-orbit elemei. Osszekotés: disz-
junktsag. Paraméterei: (56, 10,0,2). Ennek a grafnak mas konstrukcio-
jat méar lattuk a[8.1.15 Példaban.

10.4. Feladatok

10.1. Lassuk be, hogy a Hadamard-kod minimalis tavolsaga n/2.
10.2. Legyen S a Paley-matrix és tekintsiik a 0,1 sorokat, valamint az (S +
+1+J)/2 és (=S + 1+ J)/2 matrixokat. Ennek sorait tekintsiik egy kod
szavainak.

Mutassuk meg, hogy igy (n,2(n+ 1), (n —1)/2) paramétert (nemlineéris)
kodot kapunk.
10.3. Irjuk fel ciklikus kod ellen6rzé matrixat.
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10.4. Mikor lesz a 2 kvadratikus maradék mod p?
10.5. Irjuk fel egy kod kibovitettjének ellendrzé matrixat a ¢ = 2 esetben.
10.6. Bizonyitsuk be [I0.2.6}ot.
10.7. Go4 Golay-kod tulajdonsagai:

paraméterei [24,12,8], 6ndualis, minden kodszo stlya 4-gyel oszthato,
1€ Goy.
10.8. Lassuk be, hogy Gs4 invarians az

(Eooroo)(307"0)(517“10)(527“9) cee (6107“1)

permutaciora.

Goy stlyeloszlasa: 0 — 1, 8 — 759, 12 — 2576, 16 — 759, 24 — 1 (persze a
jelolés suly — szavak széma).
10.9. G12 ternér Golay-kod tulajdonsigai: 6ndudlis, minimalis tavolsaga 6.
10.10. A Gy, ternér Golay-kod perfekt.
10.11. Példa perfekt binaris nemlineéris kodra (Vassiliev, Lindtstém, Schon-
heim):

Legyen n = 2™ — 1, N = 2n + 1, C n hosszi Hamming-kéd. Legyen
f: C — GF(2) tetszoleges, melyre f(0) = 0. Legyen p a paritasbit, azaz
p(v) =v1 + ...+ v,. Legyen

C*={(v,e+v,p(v)+ f(c)) :ce C,v e GF(2)"}.

Ekkor C* is perfekt 1-hibajavito kod (hossza N). Ha f olyan, hogy a 0 és
1 értékeket nem ugyanannyiszor veszi fel, akkor C* nem lineéaris (s6t nem is
linearis kod eltoltja).
10.12. Lassuk be, hogy 1-hibajavité perfekt linearis kod csak a Hamming-kod
lehet.
10.13. Lassuk be a Wa4 konstrukcioja el6tt emlitett allitasokat.
10.14. Konstruéljuk meg az U részcsoportot. (PSU(3,4)!!)
10.15. Ellenérizziik a Wao-hoz tartozd erésen reguléris grafok paramétereit.
10.16. Gondoljuk meg, hogy a Reed—Solomon-kédok ellenérzé matrixa tényleg
az, amit felirtunk.
10.17. Gondoljuk meg, hogy milyen v, illetve v’ vektorral kapjuk meg a Reed—
Solomon-kodok altalanositésait.
10.18. Mutassuk meg, hogy a Hamming-k6dok BCH ko6dok.
10.19. Bizonyitsuk be Allitast!
10.20. Gondoljuk meg Allitast!
10.21. Ellenérizziik, hogy G = (I A)-ra H = (—AT1,,_})!
10.22. Lassuk be, hogy a Allitas alapjan a Hamming-kodbol a
PG,,—1(n,q) blokkrendszert kapjuk!
10.23. Trjuk fel a szimplex kod stlypolinomjat !
10.24. Allitsuk el6 a szimplex kodot RM kodként!
10.25. Irjuk fel a Hamming-kod stlypolinomjat!
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10.26. A Go4 explicite megadott generatorméatrixa segitségével lassuk be, hogy
[24,12,8] kodot ad meg.

10.27. Mutassuk meg, hogy a Golay-kodok ciklikus elsallitasanal (g(z))* =
— ((z - Dg(a))!

10.28. Lassuk be az ikozaéderes konstrukcié alapjan, hogy a kapott koédra
d> 8!

10.29. A MacWilliams azonossag segitségével hatarozzuk meg a Hamming-
koédok sulypolinomjat !

10.30. Mutassuk meg, hogy perfekt kod ¢ > 2-re is meghatérozza stlypoli-
nomjat!

10.31. Mutassuk meg, hogy a Példaban szerepl6 [8,4,4] Hamming-kod,
és altalaban a paritasbittel bévitett Hamming-kodok énduélisak!
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