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1. fejezet
Halmazok, fiiggvények

A jegyzetben végig ismertnek feltételezziik a kozépiskolaban tanultakat. fgy
példaul a halmaz naiv fogalmét, azt, hogy mi két halmaz unidja, metszete,
kiilonbsége, egy mésik halmazra vonatkozé komplementere, és igy tovabb.
Szintén feltételezziik a fiiggvény naiv fogalmanak, és az aldbbi elemi fliggvé-
nyek alapvetd tulajdonsdgainak ismeretét:

id, [id], idg7 sin, cos, tg, ctg, exp,, log, .

A természetes alapu (azaz ahol az a paraméter az Euler-féle e szém: e =~
2,718) logaritmusfiiggvényt In-nel jelsljiik.

Ebben a fejezetben csak azokat a fogalmakat targyaljuk, amelyeket a ko-
zépiskoldban tanultaknal precizebben kell definidlni, hogy a kés6bbiekben ne
alljon fenn a félreértés veszélye.

1.1. Elméleti 6sszefoglald

Ha egy adott H halmaznak az x ,objektum” eleme, akkor az x € H szim-
bélumot fogjuk haszndlni. Az tres halmazt, azaz azt a halmazt, amelynek
nincs eleme, () jelsli. Két halmazt akkor neveziink egyenlének, ha elemei meg-
egyeznek. Fontos megjegyezniink, hogy az elemeknek ,nincs sorrendje” (pél-
ddul {1,2} = {2,1}). A H halmaz a K halmaznak részhalmaza (jelolésben:
H C K), ha H minden eleme eleme K-nak is.

Egy adott H halmaz P(H)-val jelolt hatvdnyhalmazan azt a halmazt ért-
jiik, amelynek elemei pontosan a H halmaz részhalmazai. Vagyis

ACH& AcP(H).
Péld4ul az {0, +, A} halmaz hatvdnyhalmaza
PHO,+, A1) ={0.{0}, {+}, {A} {0, +}, {0, A}, {+, A}, {0, +, A}}.

Bevezetjiik a rendezett pdr fogalmat. Legyenek x és y tetszOleges elemei
valamely X és Y halmazoknak (X és Y nem feltétleniil kiilonbszdek). Ekkor
az (z,y) rendezett paron az {z, {z,y}} halmazt értjiik. Vilidgos, hogy itt mér

1



2 1. HALMAZOK, FUGGVENYEK

van sorrend olyan értelemben, hogy ha x # y, akkor (z,y) # (y,z). Kénnyen
meggondolhatd ugyanis, hogy ebben az esetben

{z,{z,y}} #{y, {y, 2} }.

Két rendezett par (x1,y1) és (x2,y2) pontosan akkor egyenld, ha xz1 = x5 és
y1 = y2. (A rendezett n-esek hasonléképp definidlhatdak.)
A rendezett parok segitségével definidlhatjuk az A és B nem iires halmazok

Ax B:={(a,b):a€ A, be B}
Descartes-szorzatat. igy példaul

{0’ 1} X {27374} = {(07 2)7 (073)7 (014)7 (17 2)a (173)7 (1a4)}'

A késébbi fejezetekben sziikségiink lesz az ugynevezett kibdvitett valds
szdmhalmazra. A valés szamok R halmazdhoz hozzévessziik a +oo (plusz
végtelen), illetve —oo (minusz végtelen) szimbdlumokat. Jelolje ezt a halmazt
R, azaz R := {—00} UR U {+oc}. Az 6sszeadds és szorzas miiveletét a ko-
vetkezOképp terjesztjiik ki R-r6l R-ra (az ij miiveletet is a +, illyetve - jellel
fogjuk jelolni). Legyen = € R, a > 0, illetve 5 < 0. Ekkor

x + (400) 1= +o0, x — (400) := —00,
T x
E = O7 Q = 0,
a - (+00) := 400, - (—o0) = —o0,
B+ (400) := —o0, B - (—00) := +oo,
tovabba
(+00) + (+o0) = oo, (~00) +(~00) = o0,

(+00) - (+00) := 400,  (=00)-(=00) =400,  (—00)- (4+00) := —00.
Nem értelmezziik ugyanakkor a kovetkezdket:
0-(400), 0-(=00), (400)—=(+00), (—00)—(—00).

A fenti szabdlyok segitségével minden R-beli kifejezésrél eldonthetjiik, hogy
értelmes-e. Igy példaul a

(+00) + (=00) = (+00) + (=1)(+00) = (+00) — (+00)
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egyenldéségek azt mutatjik, hogy a (+00) 4+ (—o0) kifejezést sem értelmezziik
az R szdmhalmazban.

Ismertnek feltételezziik a valés (R), a raciondlis (Q), az irraciondlis (R\Q),
az egész (Z), a természetes (N), illetve a pozitiv egész (NT) szdmok halmazat,
kiilonos tekintettel a rendezési tulajdonsagaikra.

Mivel a feladatok megolddsa soran gyakran hasznaljuk, kiilon kiemeljitk
az ugynevezett arkhimédészi axiémat, amely azt mondja, hogy minden va-
16s szamnél van nagyobb valds szam. Hasonldéan, minden egész szamnél van
nagyobb egész szdm, és igy tovabb.

Szintén hasznélni fogjuk a szamtani és mértani kézép kozott fenndllé egyen-
16tlenséget, valamint az abszolut értékre vonatkozé haromszog-egyenlotlen-
séget. Azaz azt, hogy

a+b

>Vab (a,b>0),

illetve
lz+yl <[z + 1yl (z,y €R).

Ezen szakasz hatralev6 részében fliggvényekkel, illetve azok elemi tulaj-
donséagaival foglalkozunk.

Legyen A és B nem iires halmaz, f pedig egy ,hozzdrendelés”, azaz f
rendelje hozzad A minden eleméhez B-nek pontosan egy elemét. Példaként
tekintsiik a kovetkezot:

A = {O, 1,2}, B - {017B77v6}’

az f pedig rendeljen 0-hoz a-t, 1-hez -t, 2-hoz -t. Ezt roviden ugy irjuk,
hogy f(0) = a, f(1) = 7, illetve f(2) = §. Ekkor az f értelmezési tartomdnya
az A halmaz, értékkészlete az {«,v,0} C B halmaz. A v elemet az f fiiggvény
1 helyen felvett értékének nevezziik.

Ugyanezt az f hozzarendelést megadhatjuk rendezett parok segitségével
is. Tekintsiik ugyanis a kovetkez6 halmazt

f=H{00,0),(1,7),(2,0)} cAx B

Vilagos, hogy egy rendezett par akkor van benne a fenti halmazban, ha els6
koordinataja az A-nak egy x eleme, a méasodik pedig az az egyértelmiien
meghatarozott B-beli elem, amelyet f az x-hez rendelt. Azaz

f=A f(z)): z e A}.

A fentieket precizebben megfogalmazva a kovetkezét mondhatjuk. Az f C
X XY halmazt X-en értelmezett, Y-ba képezs figgvénynek nevezziik (és
f+ X — Y-nal jelsljiik), ha minden x € X-hez létezik pontosan egy y € Y,
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amelyre (z,y) € f. Az (z,y) € f jelolés helyett gyakrabban az f(z) = y
jelolést hasznaljuk.

A tovabbiakban szinte mindig az f : X — Y jelolést hasznaljuk f C X xY
helyett. Tovabba mindig feltessziik, hogy a halmazok, ahonnan (és ahovd) a
fliggvények képeznek, nem iires halmazok.

Az X halmazt az f fiiggvény értelmezési tartomdnyénak nevezziik, és
D(f)-fel jelsljiik. Azon y € Y értékek halmazat, amelyekhez van olyan x € X
hogy f(x) =y (vagyis (z,y) € f), az f figgvény értékkészletének nevezziik
és R(f)-fel jeloljiik.

Amennyiben az f fiiggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete a va-
16s szamok halmazanak egy-egy részhalmaza, gy f-re roviden azt mondjuk,
hogy walds fiigguény.

Legyen H az f fiiggvény X értelmezési tartoményanak egy részhalmasza.
Ekkor f|g-val jeloljiik és az f fuggvény H halmazra vald megszoritdsanak
nevezziik az alabbi fiiggvényt:

H>5 flu(z) = f(z).

A fiiggvény fogalménak definiciéjabdl (és a halmazok egyenléségérdl el-
mondottakbdl) vildgos, hogy az f és g fiiggvény pontosan akkor egyenld, ha
D(f) = D(g) és minden z € D(f) = D(g)-re f(z) = g(z).

Az f . X — Y fiiggvény injektiv, ha kiilonb6z6 X -beli elemekhez kiilonb6z6
Y-beli elemeket rendel, azaz

V!El,(EQ eX: x 7£ To = f(l'l) 7é f(iCQ)

Az f: X = Y figgvény sziirjektiv, ha R(f) =Y. Ha f egyszerre injektiv
és sziirjektiv, akkor azt mondjuk, hogy f bijektiv, masképp: f bijekcio.

Legyen f: X1 —Y és g: Xo—Y fiiggvény, és tegyiik fel, hogy X1 N Xo # 0.
Ekkor f és g Osszegén, illetve szorzatan a kovetkezo X; N Xo-bol Y-ba képezd
fliggvényeket értjiik:

XiNXz 3z = (f+g)(x) == f(x)+g(z) XinX2 3z = (f-g)(z) := f(z)g(2).

Ha f valds fiiggvény, A valds szam, akkor a Af fliggvényen az alabbi fiigg-
vényt értjiik:
D(f) 2z = (Af)(@) == Af(x).
Legyen f:Y — Z, g: X — Y fliggvény. Ekkor az f és g fiiggvény f o g-
vel jelolt kompozicidjan azt az X-b6l Z-be képezd fliggvényt értjiik, amelynek
értelmezési tartomanya

D(fog)={re X: g(z) € D(f)}

(fog)(x):= f(g(x)).
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Tobb fliggvény kompoziciéjanak képzésekor a tényezdket tetszblegesen zaro-
jelezhetjiik, azaz fogoh=(fog)oh= fo(goh).

Ha f: X — Y injektiv fiiggvény, akkor 1étezik olyan R(f)-b6l X-be képezd
g figgvény, amelyre

(fog)x)=x
minden R(f)-beli z-re, tovdbba
(gof)(z) =

minden x € X-re. Ezt az egyértelmﬁen létezd g fiiggvényt f inverzének ne-
vezzilk, és az f~! jellel jeloljiik. (Az f~! inverz fiiggvény nem keverendd 6ssze
%—fel.) Fontos megjegyezni, hogy tehat

A jol ismert szogfiiggvények, sin, cos, tg, ctg egyike sem injektiv, hiszen
periédikus fiiggvények. Ahhoz, hogy az inverziikrél beszélhessiink, az értelme-
zési tartomanyukat le kell sziikiteni egy olyan intervallumra, ahol a fiiggvény
kiilonbo6z6 értékekhez kiilonboz6t rendel. Ezeket adjuk meg a kovetkezo fel-
sorolasban.

hoe— (s L cN oy
arcsin := (sin[_z =)~ D(arcsin) = [-1,1], R(arcsin) = [—5, 5}
arccos := (cos [[o,x]) L D(arccos) = [-1,1], R(arccos) = [0,7].
— -1 _ oy
arctg == (tg|(—z =))”,  Df(arctg) =R, R(arctg) = (757 5)
arcctg == (ctg|(0.n) ", D(arcctg) = R, R(arcctg) = (0, ).

A példatar késébbi fejezeteiben gyakran taldlkozunk az igynevezett hiper-
bolikus fiiggvényekkel, illetve azok inverzével. Ezek a kovetkezdek:

sh (z) := “5—, D(sh) =R, R(ch) = [1, +00).
ch (z) == £ D(ch) =R, R(th) = (~1,1).

: d;(lqz;; D(cth) =R\ {0}, R(cth) =R\ [-1,1].
cth () == FE) D(arsh) =R, R(arsh) =
arsh := sh~!(z), » D(arch) = [1, +00), R(arch) = [0, +00).
arch := (ch|jp,1))”", D(arth) = (-1,1),
arth = th 1, D(arcth) =R\ [-1,1], Tiarth)=
arcth := cth 71, R(sh) =R, R(arch) =R\ {0}.
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Végezetil kitériink a valds fiiggvények legelemibb tulajdonsigaira. Az f
valds fiiggvényt monoton névdnek (illetve monoton fogydnak) nevezziik, ha
tetszleges x,y € D(f) esetén z < y = f(z) < f(y) (illetve x < y = f(x) >
f)). Az f szigordan monoton névd, illetve szigorian monoton fogyd, ha
x <y esetén f(x) < f(y), illetve f(x) > f(y).

A valés szdmok H részhalmaza feliilrdl korldtos (illetve alulrdl korldtos), ha
van olyan K valés szdm, amely H minden eleménél nagyobb (illetve kisebb).
A H halmaz korldtos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos. Az f valds fliggvényt
korlatosnak nevezziik, ha R(f) C R korldtos halmaz.

1.2. Kidolgozott feladatok

1. Igazolja a két nemnegativ szam szamtani és mértani kdzepére vonatkozd
egyenléséget!

Megoldds. Azt kell igazolnunk, hogy vab < %rb teljesiil minden a,b > 0
esetén. Emeljiik négyzetre mindkét oldalt! Mivel a-rél és b-rél feltettiik,
hogy nemnegativ, ezért ez egy ekvivalens atalakitas. Vegyiik észre, hogy

a+b 2 2 9 9
> S(\/ch) Sa”+b°—2ab>0

mindig teljesiil, hiszen az egyenlétlenség bal oldaldn (a — b)%-et latjuk,
ami nemnegativ. Ebbdl az is jol 1lathatd, hogy pontosan akkor teljesiil
egyenlGség, ha a = b.

2. Legyen A = {1,3,5}, B ={1,2,4}. Adjameg az AUB, ANB, A\ B,
A x B, illetve P(A) halmazt!
Megoldds. Az AU B halmaz elemei azok, amelyek A és B koziil legaldbb
az egyikben benne vannak, azaz AUB = {1,2,3,4,5}. Az AN B halmaz
a kozos rész, azaz AN B = {1}. Az A\ B halmaz elemei pedig A azon
elemei, amelyek nem elemei B-nek, azaz A\ B = {3,5}.

A bevezetSben leifrtak szerint A és B Descartes-szorzata
Ax B=1{(1,1),(1,2),(1,4),(3,1),(3,2),(3,4), (5,1),(5,2), (5,4) }.
Végiil A hatvanyhalmaza
P(A) ={0,{1}, {3}, {5}, {1,3},{1,5},{3,5},{1,3,5} }.

3. Lehet-e egy valos fiiggvény grafikonja a H = {(z,y) : 2 — 2z +y* = 0}
halmaz?

Megoldds. Nem lehet, mert ez a halmaz az (1,0) pont kériili 1 sugari
korvonal, {gy példaul (1,1) és (1,—1) is eleme H-nak, de 1 # —1.
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Fiiggvény-e az f = {(1,2),(2,1),(3,1), (4,2)} halmaz? Ha igen, adja meg
az értelmezési tartoményat és az értékkészletét, illetve dontse el, hogy
injektiv-e!

Megoldds. Igen. Ertelmezési tartoméanya D(f) ={1,2,3,4}, értékkészlete
R(f) ={1,2}. Az f fiiggvény nem injektiv, hiszen f(2) = f(3).
2

Legyen f : (0,400) 3 z — f(x) := In(z), g : R 3 = — g(z) = 2=
Hatérozza meg az f o g, illetve g o f fliggvényeket!

Megoldds. Az f o g fliggvény értelmezési tartoménya a g értelmezési tar-
toménydnak azon x elemeibdl 4ll, amelyekre g(x) € D(f). Esetiinkben

D(fog) =R\{0}, (fog)(z) = f(g(x)) = f(z®) = In(a?).
A (g o f) fiiggvényre hasonléan
D(go f) = (0,+00), (go f)(z) = g(f(x)) = g(lnz) = (Inz)*.

Legyen f: R —» R, f(x) =
figgvényeket!

Készitse el az f o f, illetve fo fo f

_T
1422

Megoldds. Az f o f kompozicié értelmezési tartomanya R, az x helyen
felvett értéke pedig

(1 + 2?%)

_ T _
(fOf)(JC)— )2_1+3$2+$4'

1+ <1+xx2

Kihaszndlva, hogy fo fo f = fo(fof),lathats, hogy D(fo fof)=R
és hogy az x helyen felvett értéke

2
T x(1+a?)(1+ 32> + 2)

1 e(142?) )2 T 1+ 722+ 1320 + 725 + 28
+ <1+3x2+x4)

(folfeof)z)=

Milyen geometriai transzformacioval kaphatjuk meg egy f valds fligg-
vény grafikonjabol az f~! fiiggvény grafikonjat? Hatarozza meg ennek
segitségével az arcsin, arc cos, arctg, arcctg fiiggvények grafikonjat!

Megoldds. A bevezetSben elmondottak szerint az f(z) = y jelentése
(x,y) € f. Ezzel viszont ekvivalens, hogy (y,z) € f~1, azaz f~1(y) = .
Mivel (x,y) és (y,z) egymas tiikorképei az x = y egyenesre vonatkozo-
an, ezért azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy az inverz grafikonja a
grafikon x = y egyenesre vett tiikorképe. Ennek segitéségvel a fenti arcus
fliggvények grafikonja konnyedén abrazolhato.

Adjon médszert egy f valds fliggvény inverzének kiszamitaséaral
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10.

Megoldas. Az eléz6 feladatban lefrtakat kicsit médositva

fy)=z& r)efe @y ecf e f )=y

Tehat az y = f(z) egyenletben az x és y valtozdkat formaélisan felcserélve
azt kapjuk, hogy = = f(y), amelybél y-t ekvivalens lépésekkel kifejezve
éppen az f~! fiiggvény hozzarendelési szabélyst kapjuk.

Hatdrozza meg az f : (—o0,3] = R, f(z) = (z — 3)? fiiggvény inverzét!

Megoldds. Els6ként igazoljuk, hogy az f fiiggvény injektiv. Az f(x1) =
f(z2) egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy (z1 — z2)(z1 + 22 —6) = 0.
Mivel egy szorzat értéke pontosan akkor egyenlo nulldval, ha valamelyik
tényezoje nulla, ezért vagy x1 = xq, vagy x1 = xo = 3. Kovetkezésképp
az f fliggvény injektiv.

Mivel D(f) = (—00,3], R(f) = [0,+00), gy az f~! inverz fiiggvényre
azt kell majd kapnunk, hogy

D(f7") = R(f) = [0, +00), R(f™") = D(f) = (~0,3].

Az l6z6 feladatban lefrtak szerint az y = (z — 3)? egyenletbdl kell z-et
kifejezniink. Vonjunk mindkét oldalbdl négyzetgyokot.

Vi=VE -3 =le-3=—(z-3) =3z

Fontos szem el6tt tartani, hogy mi f értelmezési tartoménya, hiszen az
abszolutérték-jelet aszerint kell elhagyni. Azt kaptuk tehat, hogy

[ y) =2 =3—- 1y, y€0,+00).
Ellenérzésképp szamoljuk ki az f o f~1, illetve f~! o f kompozicidkat:
(fof (@) =fB~-Va)=0B~-Ve-3)"=uz, z€0,+00),
illetve
(frof)@)=f " (2—-3)*)=3—/(2-3)2=3—|z—3|=x, z€ (00,3
Mutasson példat R — [—1, 1] injekcidra, azaz olyan f fiiggvényre, amely
injektiv, D(f) =R, R(f) C [-1,1]!

Megoldds. Tekintsiink el6szor egy olyan injektiv h fliggvényt, amelynek
értelmezési tartomanya korlatos, értékkészlete az egész R. Legyen

h (—gg) SR, h(z) = tg ().
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f(x) = (x-38)* (x<3) , 1(x) =3-4%

Legyen ezutan
g:(-1,1) > R, g(x) = ga:

Ekkor a ho g fiiggvény a (—1,1) intervallumon van értelmezve, injektiv,
és
R(hog)=R(h) =R.

Ennek a fiiggvénynek az inverze kielégiti a feladat kovetelményeit, azaz
f = (hog) ! injektiv, D(f) =R, R(f) = (—1,1) C [-1,1].

1.3. Megoldandé feladatok

1.

Hatédrozza meg az A = {1,3} és B = {0} halmazok B x A Descartes-
szorzatét!

Legyen A, B és C nem iires halmaz. Van-e tartalmazdsi kapcsolat
(AUB) x C, illetve (A x C)U (B x C) kozott?

3. Hatédrozza meg az A = {1,{1}} halmaz hatvdnyhalmazt!
4. Elemei-e az aldbbi halmazok az A = {1, {1,2},{1,2, 3}} halmaznak?

(a) {0}, (b) {1,2}, (c) {{1,2}}, (d) {1,{1,2,3}}.

5. Lehet-e egy fiiggvény grafikonja a kovetkez6 halmaz: {(sin(z), z): x €R}?
6. Fiiggvény-eaz f = {(1,2),(2,1),(3,1), (4,2)} halmaz? Ha igen, adja meg

7. Injektiv-e az x

8. Hatdrozza meg az egész R-en értelmezett f(z) = = +4 és g(x) = =

az értelmezési tartomanyat és az értékkészletét!
3 — z fiiggvény?

2

fliggvények f o g és g o f kompoziciéjat!
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10.

11.
12.
13.
14.

Hatdrozza meg az f(x) = In(—xz), D(f) = (—00,0) és a g(z) =x + 1,
D(g) = R fiiggvények f o g kompozici6jdt!

Mutasson példat olyan valds fiiggvényre, amelyre f~! = f (és f nem az a
fliggvény, ami az értelmezési tartomanyanak minden eleméhez 6nmagat
rendeli, azaz f nem az identitds)!

Hatérozza meg az f(z) = 2%, D(f) = R fiiggvény inverzét!
Hatérozza meg az f(r) = 22® + 1, D(f) = R fiiggvény inverzét!
Hatérozza meg az f(z) = 21 5, D(f) =R\ { } fiiggvény inverzét!
Hatérozza meg az f(x) =

z D(f) = (—o0, —1] fiiggvény inverzét!

1.4. Megoldasok

1. {(07 1)7 (07 3)}
2. Egyenl6ek.

© ® e om

10.

= {0, {13} {1 {3}

(a) Nem. (b) Igen. (c) Nem. (d) Nem.

Nem lehet, hiszen sin0 = sin7 = 0, igy (0,0) € f és (0,7) € f, de w # 0.
Fiiggvény, értelmezési tartoménya {1,2, 3,4}, értékkészlete {1, 2}.
Nem, mert f(0) = f(1) = 0.

D(fog)=D(go f) =R, (fog)(z) =2"+4, (go f)(z) = (z +4)°.
(fog)(z) =In(—z —1), D(f) = (—o0,—1).

fx)=1—-=, D(f)=10,1].

f(x)=1-x
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11. A fiiggvény nem injektiv, igy nincs inverze.

12. f~Hx)=¢

z—1

2

bl D(fil) = R'

13. flz)=1(L+3), D(f~') =R\ {0}

14. f1(2) = =/, D(f) = [1,+00).

f(x) =sin(x) *(x) = arcsin(x)
1 1
-1 1 -1 1
-1 -1
f(x) = cos(x) (x) =arccos(x) m
[ 1 -1 1
-1
f(x) =tg(x) (x) = arctg(x)
2
1

NI

T TU
o . -1 1
/ 2| /Y 2
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f(x) = ctg(k) (x) = arcctg(x)

1
ST
i
fin
NI A
|
1N
=

f(x) = sh(x) (x) = arsh(x)
1 1
-1 1 -1 1
-1 -1

f(x) = ch(x)\\’/ (x) = arch(x)
1 /

-1 1 -1 1
-1 -1

f(x) =th(x) f(x) = arth(x)
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f(x) = cth(x)

\_

f(x) =arcth(x)

-1 1 -1 ]

wl j 1
f(x)=a* (a>1) f1(x) =loga(x) (a>1)
o '

1 1 T 7
f(x)=a* (a<1) f1(x) =loga(x) (a<1)
\‘ 1

1 1 21 1







2. fejezet

Sorozatok

Ebben a fejezetben megismerkediink a valés szdmsorozatok fogalmaval, illetve
azok alapvetd tulajdonsagaival.

2.1. Elméleti 6sszefoglalo

A pozitiv egész szdmok halmazén értelmezett valds értéki a : NT — R
fiiggvényt valds szdmsorozatnak (vagy roviden sorozatnak) nevezzik és az
(an) szimbdélummal jeloljiik. A sorozat n-edik tagja a roviden an-nel je-
16lt a(n) szém. A részsorozat fogalmét a kovetkezOképp definidljuk: legyen
o : N — N7 szigorian monoton nové fiiggvény. Ekkor az (aq(,)) sorozatot
(an,) részsorozaténak nevezziik. Tekintsiik példaul a, = 1, illetve (b,) = &
sorozatokat. A (b,,) sorozat részsorozata (a,)-nek, hiszen a o(n) = n? vélasz-
tassal by, = ag(y)-

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat monoton névd (illetve fogyd), ha tet-
széleges n € N esetén a,, < a1 (illetve a, > ani1).

Az (ay,) sorozat korldtos, ha az értékkészlete korlatos, azaz létezik olyan
K valés szdm, amelyre {|a,| : n € N} C [0, K].

Egy sorozat szamszorosét, sorozatok osszegét, illetve szorzatdt mint fiigg-
vények szadmszorosat, pontonkénti 6sszegét, illetve szorzatat a kdvetkezéképp

értelmezziik: ha (ay,), (b,) sorozat, A € R, akkor

)‘(an) = (/\an)v (an) + (bn) = (an + bn)v (an) : (bn) = (an : bn)-

Ha emellett b,, # 0 is teljesiil minden n € N-re, akkor ((Zn)) = (Zn>

Az (a,) szédmsorozatot konvergensnek nevezziik, ha létezik olyan o € R
szam, amelyre fenndll a kovetkezd: barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan NV
egész, hogy az N-nél nagyobb indexii tagok a-tdl vett tavolsaga kisebb e-nél.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy az (a,,) sorozat a-hoz konvergél. Az o szdmot az

(ayn) sorozat hatarértékének (vagy limeszének) nevezziik, és a lim a, = a,
n—-+oo

illetve a,, — « jeloléseket haszndljuk. Ha egy sorozat konvergens, akkor min-
den részsorozata is konvergens, és ugyanaz a hatarértékiik. Ha o = 0, akkor

15
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(an)-et roviden nullsorozatnak nevezziik. Ha (a,,) nem konvergens, akkor azt
mondjuk, hogy divergens.

Kiilon definidljuk az dgynevezett végtelenhez divergdlds (vagy més néven
végtelenhez tartds) fogalmét. Az (a,,) sorozat tart a +oo-hez (jelolésben: a,, —
+00), ha tetszéleges K > 0 szdmhoz van olyan N kiiszébindex, hogy a sorozat
minden N-nél nagyobb index{i tagja nagyobb, mint K. Az (a,) sorozat —oo-
hez tart, ha —a,, — +00. A +o00-hez, illetve —oo-hez tarté sorozatok esetén az
osszeg, illetve szorzat hatarértékére vonatkozé allitasokat az R-beli dsszead4s
és szorzas mivelet szerint kell értelmezni.

Az (ay) sorozat Cauchy-sorozat, ha tetszdleges ¢ hibakorldthoz van olyan
N kiiszobindex, hogy n,m > N esetén |a,, — an| < €. Egy val6s szdmsorozat
pontosan akkor Cauchy-sorozat, ha konvergens.

A kovetkez6 tételben Osszefoglaljuk a konvergencia és az algebrai miivele-
tek viszonyat.

2.1. Tétel. Legyenck az (ay) és (by,) sorozatok konvergensek, liIJIrl ap =«
n—-+0oo

és lim b, = B. Legyen tovibbd A € R tetszbleges valos szam. Ekkor

n—+oo
(a) HETM(Aan) = A\a, (c) nEIfm(an cbp) = B,
. o . bn _
() lim (an+bi) =at 5, @ lim (a0 = o

: a, __ «

Ha B # 0, akkor ngr-lr-loo =3

Hasonl6 &llitas fogalmazhat6 meg azokra a sorozatokra, amelyek +oo-hez,

illetve —oo-hez tartanak, feltéve persze, hogy az Gsszeg, illetve szorzat értel-

mezve van. Emlékeztet&iil megjegyezziik, hogy a (4+00) és (—o0) szimb6lumok

Osszegét nem értelmeztiik (lasd 1. fejezet). A feladatok megolddsandl gyakran
hasznalt moédszer a kovetkezd ugynevezett kézrefogdsi elv.

2.2. Tétel. Ha (ay,), (byn), és (cn) olyan sorozatok, amelyekre fenndll, hogy:

(1) (an) és (bn) konvergens, tovabbd ngrfoo ap, = ngrfoo b,

(2) létezik olyan N € N, hogy n > N esetén a, < ¢, < by,

akkor a (c,) sorozat is konvergens, tovdibbd lim a, = lim b, = lim c¢,.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Végill néhdny nevezetes hatarérték, amelyet a feladatok megolddsa sordn
hasznélni fogunk:

0 (gl < 1), e
Ya—1 (a>0), n

& =0 (¢>0),

Yn— 1, "

(1+2)" »e* (a€eR), wr 0,
250 (¢>1, keN), v O
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2.2. Kidolgozott feladatok

1. Vizsgdlja meg monotonitds szempontjabdl a kivetkezd sorozatokat!

(a) an:=1+1, (€) an:=(1+2)",  (e) ap:=sin3Zn,
(b) an =7, (@) an = (-)"m, () an=tg (1),
Megoldas.

(a) Azt fogjuk igazolni, hogy ap+1 — @, < 0 minden n € N-re, azaz a
sorozat szogorian monoton fogyd.

1 1
tnt1 =@ +n—|—1 <+n>

1 1 n—(n+1) -1
- o= - <0.
n+l n nn+1) n(n+1)

(b) Pozitiv tagd sorozat esetén a, > a,11 < a:il > 1. Mivel i—, >0 és
an %L 2" (n+1) n+1
—_— 27”;1 = —' . | = Z 17
An+1 n! 2 2

(n+1)!

ezért a sorozat monoton fogyo.

(¢) A szédmtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenséget n+ 1 tagra

felirva:
(n—!—l)n <n+1> (n—|—1>
an = =1- <
n n n

§ 14 notl "H_ n+2\""
n+1 T \n+1 = dntls

azaz a sorozat (szigorian) monoton néve.

(d) Annak igazoldsdhoz, hogy egy sorozat nem monoton, elég mutat-
nunk j < k <1 egészeket, amelyekre a; < ax > a; vagy a; > ar < q
teljesiil. Esetiinkben ez barmely hdarom szomszédos indexre fennall.

(e) Az el6z6 résznél elmondottak szerint a sorozat nem lehet monoton,
hiszen példaul a; = sin (5—”) > 0, ag = sin (15—”) < 0, illetve a5 =

12 12

sin (21%”) > 0.
(f) Mivel a tg fiiggvény szigorian monoton névé a [O, g} intervallumon,
ezért n < m esetén tg ( ) < tg(%). Vagyis a sorozat szigortan

1
m
monoton fogyo.
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2. Vizsgilja meg korldtossdg szempontjdbol a kivetkez6 sorozatokat!

(a) a, =22 (c) ¢, = sin(4n? — n) cos(4n? + n),
(b) b, =n?—n, (d) dn = (-1)"1n(n).
Megoldds.
(a) A sorozat nyilvdnvaléan korlatos, hiszen
2 2 1
lan| = nt ‘:’1+ <1+2|-|<3
n n

(b) Igazolni fogjuk, hogy tetsz6leges rogzitett K > 0 szdmhoz talalhatd
olyan n € N, amelyre |a,,| > K, azaz az (a,,) sorozat nem korldtos. A
masodfoku kifejezést teljes négyzetté alakitva és az egyenlStlenséget
rendezve azt kapjuk, hogy

1N 1 1\?
|b”|:n2—n=(n—2> —4>K(:><n—2) >

1 / 1 1
K+ - K+ -+ -.
> +4<:)n> +4+2

Ilyen n 1étezését az arkhimédészi axidéma garantalja.

(¢) Mivel a sin és a cos fiiggvények értékei —1 és 1 kozé esnek, tovabbd
két [—1, 1]-beli szdm szorzata is [—1, 1]-beli, ezért (¢, ) nyilvdnvaléan
korlatos.

(d) Hasonléan a (b) pontban lefrtakhoz, az arkhimédészi axiémat fel-
haszndlva tetszéleges K > 0-hoz taldlunk n € N-et, amelyre |d,,| > K,
hiszen ez utébbi egyenlétlenség pontosan akkor teljesiil, ha n > e,

A definici6 segitségével igazolja, hogy az alabbi sorozatok konvergensek!
Adjon meg egy kiiszobindexet az ¢ = 10~* hibakorlathoz!

(a) ap =1+ 2, (b) b, = ‘;Zi‘z’, (c) cn = Lsinn.

Megoldds. Minden esetben rogziteni fogunk egy a@ € R és egy ¢ > 0
szamot. Ezek utdn egyenletrendezéssel és az arkhimédészi axiéma segit-
ségével igazolni fogjuk olyan N kiiszobindex létezését, hogy az N-nél na-
gyobb indexii tagok kozelebb vannak a-hoz, mint az elézetesen rogzitett
¢ szam. Végiil € helyére 10~*-t beirva (a kapott sorozatok monotonitésat
kihasznélva) leolvassuk a legjobb kiiszobindexet.

(a) Legyen e > 0 rogzitett, o = 1. Ekkor |a, — 1] = |14+ 5 —1| = & <
= \% < n. A feladatban megadott ¢ = 10~* hibdhoz tetszbleges

\/% = 100-ndl nagyobb egész jé lesz kiiszobindexnek.
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(b) Rogzitett € > 0 és a = 2 mellett

1 11

dn+3 ‘<€®E <
n.
+1 2

2n +1

|- gl

+ 2n+1 2n

Hasonléan az eddigiekhez, az arkhimédészi axiéma miatt ilyen n
4

létezik. A fenti egyenlStlenségben e helyére 10~ %-et frva 12 2_1 < n-

et kapunk. fgy N = 5000 jé kiiszobindexnek.
(c) Els6ként jegyezziik meg, hogy |sinn| < 1, {gy az o = 0 vdlasztdssal

1. 1 . 1
—sinn — 0| = —|sinn| < —.
n n

3

Az egyenlétlenséget atrendezve azt kapjuk, hogy tetszéleges %—nél
nagyobb egész szam jé kiiszobindexnek (esetiinkben 10* < N).

4. Igazolja, hogy az a,, = % sorozat Cauchy-sorozat!

Megoldds. Rogzitsiink egy tetszoleges € > 0 szdmot. Ehhez valasszunk
egy olyan N kiiszobindexet, hogy n > N és m > N esetén % és %
is kisebb legyen, mint 5. Ilyen kiiszobindex létezik, nevezetesen bar-
mely N megfelel, amelyre N > % Ezek utan alkalmazzuk a haromszog-

egyenlétlenséget az + és =L szamokra:
n m

= E.

1+—1_1+ <6+€
n m| n m 2 2

Mivel e > 0 tetszéleges volt, igazoltuk, hogy a sorozat Cauchy-sorozat.

5. Hatarozza meg a kovetkez6 hatarértékeket!

_ n°45n—1 _ 3n%42n41 _ 2n*-3n?
(a‘) a/n - n2_n6+17 (b) b’rL - n+2n2 bl (C) Cn - n2—6n+1'
Megoldds.
(a) Emeljiink ki a szdmlalébdl és a nevezébél nb-t, majd képezziik a
1 5_1 1
I , St ——% 00—
hatérértéket tagonként. Ekkor a, = “q—n>—p® 5 045020 _
nr e 0-1-0
1 1
. 2 s _ 3n’42n41 _ 3t2ntos
(b) Hasonléan, n*-tel egyszertisitve b, = =" %= = 7

342.040 _ 3

(c) Ez(thtal a sgémlélé foka (azaz n legnagyobb el6fordulé hatvanyanak
kitev8je) nagyobb, mint a nevezéé. Ekkor a nevezben taldlhatd
legnagyobb n hatvdnnyal, n2-tel egyszerfisitiink. Ekkor a szdmlalé
+o00-hez, a nevezd pedig egyhez tart. Mivel a tort értéke n > 6
esetén pozitiv, igy a keresett hatdrérték +oo.
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6. Mutasson példat olyan pozitiv tagi sorozatra, amely nem korlatos, de

8.

nem tart a +oo-hez!

Megoldds.

Legyen (a,) az a sorozat, amelynek tagjai as, := 0, illetve ag,y1 =
2n + 1. Ekkor a sorozat nem korlatos, de nem is tart a 4+oo-hez, hiszen
egyetlen pozitiv K szdmhoz sincs olyan N kiisz6bindex, hogy n > N

esetén a, > K teljesiil.

Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét!
(a) an = Vn?+n, (d) a, = (14 ﬁ)n,
2
(b) an = V%z%%;v (e) an ::(14’;%)n7
n —+1
(¢) an = G, (F) an=(1-3)"""

Megoldds. Elemi atalakitasok utdn tagonként elvégezziik a hataratmene-
teket. A (d)—(f) pontokban hasznalni fogjuk, hogy lirf (1+2)" =e,
n—-+00

tovabba hogy konvergens sorozat minden részsorozata is konvergens, és

ugyanaz a hatarértéke.

(a) Az /n — 1 és a /2 — 1 nevezetes hatérértékeket, valamint a

kozrefogasi elvet hasznalva

1<ap=¥n2+n=Ynn+1) =

=Ynn+1< Ynn+n=n¥V2n—1.

n’+3 n®(1+2%) e SN
(b) Qp, nitdn TL2\/1+ 4 \/1+ 4 \/T 1
+1)” +1)" n n
(¢) an = (:sz)l = %(nn") =7 () =5 (1+3) 20-e=0

(1+2)" = [0+2)"] =et.
|

(© an=(1+38)" = [(1+3%)"

(d) an

n+1

() ap=(1-3)""" = [(1 - %3)"} et
Hatérozza meg a kovetkezd hatarértékeket!

im  /n8" + 32 im  2nitsnt Yn
(2)  Lim  {/n8" 437, (b) lim et
(¢) lim (Vn+T-yn).

2. SOROZATOK
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Megoldds.

(a)

A kozrefogdsi elvet, illetve az {/n — 1 és az ¢ — 1 (¢ > 0)
nevezetes hatarértékeket felhasznélva,

—+o0

8 n
9< lim Vn8"+32n= lim v/n8&*+9%= lim 9{/n <> +1<
n——+oo n——+0o n— 9

< lim 9¢/n+1< lim 9¥n+n= lim 9n¥2—9-1-1=9.
n—+4oo n—-4o0o

T n—+4oo

. 212121 2 "1 7 . 4 s 2
A szamlélébdl és a nevez6bdl ns-ot kiemelve és a hatdrdtmeneteket

tagonként elvégezve konnyen leolvashatd, hogy a sorozat hatérérté-
ke 0:

T 27 1—-I 1_7
2n? 4+ 3n + Yn ns (2n 543n"735 4+ns 3)
lim ———nw—— = lim =
oo VonT 4 nd 1 nee nd {5+ L+ &

2 3 1
Tn T Yt T2

= lim .
notoo Wi 11

A szamlalét gyoktelenitve és a hatarértmeneteket tagonként elvé-
gezve azt kapjuk, hogy

i (VT VA = i (VAT V) Y
n+1l-—n

lim —————=0
n%nfoo\/n+1+\/ﬁ

Igazolja, hogy korlatos sorozatok szorzata korlatos! Mit mondhatunk
a hanyadosukrél?

Megoldds. A szorzatuk nyilvanval6an korldtos, hiszen ha |a,| < K
és |by| < L, akkor |ay, - by| = |an| - |bn| < K - L. Korldtos sorozatok
hényadosa viszont nem feltétleniil korldtos. Tekintsiik példdul az

a, =1, b, = % sorozatokat, amelyekre az ((Z:)) = (n) sorozat nem

korldtos. A gondot az okozza, hogy a szamléléban 1évé (b,,) sorozatot
nem tudjuk alulrdl becsiilni valamilyen pozitiv szdmmal. Ha (b,,)
nemcsak korldtos, de létezik o > 0, amelyre a < |by,], akkor || <
L i

[e3%

10. Igazolja, hogy

(a)
(b)

minden konvergens sorozat korlatos,
egy korlatos sorozat és egy nullsorozat szorzata nullsorozat,
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(¢) egy konvergens és egy divergens sorozat osszege nem lehet konver-
gens!
Megoldds.

(a)

Legyen (a,,) egy tetszileges konvergens sorozat « hatarértékkel. Ek-
kor az ¢ = 1 hibahatarhoz létezik N kiiszobindex, hogy n > N
esetén

la, —al <1leay, € [a—1,a+1],

azaz az {a, : n > N} halmaz korlatos. Vildgos, hogy a véges elem-
szami {a; : 1 < 4 < N} halmaz is korlatos, igy az uniéjuk is az.
Vagyis az (a,) sorozat korldtos.

Legyen (a,) nullsorozat, (b,) pedig egy korlatos sorozat K korlat-
tal. Ekkor (a, ) konvergencidja miatt tetszéleges rogzitett € > 0-hoz
van olyan N kiiszobindex, amelyre n > N esetén |a, — 0] < .
Kovetkezésképp (ugyanezen N kiiszobindex mellett) |a,, - b, — 0] =
|an by | = |an|-|bn| < - K = ¢, azaz az (a, - b, ) sorozat nullsorozat.
Indirekte tegyiik fel, hogy van olyan (a,) konvergens, (b,) divergens
sorozat, amelyek (a, + b,) Osszege konvergens. Kihaszndlva, hogy
konvergens sorozatok 6sszege konvergens, valamint hogy (a,)-nel
egyiitt (—ay) is konvergens, azt kapjuk, hogy a (b,) = (an + by) +
(—ay) sorozat konvergens, ami ellentmondas.

2.3. Megoldandé feladatok

Konvergensek-e az 1-9. feladatokban kitlizott sorozatok? Ha igen, adja meg
a hatédrértékiiket! Az 1-3. feladatokban hatdrozzon meg egy kiiszobindexet

¢ = 10~2-hoz!
1. a, = 22— 6. ¢, = (1 4 l)2"
o Un n3+1 ¢ n T 2n ’
2
— n . P
2. bn — n2f1 7 d _ 2n273n‘3+1
n+1 . n — n2—7 ’
3. ¢ =1,
2 3 _ 4n2%—3n
4. a, = 72712221—{” : ﬁ, 8. en = 5n—7n?’
. 2 ;
5. b, — nsinndn’cosn 9. fu=+2n—1-v2n11

10.

an

Korlatosak-e a 10—12. feladatokban szereplé sorozatok?

= ("T—5)n, 11. b, = 2—27 12. ¢, = tg(nn).
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13

Monotonok-e a 13—14. feladat sorozatai?

cp=vn+1—+yn-—1,

2.4. Megoldasok

N o Wb

=0, N =10.
=1, N = 10.
=1, N =202.
=0.

=0.

—62.

= —0OQ.

14.

8.

10.
11.
12.
13.
14.

an = sin(ny).

lim e, = —
n—-+oo

lim f, =0.

n—+4o0
Igen.
Nem.
Igen.
Igen.

Nem.

KIS






3. fejezet
Sorok

3.1. Elméleti 6sszefoglalo

Ebben a fejezetben bevezetjiik a numerikus sor fogalmat. Megmondjuk, hogy
mit értiink konvergens (divergens) soron, illetve adunk néhény egyszerti kri-
tériumot sorok konvergencidjanak eldontésére.

3.1. Definicié. Az (ay) valés sorozatbdl képzett > a, numerikus soron
(vagy roviden soron) az (a,) ugynevezett részletosszegeibdl allé sorozatot
értjiik. Nevezetesen jelolje (s,) azt a sorozatot, amelynek n-edik tagja (az
n-edik részletosszeg) s, = a1 + -+ + an.

3.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a Y a,, sor konvergens, ha az (s,,) részlet-

Osszeg-sorozat konvergens. Az (s,) sorozat hatarértékét (ha létezik) a sor
“+o00

dsszegének nevezziik, és > an-nel jeloljiik. Amennyiben az (s,) sorozat nem
n=1

konvergens, gy a sort divergensnek nevezziik.

3.3. Definicié. A > a, sort abszolit konvergensnek nevezziik, ha az (|a,|)
sorozatbdl képzett > |a,| sor konvergens.

Fontos megjegyezni, hogy a > a,, sor konvergencidjinak sziikséges feltéte-
le, hogy az (a,,) sorozat nullsorozat legyen.

A sorozatokndl tanultakhoz hasonléan képezhetjiik egy sor szamszorosat,
illetve két sor osszegét. Nevezetesen ha A € R, (ay,) és (b,) tetszbleges so-
rozatok, akkor A3 a, a (Aa,)-bdl, > a, + > b, az (a, + by,) sorozatbdl

+oo +oo
képzett sort jelenti. Nyilvanvalé, hogy ha > a, = a és Y b, = 3, akkor

n=1 n=1

+o00 “+o00
S Xap =Aaés Y (an +by) =a+ 8.

n=1 n=1
+oo
A kés6bbi fejezetekben hasznélni fogjuk a > a, jelolést is attdl fiiggden,

n=0
hogy az (a,,) sorozatot hogyan indexeljiik (azaz hogy az 6sszegzésnél az els6

25
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“+o0
tagja ag vagy a1). A > a, szZimbdlum azt a sordsszeget jelenti, amelyet az

n=~k
§1 = Qg, S2 = Gk + Ag41, S3 = Ak + Ak41 + Ak+2, - -
részletosszeg-sorozat hatarértékeként kapunk, ha az létezik.

Sorok Gsszegének kiszamitasa tobbnyire bonyolult feladat. De annak el-
déntésére, hogy a sor (abszolit) konvergens-e, tébb egyszer(i kritérium is
rendelkezésiinkre all. Ezeket foglaljak 0ssze a kovetkezo tételek.

3.1. Tétel. A -L sor konvergens, ha p > 1, és divergens, ha p < 1.

npP

Fontos kiilén megjegyezni, hogy eszerint a > % sor divergens.

3.2. Tétel (Minordns, ill. majordns kritérium). Legyen (a,,) és (b,) nemnega-
tiv tagu sorozat, amelyekre fenndll, hogy bizonyos N indextdl kezdve a, < b,.
Ekkor

(1) ha > ay, divergens, akkor _ by, is divergens,
(2) ha > by, konvergens, akkor >  ay, is konvergens.

3.3. Tétel (Hanyadoskritérium). Legyen (a,) olyan sorozat, amelyhez létezik
olyan 0 < g < 1 és N kiiszébindex, hogy n > N esetén ’%’ < q. Ekkor a
>~ ay, sor abszolit konvergens.

3.4. Tétel (Gyokkritérium). Legyen (a,) olyan sorozat, amelyhez van olyan
0<gq<1és N kiiszobindez, hogy n > N esetén {/|an| < q. Ekkor a _ a,
sor abszolut konvergens.

A fenti két kritériumot csak olyan esetekben fogjuk alkalmazni, amikor az
|M , illetve }/|ay,| sorozatok konvergensek. Ha a hatarérték kisebb, mint 1,
akkor a sor abszolut konvergens, ha nagyobb, mint 1, akkor pedig divergens.
Ha a hatarérték éppen 1, akkor ezen kritériumok segitségével nem tudjuk
eldonteni, hogy a sor konvergens-e.

3.5. Tétel (Leibniz-kritérium). Legyen (a,) monoton fogyd nullsorozat. Ek-
kor a >_(—=1)"*ta, (alterndld) sor konvergens.

3.2. Kidolgozott feladatok

1. Hatérozza meg a (¢") sorozat (¢ € R) részletdsszeg-sorozatdt, illetve
lg] <1 esetén annak hatdrértékét!

Megoldds. frjuk fel az s,, illetve g¢s, tagokat! Lathatd, hogy

Sn—asn = (¢ + @+ +4¢") — (P + -+ ") =g
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gt P
Az egyenletet rendezve s,, = 4 1‘1q . Innen mér az is vildgos, hogy |g| < 1

+oo
esetén a }_ ¢" sor konvergens és a hatdrértéke .
n=1

+oo
1 1
2. Konvergens-e a Y (5zm=t + sgusr) SOI7
n=1

Megoldds. Elemi atalakitdsok utdn meghatarozhatjuk a sor sszegét két
konvergens mértani sor segitségével:

+o00 too
1 1 51 11
Z(g.5n_1+5.2n+1>—Z<25n+102n> =

n=1 n=1

5% 1 11 29

225 Tl T

n=1 n=

Hatarozza meg a 3—5. feladatokban megadott sorok Gsszegét!
+o0 1 +o0 n +o0 1
8 X e 4 3 (i), 5 X erverr

Megoldds.
3. A tortet kettébontva azt kapjuk, hogy

oS
—nn+l) =\n n+l
A részletosszeg-sorozat k-adik tagja

SRR

+oo

1 1
Y ——— = lim (1-):1.
nzln(n—i—l) k—+oo k+1

igy

4. A logaritmusfiiggvény tulajdonsagai alapjan

—+o0

iln (nL) =3 (Inn—In(n +1)).

n=1

Kovetkezésképp

“+o0 k
nglln (nj—l) :kEToo n:1(lnnfln(n+1)) :kETm(ln 1-In(k +1))=—o0.
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5. Hasonldan az el6z6 két ponthoz, az Gsszegzendo sorozatot teleszkopikus

Osszeggé alakitjuk. Azaz

Z *2”( 1 .f—\/m)
f+\/ﬁ Vi+vn+1 n—yn+1

e
—-3 (- VaT).

igy s = -1+ +Vk+ 1 — 400, tehat a sor divergens.

Az 0Osszehasonlité kritériumok segitségével dontse el, hogy konvergen-
sek-e az aldbbi sorok!

T 1 T 1 g sin (nf)
(a) nglm» (b) n;m, (c) nZ:II s

Megoldds.

(a) Az osszegzend6 sorozat n-edik tagjat alulrdl becsiiljitk a nevezd no-
velésével, majd alkalmazzuk a minorans kritériumot a harmonikus
sor konstansszorosaval:

1 1 11
> =—-.
V2n—1yn = V2nyn V210
Tehat a sor divergens.

(b) A majordns kritériumot fogjuk haszndlni. A nevez6t csokkentve fe-
lillr6l becsiilhetiink egy konvergens mértani sorral, nevezetesen

Bt < S o 15
5n+l 42 < 5ntl 5 L 50’

azaz a sor konvergens.
(¢) A szamldlét feliilrdl becsiilve

sin?(ny/n)
N

<

S
jw =

1 .
igy alkalmazhatjuk a majorans kritériumot az —; sorozattal. Igy a
n2
% sin? (n/n)

sor konvergens.
ny/n

n=1

7. Konvergens-e a Z ; sor?
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10.

Megoldds. Mivel - < £ minden n > 2-re, ezért

1 < 1 1
nl = 2n-1 on’

Vagyis az % sorozat majoralhaté egy szummalhaté mértani sor kétsze-

resével, ezért a Y -5 sor konvergens.

—+o00

. Igazolja, hogy a > ng™ sor abszolit konvergens, ha |q| < 1!

n=1
n+1
Megoldds. Az |%| = 2l . |g| hdnyados értéke pontosan akkor
lesz kisebb, mint 1 valamilyen indextdl kezdve, ha |¢| < 1. Ekkor a
hanyadoskritérium szerint a sor abszolit konvergens.

A hanyadoskritériumot hasznalva dontse el, hogy konvergensek-e az aldb-
bi sorok!

2t T a2 IS
(a‘) on> (b) Z (2n+5).3n7 (C) Z n2+1"
n=1 n=1 n=1
Megoldds.
ant1| _ (mAD* 27 pg1\4 1 1 . s
() |, | = ‘Gt-2r = ()7 -1 — 1 < 1, azaz a sor abszolit
konvergens.
Ant1| _ (n+3)! . (2n+5)-3" _ (n+3)-(2n+5) ,
(b) | ™= | = G ST il T (engns - 7 100, tehdt a sor
divergens.
any1| _  3(n+1) n241 _ nl4n’4n+l . . iz
(c) | ot | = DT 3 = wirensien — L 18y a hdnyadoskritérium

segitségével nem tudjuk eldonteni, hogy konvergens-e.

A gyokkritériumot haszndlva dontse el, hogy konvergensek-e az aldbbi
sorok!

“+o00 on +oo n on +o00 L . _n2
(a) ngl n (b) n;1<_1) R (C) nz=:1 3n (ﬁ)
Megoldds.
] 27 2 ) /
(a) ’i/@ = —— — 0 < 1, tehéat a sor abszolut konver-

T ni/n

2n 2n 2
(b) Vlan| =} T390 <y g = < 1, ezért a sor abszolit konver-
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11.

12.

] n N1 N1 RS S
x| n+1 3\nt1) 3 n) 73°° %
ezért a sor abszolut konvergens.

Igazolja, hogy a, — 0 a >_ a,, sor konvergencidjinak sziikséges, de nem
elégséges feltétele!

Megoldds. Vegyiik észre, hogy a,, = s, —Sn_1, han > 2. fgy ha a sor kon-
vergens, azaz az (s,) részletosszeg-sorozatnak létezik o € R hatarértéke,
akkor
an:5n_5n—1_>05—0420.
. JFOO 1
A nulldhoz tartds ugyanakkor nem elégséges feltétel. Tekintsiik a nz—:l -
harmonikus sort. Tetszoleges k > 1-re az (%) sorozat 2F 4+ 1,... 2kl
edik tagjaira a
1 1 1 Lo 1 1
2k 11 T okt~ gkt T ok+1 — 7 9k+1 T 9
egyenl6tlenséget felirva vilagos, hogy a sor divergens, hiszen a részlet-
Osszeg-sorozat +oco-hez tart.

Mutasson példat konvergens, de nem abszolit konvergens sorra!

—+o0

Megoldds. Tekintsiik a > (—1)"% sort. A Leibniz-kritérium miatt ez
n=1

konvergens, de az el6z6 feladatban leirtak miatt nem abszolut konver-

gens.

3.3. Megoldandé feladatok

Vizsgdlja meg az 1-14. feladatokban szereplé (a,, ) sorozatokbdl képzett > a,,
sorok konvergencidjat a tanult kritériumok segitségével!

NS e »® =

> rlbn, 9. ZW
ijf;, 10. an 2+n+17

Y(=D)"(Vn+1-+vn-1), 11. Z(zn-»
T 12 32455,

> 13, 3 2D

PCEEE == 14. Y (—1)"sin (Z).
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3.4. Megoldasok

e = S St
B W D H O

© ® NS0k w N

Konvergens (majordns kritérium).

Konvergens (majordns kritérium).

Divergens (minorans kritérium).

Konvergens (Leibniz-kritérium).

Konvergens (majoréns kritérium).

Konvergens (gyokkritérium).
Divergens (an — %)

Divergens (minorans kritérium).

Konvergens (majorans kritérium).

Konvergens (geometriai sor).

. Konvergens (hanyados kritérium).

(

(

. Konvergens (hdnyados kritérium).

. Konvergens (hdnyados kritérium).
(

. Konvergens (Leibniz-kritérium).






4. fejezet

Fiiggvények folytonossaga,
hatarértéke

Ebben a fejezetben definidljuk valods fliggvények folytonossédgat, pontbeli ha-
tarértékét, illetve a két fogalom kapcsolatat.

4.1. Elméleti 6sszefoglalé

4.1. Definicié. Az f valés fliggvényt folytonosnak nevezziik az a € D(f)
pontban, ha minden € > 0-hoz létezik olyan 6 > 0 szdm, hogy az értelme-
zési tartomédny minden olyan x pontjdra, amelyre |z — a| < ¢, fenndll, hogy
|f(x) — f(a)|] < e. A fiiggvényt folytonosnak nevezziik a H C D(f) halma-
zon, ha folytonos a H halmaz minden pontjdban. Az f fiiggvény folytonos,
ha folytonos a D(f) halmazon.

Fontos megjegyezni, hogy a kézépiskoldbdl jol ismert fliggvények legtdbbje
folytonos. Igy az id", &, sin, cos, log,, exp,,.
4.1. Tétel. Ha az f és g figguények folytonosak az értelmezési tartomdnyuk
eqy kiézos a pontjaban, akkor \f (A € R), f+g, f-g, illetve f (g(a) #0) is

g

folytonos az a pontban.

4.2, Tétel. Legyen f és g wvalds fiiggvény. Ha a g fiiggvény folytonos az
a € D(g) pontban, az f figgvény értelmezve van és folytonos a g(a) pontban,
akkor az f o g fiigguény értelmezve van a-ban, és ott folytonos.

4.3. Tétel (Folytonossigra vonatkozé dtviteli elv). Az f valds figgvény pon-
tosan akkor folytonos az a € D(f) pontban, ha minden olyan a-hoz tartd (x,,)
sorozatra, amely az értelmezési tartomdnydban halad (azaz x, € D(f) min-
den n € N-re), fenndll, hogy f(x,) — f(a).

4.4. Tétel (Bolzano). Legyen f az I C R intervallumon értelmezett, R-
be képezd figgvény. Ha léteznek olyan x és y pontok D(f)-ben, amelyekre
f(x) <0, dlletve f(y) > 0 teljesiil, akkor a figguvénynek van zérushelye. Azaz
létezik olyan a € D(f) pont, amelyre f(a) = 0.

4.2. Definicié. Az a € R pont a H C R halmaz torldddsi pontja, ha minden
€ > 0-ra az (a — €,a + €) N H halmaznak van a-tdl kiilonboz6 x eleme. A H
halmaz torlédési pontjainak halmazat H' jeloli.

33
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4.3. Definicidé. Az f valds fiiggvénynek az a € D(f)’ pontban létezik a véges
hatdrértéke, és A-val egyenl§ (A € R), ha minden ¢ > 0 szdmhoz van olyan
d >0, hogy |f(z) — A| < € teljesill az (a — J,a + J) intervallum minden a-tél
kiilénbo6z6 elemére.

Felhivjuk a figyelmet, hogy az a pontrél nem tettiik fel, hogy ott a fiigg-
vény értelmezve van. A fenti hatdrértékre a lim f(x) = A vagy réviden a
T—ra

lim f = A jelolést hasznaljuk.

4.4. Definicié. Az f valds fiiggvénynek az a € D(f)’ pontban létezik a
hatdrértéke, és az o0 (illetve —c0), ha minden K € R szdmhoz 1étezik olyan
d > 0, hogy f(z) > K (illetve f(x) < K) teljesiil az (a — d, a+ 9) intervallum
minden D(f)-beli elemére.

4.5. Definicié. Legyen f olyan valds fiiggvény, amelynek D(f) C R értel-
mezési tartomanya feliilr6l nem korldtos. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
hatérértéke a +oo-ben A € R, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan ¢ > 0 szdm,
hogy az értelmezési tartomény minden §-nal nagyobb x elemére | f(z)—A| < €
teljesiil. Az alulrdl nem korlatos értelmezési tartomanyu f fliggvény véges A
hatarértéke a —oo-ben hasonléan definidlhaté.

4.6. Definicié. Legyen f olyan valds fiiggvény, amelynek D(f) C R értelme-
zési tartoméanya feliilrél nem korlatos. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény ha-
tarértéke a +oo-ben +oo (illetve —o00), ha minden K € R szamhoz van olyan
0 érték, hogy az értelmezési tartomany minden = > 0 értékére f(x) > K (il-
letve f(z) < K). Az alulrdl nem korldtos értelmezési tartomanyu f fiiggvény
végtelen hatarértéke a —oo-ben hasonléan definialhaté.

4.5. Tétel. Legyen f és g valds fiigguény, és tegyiik fel, hogy D(f) ND(g) #0.
Ha f-nek és g-nek létezik véges hatdrértéke az a € D(f) N D(g) pontban,
akkor f + g-nek is, és

lm(f + g) =lim f + limg.
Tovdbbd tetszbleges A € R-re létezik a Af-nek hatdrértéke, és
lim(Af) = Alim f.

Abban az esetben, ha f vagy g legaldbb egyikének hatarértéke nem vé-
ges egy adott R-beli pontban, akkor az Gsszeg, illetve szorzat hatarértékére
vonatkozé allitdsokat az R-beli tsszeadds és szorzds miivelet szerint kell ér-
telmezni.

4.6. Tétel (Hatarértékre vonatkozé atviteli elv). Az f wvalds fiigguénynek
pontosan akkor létezik véges hatdrértéke az a pontban, ha létezik olyan A € R
szdm, hogy tetszéleges D(f) \ {a}-ban haladd, x,, — a (z, # a) sorozatra
fenndll, hogy f(z,) — A. Ekkor li;nf = A.
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4.7. Tétel. Az f valds figgvény pontosan akkor folytonos aza € D(f)ND(f)
pontban, ha ott létezik hatdrértéke és lim f = f(a).

4.2. Kidolgozott feladatok

1. Hatdrozza meg a valds szdmok aldbbi részhalmazainak torlédési pontjait!
(a) (0,1), (b) Z, (¢) {L: neN}.

Megoldds.

(a) Igazolni fogjuk, hogy a (0,1) nyilt intervallum torlédasi pontjainak
halmaza a [0, 1] zdrt intervallum. Legyen o € (0, 1), k pedig olyan
nagy, hogy a—+ € (0,1) teljesiiljon. Ekkor az a,, := ar— k_%n sorozat
minden tagja a (0,1) intervallumban van, egyik tagja sem egyenld

a-val, és lim a, = o. Ha o = 0, akkor az 1, ha a = 1, akkor az
n——+00 n

1-— % sorozat megfelel$ valasztas.

(b) Az egész szdmok halmazdnak nincs torléddsi pontja R-ben, azaz
7' = ). Ha ugyanis « tetsz6leges valés szdm, akkor taldlunk olyan
e-t, amelyre az

(a—ega+e)\{a} =(a—ea)U(x,a+e)
halmaz nem tartalmaz egész szamot.
(c) A halmaznak egyetlen torlédési pontja van, méghozza a nulla.
2. Igazolja a definicié segitségével, hogy az f : [0,+00) = R, f(x) := /x
fliggvény folytonos az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban.

Megoldds. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ekkor a § = ¢? valasztédssal x €
(0,4+00) és |z — 0] < § esetén |/x — 0] < e, azaz f folytonos O-ban.
Legyen most a > 0 tetszoleges. Mivel

F(2) - (@) = vz - va] = ‘(\f— va) Y

ezért 0 = \/ae vélasztdssal
[z —a| <é=|f(z) - fla)| <¢,

azaz [ folytonos a-ban.
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3. Hatérozza meg a kovetkezd hatédrértékeket!

3 x—1 . ;c3—2x2—4;c+8 : V14+2x—3
() oy o1 (b) iy S (9 I e

Megoldds. A problémat mindhérom esetben az okozza, hogy a nevezdbe
helyettesitve 0-t kapunk. Ezt fogjuk kikiiszobolni szorzattd alakitassal,
gyoktelenitéssel, illetve az a? — b? = (a + b)(a — b) azonossag alkalmazs-
saval.

(a) lim 5=

1 x—1 1 —
= Im e = limet =2

o @3 —20%—da48 _ i 2P(@=2)—4(x=2) _ . (z=2)(a®—4) _
(b) lim S5=m0 = lim == = lim =5y =

4 VT2 4 VT=2  Vz+2 I+2z+3 T 47 JI+22+3 0 37
Hatarozza meg a kovetkez6 hatarértékeket!

(c) lim YIE2Zr=3 _ jjyy VIi20-3 Vot2 V149043 _ |y 9. Vo2 4

. -2 . 1+ . 3_,’_ 2_3
(a) lim 5255, (b) lim |51, (c)  lim =3252=.
Megoldds.

(a) Az z, = 8 — 1 sorozat mentén az értékek —oo-hez, az y, = 8 + +
sorozat mentén pedig +oo-hez tartanak, igy nem létezik a hatdrérték
az atviteli elv miatt.

(b) Igazolni fogjuk, hogy tetszbleges K > 0 hoz van olyan § > 0, hogy
|z| < d esetén |f(z)| > K, azaz a hatarérték +oo. Ha z kisebb, mint
1, akkor a hdromszog-egyenlGtlenséget felhaszndlva

K <

1 1 1
4+ —| <|z|+|=| <2-.
x x x
Azaz ha § értékét 2-nél kisebbre vélasztjuk, akkor |z + 2| > K.
(c) A szamlalét és nevez6t a legnagyobb kitevéjli o hatvannyal, z3-nal
leegyszerisitve azt latjuk, hogy a szamldlé és a nevez6 is 1-hez tart
T — 400 esetén, igy a hatarérték 1.

Folytonos-e az f : (0,7) = R, f(z) := <~ fiiggvény?

sin(z)

Megoldds. Legyen a € (0, 7) tetszéleges, ekkor sina # 0. Mivel a reciprok
fiiggvény a 0 kivételével mindeniitt értelmezve van és folytonos (igy sin a-
ban is), ezért a kompoziciéfiiggvény folytonossdgardl tanultak szerint f
folytonos a-ban. Azaz f folytonos az értelmezési tartomanyanak minden
pontjaban.
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6. Igazolja az atviteli elv segitségével, hogy az f(z) := 22 valés fiiggvény
minden pontban folytonos!
Megoldds. Az f(x) = a2 fiiggvény értelmezési tartomanya R, igy azt
kell igazolnunk, hogy minden a € R pontra és minden x,, — a (zx # a
minden k € N) sorozatra f(z,) — f(a). A sorozatokndl tanultak szerint
konvergens sorozatok szorzata konvergens, és hatarértéke a hatarértékek
szorzata, igy

flxp) =22 =2, -2, > a-a=a®= f(a).
7. Mondjon példét olyan fiiggvényre, amelynek egyetlen pontban sem léte-
zik hatédrértéke!
Megoldds. Ismét a hatarértékre vonatkozo atviteli elvet fogjuk haszndlni.

Legyen f: R — R a kovetkezo fiiggvény:

1, hazeQ
f(z) { 0, hazeR\Q.

Alabb meg fogjuk mutatni, hogy a valds szdmegyenes tetszéleges a pont-
jahoz taldlhatunk olyan racionélis szdmokbdl 4116 (., ) sorozatot, amely-
nek hatarértéke a, és hasonldéan, talalhatunk olyan irracionalisokbdl &llé
(yn) sorozatot, amelynek hatdrértéke a, tovdbbd egyik sorozatnak sem
tagja maga az a szam. Ekkor viszont

n—-+oo

igy f-nek nincs hatérértéke a-ban.

Legyen ugyanis (z,,) a kovetkez6 sorozat: mivel minden intervallum tar-
talmaz raciondlis szamot, ezért valaszthatunk egy

1 € (a,a+1)NQ

szamot. Ha ez megvan, véalasszuk xo-t az

(a,a—ké) nNQ

halmazbél. (Ekkor a < z2 < a + 1.) Ha mér az elsé n — 1 elemet kiva-
lasztottuk, akkor legyen

1
T, € (a,a+) nQ
n
tetszbleges. Az igy kapott sorozat a-hoz tart a kozrefogasi elv szerint,

és minden tagja Q-beli. Irraciondlis szamokbdl 8116 (y,,) sorozat létezése
teljesen analég moédon igazolhatd.
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8.

10.

Folytonos-e a kovetkez6 f valos fiiggvény?
. 1
f(z) :=sin () , ha = #0, f(0):=0.
X

Megoldds. Ha a # 0, akkor f folytonos a-ban, ugyanis a reciprokfiiggvény
folytonos a-ban, a sin fliggvény pedig %—ban, igy hasznalhatjuk a kompo-
ziciéfiiggvény folytonossdgara vonatkozoé tételt. Az a = 0 pontban azon-
ban a fiiggvény nem folytonos. Ha folytonos lenne, akkor tetszoleges nul-
lahoz tarté (x,) (x, # 0) sorozatra az (f(z,))-nek f(0) = 0-hoz kellene
tartania. Fz azonban nem teljesiil, tekintsiik példaul az x,, := ﬁ ta-

gokbdl all6 sorozatot. Ennek minden tagjara f(x,) = sin(§ + 2n7) = 1.

\_1} 1
T

Folytonos-e a nullaban a kovetkez6 f valés fiiggvény?
. 1
f(z) :=xsin (m) , ha z#£0, f(0):=0.

Megoldds. Legyen € > 0 tetsz6leges. Mutatnunk kell egy § > 0 szamot,
amelyre |z — 0| < ¢ esetén |f(x)— f(0)| <e. Kihaszndlva, hogy |sinz|<1
minden x € R-re, azt kapjuk, hogy
. (1
sin | — || < |z] < 6.
x

“(z)
zsin| — || = |z|-
x

Azaz tetszlleges € > 0 esetén a § := ¢ valasztds megfeleld.

|f(z) = f(O)] =

Mutasson példat olyan fliggvényre, amely folytonos a nullaban, 1étezik
az inverze, de az inverz az f(0) pontban nem folytonos!
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11.

12.

Megoldds. Legyen f a kivetkezd (—oo, —1)U{0}U(1, 400)-en értelmezett
fuggvény:
r+1, hax<-—1;
f(z) =4 0, ha z = 0;
x—1, haz>1.

Ekkor f folytonos a nullaban, mert tetszéleges € > 0-hoz a § := % meg-

felelo, ugyanis az értelmezési tartomany egyetlen (—%, %) intervallumba
es6 z eleme a 0, arra pedig fenndll, hogy |f(z) — f(0)| < . A fiiggvény

injektiv, igy létezik inverze, nevezetesen

r—1, hax <D0,
fHz):=< o, ha x = 0,
z+1, haz>0.

Ugyanakkor a folytonossigra vonatkozo atviteli elv szerint a fiiggvény
nem lehet folytonos, mert példdul f (—%) — —1és f(%) — 1, azaz nem
minden 0-hoz tarté sorozatra ugyanaz a fliggvényértékek mentén vett
hatarérték.

Mutassa meg, hogy az 2° +4x — 3 = 0 egyenletnek van megolddsa a [0, 1]
intervallumban.

Megoldds. Tekintsiik a [0, 1] intervallumon értelmezett f(z) = 2 + 4z —
3 fiiggvényt. Azt kell igazolnunk, hogy ennek van zérushelye. Mivel f
folytonos (hiszen polinom), tovdbbd f(0) = —3 < 0és f(1) =2 >0
egyszerre teljesiil, ezért a Bolzano-tétel szerint kell legyen olyan x € [0, 1],
amelyre f(x) =0.

Melyik az a legbévebb H C R halmaz, amelyen a | -] alsé egészrész-fiige-
vény folytonos?
|z =max{k € Z:k <z}
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f(x)

(x)

13.

Megoldds. A k € Z helyeken az egészrész-fiiggvény biztosan nem foly-
tonos, ugyanis a (k — %) sorozat mentén a fliggvényértékek k — 1-hez,
a (k+ %) sorozat mentén pedig k-hoz tartanak, igy a hatarértékre vo-
natkozd atviteli elv szerint a fiiggvény nem lehet folytonos k-ban. Ha
x ¢ Z, akkor legyen 0 az z-hez legktzelebb esd egész szdm x-t6l vett
tévolsdganak a fele (azaz § := Mlz=leblelFI=oby A fiigovény értéke
az (r — 9§,z +9) intervallum minden pontjdban |z, {gy a fiiggvény z-ben
folytonos, mert konstans fiiggvény folytonos. Azaz a legbévebb halmaz,
ahol a fiiggvény folytonosan értelmezhets: R \ Z.

Legyen f : [0,1] — [0,1] folytonos fiiggvény. Igazolja, hogy van olyan
x* € ]0,1], amelyre f(z*) = x*.

Megoldds. Ha f(0) = 0 vagy f(1) =1 valamelyike teljesiil, akkor készen
vagyunk. Ellenkezd esetben f(0) — 0 > 0, illetve f(1) —1 < 0. Mivel a

g9(x) = f(x) -

fliggvény két folytonos fliggvény kiilonbsége, ezért folytonos. Tovdabba
fennall, hogy ¢(0) > 0 és g(1) < 0, ezért a Bolzano-tétel szerint létezik
olyan z* € [0,1], amelyre
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4.3. Megoldandé feladatok

Az 1-3. feladatokban hatdrozza meg az adott halmazok torlédédsi pontjait!
1. (1,3)U(3,4) 2. N 3. {(&H)": neN}

Igazolja, hogy a 4—6. feladatokban szereplé képlettel megadott, R-en de-
finialt fliggvények folytonosak 0-ban! Adott € > 0-hoz adja meg a lehetd
legnagyobb § > 0 értéket)!

4. f(x) =23, 5. g(z) = ¥, 6. hiz)=a22+z+1.

1

Tz

7. Igazolja az atviteli elv segitségével, hogy az f(x) sin x fiiggvénynek

létezik hatarértéke +oo-ben!
8. Igazolja az &tviteli elv segitségével, hogy az f(x) = % fiiggvénynek nincs
hatéarértéke a 0-ban!

9. Hatdrozza meg azt a legb6vebb halmazt, ahol az f(x) = zlcosm fligg-

vény folytonosan értelmezheto!

10. Igazolja, hogy a 223 + 322 = 422 + 1 egyenletnek van valés megoldésal

Léteznek-e a 11-14. feladatokban szereplé hatarértékek? Ha igen, adja
meg, hogy mennyivel egyenléek!

11. lim 7%_12_17 13. lim =1
T4 VT z—1
. 3_ . 2ya—V12
12. lim 3% 1(2)’”, 14. lim ‘/573
z—2 T x—3 T

4.4. Megoldasok
1. [1,4]. 2. 0. 3. %
4. §:= e 5. §:=¢e3. 6. 6:=5,ha0<e<l.

7. Vélasszunk tetsz6leges +oo-hez tarté (z,) sorozatot. Mivel a (sinxy,)
sorozat korlatos, (%) nullsorozat, ezért a szorzat is nullsorozat. Azaz az
atviteli elv szerint a fiiggvény hatarértéke a +oo-ben 0.

8. Az % sorozat mentén +oo-hez, a %1 mentén —oo-hez tartanak a fligg-

vényértékek.
9. Az % fiiggvény folytonos az R\ {0} halmazon, igy csak azt kell megélla-

pitanunk, hogy a sinx cosz érték milyen x-ekre nem nulla. Ez pedig az
R\ {& : k € Z} halmaz.
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10.

11.
12.

Tekintsiik az f(z) = 223 — 322 + 1 fiiggvényt. Ennek van nullhelye a

Bolzano-tétel miatt.

Nem létezik a hatarérték.
6

]-

13. +o0.

14.

1

75



5. fejezet

Linearis algebra

5.1. Elméleti 6sszefoglald

A késObbiekben sziikség lesz a linedris algebra néhany alapvetd fogalméra.
Ebben a fejezetben Osszegytijtjiik a sziikséges tudnivaldkat. Az egyszeriiség
kedvéért mindent csak abban a specidlis esetben definidlunk, amelyben ké-
s6bb hasznélni fogjuk.

Els6ként ismertetjiik a kozépiskolabdl mar ismert sik, illetve tér fogalma-
nak egy altaldnositasat.

5.1. Definicié. Jelolje R™ a rendezett ,,n-esek” halmazat, azaz legyen
R" = {(1‘1,1‘2, cey )t L1, T, ..., Ty € ]R}.

Ezen halmaz két elemének Gsszege, illetve egy elemének « valés szamszorosan
az aldbbit értjiik

(xla"'axn)+(y17"',yn) = (1'1 +yla"'vl.n‘i“yn),

illetve
a2y, .., xp) = (azy, ..., 02p).

Az R™ halmazt ezzel a két miivelettel ellatva n-dimenzids térnek, elemeit
n-dimenzios vektoroknak nevezziik. Ezen a téren természetes médon értel-
mezheté a tavolsag fogalma. Az (z1,...,2,) és az (y1,...,Yn) vektorok td-
volsdgan a

VIer =i+ o — yal?

szamot értjik. Az (z1,...,x,) vektor ||(z1,...,z,)|-val jelolt hossza (vagy
normdja) a vektor (0,...,0)-tdl vett tavolsdga, azaz

(21, zn)ll = iz + -+ a2

Az (z1,...,2y,) és (y1,...,yn) vektorok skaldris szorzata a kovetkezd szédm:
(1, Zn) W1yev oy Yn) = 2101 + - + TpYn-

43
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A fentebb definidlt hossz meghatdrozhaté a skaldris szorzat segitségével is:

(1, x| =V (@1, zn) - (21, 2).

Erdemes meggondolni, hogy a definiciékban n = 2 helyére 2 esetén a sik,
n = 3 esetén a tér vektorainak jol ismert tulajdonsigait kapjuk. A tovabbiak-
ban minden fogalmat csak ezekben az n = 2, illetve n = 3 speciilis esetekben
mondunk ki.

5.2. Definicié. Négyzetes matrixon olyan 2 x 2, illetve 3 x 3 ,tablazatot”
értiink, amelynek elemei valés szamok. Azaz

b a b c
(a >, illetve [d e f],
c d :

g h 1

ahol a,b,c,d,e, f,g,h,i € R.

Matrixok Osszeadéasat ,,tagonként” végezziik, azaz az Osszegmatrix i-edik
sordanak j-edik eleme a két méatrix i-edik sora j-edik elemének Gsszege. Mat-
rixot szdmmal Ugy szorzunk, hogy kiiloén-kiilon minden tagjit beszorozzuk.

A kovetkezd métrixokat 2 x 2-es, illetve 3 x 3-as egységmadtrixnak nevezziik

és I-vel jeloljik:
1 0 0
<(1) (1))7 010
0 0 1
A tovabbiakban a maétrixokat félkovér nagybetiikkel, a vektorokat félkovér
kisbettikkel jeloljiik.

5.3. Definicié. Az A matrix determindnsén azt a det(A4) szdmot értjiik,
amelyet a kovetkezSképp lehet meghatdrozni a 2 x 2, illetve 3 x 3 esetekben:

a b
det (c al)—ad—bc7

illetve
a b c
det |d e f| =aei+bfg+ cdh —bdi—afh — ceg.
g h i

Ertelmezhetjﬁk egy matrixnak egy vektorral vett szorzatdt. Alkalmazkod-
va a széles korben elterjedt jelolésekhez, matrix-vektor szorzas esetén (és csak
akkor) a vektorokat mint oszlopvektorokat dbrézoljuk:

(0 (3)=(ai)

illetve
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a b c T ax + by + cz
d e f|l-| vy =| de+ey+ [z
g h i z gz + hy + iz

Vegyiik észre, hogy a kapott vektor koordindtdi nem mésok, mint az (x,y)
(illetve (z,y, z)) vektor skaldris szorzata a matrix megfelel§ sordval. A most
bevezetett szorzds geometriailag a sik (illetve a tér) egy transzformdcidjit
irja le. Nézziik példaként az y tengelyre valo titkrozést a sikon, és az x ten-
gelyre vett merSleges vetitést a térben. Az (x,y) sorvektor y tengelyre vett
tiikorképét tgy kapjuk meg, ha képezziik az

-1 0 () _( —=

0 1 y ) y
szorzatot. Hasonldan, az (x, y, z) vektor z-tengelyre vett vetiiletét a kovetkez6
szorzat adja meg:

1 0 0 T x
0 0 0f- Y = 0
0 0 O z 0

5.4. Definicié. A )\ valds szamot az A matrix sajdatértékének nevezziik, ha
van olyan x # 0 vektor, amelyre

A -x=)x
Az x # 0 vektort A\-hoz tartozé sajdtvektornak nevezziik, ha teljesiti az el6z6
egyenlséget.

A fenti példdkat tekintve: a sik y tengelyére vett tiikrozésnél példaul sa-
jatérték a A = —1, ehhez sajatvektor az = tengely minden nullatdl kiilonb6zo
vektora. Az x tengelyre vett vetitésnél sajatérték példaul a A = 0 szam, ehhez
sajatvektor minden olyan nullatdl kiilonb6z6 vektor, amelynek els6 koordina-
taja 0.

5.1. Tétel. A \ valds szam az A mdtrixnak pontosan akkor sajdatértéke, ha
det(A — A\I) = 0.

Megjegyezziik, hogy a A — det(A —\I) egyvaltozds fiiggvényt az A méatrix
karakterisztikus polinomjanak nevezziik. Az el6z6 tétel azt mondja, hogy A
sajatértékei nem masok, mint a karakterisztikus polinomjanak nullhelyei.

5.2. Kidolgozott feladatok

1. Milyen p € R értékre lesz az aldbbi vektorok skalaris szorzata 07
(a) x=(p,1), y = (p,p), (b) x=(p,1,p), ¥y =(2,1,p).
Megoldds.
(a) A skaldris szorzat definicigjaba helyettesitve (p,1) - (p,p) = pp +
1p = p(p+1). Egy szorzat értéke pontosan akkor nulla, ha az egyik
tényezbje nulla, esetiinkben p = 0, vagy p = —1.
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(b) Hasonléan, (p,1,p)-(2,1,p) =2p+1+p? = (p+1)?, igy a skaldris
szorzat pontosan akkor nulla, ha p = —1.

Végezze el az (A — 3B)x métrix-vektor miiveletet, ahol

2 1 0 4 0 0
A=1|1 -1 0}, B=(|2 1 0
1 3 1 01 3
ésx = (1,0,—-1).
Megoldds. Els6ként a méatrixmiveleteket elvégezve
2 1 0 4 0 O 2 1 0 12 0 0
1 -1 0]-3(2 1 0)]=(1 -1 0)—[6 3 0]=
1 3 1 01 3 1 3 1 0 3 9
-10 1 0
=|-5 -4 0],
1 0 -8
majd az (1,0, —1) vektorral szorozva
-10 1 0 1 —10
-5 -4 0 ]- 0 = -5
1 0 -8 -1 9

Hatarozza meg a kovetkezd matrixok determindnsét!

5 2 10
L s) o1 o2
110

Megoldds. A bevezet6ben leirtak szerint det <§ _75) =2-(-5)—-1-7T=

—17, illetve

2
det [ O =2-1.0+1-2-1+0-0-1-1-0-0-2-2:1-0-1-1 = —2.
1

— =
SO

Milyen p, illetve g értékekre lesz a kovetkezd matrix determindnsa 07
3 1 20
A( @,B 0 1 2
p 2 4 q

Megoldds. A determindnsokat kiszdmolva

3 p\ _ .2
det(p 2)—6 P,
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illetve

1 20
det |0 1 2)=1-1-¢q+2-2-240:0:4—-2-0.¢q—1-2:4—-0-1-2 =g,
2 4 q

igy p = +v6, illetve g = 0.

5. Hatarozza meg az el6z6 feladatban szereplé A matrix karakterisztikus
polinomjat, majd hatarozza meg p értékét gy, hogy a méatrixnak sajat-
értéke legyen a —1!

Megoldds. Elséként felirjuk magat az A — AI matrixot

3— X P
P 2—A)°
Ennek determinédnsa a definicié szerint
3 — )\ p o 2
det< » 2)\)—(3—)\)(2—)\)—1),

ez tehat a karakterisztikus polinom. Ha azt szeretnénk, hogy —1 sajat-
érték legyen, akkor azt kell elérniink, hogy A helyére —1-et helyettesitve
nullat kapjunk. Végezziik el a helyettesitést, majd allitsuk be p értékét:

(3= (-1))(2~(-1)) —p* =12 - p*.

Ez a kifejezés pontosan akkor lesz nulla, ha p = /12 vagy p = —v/12.

6. Hatarozza meg a kovetkez6 méatrix karakterisztikus polinomjat!

1 0 1
1 2 0
0 0 -1

Megoldds. A f64t16 elemeibdl M-t levonva, majd a determindnst kiszdmol-

va

1-—A 0 1
det 1 2—A 0 =1-=-XN2=XN(-1=-X).
0 0 —-1-A

7. Hatarozza meg az el6z6 feladatban szereplé matrix sajatértékeit, sajat-
vektorait!

Megoldds. Lattuk, hogy a karakterisztikus polinom (1—A)(2—A)(—1—M\)-
val egyenl6. Mivel a sajatértékek a karakterisztikus polinom nullhelyei,
ezért

M=1, Ao=2 )\3=-1
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Ahhoz, hogy egy (x,y, z) vektor a A\; = 1 sajatértékhez sajatvektor le-
gyen, teljesitenie kell az

1 0 1 x T
1 2 0 ||y = Y
0 0 -1 z z

egyenl6séget. A baloldalon 16v§ szorzast elvégezve azt kapjuk, hogy
([L‘ +z,2+ 2y7 _Z) = (SL’,y7Z).

Két vektor pontosan akkor egyenld, ha a koordinatdik megegyeznek, azaz
az
r+z=x, x+2y=y, —z=2=z

egyenléségek egyszerre teljesiilnek. A harmadik egyenletbol lathatd, hogy
z = 0, a méasodikbdl pedig hogy y = —=z. fgy t # 0 tetszOleges vélasztésa
mellett a (¢, —t,0) vektor A\; = 1-hez tartozé sajitvektor. A mdasik két
sajatérték esetében hasonléan kell eljarni. A Ay sajatértékhez tartozéd
sajatvektorok halmaza

{(0,£,0): te R\ {0}},

a A3 = —1 sajatértékhez tartozdké

{(t,—;,—%) Lt R\{O}}.

Mik a sajatértékei és sajatvektorai a kovetkezé matrixnak?

a0

Megoldds. A karakterisztikus polinomot felirva

det(A—/\I):<11)\ _2)\):/\2—)\—2.

Ezen mdsodfokd polinom gydkei (azaz a sajatértékek) Ay = 2, illetve
Ao = —1. Azaz az

Go)(5)=(o ) mee (G 0)-(5)= ()

egyenletrendszereket kell megoldanunk. Az els6 egyenletrendszert azon
(w,y) parok elégitik ki, ahol y = &, a masodikat azok, ahol y = —x. Azaz
a A\ = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektorok halmaza

{(t;) teR\{O}},
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mig a Ao = —1 esetben
{@t, —t): teR\{0}}.
9. Adjon példat olyan matrixra, amelynek nincs valds sajatértéke!

Megoldds. Tekintsiik a <(1) 01>—0t. Ennek karakterisztikus polinomja

A2 +1, aminek nincs valés nullhelye, tehét nincs valés sajatértéke. Szem-
léletesen arrdl van szo, hogy ez a métrix a +90 fokos forgatdst irja le a
sikon, azaz egy tetszdleges (z,y) vektor elforgatottja épp a

0 -1\ fz\ _( -y

1 0 y ) x
vektor. A +90 fokos forgatds pedig tényleg olyan leképezés, amelyhez
nem taldlhaté olyan nullatdl kiillonbozé vektor, amelynek elforgatottja
megegyezik a vektor egy valds szdmszorosaval. (Ugyanez az okoskodés

elmondhaté minden olyan forgatdsra, amelynek szoge nem 7 egész szamu
t6bbszorose. )

5.3. Megoldandé feladatok

Hatérozza meg az 1.—2. feladatokban 1év6 2 x 2-es determindnsokat!

() » (1)

Hatarozza meg a 3.—4. feladatokban szereplé 3x3-as determinansok értékét!

-1 0 -1 12 1
3.1 1 1|, 4. [0 1 0
3 2 1 2 1 3

Hatarozza meg az 5.—6. feladatokban megadott matrixok karakterisztikus
polinomjat!

3 1
s (5 1) 6

S O =
(el Vi)
NN
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Hatarozza meg a 7.—9. feladatokban megadott 2 x 2-es matrixok sajatértékeit,
sajatvektorait!

™ (5 7) s (i 3) o (2, 2)

Hatarozza meg a 10.—12. feladatokban 1évé 3 x 3-as matrixok sajatértékeit,
sajatvektorait!

1 10 12. Adott a < 0 < § szdmokhoz ad-
10. {0 2 O jon meg olyan 3 x 3-as métrixot,
1 00 amelynek épp 0,a, S a sajatérté-
2 1 0 kei!
11. (0 3 2
0 0 1
5.4. Megoldasok
1. 7. 3. 2. 5. A2 —4X+1.
2. -3. 4. 1. 6. —\*+7A2— 14\ +38.

7. Sajatértékek: \; = 13, illetve Ay = 1. A 13-hoz tartozé sajatvektorok
halmaza: {(t,5t): t€R\{0}}, az 1-hez tartozoké { (¢, 52t): teR\{0}}.
8. Sajatértékek: Ay = 5, illetve Ay = —2. Az 5-hoz tartozd sajatvektorok
halmaza: { (¢, 4t):t € R\{0}}, a —2-hoz tartozoké {(t, —t): t € R\{0}}.
9. Sajatértékek: \; =4, illetve Ao =—1. A 4-hez tartozé sajatvektorok hal-
maza: { (¢, 5't): t € R\{0}}, az —1-hez tartozdké {(t, —3t): t € R\{0}}.

10. Sajdtértékek: A\ = 0, Ay = 2, illetve A3 = 1. A 0-hoz tartozé sajatvekto-
rok halmaza: {(0,0,t) : ¢ € R\ {0}}, a 2-hoz tartozoké {(2t,2t,t): t €
R\ {0}}, az 1-hez tartozdké pedig {(¢,0,t) : t € R\ {0}}.

11. Sajdtértékek A\ = 1, Ay = 2, illetve A3 = 3. Az 1-hez tartoz6 sa-
jatvektorok halmaza: {(—t,t,—t) : ¢t € R\ {0}}, a 2-hoz tartozéké
{(t,0,0) : t € R\ {0}}, a 3-hoz tartozdké pedig {(¢,%,0) : t € R\ {0}}.

a 0 0
12. {0 0 O
00 8



6. fejezet

Differencialhatdsag, derivalt

6.1. Elméleti 6sszefoglald

6.1. Definicié. Az a € R szamot a H C R halmaz belsé pontjanak nevezziik,
ha létezik olyan 6 € RT, melyre (a — d,a +3) C H. A H C R halmaz bels§
pontjainak halmazat int H jeloli.

A H C R halmazt nyilt halmaznak hivjuk, ha H minden eleme bels6
pontja e halmaznak.

6.2. Definici6é. Az f fiiggvényt az értelmezési tartomanydnak a belsé pont-

T—a T —a
hatérérték, és ez valds szdm. Ekkor az f'(a) szdmot az f fiiggvény a pontbeli
derivaltjanak mondjuk.

Megjegyzés. Az w, x # a hanyadost kilonbségi hdnyadosnak nevezziik.

a

jaban differencidlhaténak nevezziik, ha létezik az f’

6.3. Definicié. Ha az f fiiggvény az a pontban differencidlhaté, akkor a gra-
fikonjdnak az (a, f(a)) pontbeli érintdje az y = f(a) + f'(a)(x — a) egyenletii
egyenes.

6.1. Allitas. Ha eqy fligguény differencidlhaté egqy pontban, akkor folytonos
is abban a pontban.

6.2. Allitas. Ha az f és a g figguény differencidlhatdé az a pontban, akkor
f+9, f—g, fg, ésg(a) # 0 esetén 5 is differencidlhato az a pontban, tovdbbd

(f+9)(a)=f(a)+4¢'(a), (f—g)(a)=f'(a)—g'(a),
(f9)'(a) = f'(a) g(a) + f(a)g'(a),
1Y () Pl — fa @)
(g) (a)= 9%(a) '

6.1. Kovetkezmény. Ha az f és a g fiigguény differencidlhato az a pontban,
valamint c1,co € R, akkor c1 f 4 cog is differencidlhato az a pontban, és

(crf + c29)'(a) = e1f'(a) + cag'(a).

51
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6.1. Tétel. Ha a g figgvény differencidlhaté az a pontban és az f fiigg-
vény differencidlhaté a g(a) pontban, akkor az f o g dsszetett figgvény is
differencidlhaté az a pontban, tovdabbd

(fog)(a)=f'(g9(a)) g (a)

6.2. Tétel. Ha az f fligguény szigorian monoton és folytonos egy interval-
lumon, differencidlhatd annak egy a belsd pontjdban és f'(a) # 0, akkor az
71 inverz fiigguény differencidlhaté a b:= f(a) pontban, tovdbbd

6.4. Definicié. Az f fiiggvény esetén a
D(f") :={x € D(f) : f differencidlhaté az = pontban}

halmazon az x — f'(z) hozzdrendelési szabdllyal értelmezett fiiggvényt az f
fiiggvény derivdltfiigguvényének nevezziik, jele f'.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény a H C D(f) nyilt halmazon differenci-
dalhato, ha a H halmaz minden pontjaban differencialhato.

Egy fiiggvényt differencidlhatonak hivunk, ha az értelmezési tartomanya-
nak minden pontjaban differencialhaté. A fiiggvény folytonosan differencial-
hatd, ha differencidlhaté és a derivaltfiiggvénye folytonos.

Az f figgvényt az [a,b] korldtos zdrt intervallumon differencidlhaténak
mondjuk, ha az (a,b) nyilt intervallumon differencidlhatd, tovabba léteznek
a lim {®=fa) . lim f(ﬂﬂ)*llf(b)

z—a+0 TTO r—b—0 T
16s szdm. A fiiggvényt az [a, b] intervallumon folytonosan differencidlhaténak
hivjuk, ha az [a,b] intervallumon differencidlhaté, valamint a derivéltfiigg-

egyoldali hatarértékek, és mindkettd va-

vényét az intervallum bal és jobb végpontjdban a lim Z@=f g1 4
r—a+0 r—a

liin o %:{:(b) egyoldali hatarértékként definidlva az igy kiterjesztett derivalt-

z—b—

fiiggvény az [a, b] intervallumon folytonos.

6.5. Definicié. Az f fiiggvényt kétszer differencidlhatonak nevezziikk az a
pontban, ha az f’ derivaltfiiggvény differencidlhaté az a pontban. Ekkor
f"(a) == (f")(a) az f figgvény mdsodik derivdltja (vagy mdsodrendd de-
rivdltja) az a pontban.

Barmely n > 2 egész szamra az f fiiggvényt n-szer differencidlhatonak ne-
vezziik az a pontban, ha az (n — 1)-edik derivaltfiiggvénye (jeldlje ezt f(*~1))
differencidlhaté az a pontban. Ekkor f(")(a) := (f~1)(a) az f fiiggvény
n-edik derivdltja (vagy m-edrendd derivdltja) az a pontban.

6.6. Definicié. Az f fiiggvény és az n > 2 egész szdm esetén a

D(f™) := {x € D(f) : f n-szer differencialhaté az = pontban}
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halmazon az z — f(")(z) hozzarendeléssel értelmezett f(*) fiiggvényt az f
fliggvény n-edik derivdltfiigguényének nevezziik.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény a H C D(f) halmazon n-szer differen-
cialhatd, ha a H halmaz minden pontjaban n-szer differencialhato.

Egy fiiggvényt n-szer differencidlhatonak hivunk, ha az értelmezési tarto-
manyanak minden pontjdban n-szer differencidlhaté.

Végill a fiiggvény nulladik derivéltfiiggvényének mondhatjuk magat a fiigg-
vényt, azaz f(O) = f.
Megjegyzések. Az f fliggvény x pontbeli derivaltfiiggvényének klasszikus je-
161ése %, a masodik derivaltfiiggvényéé %, altaldban az n-edik derivalt-
figgvényéé TL, n e N*.

Amikor a valtozot ¢ jeloli, az f fiiggvény ¢ pontbeli derivaltjara (Newton

nyomdn) gyakran az f(t) jelolés haszndlatos.

Megjegyzés. Differencialasi szabalyok a derivaltfiiggvényekre.

(cf) =cf" (ceR), (c1f +cag) =cif +cag’ (c1,c0 €R),
Y / i /:f/g*fgl
(f9)' =f'a+fg\ (g) g
1
O /: lo . / _1 /:7_
(fog) =(fog) g, (f7h) Frof

A kovetkezd tételben és gyakran késébb is a rovid jelolésmodot hasznéljuk.
Pl. ha n € NT, akkor (z™) a t — t", t € R fiiggvény derivéltfiiggvényének x
helyen vett értékét jeloli.

6.3. Tétel (nevezetes elemi fiiggvények derivéltfiiggvénye).

(a") = na""1, n € R, (sin(z))' = cos(z),  (tg())' = COS; Ol
. (cos(a)) =—sin(e). (et ) = 3
(a")=a"In(a), a €RY,  (sh(z))'=ch(x), (th(x))'= zl(xy
() = 1. (e @)/ =sh(e).  (eth @) =~
o, (2) = iy 7 @ €% 0L
(arcsin()) = ————, ze(~1,1), (arccos(z)) = ————u, z€(~1,1),

V1—2a?2
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1 1
(arctg (z)) = T T€R, (arcctg (z))' = i z€R,

1 1
(arsh (x))" = Nt zeR, (arch (z)) = TaT z€(1,+00),

x z? —
1
r_ L . r_ o+ .

(arth (z)) = Tl xe(—1,1), (arcth z) T2 zeR\ [-1,1].

Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az arcsin, az arccos és az arch

fliggvény értelmezési tartomanya bovebb a derivéltfiiggvényiik értelmezési

tartomanyanal.

6.3. Allitas. Ha az f fliggvény differencidlhato az a pontban, akkor pontosan
—1

egy olyan, legfeljebb elséfoki | polinom létezik, melyre lim M =0,

T—a r—a

mégpedig
I(z) = f(a) + f'(a)(z —a), z€R.

Ezt hivjuk az f figguényt az a pont kézelében legjobban kozelitd legfeljebb
els6foki polinomnak (linedris fiiggvénynek).

6.2. Kidolgozott feladatok

1. A definici6 alapjan igazolja az alabbi derivélasi szabdlyokat!

(a) (") =na""', z€R, neNt. (b) (vz) ==, =R
(c) (sin(z)) = cos(z), =z €R.

Megoldds.
(a) Az f(z) ;= 2™, D(f) := R fiiggvény kiilonbségi hanyadosdnak szdm-

1alojat tetszéleges a,x € R, = # a esetén szorzattd bontva

f(x)—fla) a"—a” (z—a)(@" '+2" 2a+.. . +a"")

T —a T —a T —a
=z" 1+ %20+... +a N

Ezért

f'(a) := lim f@) = fla) = lim (2" ' 42" 2a+.. . +a" ") = na" L.

T—a T —a T—a

Megjegyzés. Beldthatd, hogy az Osszefiiggés x € RT, n € R mellett
m

is igaz, valamint akkor is, ha z € R\ {0} és n = >, aholm € Z, p
paratlan pozitiv egész.
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(b) Az f(x) := vz, D(f) := [0,400) fiiggvény kiilonbségi hinya-
dosanak nevezdjét tetszéleges a € RY, x € [0,4+00), z # a esetén
szorzatta alakithatjuk:

flx) = fla) _Ve—va _ Ve —+a 1

r—a r—a  (Vi-va)Vat+va) Vitya

Ennek alapjan

f(a) = tim L& = S@) 1 1

li =
T—a T —a s VI +ya o 2ya’

(¢) Az f(z) := sin(z), D(f) := R fiiggvény kiilonbségi hanyadosdnak
szamlaldjat tetszéleges a,xz € R, x # a esetén trigonometrikus azo-
nossag segitségével bonthatjuk szorzatta:

f(z) — f(a) _ sin(z) — sin(a) _ 2sin (z;a) oS (r-;;)

a€RT.

T —a T —a T—a
= sinm(;’?“) - cos (x ; a> .
2
Mivel ilir}l =4 =0, r— 5% x € R injektiv fliggvény és
}i_r}r(l) %@) = 1, valamint ;lgfz % = a, és a koszinuszfiiggvény folyto-

nos az a helyen, igy

M: limW-limcos(m+a) _
r—a 2

f'(a) :== lim

T—a T —a T—a

r—a

=1-cos(a).

2. Az inverz fliggvény derivaltjara vonatkozé tétel alapjan mutassa meg,

hogy

(a) (arctg (x)) = #, z €R, (b) (In(z)) = l, xz € RT!
1+ 22 x

Megoldds.

(a) Legyen f(z) := tg(z), D(f) := (=%,%) és a € D(f), b:=tg(a).
Ekkor az inverz fiiggvény derivaltjara vonatkozo Tételt, a tg’ =

00152 Osszefiiggést, majd egy trigonometrikus azonossagot alkalmazva

arctg’(b) = ! _ 1 _ 1 1
BV T g i(arctg () te'(a) i L+tgZ(a) 1462

cos?(a)
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(b) Legyen f(x) :=¢% D(f) =R ésa e R, b:=e% In=exp! alapjdn
a[6.2] Tétel és az exp fiiggvény derivéltjanak felhasznaldsdval

iy o1 1
' (b) = exp/(In(b))  el®) b’

Derivalja a kovetkez6 fliggvényeket!

() @)= 7, D(f) =R\ {0}.
(b) fla) == % D(f) = R

(c) f(z):=2¢e* —3In(z), D(f):=R"T.
(d) f(z) := 527 +22* — 223, D(f):=R.

(e) f(x) := arsh (z) — 2arch (x) + 3th (z), D(f) :=[1,+c0).

Megoldds.
(a) Hatvanyfiiggvényként felirva (%)I = (x’l) = (-2 2= -,
x € R\ {0}.

! 1y _3
0 () = 1) = e = e
(c) A kiilonbség, majd a konstansszoros derivéldsi szabalyat alkalmazva
(2¢* —31In(x))" = (2¢") — (3In(x))’ = 2(e*)’ — 3(In(z))' = 2¢* — 2,
r € RT.
(d) (5" 4+v2 24 —223) = (527) + (V2 x*) —(223) = 3520 +4v/2 25—
x eR.
!
(e) (arsh (z) — 2arch (z) + 3th (z)) = 1iI2 - g;_l + Chi(m),
€ (1,400).
Erre a fiiggvényre tehdt D(f') = D(f) \ {1}.
Derivalja az alabbi fiiggvényeket!

(a) f(z) = Yxtg(x), D(f) =R\ {5 +kn:keZ}.

(b) f(z) := 3% arccos(z), D(f):=[-1,1].
(c) f(z) :=3ctg(x) lg(z), D(f) =R\ {kr: ke NT}L
(d) f(x) :=2*esin(z), D(f) :=R.

fla) =2 pp) =R

(©) @)= 3
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(6) 7@) = 2D p(p) = R

(@) f() = "B p(p) = m\ fo).

() 7o) i= I Dy 1111 (0}

() f(z) = fé;, D(f) =R\ {& : ke N*}.
In(z) arth (z)

(0) f(z) =

Megoldds.

T D= 0.0,

(a) A szorzat derivéldsi szabalya alapjan

(Vatg(x) = (Vo) - tg (@) + Vo - (g () =

gl + 95 s = R

)’
z € D(f)\{0}.
(b) (37 arccos(x))/ = (3%)" - arccos(z) + 3% - (arccos(x))/ =

=3" ln(3)-arccos(x)+3”’-(—ﬁ) =3" (ln(S) arccos(z) — \/11_7>,
€ (=1,1). Tehat D(f") = D(f)\ {-1,1}.

(c) (3ctg () lg(x)) =3 ( st ls(@) +ctg (2) - L ﬁ) _
ctg (z lg(z

(d) E hiromtényezds szorzatot elészor tekintsiik gy, mint az elsé két

tényezdjének és a harmadiknak kéttényezds szorzatat. fgy alkalmaz-
hatjuk a szorzatra ismert derivalasi szabdlyt:

(z* " sin(z ) (z* ) -sin(z) + (zte®) - (sin(x))/ =
= (423 e” + 2t ®)sin(x) + (z* e¥) cos(x) =

= 2% " (4sin(z) + xsin(z) + zcos(z)), z €R.

(e) Hasznaljuk a hanyados derivaltjara tanult osszefiiggést!

! ssh(x)\/ _ (sh(x))-ch(x)—sh(z)-(ch(z)) _ ch?(z)—sh?(z)
(th(z)) = (ch(as)) = b2 (z) = ar@ -

— 1
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()| _ (n() 2" -In(@)-2") _ 12°-In(2)-2"In(2) _ 1-In(2)zln(x)
(f) (?) - (21)2 - (2:5)2 - x 2T )

x € RT.
4

l 1 _.z%—arctg (z)-42°
(&) (arctg (z)) _ Iie? tg (2)-42° o 4(1+22)arctg (z) z € R\ {0}.

x4 8 - x5 (1+z2) I

[cos(m)—&-sin(aﬁ)] -arcsin(z)— [sin(x)—cos(x)] . \/1177

)

(h) (sin(x)—cos(x))/:

arcsin(z) arcsin?(z)

€ (=1,1), = #0. Itt D(f/) =D(f)\{-1,1}.
(0 (ﬁew)’ _ (e2em) g0 (vaer) (e @) _

tg(z) ) T tg?(z) -
1 1
B (%zife’”—kxiez)tg(m)—(ﬁe”)-Tsé(z) B
- tg?(x) o
e’ [(1+2z) sin(x) cos(r)72x]
= 2y/z sin?(z) y X E D(f)

) (mm arth (x))’ _ (n(@)arth (2))"- (23 sh (2)) - (In(2) arth (2))- (e sh (2))’
J Fx sh (z) - (x% oh (m))z

(2L arth (2)+In(x) — ) (23 sh (2)) ~(In(2) arth (2)) (4 2~ 3 sh (2)+a3 ch (2))
(a:% sh (a:))2

)

z € (0,1).
Derivalja a megadott fiiggvényeket!
a) f(z) :=sin(3z), D(f):=R.

() :=1In(cos(x)), D(f):= kLEJZ (=% + 2km, T + 2km).

(f) f(x) := arctg (5 +x — 22%), D(f):=R.

(g) f(z):=sh (\/1 + 3 ), D(f) :=[-1,40).
Megoldds.

(a) A feladat a szinusz kiils6 fiiggvény és az x — 3z, x € R belsd fiiggvény
kompozf(/:iéjénak derivélasa.
(sin(3z)) = cos(3z) - (3z)" = cos(3z) - 3 = 3cos(3z), z €R.

(b) Osszetett fiiggvénnyel van dolgunk, a négyzetfiiggvény a kiils fiigg-
vény, a szinuszfliggvény a belso fiiggvény.

(sinQ(:c))' = ((sin(x))Q)l = 2sin(z) - (sin(x))’ = 2sin(z) - cos(x) =
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=sin(2z), z€R.

(c) Ez is 6sszetett fiiggvény, most a szinuszfiiggvény a kiilsd fliggvény és
a négyzetlfﬁggvény a belsé fiiggvény.
(sin(z?)) = cos(z?) - (z2) = cos(x?) - 2z = 2z cos(z?), = € R.

(d) (cos(In(x)))" = —sin(ln(z)) - L, = € R*.
(e) (In(cos(x))) = oy * (—sin(@)) = —tg (z), = € D(f).
(f) (arctg (5+z — 2952))/ = m -(1—4x), z €R.

(g) A fiiggvény tobbszorosen Osszetett, ezért elészor tekintsiik ugy, mint
a szinusz hiperbolikusz kiils6 fiiggvénybdl és az x — V1 + a3, z €
[—1, 400) belsé fiiggvénybdl osszetett fiiggvényt, {gy alkalmazzuk az
Osszetett fiiggvény derivaldsdra ismert szabélyt!

(o (V) = (V) (V) -
:<ﬂ1(\/fiﬂﬁ)-%(1+aﬁ)*%.(1+x3y::
 3ach (V1+a?)
Y e

Itt D(f") = D()\ {~1}.
6. Derivélja a megadott fliggvényeket!
a) f(z):= 2% D(f):=RT.
b) f(z) := 25 D(f) := R*.

x € (—1,+00).

2x

d) f(x):= (ln(:z:)) , D(f) :=[1,400).

e) f(z):=2z%, D(f) =RT.
Megoldds.

(a) A hatvény alapja és a kitevje sem &llandd, ezért kozvetleniil sem
exponencialis fiiggvényként, sem hatvanyfiiggvényként nem derival-
hatjuk.

Az 2® = (@) = 2@ 5 ¢ RT elemi talakitds utdn az e
alapt exponencidlis kiils6 fiiggvény és az x — zIn(z), z € RT belsd
fiiggvény kompoziciéjanak derivéltja

1
(xm)/ — (emln(m))/ — eoln(@), (z hl(:c))/: 6zln(x)(1.]n(x) +x- ;) _
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=2"(In(x) +1), z€RT.

(b) 28n@) = (elm@))sin(@) — (@) sin(z) "3 ¢ R* alapjan az e alapi
exponencialis kiils§ fiiggvény és az x — In(x) - sin(z), = € RT belsd
fiiggvény kompoziciéjat derivalva

(z510@)) = (ehn(@) sin(@)) — eln(@) sin(@) . (1n(z) sin(z))’ =
. 1
_ gsin(x) (x -sin(x) + In(z) - cos(x)) , x€RT.
(c) ((22+1)18 @) = (el + i) = @+ Dis (@), (In(22+1)tg (2)) =

= (@ + 1) (( EES Qx) g () + In(a? +1)'W) B
— (224 1)@ (mg(z) RLIE: +1)), ze(-Z,1).

x2+1 cos?(z)

NG

(d) Ha z € (1, +00), akkor
((hl(x))QT)/ _ (elen(ln(m)))’ _ e2zln(ln(z)) . (21: h’l(ln(l‘)))l _

— (In(2))2 <2 n(in(z)) + 22 - <1n(1x) . i)) _

— (In(z))2* (2 In(In(z)) + ln?x)) ,

Megjegyzés. Megmutathat6, hogy lirlri o f'(z) =0, ezért a derivalt-
rT—r

fiiggvény folytonosan kiterjeszthetd az [1,+00) intervallumra.
(e) z*" = (e(®)*" = =" In(*) 3 ¢ R* alapjn az (a) pont eredményét
felhasznalva

x

(z7) = e @) . (g7 ln(a:))/ =2 ((z") - In(z) + 2% - (In(z))) =
=z (z"(In(z) + 1) Inz 4+ 2°7") =
=" T (zln®*(z) + zn(z) + 1), = €RT.
7. Derivéalja az alabbi fiiggvényeket!

1
(a) f(z) = Y D(f) :=R.

(b) f(z):=In (2;1)9 R\[lglg]
1

_ cos(z) 1+ cos(z)
© o= g = ()
D(f) = U (2km, (2k + 1)m).

keZ
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(@) f(x) = 70 G rr

). DU = (-1,

(e) f(z) == V1+ V1422 D(f):=R.

(f) f(z) == 2(sin(In(z)) — cos(In(x))), D(f) :=R*.

Megoldds.

(@) (srhms) = (0 @+ vVITa®) (145 (a7 o20) =

1
V) CER
vBa—1\\ _ 1 V3(VBa+))-(VBa-1)VE _ 53
(b) <ln(\/§m+1)) - gi;i (\/§x+1)2 =32 T S D(f)

Masképpen: Ha x > %, akkor
!/

(n (+221)) = (n(vBo —1) ~ (V32 +1)) =
_ _ _2V3
_\/51:1'\/g xf+1'\/§_32 -1

Ha pedig z < — f’ akkor hasonldéan
xTr— /
(m(ﬁ-ﬁ})) = (In(1 - V32) —In(—V3z — 1)) = 25

/
(o) (—2228 - S m () =

— sin(x)-2sin? (x) —cos(x)-4 sin(z) cos(x) .

4sin?(z)
—sin(x)-sin(x)—(14cos(x x
_% . 1+vci(s(;) _ —sin(a) (S)in2((x)CO( ))cos(z) _ sin*%(x)’ x € D(f).
/
17,2142\ _ 1 14z _1 . LQA-z)—(4z)(=1) _ 1 14w
(d) (zln m) =123 = =27 = 1z N4,
ze(—1,1)
/ 1
(e) ( 1+\/1+x2) =1 (1+VIta?) 2 L (142?222 =
- z R.
2WItzZ/1+v1+22 ve

(f) (a(sin(In(z)) — cos(In(z)))) =
=1 (sin(In(z)) — cos(In(z))) + x (cos(In(z)) - 1 + sin(In(z)) - 1)
= 2sin(In(z)), =€ RT.

8. Mutassa meg, hogy ha az f, g, h fiiggvények differencidlhatok az a pont-
ban, akkor (fgh)'(a) = f'(a)g(a)h(a) + f(a)g'(a)h(a) + f(a)g(a)h' (a)!
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10.

Megoldds. Az els6 két tényezOt egynek tekintve kéttényezds szorzatot
kapunk:

(fgh)'(

((fg ) = (f9)"(a) h(a) + (fg)(a) W' (a) =
= [F( + f(a)g'(a)] h(a) + f(a)g(a)h/(a) =
=f (a)g(a)h(a) + f(a)g'(a)h(a) + f(a)g(a)l (a).

Megjegyzés. A hdromtényezds szorzat derivalasi szabdlya fiiggvényértékek
helyett fiiggvényekkel (fgh) = f'gh+ fg'h + fgh'.

Legyen n pozitiv egész szam és

ngin (1
Duw:R,f@w:{gb () S

Mely n szamokra differencialhaté, ill. folytonosan differencidlhaté az f
fliggvény?

Megoldds. A nulla pont kivételével f folytonosan differencialhatd, és a
derivéltja = # 0 esetén f'(z) = na™ 1sin (1) — 2" 2 cos (1).

A nulla barmely kornyezetében a fiiggvény esetszétvalasztdssal van defi-
nidlva, ezért a nullabeli differencidlhatésédgat a definicié alapjan vizsgél-
juk. A nulla ponthoz tartozé kiilonbségi hanyados x # 0 esetén

aminek n = 1 mellett nincs hatarértéke, n > 2 esetén viszont nulldhoz
tart, hiszen az els6 tényez6 nullahoz tart, a masodik pedig korlatos. Tehat
az f fiiggvény n > 2 esetén differencidlhatd, és f/(0) = 0.

Ha n > 3, akkor

lim f'(z) = lim [m"—l - sin (i) — 2" 2 cos (1” =0=f(0),

x—0 z—0 €T

mert mindkét tag els6 tényezdje nullahoz tart, a masodik korlatos. Tehat
f folytonosan differencidlhaté a nulla pontban is. Ha n = 2, akkor az els6
tag nulldhoz tart, a masodiknak nincs hatarértéke, amibol az kovetkezik,
hogy f derivéltfiiggvénye nem folytonos a nulla pontban.

Szamolja ki az aldbbi fliggvények 6sszes magasabb rendli derivaltjat!
(a) f(z):=223 — 22+ 5z — 11, D(f):=R.
(b) f(z) i=sin(z), D(f):=R.
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11.

12.

13.

(¢) f(z) :==In(6x + 1), D(f) := (—é,—i—oo).

(d) f(z):=ze*, D(f) :=R.

Megoldds.

(a) f(z) =223 —22 + 52— 11, f'(x)=62>—-2x+5, f'(x)=12z-2,
f"(x) =12 és fM(z)=0, n>4, z€R.

(b) f(x) =sin(z), f'(z) = cos(x), ["(x) = —sin(z), [ (x) = — cos(x),
f""(x) = sin(x), = € R. Teljes indukciéval ldthatjuk be, hogy
minden € R esetén

sin(z), ha n = 4k,

cos(x), han =4k +1,
(), han=4k+ 2,

—cos(x), han =4k + 3,

™ (z) = k €N.

—sin

(¢) f(z) = In(6a+1), f'(z) = gl = 6(62+1) 7", f"(x) = —36(6x+1)"2,
x € D(f).
Teljes indukciéval igazolhaté, hogy minden n € NT és z € D(f)
esetén

f (@) = (=)™ 6™ (n — 1)! (6 +1)7".

(d) f(x)==ze®, fl(x)=1+2z)e*, f"(z)=(24x)e®, z€R. Teljes
indukciéval bizonyithatjuk, hogy minden n € N és z € R esetén
fO)(x) = (n+x)e®.

Keresse meg az f(x) :=+v1+z, D(f):=[-1,+00) fiiggvényt a nulla
pont kozelében legjobban kozelité legfeljebb elséfoki polinomot!

Megoldds. A keresett polinom [(z) = f(0) + f/(0) z. Mivel f'(z) =1 -
(142)77, x € (~1,+00), és f(0) =1, f'(0) = 3, ezért I(z) =1+1uz,
z e R.

Legyen a € R. frja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik az
f(@):=¢€", D(f) := R fiiggvény grafikonjit az (a7 f(a)) pontban érinti!

Megoldds. Az érinté egyenes egyenlete y = f(a)+f'(a)(xz—a). f'(z) =€
alapjan f(a) = f'(a) = e®, igy a keresett egyenlet y = e+ e%(x — a).

Legyen n € Nt és z € R. Adja meg soktagi 6sszegtél mentes alakban

n
(4n. ,zart alakban”) a Z ka* =z + 222 + ... 4+ na™ Osszeget!
k=1

Megoldds. A p(x) := Y z¥, x €R polinom derivaltja p/(z) = > ka*~1,
= k=1

k=1 =
x € R, amit x-szel szorozva a feladatban szerepld sszeget kapjuk.
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Ha x # 1, akkor véges mértani sorozat Osszegeként

[k -

-1 _
Zx x—lz rz—1

Ebbdl p'(z) = %, végiil

n n+2 _ 1 n+1
S ket = 12 ((”Jrl))f T LER, z#£1.
.

n
Ha x = 1, akkor az dsszeg > k = %
k=1

Megjegyzés. A p' polinomfiiggvény folytonos, ezért lim1 p'(z) = p'(1),
Tr—r
vagyis
Cona"l—(n+Da"+1 n(n+1)
lim = .
z—1 (.’E — 1)2 2

Ezt a hatarértéket algebrai azonossagok segitségével is megkaphatjuk.

6.3. Megoldandé feladatok

Az 1.-9. feladatban derivélja a fiiggvényt!

1. f(z) :==In(z® -3 x), D(f) = (V9,+).
_ Tth(x) o g o
2. f(x)'_ieI—i—cos(x)’ D(f) :={z € R:e" + cos(x) # 0}.
3. f(z):=sin(e® —z), D(f):=R.
_ Ve .
4 f0)= 2l D) =B\
5. f(z):=ch(2® +2%), D(f):=R.
6. f(z):= M, D(f) :=RT\ {5 +knr:keN}
7. = In? (2”) (f) = (~2,3).
8. f(z):= x) — 6rarctg (x), D(f):=RT.
9. f(z):= Sin(gjg) —5cos(2z), D(f):=R.
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10. Legyen N € Nt és z,,,9, € R, n € NT, 1 <n < N esetén

N

Q(a) =Y (yn —az,)’, D(Q):=R.

n=1

Hatarozza meg a @ polinomfiiggvény derivaltfiiggvényét és masodik deri-
valtfiiggvényét!

11. Szamitsa ki az aldbbi fliggvények Osszes magasabb rendii derivaltjat!

(a) f(z):=cos(x), D(f):=R. (b) f(z):=2%, D(f) :=R.
(©) f&) = 15 DU =R\ {1},

12. Szamolja ki az aldbbi fiiggvények magasabb rendii derivaltjait a meg-
adott rendig!

(a) f(x) := 2% cos(x), D(f):=R a negyedik derivéltig.
(b) f(z) := ™) D(f):= R a harmadik derivéltig.

13. (Leibniz-tétel.) Legyen n € N, valamint f és g az a helyen n-szer diffe-
rencidlhato fliggvény. Bizonyitsa be, hogy fg is az a helyen n-szer diffe-
rencialhato, és

9@ =3 () 1@ o

k=0

A 14.-15. feladatban hatdrozza meg a fiiggvényt a megadott pont koze-
lében legjobban kozelité legfeljebb els6foku polinomot!
14. f(z):=In(1+=z), D(f) :=(-1,400), a:=0.
7r

15. f(z):=cos(z), D(f):=R, a:= e

A 16.-17. feladatban adja meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik
az (a, f(a)) pontban érinti a fiiggvény grafikonjat!

16. f(z):=tg(x), D(f) =R\ {Z+kr:ke€Z}, a:= %
17. f(z):=+z, D(f) :=1[0,4+0), a:=1.

6.4. Megoldasok

1. f’(x)z@, z € (V/9,+00).

22 —6x

— 7. [e"+cos(@)]—sh (x) ch (2)-[e” —sin(x)]
2. fla)=T7- oh 2(z)(e* Fcos(x) )2 » @€ D).
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10.

11.

12.

Az f fiiggvényt ott nem értelmeztiik, ahol a nevezdje nulla. A nevezd zé-
rushelyeinek halmaza megszamlalhatdéan végtelen halmaz, melynek nincs
valés torlddasi pontja. A D(f) értelmezési tartomdny ennek a komp-
lementere, paronként diszjunkt nyilt intervallumok megszdmlalhatéan
végtelen halmazanak uniéhalmaza.

f'(z) = cos(e® — at) - (e* — 42®), z € R.

Jla) = gzt e R\ (1),

f/(z) =sh (2% + 2°) - (2% In(2) + 5z*), = € R.

—22 __tn(z)—tg (x)—2

f/ (1‘) _ cos?2(z)

. € D(f).

2w%
fl(l') = % . 1n2 (%), €T € (—2,3)

fl(z) = % — Garctg (z) — %, x € RT.

. () = Bieose)=sinG®) 4 106in(20), x € R.

eT

N N N
Q'(a)=2a > 22 -2 zuyn, Q"(a)=2> 22, aeR.
n=1 n=1 n=1

cos(x), ha n = 4k,
cos(™ (1) = —sin(x), han=4k+1, keN, zeR
—cos(z), han=4k+2,

sin(z), ha n =4k + 3,

(b) (27)™ = (In2)"-2%, n €N, z €R.

© ()™ = (~)"2"nl (1 4+20) 71, neN, 2 e R\ {1},

(a) f'(x) = 2z cos(x) — x?sin(x),
f"(x) = 2cos(r) — dxsin(x) — 22 cos(x),
f"(x) = —6sin(z) — 62 cos(r) + 22 sin(z),
f""(z) = —12cos(z) + 8z sin(x) + 22 cos(z).
(b) F'(z) = ) cos(a),
f(x) = (@) (cos?(z) — sin(z))

f"(z) = 5@ (cos?(z) — 3sin(z) cos(z) — cos(z)).
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13. Teljes indukcidval bizonyitjuk a tételt. Ha n = 1, akkor a szorzat deri-
vélési szabdlya alapjan igaz az allitds. Ha n € NT, akkor az indukciés
lépéshez tegyiik fel, hogy f és g (n+ 1)-szer differencidlhaté az a helyen.
Ezért 1étezik olyan nyilt intervallum, mely tartalmazza az a szamot, és
az intervallumon mindkét fiiggvény n-szer differencialhatéd. Az indukcids
feltevés szerint ennek az intervallumnak minden x pontjara

n

(9@ =3 ()19 @ ),

k=0

Mindkét oldalt az a helyen derivalva, majd a jobb oldalt atalakitva,

kozben az
1
i—1 7 1

Osszefiiggést is felhaszndlva a bizonyitando allitast kapjuk.

14. i(z) =z, z €R. 15. l(x):—g(m—g)+§7 z €R.

16.y=3(—F)+%  1T.y=3@-1)+1==4






7. fejezet

Taylor-polinomok,
L’Hospital-szabaly

7.1. Elméleti 6sszefoglald

7.1. Definicié. Ha n € NT és az f fiiggvény az a pontban n-szer differenci-
alhato, akkor a

" e (g
Tn,a(x) = Z f ‘( ) (l’ — a)k =
k=0

k
— f(@)+ (@) @—a)+ D gy

f™(a)
21 n!

(x—a)", xR

legfeljebb n-edfoki polinomot az f fiiggvény a kozépponti (mdsképpen a
ponthoz tartozd) n-edik Taylor-polinomjénak nevezziik.

Megjegyzések. A 0 kozépponti n-edik Taylor-polinom (MacLaurin-polinom):

f”(O) x2++f(n)(0) 31‘"

o1 y , x €R.

noor(k)
Too() = 3 1O b — p0)1f/(0) at

k!
k=0

Ha nem okoz félreértést, az n-edik Taylor-polinomot a révidebb T;, szimbé-
lummal is jelolhetjiik.
Az els6 Taylor-polinom a fiiggvény linedris kozelitése az adott pontban:

T1o(z) = f(a) + f'(a)(z —a), z€R.

7.1. Tétel (Taylor-formula a maradéktag Lagrange-féle alakjaval). Legyen
n € NT, és az f figguény (n+1)-szer differencidlhatd az I nydt intervallumon.
Tetszbleges a,x € I, x # a esetén létezik olyan c € I az a és x szamok kizdtt,
melyre

Fr D (e)

n+1
(n+1)! '

(x —a)

f(x) = Tn,a(z) +

Megjegyzés. Ha az f(x) figgvényértéket a T;, , Taylor-polinom x helyen vett
értékével kozelitjiik, e kozelités hibdja f(x) — Ty ().

69
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7.2. Tétel (L’Hospital-szabdly). Legyen I C R nyilt intervallum, f és g az
I intervallumon differencidlhatd fiiggvény, tovdbbd legyen ¢ # 0. Legyen az
a pont az I intervallum olyan torléddsi pontja, ahol

limf=limg=0  wagy limg=-4oc0 wagy limg= —c0c.
a a a a

Ha létezik lim ﬂ, akkor létezik lim 5, és a kettd egyenld:
a a

Q

li / =1 r
im >~ = lim —
a g a g’
Megjegyzések. Ha a vizsgalt pontban a szamlalé és a nevez6 is nulldhoz tart,
vagy mindketté hatarértéke +oo és —oo valamelyike, akkor a hanyadosuk
hatarértékére nem adhaté altaldnos szabaly. Ilyen esetekben érdemes probal-
koznunk a L’Hoéspital-szabdly alkalmazésaval.
Nem minden hanyados hatarértékét kaphatjuk meg a L’Hospital-szabaly
segitségével, amelyik e szabdly feltételeinek eleget tesz (1. a 11. és a 12. kidol-
gozott feladatot).

7.2. Kidolgozott feladatok

1. Szamolja ki az aldbbi fliggvények megadott kdzépponti elsé Taylor-poli-
nomjat!

(a) f(z):=€*, D(f) =R, a:=0.
(b) f(z) :=sin(x), D(f) =R, a:=0.
(c) f(x) :=cos(z), D(f):=R, a:= 7.

Megoldas.
(a) f(x) =e", f'(x )=e z € R miatt f(0) =1, f'(0) =
ezért T1o 1+41-2=142, z €R.

( ) =
(b) f(x) =sin(z), f'(z) =cos(z), x € R alapjdn f(0) =0, f(0) =1,
ezért Tio(x)=0+1-z =z, z€R.
(¢) f(z) = cos(z), f'(z)=—sin(z), z€R miatt f(5)=0, f(3)=—1,
ezért Ty z(x) =0+ (-1)(x—%) =% -z, z€R.
2. Szamolja ki az aldbbi fliggvények nulla kézépponti n-edik Taylor-poli-
nomjat!
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Megoldds.

() f@) = A+ a)d, fla)= (042 @)= 30 +0E
z € (—1,+00), .
f(0)=1, f(0)= —5 £"(0) = Z Ezért To(z) =1-— %x + 2127
x €R.

(0) 1) = (1), () = g = ()™ 7 (0) = (1) (142) 2
") =21 +x)"3, ze(-1,+00).

2 3

F0)=0, f1(0) =1, f'(0)=—1, f"(z) =2. Ty(z)= x7%+%,
z € R.
(c) fB(z) =e*, xR, f(0)=1, k€N alapjin

10 1
Tlo(l‘) = *' l’k =
P k!

2 .’1}3 .’134 LL‘5 J,‘G 1‘7 1,8 $9 3310

T

z € R.

(d) f(z)=sin(z), f'(x)=cos(z), f"(x) = —sin(z), f"(z) = —cos(x),
f""(z) = sin(z), = € R, a magasabb rend{ derivéltakat 1. a 6.2.10.
(b) feladat megolddsaban. Ezért f(0) = 0, f/(0) = 1, f”’(0) =0,
f(0) = =1, f"(0) = 0, altaldban f(%)(0) = 0, f#*+D(0) = 1,
fARE3)(0) = —1, k € N.

11
B F0)(0) . S S B
Tale) =) et =gt g o g 26 R
) 1.3 1'5 SC7 ng I’ll
(€) F02(0) = 0 miatt Tiae) = Tra(@) = o= 7+ 5 — 1+ o — 7o

rz eR.
3. (a) Legfeljebb mekkora hibdval kozeliti a szinuszfiiggvényt a nulla ko-
zéppontu harmadik Taylor-polinomja a [—1, 1] intervallumon?
(b) Adja meg a szinuszfiiggvénynek olyan nulla kézéppontti Taylor-poli-
nomjat, amelyik kisebb hibaval kozeliti a szinuszfiiggvényt a [—1,1]
intervallumon, mint 105!
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Megoldds.
(a) A szinuszfiiggvény nulla kozépponti harmadik Taylor-polinomja

T5(x) =a— g—?, x € R. A Taylor-formula szerint barmely = € [—1, 1]
esetén létezik olyan c szam 0 és x kozott, melyre

3 in®
sin(z) = <$ — 1‘) + M 7t
|sin® (0)]
LG e

4!
: z?
sin(z) — (m - 3'> 1

Jobb becslést kapunk, ha észrevessziik, hogy a szinuszfiiggvény nulla
kozéppontt harmadik és negyedik Taylor-polinomja megegyezik, és a
Taylor-formulat a negyedik Taylor-polinomra irjuk fel. igy alkalmas
0 és x kozotti ¢* szamra

3 s (B) [ x 1
sin(z) — (x — x)‘ = [sin ()] lz]® < z € [-1,1].

ezért

3! 5! =~ 120’

(b) Szintén a Taylor-formula szerint barmely n € NT és 2 € [—1, 1] esetén
létezik olyan ¢ szam 0 és x kozott, melyre

: (n+1)( )
) B sin €) i1
Sln(x) = Tn’o(fﬂ W 5
igy a
. B |sin™ 1 ()| il 1
sin@) = Tuo(@)| = =y o™ < Ty
becslést kapjuk. A hiba kisebb, mint 1076, ha, (n%l), < 1075, teh4t

n > 9 esetén az n-edik Taylor-polinom megfelel.

—2
4. Legyen f(x) := #M’ D(f) .= R\ {1,2}. Szémitsa ki az f
fiiggvény hatarértékét a 2 helyen!
Megoldds. A szdmldlé és a nevezd hatdrértéke lim2 (x—2) =0,
r—r

lin12 (2?2 — 3z + 2) = 0. A L’Hospital-szabdlyt alkalmazva
z—

r—2 ) (z —2) , 1
im = lim = lim
e—2122 —3x4+2 252 (22-3cx+2) 2-222-3

Megjegyzés. Méas médon, a nevezdt szorzattd bontva:

I T —2 . T—2 . 1 1
m—————=1lm-———— =lim—— =1
e=2722 —3r+2 a92(x—2)(x—1) 2o2z-—1
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3z2 — 2z — 1
5. Legyen f(x):= ;;27% D(f) =R\ {-%,1}. Szdmitsa ki az f

filggvény hatérértékét az (a) 1, (b) —1, (c) —oo helyen!

Megoldds.

(a) igrri(3x2—2x—1) =0 és ign{(5x2—x—4) = 0. A L’Hoéspital-szabélyt
alkalmazva

. 322 —-2x—-1 . (32°-22-1) . 6x—2 4
lim ——— = lim ~————— = lim =_.
z=1 522 —x —4  a=1 (ba? —x—4) 251100 —-1 9

Megjegyzés. Mas médon, a szamlalot és a nevezdt is szorzatta alakit-
va:
322 -2z —1  (x—1)(Bz+1) 3z+1
522 —x—4  (z—1)(bz+4) br+4

4
~>§, ha z — 1.

(b)
lim (322 — 22 — 1) =4, lim (52% —x —4) =2,

rz——1 z——1

ezért a L’Hospital-szabaly feltétele nem teljesiil, a szabdlyt nem hasz-
nalhatjuk. A hanyados hatarértéke
. 2 _ _
. 312 —22-1 mlin,ll(?’m 2z —1)
lim =

= =2
a—-1 b2 —x —4 lim (522 —z —4)
r——1

(c) A nevez6 hatdrértéke lim (52%2—z—4) = +o0, a L’Hospital-szabélyt

Tr— — 00
alkalmazva
. 322 — 22 —1 . 6 — 2
lim ———— = lim ———.
z——o00 b2 —x —4 z——o0 10x — 1
Az 4j nevez6 hatérértéke lim (10z — 1) = —o0, ezért a L’Hospital-
r—r—00

szabaly segitségével folytatva

. 6x — 2 . (62 —2) . 6 3
Ilm ——= lim ——— = lim — = —.
z——00 10z —1 =z—-o0 (102 — 1)) 2—-oc 10 5

Megjegyzés. Masképpen, x # 0 esetén

322 -22x -1 3-2-%

= amikor x — —oo.
Sx2—x—4 5-L1-4

—

o] w

)

6. (a) Legyen adott a € (1,400) esetén f(z) := i, D(f) :=R. Szamitsa
afE
ki az f fliggvény hatarértékét a +oo helyen!
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(b) Legyen g(x) := Ve D(g) :=[0,400). Szamitsa ki a g fiiggvény

T Y
hatarértékét a +oo helyen!

xlO

32w+1 B
hatarértékét a +oo helyen!

Megoldds.

(c) Legyen h(z) := D(h) := R. Szamitsa ki a h fiiggvény

(a) A nevezd hatérértéke liIJIrl a® = +oo. A L’Hospital-szabaly alapjan
Tr—r+00

/
1
lim _ lim (2) = lim =0
x40 a®  z—+o0 (a®) z—+o0 a®In(a)

(b) Az el6z8 pont eredményét felhasznélva

lim Y2 = i v ! im . lim —— =0
m — = 1m - —= = m — - 1m — = Uu.
z—+oo 2% z—+oo \ 27 \/E z—+o0 2% z—+too \/,E

Mas médon: Ha = > 1, akkor 0 < g < X ezért az el6z6 pont

DER)
eredménye és a kozrefogasi elv segitségével szintén megkaphatjuk a
lim g =0 eredményt.
Tr— 400

(c) A L’Héspital-szabalyt tizszer alkalmazhatjuk egymads utan, mert mind-
egyik nevezo hatarértéke x — +o0o esetén +oo:

lim Llo_ lim L_ lim L_
rtoo 32241 T 4o 2111(3) 2322+l T Yo 41112(3) - 32z+1 N

. 10!

lim 15 =
z—+o0 2101n""(3) . 32z+1

1
7. (a) Legyen adott p € RT esetén f(xz) := Lf), D(f) :=R*. Szdmitsa
x
ki az f fliggvény hatarértékét a +oo helyen!

(b) Legyen g(z) := m@fgw

hatarértékét a +oo helyen!

, D(g) :=RT. Szémitsa ki a g fiiggvény

Megoldds.
(a) A nevezé hatdrértéke lir_P 2P = 400, a L’Hoéspital-szabdlyt alkal-
T—r1+00
mazva
1 1
lim n(z) = lim — =0.

r—+oco P T——+00 pxl’
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(b) A nevezd hatérértéke lir}rl VT = 400, a L’Hospital-szabély segit-
Tr—r+00

ségével

Jim P i
Az 1j nevezd hatérértéke zEToo(Qx + 1) = 400, még egyszer alkal-
mazhatjuk a L’Hospital-szabalyt:

4 1
im v = lim — =0.
z—+o0 20 +1 z—+4o0 \/E

. . / , . . . 4\/5 _ . 4 o
Megjegyzés. Mésképpen befejezve: xEIJIrloo Tt —wginoo it L T 0.
1—
8. Legyen f(z):= CO(S(‘;”) D(f) =R\ {kr : k € Z}. Szémitsa ki az
xsin(x

f fiiggvény hatarértékét a 0 helyen!

Megoldds. A szamlalé és a nevezd hatdrértéke is nulla, amikor x — 0. A
L’Hospital-szabaly alapjan

. 1l—cos(z) . sin(x)
lim ———— = lim — .
z—0  xsin(x) 10 sin(x) 4+ z cos(x)

A jobb oldal is olyan hatarérték, melyre a L’Hospital-szabaly alkalmaz-
hato, ezért

) sin(z) ) cos(x) 1
lim — = lim - = —.
10 sin(z) + x cos(z)  2—0 2cos(x) — zsin(z) 2

Megjegyzés. Mésképpen, a lim 1=5°% = 1 ésa lim sin@) — 1 hatér-
z—0 % z—0 T
1—cos(z)
-y e . 1—cos e
érték felhaszndldsaval lim =90@) — Jim e = %
z—0  sin(x) z—0 —F—

9. (a) Legyen f(z):=zlIn(x), z € R*. Szamitsa ki az f fiiggvény hatér-
értékét a 0 helyen!
(b) Legyen g(x):= 2% z € RT. Szdmitsa ki a g fiiggvény hatarértékét
a 0 helyen!

(c) Legyen h(z) =z 1, D(h):=R+\{1}. Szamitsa ki a h fiiggvény
hatarértékét az 1 helyen!

Megoldds.

(a) A vizsgdlt fiiggvény értelmezési tartomdnya RT, ezért a kérdéses
hatdrérték jobb oldali hatdrérték. A szorzatot x In(x) = M, reRT

T



76 7. TAYLOR-POLINOMOK, L’HOSPITAL-SZABALY

hanyadosként felirva a nevez6 jobb oldali hatarértéke a nulldban +oo.
A hanyadosra alkalmazhaté a L’Hospital-szabaly, mely szerint

1 1
lim zln(z) = lim n(lx) = lim —%-= lim (—z)=0.
2—0+0 a—0+0 1 2—04+0 —1; 25040
(b) 2 = @) g ¢ RY alapjan lim 2® = lim e*™(®) = 0 = 1,
z—0 z—0

mert (a) szerint lir% xIn(z) = 0 és az e alapi exponencialis fiiggvény
T—>
folytonos a nulla pontban.
(c) Alakitsuk at a vizsgdlt fiiggvényt!

In(z)
xril = (eln($))zi1 —ea-1

, TeRT, x#£1.
A kitev6 hatdrértéke a I’Hospital-szabéaly szerint

1 1
L C) R P
z—=1qx —1 x—1

9

mert hm1 In(z) = lim1 (x — 1) = 0. Végill az e alapi exponencialis
r— r—

fliggvény 1 pontbeli folytonossdga miatt

lim

lim 271 = eso1 =1 =,
r—1
rz+1 e (%)
10. Legyen f(x):= ( 5 ) , D(f):=(-1,400)\ {2k +1: k € N}.

Szamitsa ki az f fiiggvény bal oldali hatarértékét az 1 helyen!

Megoldds. A vizsgalt fiiggvény alapjanak hatarértéke lirln o TTH =1, a
z—1—

kitevijéé Igrlrlotg ( 2) +00. Az

(m : 1>tg("2‘”) _ (3w (F), 4 e p(p)

atalakitas utan az 0j kitevo két tényezojének hatarértéke

. x+1 , . T\
lim ln( 5 )—O és xgrflotg (?)——l—oo.

Az 14j kitevét hanyadosként felirva

In (x;—l)tg (%) = zlg((‘;)) z € (—1,400) \ N.
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A szamlalo és a nevezd hatarértéke is nulla z — 1—0 esetén, a L'Hospital-
szabdly alapjan

In (2L 1 1
e
z—1—0 ctg (7) z—1—-0 _sm2(7””) 5 T
Végiil az e alapi exponencialis fiiggvény —— pontbeli folytonossaga miatt

Megjegyzés. Hasonléan lathatjuk be, hogy e 7 avi zsgalt fliggvény jobb
oldali hatarértéke is az 1 pontban, ezért hm (i) = e . Teh4t

az f figgvény folytonosan klterJesztheto a D( ) U {1} halmazra.

A 11.-12. feladatban ellenérizze, hogy a fliggvény hatarértékét a +oo he-

lyen nem kapjuk meg a L’Hospital-szabdaly alkalmazaséaval!

11.

12.

f@) = —m—

x) = ,

VzZ+1

Megoldds. A nevezd hatarértéke lirf Vz?2+1 = +oo, a L’Hospital-
r—r 400

szabaly alapjan

D(f):=R.

1 241
= lim ——— = lim L

lim ——
z—=400 /2 + z5too — L. z— 400 x
T 1 2v/x2+1 2

A jobb oldali hanyados nevezdjének hatarértéke is +o0o, amikor x — +o0.
Ismét a L’Hospital-szabalyt alkalmazva

1
2 -2z
. x4+ 1 . AR . X
lim ———= = lim 2=t - iy ——
T—400 €T T——400 1 z—+00 /2 +1

ami az eredeti feladat.

Megjegyzés. Masképpen kiszamolhaté a hatarérték, z2+ = = \/1+ —,

+ 12 2 . 1 _
x € RT felhasznaldsdval 1251_100 \/ﬁ 1211100 71+%2 1
x — cos(x)
=, D ::R 0 .
fla) = T D) =R\ (0)
Megoldas. A nevez6 hatarértéke lirf (z + sin(z)) = 4+o00. A szédmlalé
T—+00

és a nevezd derivaltjanak hanyadosa

(x — cos(x)) _ 1+ sin(x)
(z +sin(z)) 14 cos(x)’
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melynek nem létezik hatarértéke x — +oo esetén.

z—cos(z) 1—cosle)

Megjeqyzés. Mas médon  lim : = lim —=~ =1.
g3e9y 5 +o0 Ttsin(z) roFoo 1452k

7.3. Megoldandé feladatok

1. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények megadott kézépponti elsé Taylor-
polinomjat!

x

(a) f(z):=22, D(f):=R, a:=0,a:=1,ill. a:= 2.
(b) g(z) :=+v1+z, D(g9):=[-1,400), a:=0,ill a:=3.
(c) h(z) :=In(z), D(h):=R*, a:=1,ill. a:=8.
2. Szémolja ki az aldbbi fliggvények nulla koézépponti harmadik Taylor-
polinomjat!
(a) f(z) :==1In(sin(z) + 1), D(f) =R\ {2 +2kn: k € Z}.
(b) g(z) = arctg (z), D(g) =R.
3. Szamolja ki a kovetkezo fiiggvények adott kézépponti negyedik Taylor-
polinomjat!
(a) f(z):=sin(z), D(f):=R, a:=mx. (b) g(z):=¢€*, D(g):=R, a:=1.

4. Szamolja ki a kovetkez6 fiiggvények nulla koézépponti tizedik Taylor-
polinomjat!

(a) f(2) i=cos(z), D(f):=R.  (b) g(x) =sh(z), D(g) =R
(c) h(z) :=ch(x), D(h):=R.

5. Szamolja ki a megadott fiiggvények nulla kézéppontu n-edik Taylor-poli-
nomjat (neN)!

1
T 142’

(a) f(x) =2 D(f)=R. (b)g(z): D(g) :=R\{-1}.

6. (a) Legfeljebb mekkora hibdval kozeliti az e alapi exponenciélis fiigg-
vényt a nulla kézéppontd 6t6dik Taylor-polinomja a [—2, 2] interval-
lumon?

(b) Adja meg az e alapi exponencidlis fiiggvénynek olyan nulla kozép-
pontd Taylor-polinomjat, amelyik kisebb hibaval kozeliti az e alapi
exponencialis fiiggvényt a [—2, 2] intervallumon, mint 103!

A 7.-18.feladatban szamitsa ki a hatarértéket!
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7. lim L C0862) 8. lim 8@ — % 9. lim L= c08(22)
z—0 2 =0 z — sin(z) =0 1 — cos3(x)
1 5(2 2z _1
10. lim 2(005(27)) 11. lim 80%). 12. lim & .
z—0 In(cos(x)) z—0 th (z) 2—0 sin(3z)
6\/5 1
13. lim In(z) - In(1 — z). 14. lim . 15. lim ze=.
x—1 z—+oo 1 + 3 z—0+0
JE
1 t —
16. lim cos* (). 17. lim (1 + > . 18. lim w.
x—0 r—+00 €T z—0 €T

7.4. Megoldasok
1. (a) Tio(z) =0,z e R Th1(z) =2z -1,z e R. 71 _o(x) = —4z — 4,

(b) Tvo(x)=3z+1, 2R Ti3x)=tz+ 2, xR
c)Tii(z)=z—1, 2R Thg(x) =Lz +In8—1,z€R.
: ; 8
2. (a) Ty(a) =z — % +2, zeR (b) Tay(z) =2 — &, z€R.
3. (a) Tu(z) = —(z—m) + g(z—m)?, zeR.
(b) Ty(z) =e+e(z—1)+5(x—1)>*+ (-1 + 55 (x—1)*, zeR
2 4 6 8 10
4. (a)Tlo(CE):l—%"‘r%_%‘F%—%, r€eR
3 5 7 9
(b) Tho(z) =+ 5 +5H +5 + 5, v€R
2 4 6 8 10
(© To@)=1+5 + 5+ +% + 55 z€R
5. (a) Th(x) = > (m]j)k z* z eR.
k=0
() Tp(z) = S (-DFak zeR
k=0
6. (a) Ha z € [—2,2], akkor alkalmas 0 és = kozotti ¢ szdmra

e =Ty(z) + %?xﬁ. Ezért [e® — Ts(z)| < 626?6'

(b) Ha z € [~2,2] és n € NT, akkor alkalmas 0 és x kozotti c* szdmra

*

c 62 2n+1

(n+ 1)

e

n+1
CES

e — To(a)| =

<

Igy |e® — T, (z)] < 102 teljesiil, ha n > 10, tehdt T,, n > 10
megfelelo.
10. 4. 11. 1. 12.

1
6.1. 17.1. 18 —1.

13. 0.

wN

14. +o0. 15. +o0.






8. fejezet

A derivalt alkalmazasai,
fliggvényvizsgalat

8.1. Elméleti 6sszefoglalo

8.1. Definicié. Legyen f valds fliggvény. Az f fiiggvényt monoton névek-
vének nevezzitkk a H C D(f) halmazon, ha minden z,y € H, < y esetén
f(x) < f(y).

Az f figgvényt monoton csikkendnek nevezzitk a H C D(f) halmazon,
ha minden z,y € H, x < y esetén f(z) > f(y).

Az f figgvényt szigordan monoton névekvének nevezzikk a H C D(f)
halmazon, ha minden z,y € H, x < y esetén f(x) < f(y).

Az f fiiggvényt szigordan monoton csikkendnek nevezzikk a H C D(f)
halmazon, ha minden z,y € H, < y esetén f(x) > f(y).

Az f fiiggvényt monoton noévekvOnek, monoton csokkenonek, szigorian
monoton névekvonek, szigorian monoton csokkenének mondjuk, ha monoton
novekvé a D(f) halmazon, monoton csokkend a D(f) halmazon, szigortan
monoton névekvé a D(f) halmazon, ill. szigorian monoton csokkend a D(f)
halmazon.

8.2. Definicié. Legyen f valés fiiggvény. Az f fiiggvénynek maximuma van
az a € D(f) helyen, ha minden = € D(f) esetén f(z) < f(a).

Az f fiiggvénynek minimuma van az a € D(f) helyen, ha minden z € D(f)
esetén f(x) > f(a).

Az f fiiggvénynek szélséértéke van az a € D(f) helyen, ha maximuma van
vagy minimuma van az a helyen.

Az f fiiggvénynek lokdlis maximuma van az a € D(f) helyen, ha létezik
olyan § € R™, hogy minden x € D(f) N (a — d,a+ J) esetén f(z) < f(a).

Az f figgvénynek lokdlis minimuma van az a € D(f) helyen, ha létezik
olyan § € R™, hogy minden x € D(f) N (a — §,a+ J) esetén f(z) > f(a).

Az f fuggvénynek lokdlis szélséértéke van az a € D(f) helyen, ha lokalis
maximuma van vagy lokalis minimuma van az a helyen.

8.1. Allitas. Ha az f figgvény differencidlhato az a pontban és ott lokdlis
szélsbértéke van, akkor f'(a) = 0.

81



82 8. A DERIVALT ALKALMAZASAI, FUGGVENYVIZSGALAT

Megjegyzés. Az allitds megforditdsa nem igaz. Pl. az f(z) := 2%, D(f) := R
fiiggvényre f'(0) = 0, de a fiiggvény szigoriian monoton névekvd, igy nincs
lokélis szélséértéke a 0 pontban.

8.2. Allitas. Legyen az f fiigguény kétszer differencidlhato az a pontban.
Ha f'(a) = 0 és f"(a) > 0, akkor az f figguénynek az a pontban lokdlis
minimuma van, ha viszont f'(a) =0 és f'(a) < 0, akkor lokdlis mazimuma.
Megjegyzés. Ha f kétszer differencidlhaté az a pontban, tovdbbd f'(a) =
f"(a) = 0, abbdl nem kovetkezik, hogy a fiiggvénynek nincs lok4lis szélséér-
téke az a helyen. Pl. az f(z) := x%, D(f) := R fiiggvényre f'(0) = f”(0) = 0,
mégis e fiiggvénynek (lokalis) minimuma van a 0 helyen.

8.3. Allitas. Legyen az [ figguény folytonos az I C R intervallumon és
differencidlhato az intervallum belsd pontjainak int I halmazdn.

Az f figguény akkor és csak akkor monoton névekvd az I intervallumon,
ha f'(z) >0, z €intl.

Az f fligguény akkor és csak akkor monoton csékkend az I intervallumon,
ha f'(x) <0, z €intl.

Ha f'(x) >0, xz € intl, akkor [ szigorian monoton névekvd az I inter-
vallumon.

Ha f'(z) <0, z €intI, akkor f szigorian monoton csékkend az I inter-
vallumon.

Megjegyzések. Az utébbi két kijelentés megforditdsa nem igaz. Pl. az f(x) := x5,
D(f) := R fiiggvény szigorian monoton névekvé és f/(0) = 0; g(x) := —a3,
D(g) := R szigortian monoton cstkkend, mégis ¢'(0) = 0.

Az éllitasban nem hagyhatd el az a feltétel, hogy a fliggvényt intervallumon
vizsgaljuk. PL. ha D(f) := (0,2) \ {1}, és € (0,1) esetén f(x) := =z, az
x € (1,2) esetben pedig f(x) := = — 1, akkor minden =z € D(f) helyen
f'(z) >0, az f fiiggvény mégsem monoton nivekvd.

8.3. Definicié. Az f figgvény konver az I C D(f) intervallumon, ha minden
z,y€lés e [0,1] esetén f(Ax+ (1 —N)y) < Af(z)+ (1 —X)f(y).

Az f figgvény konkdv az I C D(f) intervallumon, ha minden z,y € I és
A€ [0,1] esetén f(Az+ (1= Ny) > Af(x) + (1= N)f().

Az f fiiggvény szigorian konver az I C D(f) intervallumon, ha minden
ryyel,x#yés Ae(0,1) esetén f(Azx+ (1 —Ny) < Af(x)+ (1 —X)f(y).

Az f fiiggvény szigorian konkdv az I C D(f) intervallumon, ha minden
zoyel, x#yésAe(0,1)esetén f(Ax+ (1 —Ny) > Af(z)+ (1= X)f(y).
8.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f valds fiiggvénynek az a € D(f)
pontban inflexidja van, ha az f fiiggvény differencidlhaté az a pontban vagy
a fliggvény a pontbeli kiilonbségihanyados-fiiggvényének hatarértéke +oo és
—oo egyike, tovdbb4 valamely ¢ pozitiv szdmra f konvex az (a—d, a] interval-
lumon és konkév az [a, a+9) intervallumon vagy forditva, konkav az (a—d, a]
intervallumon és konvex az [a,a + J) intervallumon.
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Ekkor az a pontot inflexios pontnak nevezziik.

Megjegyzések. Az inflexiérdl azt is mondjdk, hogy a fliggvény az inflexids
pontban alakot valt.

Ha az a pont inflexiés pontja az f fiiggvénynek és ebben a pontban a
fliggvény differencialhaté, akkor az a pont egy kornyezetében attdl jobbra,
ill. balra f grafikonja az (a, f(a)) pontbeli érint§ egyik, ill. méasik oldaldn
fekszik.

8.4. Allitas. Ha az f fiigguény kétszer differencidlhato az a pontban és ebben
a pontban inflexidja van, akkor f"(a) = 0.
Megjegyzés. Az &llitas megforditdsa nem igaz. Pl. az f(x) := x*, D(f) :=R
filggvényre f”(0) = 0, de a fiiggvény konvex, igy nincs inflexidja a 0 pontban.
8.5. Allitas. Legyen az f fiiggvény folytonos az I C R intervallumon és
kétszer differencidlhato az intervallum belsé pontjainak int I halmazdn.

Az f figgvény pontosan akkor konvexr az I intervallumon, ha f"(x) > 0,
r€int /.

Az f fiigguény pontosan akkor konkdv az I intervallumon, ha f"(x) <0,
r €int /.

Ha f"(x) >0, x € int I, akkor f szigorian konvex az I intervallumon.
Ha f"(z) <0, x € int I, akkor f szigorian konkdv az I intervallumon.
Megjegyzés. Az utébbi két kijelentés megforditdsa nem teljesiil. Pl. az f(z) :=
x*, D(f) := R fiiggvény szigortian konvex és f”(0) = 0, mig g(z) := —z?,

D(g) := R szigordan konkdv, mégis ¢’ (0) = 0.

8.5. Definicié. A H C R halmaznak az a € R szdm hatdrpontja, ha barmely

§ €RY esetén (a—d,a+d)NH #0és (a—d,a+3d)N(R\ H) #0.

8.6. Definicié. Tegyiik fel, hogy valamely K € R esetén az f fliggvény

értelmezve van a (K, +00) intervallumon. Ha létezik olyan a,b € R, melyekre
lim (f(z) — az — b) = 0, akkor azt mondjuk, hogy az [(z) := az + b,

r— 400
D(l) := R linedris fiiggvény az f fiiggvény aszimptotdja a +oo helyen. Ha
a = 0, akkor az aszimptotat vizszintes aszimptotdnak nevezziik.

Legyen K olyan valés szém, amelyikre az f fiiggvény értelmezve van a
(—00, K) intervallumon. Ha létezik olyan a,b € R, melyekre

ZEIPOO (f(z) —az—b) =0,

akkor azt mondjuk, hogy az I(z) := az + b, D(l) := R linedris fiiggvény
az f figgvény aszimptotdja a —oo helyen. Ha a = 0, akkor az aszimptotat
vizszintes aszimptotdnak nevezziik.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek bal oldali fiiggdleges aszimptotdja
van a c helyen, ha a mgrcriof(ac) = +o0, mll}rcriof(x) = —oo hatérértékek

egyike teljesiil.
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Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek jobb oldali fiiggdleges aszimptotdja
van a c helyen, ha a lim f(z) = 400, lim f(x) = —oco hatdrértékek
r—c+0 x—c+0
egyike teljestil.
Egy fiiggvénynek kétoldali fiiggdleges aszimptotdja van a c helyen, ha bal
oldali fiiggbleges aszimptotaja van és jobb oldali fiiggdleges aszimptotaja van
a ¢ helyen.

8.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy valamely K € R esetén az f figgvény ér-
telmezve van a (K,+00) intervallumon. Az f fiigguvénynek pontosan akkor

van aszimptotdja a 4+o0o helyen, ha létezik az a := lim 1@ c R ésa
z—+o00 T
b:= lim (f(z)—ax) € R hatdrérték. Ekkor az aszimptota azl(z) := az+b,
r—+00

x € R linedris fiiggvény.

Megjegyzés. A —oo helyen vett aszimptotdara hasonlé &llitas vonatkozik.

A teljes fligguényvizsgdlat 1épései:

e Megallapitjuk az értelmezési tartomany hatdrpontjait és a fliggvény sza-
kadési pontjait.

e Megkeressiik a fiiggvény tengelymetszeteit (zérushelyek, a fiiggvény ér-
téke a 0 pontban, ha ott értelmezve van).

e Megvizsgaljuk, paros-e, paratlan-e, periodikus-e a fiiggvény.

e Kiszdmoljuk a fiiggvény derivéltfiiggvényét.

o Megkeressiik a fiiggvény lokalis szélséértékhelyeit, és azokban a pontok-
ban kiszamoljuk a fiiggvény értékét.

e Meghatarozzuk azokat a legb6évebb intervallumokat, melyekre lesziikitve
a fliggvény monoton névekvd, ill. monoton csokkend.

e Kiszamoljuk a fiiggvény masodik derivaltfiiggvényét.

o Megkeressiik a fiiggvény inflexids pontjait, és ott kiszamoljuk a fiiggvény
értékét.

e Megkeressiik azokat a legbdvebb intervallumokat, melyekre lesziikitve a
fliggvény konvex, ill. konkév.

e Meghatarozzuk a fiiggvény hatarértékét, ill. egyoldali hatarértékeit az ér-
telmezési tartomdny hatarpontjaiban, a fiiggvény szakadasi pontjaiban,
valamint a 400 helyen, ha az értelmezési tartomany feliilr6l nem korlé-
tos, és a —oo helyen, ha az értelmezési tartomany alulrél nem korlatos.

e Meghatarozzuk a fiiggvény grafikonjanak aszimptotdit.
e Felrajzoljuk a fliggvény grafikonjat.
e Megallapitjuk a fiiggvény értékkészletét.
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8.2. Kidolgozott feladatok

Az 1.-2. feladatban keresse meg a fiiggvény lokalis széls6értékhelyeit, és hatéa-
rozza meg azokat a legb6vebb intervallumokat, melyekre lesziikitve a fiiggvény
monoton noévekvd, ill. monoton csokkend!

1. f(x):=122° + 152% — 2023 — 3022 + 2, D(f) :=R.
2. g(@) =2 — 3, D(g) = [0,+00).
Megoldds.
1. Az f fiiggvény differencialhato, igy a Allitas szerint az f' derivalt-

fuggvény zérushelyei kozott vannak az f fiiggvény lokalis szélsGértékhe-
lyei.

f'(x) = 60z* + 6023 — 6022 — 60z = 60z(x — 1)(z+1)? =0, z€R,

ezért a —1, a 0 és az 1 pontban lehet lokalis szélséértéke az f fiige-
vénynek.

Mivel 60(z+1)2> 0, z € R, a derivélt el8jelét x# —1 esetén az z(z — 1)
tényez6jének eléjele hatdrozza meg. A derivéltfiiggvény el6jelének is-
meretében a Allités alapjan azt kapjuk, hogy f szigorian monoton
novekszik a (—o0,0] és az [1,+00) intervallumon, a [0, 1] intervallumon
pedig szigortian monoton csckken.

Ebbdl kovetkezik, hogy a 0 pontban lokélis maximumot vesz fel a fiigg-
vény, melynek értéke f(0) = 2, az 1 pontban pedig lokélis minimuma
van a fiiggvénynek, értéke f(1) = —21. A —1 pontban nincs lokélis szél-
soértéke a fiiggvénynek.

A kapott eredményeket tablazatba foglalhatjuk:
D(f)|[(=o0, =D)|=1|(=1,0)] 0 | (0.1) [ 1 [(I,+00)

P+ o+ o~ o]+

N .| lok. | u
csokkeno| . [novekvo

.. . lok.
f novekvg
max.

Ebben és a késobbi tablazatokban is a kovetkezd roviditéseket és jelolé-
seket hasznaljuk:

lok.: lokdlis, max.: maximum, min.: minimum, infl.: inflexié, +: a fiigg-
vény pozitiv, —: a fiiggvény negativ, 0: a fiiggvény értéke nulla, #: nem
létezik.

2. A g fiiggvény folytonos a [0, +-00), differencidlhaté az RT halmazon, ezért
a fliggvénynek lokalis széls6értéke az értelmezési tartomanyanak olyan
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bels6 pontjdban lehet, ahol a derivélt 0, valamint D(g) egyetlen hatdr-
pontjaban, a 0 helyen. A

1
=1-—— =0, zeR"

4/ 23

Bl

1
g'(x)=1- 17

.. . PR B
kovetelménynek z* 1= 1oz tesz eleget.

A ¢'(z) > 0 egyenlétlenség megoldésa
1

4v/z?

Vad > %,

1-— > 0,

1
x> ——==2za"
4v/4
Hasonléan ¢'(z) < 0 megolddsa 0 < x < x*, tehdt a g fiiggvény szigori-
_1

43/4
novekszik az [L +oo) intervallumon. Az — = helyen minimuma van

an monoton csokken a [0, } intervallumon, mig szigorian monoton

494 44
a fiiggvénynek, az értelmezési tartomany 0 hatarpontjaban pedig lokélis
maximuma.

D 0 [0 | s | (ahr+)

I U

min. | novekvd

g | 3
g lok. csokkend
max.

A 3.-4. feladatban keresse meg a fiiggvény inflexids pontjait, és hatdroz-
za meg azokat a legb&vebb intervallumokat, melyekre lesziikitve a fiiggvény
konvex, ill. konkav!

3. f(x):=22%+ 325 —102* + 32 — 1, D(f) =R.
4. g(x): L D(f) =R.

S Trew
Megoldads.

3. Az f fiiggvény kétszer differencidlhatd, {gy a Allits miatt az f” mé-
sodik derivaltfiiggvény zérushelyeiben lehet az f fiiggvénynek inflexidja.

f(x) = 1225 + 152 — 4023 + 3, = €R.
Az

f"(x) = 60x* + 6023 — 1202 = 602%(z — 1)(z +2) =0, z€R
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egyenlet megoldasai —2, 0, 1.

Az f"(x) szdm elbjele z # 0 esetén azonos (z — 1)(z + 2) eléjelével, ezért
f" pozitiv a (—oo, —2) és az (1, +00) intervallumon, negativ a (—2,1) in-
tervallumon a 0 pont kivételével. Tehét az f fiiggvény konvex a (—oo, —2]
és az [1,400) intervallumon, konkédv a [—2, 1] intervallumon. A —2 és az
1 pontban inflexidja van, a 0 helyen nincs.

Az eredmény tabldzatban:

D(f)||(=00,=2)| =2 [(-2,0)[0(0,1)] 1 [(1,+00)
f//

f H konvex ‘inﬂ. ‘ konkav ‘inﬂ. ‘ konvex

|+ Jo =~ Jol—Jo | +

4. A g fiiggvény kétszer differencidlhaté, inflexidja a Allitas szerint g
zérushelyeiben lehet.

e " e (e —1)

1
=£ ¢ — 7 R.
9" (z) Tt °€

g(fE)Z(

1+ e %)2’

Az utébbi zérushelye az e~ *

—1=0, z € R egyenlet megoldasa, x = 0.
A ¢"(z) hanyados szdmléldjanak elsé tényezdje, valamint a nevezdje po-
zitiv, ezért ¢"”(x) akkor pozitiv, amikor z < 0, és akkor negativ, amikor
x > 0. Tehdt g konvex a (—o0, 0] intervallumon, mig konkdv a [0, +00)
intervallumon, igy 0 inflexiés pont.

Téablézatban:
D(g)||(=00,0)| 0 |(0,+00)

|+ o] -

g H konvex ‘inﬂ.‘ konkav

Az 5.-8. feladatban végezze el a fiiggvény teljes vizsgalatat!

5. f(z) == \/12? e‘é, D(f):=R. 6. g(x) :==xIn(z), D(f) :=R".
7. h(z) := ! ;fg, D(h):=R\ {0}. 8. F(x):=x+sin(z), D(F):=R.
Megoldads.

5. A fiiggvény kétszer differencidlhaté. Zérushelye nincs, f(0) =

S
3

fliggvény paros, nem pératlan és nem periodikus.

M)

1 2 1 2
fl(z) = \/%677 (—x) = 7EI677, r €R,
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ezért csak a 0 pontban lehet lokalis szélséértéke az f fiiggvénynek. Mivel
2

e~z >0, z € R, a derivaltfiiggvény pozitiv az R™, negativ az Rt

halmazon.

f'@) === (1% tare ¥ (-a)) = = (-1 7, zeR
r)=——=|(1-€ x-e (—z))=—=(x"-1)e 2, x .

2 27

Ennek zérushelyei —1 és 1, ezekben a pontokban lehet az f fiiggvénynek

inflexiéja. Az f”(x) szédm eldjele megegyezik az x? — 1 tényezdjének eldje-

lével, tehat f” pozitiv a (—oo, —1) és az (1, +00) intervallumon, negativ

a (—1,1) intervallumon.

D(f)||(=o0,=1)| =1|(=1,0)| 0 [(0,1)] 1 |(1,+o0)

N N I -
L N e e e
f noéovekvad ‘max.‘ csokkend

konvex ‘inﬂ.‘ konkdv ‘inﬂ.‘ konvex

Hatérértékek: Er_n f(z) =0, Erf f(z) = 0. Ebbdl kovetkezik,

hogy I(z) = 0, z € R vizszintes aszimptota a —oco és a 400 helyen is,

més aszimptota nincs. R(f) = (0, \/%]

Megjegyzés. Az f fiiggvény a valdszinliségszamitasban szerepl6 standard
normalis eloszlds stirtiségfiiggvénye. Ha m € R és o € R, akkor
1 _ (z—m)?
fm,o’(x) = € 202 5 D(fmﬁa) =R

2mo

az m varhaté értékii, o szérast normalis eloszlas stirtiségfiiggvénye, mely-
nek maximumbhelye m.

Az értelmezési tartomany egyetlen hatarpontja 0. A fiiggvény kétszer
differencidlhaté. Zérushelye 1, a 0 helyen nincs értelmezve. A fiiggvény
nem paros, nem paratlan és nem periodikus.

g (z) = In(z) +1, =z € RT, és a g fiiggvénynek a derivaltfiiggvénye
zérushelyén, az % pontban lehet lokalis szélséértéke. A derivalt elgjele:
g(x) >0, ha >21 é ¢(x)<0, ha 0<z<?i ¢'(z)=1>0,
z € RT.

D) 0.2) | ¢ [(G+o)

gl = To] +
A B
g csokkend ‘ min. ‘ noévekvo

konvex
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_1L
Vor
1
\/ﬁ\
I I >
1 ] N

1 z
8.1. dbra. Az f(x) := N e~ 7, D(f) :=R fiiggvény grafikonja
T

Hatérértékek: lim xIn(z) = +o00. A hatérértéket a 0 helyen a L’Hospi-

xr——+00
tal-szabaly alkalmazédsaval szamoljuk ki:
1 1
lim zln(z) = lim w = lim —% = lim (-z)=0.
x—0 x—0+0 > x—040 -2z x—040

A fiiggvénynek nincs aszimptotdja. R(g) = [—%, +oo).

7. Az értelmezési tartomdny hatarpontja 0, a fliggvény kétszer differencidl-

haté. Zérushelye 1, a 0 pontban nincs értelmezve. A fiiggvény nem péaros,
nem paratlan és nem periodikus.

1= 3 2+ 23

_ 2 _ 31 _
h(x) = ok A W(z)=-22"7"-1= e

x e R\{0}.

A derivaltfiiggvény egyetlen zérushelye —+/2, itt lehet a h fiiggvénynek
lokalis szélstértéke.
A derivalt eléjele:

2+ 23 2+2%>0 24+ 2% <0
h/(l') = — x?) > 07 ha {L’3 <O va, xg >O 5
azaz —\3/§<w<0,
2+ 23 24 23>0 2423 <0
h/(l') = — x3 < 0, ha xg >O va, 'rg <O 5
x>0

azaz  vagy

x < —/2.
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1 -
1 1
V x
1 |

8.2. dbra. A g(z) := xIn(z), D(g) := R" fiiggvény grafikonja

A mésodik derivalt h”(z) = % >0, e R\ {0}.

R (~oc,~¥2) |- 2 | (- ¥2.0)[0] 0. +20)

Rl - o+ B -
O e A -
h csokkend noévekvé || csokkend

konvex konvex
Hatdarértékek:

lim h(x) =400, lim h(z)=—o0, lim h(x)= 4oo.
r——00 T—+00 z—0
Aszimptotdk: A h fliiggvénynek a 0 pontban kétoldali fiiggbleges aszimp-
totdja van, hiszen lin%) h(z) = +00. A —00 és a 400 helyen [(z) := —x,
z—
z € R az aszimptota, mert

lim (h(z)+z)= lim iz =0, lim (h(z)+z)= lim L 0.

T—r—00 T——00 I xr—~400 xr——400 1’2

R(h) = R.
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3
-1
=
—V2 1\ x
) 1—a° — .
8.3. dbra. A h(z) := poR D(h) :=R\ {0} fiiggvény grafikonja

8. A fiiggvény kétszer differencidlhatd. Zérushelye a 0 pont, mas zérushelye
nincs (lasd késébb), az origd egyben a fiiggvény grafikonjédnak vizszintes
tengelymetszete is. A fiiggvény paratlan, nem paros és nem periodikus.
A derivéltfiiggvény F'(x) = 1+ cos(z), * € R, melynek zérushelyei
(2k + V)7, k € Z. Az F’' derivéltfiiggvény nemnegativ, sét, barmely
((21@7 Dm, (2k+ 1)7r), k € 7Z intervallumra vald lesziikitése pozitiv, {gy F
szigorian monoton névekvé fiiggvény. Ezért nem lehet tobb zérushelye.
A maésodik derivéltfiiggvény F”(z) = —sin(z), = € R, zérushelyei km,

k € Z.
F"(z) = —sin(xz) >0, ha (2k—1)7 <z < 2km, k €Z,
F"(z) = —sin(x) <0, ha 2kr <z < (2k+ 17, k€ Z.
DF)|...[(==,0)] 0 | (©Om) | = |(m2m)]| 2r |27, 37)...
Pl o+ + + 0 + | o+ | o+ |
L O O e L e e
r n o} v e k v 0
konvex |inflexi6 | konkav |inflexié | konvex | inflexié | konkav
Hatérértékek: lim F(z) = —oco, lim F(z)= +o0.
T——00 T—+00

A fiiggvénynek nincs aszimptotdja. R(F') = R.

9. Mutassa meg, hogy az f(x) := 2° + 22 — 3, D(f) := R fiiggvénynek
pontosan egy zérushelye 1étezik.
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10.

3
2m
bis
—
-7 ™ 27 3 T

8.4. dbra. Az F(x) := z +sin(z), D(F) := R fiiggvény grafikonja

Megoldds. Mivel f(0) = —3 < 0és f(2) =513 > 0, ezért a Bolzano-tétel
szerint 0 és 2 kozott a fiiggvénynek létezik zérushelye.

Az f fiiggvény f'(z) =928+ 2 >0, x € R miatt szigordan monoton
noévekvo, igy tobbszor nem veheti fel a nulla értéket.

Legyen N € Nt és z,,,y, € R, n € NT, 1 <n < N esetén
N

Qa) =Y (yn —az,)’, D(Q) =R

n=1

Hatdrozza meg a () polinomfiiggvény minimumbhelyét, ha az z,, n € N,
1 <n < N szdmok valamelyike nem nulla!

Megoldds. A fiiggvény kétszer differencidlhaté, és a 6.3.10. feladat ered-
ménye

N N N
Q' (a) = ZQZm% -2 Zznyn, Q" (a) =2 Zzi, a € R.

n=1 n=1 n=1
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11.

A derivaltfiiggvény egyetlen zérushelye

M=

xnyn
* ., n
a = Ni,
> @,

=1

Il
=

3

N
itt lehet a @ fiiggvénynek szélséértéke. Mivel Q" (a*) =2 > 22 > 0, a

n=1

Allitas szerint a Q fiiggvénynek lokalis minimuma van az a* helyen.

A Q' derivéltfiiggvény negativ a (—oo,a*) intervallumon és pozitiv az
(a*,+00) intervallumon, ezért a @ fiiggvénynek minimuma van az a*
helyen.

Masképpen befejezve: A

N N N
Q(a)(in>a22<zxnyn>a+zyi ‘eR
n=1 n=1 n=1

fliggvény pozitiv féegyiitthatés méasodfoku polinomfiiggvény, igy ahol lo-
kélis minimuma van, ott minimuma is.

Megjegyzés. Ha az z,, n € N*, 1 < n < N szdmok mindegyike nulla,
akkor ) konstansfiiggvény.

Az azonos alkotéju egyenes korkipok koziil melyiknek a legnagyobb a
térfogata?

Megoldds. Jelolje az egyenes korkup alkotéjat a, magassagat m, alapko-
rének sugardt r (a,m,r € RY, m,r < a).

8.5. dbra. Egyenes korkip
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12.

A kip térfogata irirm = Z(a® — m®)m, ezért adott a € RT alkoté

esetén vizsgalhatjuk a térfogatot a magassag fiiggvényében:

V(m) = g((f —m?)m, D(V):=(0,a).

A differencidlhaté V fiiggvénynek abban az m* pontban lehet szélsGér-
téke, ahol
V'(m*) = Z(a? — 3(m*)?) =0
a
ﬁ.

Mivel a derivaltfiiggvény folytonos, és annak egyetlen zérushelyén

el

m* =

73 a _ _i N ’ a_ .
|4 (%) = —zTa < 0, a V fiiggvénynek az 73 helyen maximuma
van, V(%) = % a® az értéke.

Megjegyzés. A V' derivéltfiiggvény a (07 %) intervallumon pozitiv, az
(%, a) intervallumon pedig negativ. Ebbdl is kovetkezik, hogy a V fiigg-

vénynek az % helyen maximuma van.

DW)|| (0.25) | & | (&)

vl ol -

%4 ‘ ‘ novekvd ‘ max. ‘ csokkeno

1
Bizonyitsa be, hogy barmely z € R* esetén z — 3 2?2 <In(l +2z) <z
Megoldds. Legyen

f(x):=2—In(l+z), D(f):=]0,+00).

A fiiggvény folyonos a [0, +00), tovabb4 differencidlhaté az R™ halmazon,

és
1 T

!
f(:v)zl—m:m>0, r € RT.
Ezért f szigorian monoton novekvd, {igy f(0) = 0 miatt a fiiggvény po-
zitiv az RT halmazon, ami ekvivalens a bizonyitandé jobb oldali egyen-
16tlenséggel.

Legyen

g(x):=In(l1 4+ ) — (.’L‘ — ;12) , D(g) :=[0,400).

Ez a fiiggvény is folytonos a [0, +00), differencidlhaté az Rt halmazon,
valamint
1 x?

"(z) = -1 = >0 eR*
g'(@) 1+2x T 1+z » @ ’
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tehét g szigorian monoton névekvé. Mivel g(0) = 0, a g fiiggvény pozitiv
az R* halmazon, és ez egyenértékil a bizonyitandé bal oldali egyenlSt-
lenséggel.

1
13. Igazolja az arctg <1—|—x> = arctg (z) + g, z € (—1,1) azonossigot!
—x
Megoldds. A bal és a jobb oldal kiilonbsége az

f(z) = arctg sz) —aretg () — 7. D(f) = (~1,1)

fliggvény, mely differencialhaté, és

) 1 (- —(l42)-(-1) 1
f'(@) 1_‘_(14-71)2 (1—x)2 14 22

1—x

=0, z€(-11).

Mivel f(0) =0 és f" a (—1,1) intervallumon értelmezett nulla konstans
fliggvény, igy f is, ezzel az azonossagot belattuk.

8.3. Megoldandé6 feladatok

Az 1.-3. feladatban keresse meg a fliggvény lokalis széls6értékhelyeit, és hata-
rozza meg azokat a legb&vebb intervallumokat, melyekre lesziikitve a fiiggvény
monoton névekvd, ill. monoton csékkend!

1. f(x):=22%-322+1, D(f) =R.
2. g(z):=z —+/x, D(g):=10,+00).

x
3. h(x):= 21 D(h) =R\ {1}.
A 4.-6. feladatban keresse meg a fliggvény inflexiés pontjait, és hataroz-
za meg azokat a legb&vebb intervallumokat, melyekre lesziikitve a fiiggvény
konvex, ill. konkav!

4. f(x) :=2*—-22%, D(f)=R.
5. g(z) :=e® —e 2 D(g) :=R.

x
6. h(z):=———, D(h):=R\{-1}.
@) = o D) =R\{-1)
A 7.-12. feladatban végezze el a fliggvény teljes vizsgalatat!
2x
. =—- D = R.
7. @)= s, D(Y)

8. g(x) = (x = 3)vz, D(g):=[0,+00).
9. h(z):=2%In(x), D(h):=R*.
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10.

11.

12.

13.

T+ 2
2—%, D(H) :=R\ {0}.

. D(@) =R\ {-2}.

x(t) ==

Ae M 4+ Be™Ht,

Legyen A, BER, A2+ B?#0és A\, pu€R,0< )< puesetén

D(z) :=R.

Végezze el az x fiiggvény teljes vizsgalatét!

14.

15.
felszine?

Az azonos keriiletli téglalapok koziil melyiknek a legnagyobb a teriilete?

Az azonos térfogati egyenes korhengerek koziil melyiknek a legkisebb a

A 16.-17. feladatban igazolja az egyenlétlenséget!

16. 1 +x <e*

, veR

2

8.4. Megoldasok
1. f'(z) =62% — 6z, z€R.

2. ¢ (z)=1-

3. W(zx)=—

D(f)[|(=00,0)[ 0 | (0,

17.1— % < cos(x), =z €RT.

1) | 1|1, +o0)

A
.. .| lok. | .| lok. | . "
[ ||n6vekvo csokkend| . [novekvo
max. min.
ﬁ, x € RT.
D@ 0 | 0.4) | 3 |(+oo)
g 31 - Jo] +
lok. | . ol .. .
9 | max. csOkkend |min. | novekvé
R|| (—00,0)| 0 | (0,1) |1](1,400)

dl o |

+

El

h ‘ ‘ csokkend ‘ min. ‘ novekvo ‘ # ‘ csokkeno
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f(z) =423 — 4z, f'(x) =122° —4, z € R.

(o 391351 3] 5 G =)
A ol - o]+
f || konvex |infl.| konkdv |infl.| konvex

g (x)=—e%+272 g'(x)=e® —4de 2 xR

—00,In(4)) [In(4) | (In(4), +-00)

9”“ - o o+

g H konkéav ‘inﬂ.‘ konvex

W(z) = Ge2s, W'(x) = 5k, xR\ {-1}.

R ||(=o0,=1)|-1](=1,2)| 2 [(2,+o0)

Wil - ] - o]+

h H konkav ‘ 7 ‘konkév‘inﬁ.‘ konvex

. A fiiggvény zérushelye 0 és f(0 ) = 0. A fiiggvény pdaratlan, nem péros,
z?)

nem periodikus. f’(x): £+1)2, ' (x ):4(2(2Zj1_)'33)’ z eR.
R (=00, 3] ~VA(-vE -1 -1 |- U J(1.v3)] VB3, )
e e e e N e e
A N e e e e A
csokkend ‘mln‘novekvo‘max‘ csokkentd
konkéav ‘inﬂ“ konvex ‘mﬂ‘ konkav ‘inﬂ.‘ konvex

lim f(z)= lim f(z) =0, ezért a —oo és a +oo helyen is vizszintes
——00 T—+00

aszimptota [(z) := 0, z € R. Més aszimptota nincs. R(f) = [-1,1].

Az értelmezési tartomdnynak 0 a hatdrpontja, ott a fiiggvény (jobbrdl)
folytonos. Zérushelyei 0 és 3, g(0) = 0. A fiiggvény nem pdros, nem
paratlan, nem periodikus.

_ 3z-3 _ 3243 +
g (x) = 2:”\/5, g’ (x) = 4”;%, x € RT.
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NG 1
2
‘ =
-3 -1 1 V3 7
_VB
1 :
8.6. dbra. Az f(x) := x22—T— R D(f) := R fiiggvény grafikonja
D@ 0 | O1) | 1 |(,+0)
g 2] - Jo| +
g Bl o+ |+ o+
g IE);; csokkend | min. |névekvd
konvex

lirf g(x) = +o0. A fiiggvénynek nincs aszimptotdja. R(g) = [—2, +00).

T—r+00

9. Az értelmezési tartomany hatarpontja 0, a fiiggvény zérushelye 1. A
fliggvény nem péaros, nem péaratlan, nem periodikus.

W (z)=2z2ln(x)+1), h’(z) =2In(z) +3, z€R*.

D(h)H(O,e_%) e 2 (e_%,e_%) e~ 2 (e_%,—&—oo)
wllo- -1 - lo| o+
e N T N
h csokkeno ‘min.‘ novekvo
konkév‘inﬂ.‘ konvex

lim h(z) =0, lim h(x) = +oo. A fiiggvénynek nincs aszimptotéja.
x—0 r—+00

R(h) = [—5,+0).

10. Az értelmezési tartomdny hatarpontja 0, a fiiggvény zérushelye 1. A
fliggvény nem paros, nem paratlan, nem periodikus.
F/(SU) _ 10(1;1211(:v))7 F”(:c) _ 10(211;(3z)73)’ r € RT.



8.4. MEGOLDASOK 99

g(x) A

5 Y

8.7. dbra. A g(z) := (z — 3)y/x, D(g) := [0, 4+00) fiiggvény grafikonja

D(F)|| (0,e) | e |(e.e2)|e? |(e2,+00)

AR
Frff - [ -1 -1T0o] +
F névekvé‘max.‘ csokkend
konkav ‘inﬂ.‘ konvex
}1_>mO F(z) = —o0, xEToo F(z) = 0. Az el6bbi szerint a fiiggvénynek

jobb oldali fiiggbleges aszimptotdja van a 0 helyen, az utébbi miatt pedig
I(x) :== 0, = € R vizszintes aszimptota a +o0o helyen, mds aszimptota
nincs. R(F) = (—o0, 12].

' e
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8.8. dbra. A h(z) := 2?In(z), D(h) := RT fiiggvény grafikonja

11. Az értelmezési tartomdny hatdrpontja —2, a fiiggvény zérushelye 0,
f(0) = 0. A fiiggvény nem péros, nem pératlan, nem periodikus.
2
G/(:E) _ 2’44 G/(x) = ﬁ7 T € R\{—2}.

= @22
R [(~o0,~0)] ~4 |(~4,-2)[-2| (-2,0) | 0 |(0,+50)
il o+ Jof - [3] - Jof +
| - -1 - 13+ 4]+
R , | lok. | « N ook, | . "
G névekvo csokkend| B |csokkend min novekvo
konkav konvex
lim G(z) = —oo, lim G(z) = +oo, lim G(z) = —o0,
T——00 xr——+00 r——2—0
iijg+o G(x) = +00. A G fiiggvénynek a —2 helyen fiiggbleges aszimp-

totaja van. Mivel

2
L —r-—o4——

eR\{-2
- — @eR\{-2},

ezért

lim (G(z)—(z—2)) = lim (G(z)—(z—2))=0,

T—r—00 Tr—r+o0
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P A

1

e

o

oo

)
(S

S

101
n(a:)7 D(F) :=R" fiiggvény grafikonja
x

8.9. dbra. Az F(x) :=

tehat l(z) :=x —2, v € R aszimptota a —oco és a +oo helyen is. Mds
aszimptota nincs. R(G) =R\ (-38,0).

12. Az értelmezési tartomédny hatdrpontja 0, a fiiggvény zérushelye 1. A
fliggvény nem paros, nem paratlan, nem periodikus.

H'(x )—290—}— , H'(z)=2-— xs, x € R\ {0}.

R (oo = 35) -]

75 0)‘0‘ (0,1) ‘ 1 ‘(1,—&-00)
| - \0\ + 3 o+ |+ o+
H'||  + + ]+ B - [o] +

csokkend noévekvé | néovekvd

ko n vex konkév‘inﬂ.‘ konvex
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Gx) A

. § —
-4 =2 X
-8
22
8.10. dbra. A G(x) := Y D(G) :=R\ {—2} fiiggvény grafikonja
Hatarértékek:
lim (;v2 — %) = 400, lim (:r2 — %) = 400,
T——00 T—+00
lim (x2 — %) = —00, lim (x2 — %) = 400.
r—0+0 z—0—0

A H fiiggvénynek a 0 helyen fiiggbleges aszimptotdja van, més aszimp-
tota nincs. R(H) = R.

13. A fiiggvénynek akkor van zérushelye, ha A és B ellentétes eldjelli (A <
0 < Bvagy B < 0 < A), ekkor az egyetlen zérushelye ¢y := ﬁ In (—%).
A fiiggvény értéke a 0 helyen 2(0) = A+ B. A fiiggvény nem pdros, nem
paratlan, nem periodikus.
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H(x) A
ts
71
_3715 1 x
1

8.11. ébra. A H(z) := 22 — o D(H) :=TR\ {0} fiiggvény grafikonja

A derivaltfiiggvény
2/ (t) == —Ae™™ — Bue ™, tcR,

melynek szintén akkor létezik zérushelye, ha A és B ellentétes el6jeli.

Az egyediili zérushelye t; := ﬁ In(—4 - %)

A masodik derivaltfiiggvény
2 (t) == AN?e™™ + Bple ™™, t€R,

ennek is akkor van zérushelye, ha A és B ellentétes el6jelli, mégpedig az

egyetlen zérushelye to := ﬁ In (f% . sz)
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Ha A és B ellentétes el6jelii, akkor 0 < A\ < p miatt

e (CA YL (AN L () s
T "UB ) A=t UB ) s ) T

Ha A < 0 < B, akkor az z fiiggvény tablazata
R ||(=o0,t1)| t1 [(t1,t2)]| t2 |(t2, +00)

= o]+ H] o+
|+ |+ + 0] -

x csékkené‘min.‘ névekvd
konvex ‘inﬂ.‘ konkav
A B < 0 < A esetben pedig az x(t) = —((—A)e ™ + (—B)e )

atalakitas mutatja, hogy a —x fiiggvényre érvényes az a tabldzat, ami az
el6z6 esetben az x fiiggvényre, igy ekkor

RH(—OOJH)‘ i1 ‘(tlatQ)‘ to ‘(tg,—i—oo)

I+ Jo | - |-] -
- =] = o] +
T nbvekvé‘max.‘ csokkent

konkav ‘inﬂ.‘konvex

Hatarértékek, aszimptotdk: Ha A < 0 < B, akkor

lim (Ae_’\t + Be_“t) = lim e M (A + Be(’\_“)t> = +o00,

t——o0 t——o0
B <0< Aesetén lim z(t) = —oo. Mindkét esetben lim z(t) =0,
t——o0 t—+oo
ezért [(t) := 0, t € R vizszintes aszimptota a +o0c helyen, mds aszimptota
nincs.

Ha A < 0 < B, akkor R(z) = [z(t1),+0o0), ha pedig B < 0 < A, akkor

az értékkészlet R(x) = (—o0,z(t1)].

Ha A, B > 0 és nem mindkét egyiitthaté nulla, akkor x szigorian mo-

noton csokkend konvex fiiggvény, , lim xz(t) = 400 és . ligl z(t) = 0.
——00 — 00

Az [l(t) := 0, t € R fiiggvény vizszintes aszimptota a +o0o helyen, més

aszimptota nincs. R(z) = R™.

Végiil ha A,B < 0 és nem mindketté nulla, akkor x szigorian mo-
noton noévekvd konkdv fiiggvény, lim z(t) = —oo és lim z(t) = 0.
t——o0 t——+oo
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14.

15.

16.

17.

Az I(t) := 0, t € R fiiggvény vizszintes aszimptota a +oo helyen, més
aszimptota nincs. R(z) = R™.
Az a,b € RT oldalt téglalap teriilete ab, keriilete 2(a + b). Ha K € R

adott, akkor a K keriilet(i, a,b € RT oldald téglalap teriilete az a oldal
fliggvényeként

rma(5-a). o= (0.5),

Ennek a fiiggvénynek maximuma van a % helyen, ezért az azonos kerii-
letti téglalapok koziil a négyzetnek a legnagyobb a teriilete.

Ha az egyenes korhenger magassdga m € R™T és alapkorének sugara
r € RT, akkor a térfogata mr?m, felszine 2rrm + 2772, Ha e henger
térfogata az adott V € RT szdm, akkor a felszine az alapkére sugaranak
fiiggvényeként
2V
A(r) = +2mr%, D(A) :=RT.

r

Ennek a fiiggvénynek minimuma van a {/ % helyen, ezért a legkisebb

i n . 3/4V 2 3/ v
felszinti henger magassaga |/ =-, alapkorének sugara {/5-.

Az f(z) = ¢ — (1 +x), D(f) =R fiiggvény szigorian monoton
csokkend a (—oo, 0] intervallumon, szigorian monoton névekvo a [0, +00)
intervallumon, ezért minimuma van a 0 helyen, melynek értéke 0.

Az f(z) := cos(x) — (1 - %), D(f) :=[0,400) fiiggvény szigorian
monoton névekvd, tehat minimuma van a 0 helyen, ennek értéke 0. A
fiiggvény a szigori monoton névekedése miatt az RT halmazon pozitiv.






9. fejezet

Primitiv fliggvény

9.1. Elméleti 6sszefoglald

9.1. Definicié. Az f valés fliggvény primitiv fligguényének nevezziik az
I C D(f) intervallumon az ott értelmezett F' folytonos fiiggvényt, ha F dif-
ferencidlhaté T bels6 pontjainak int I halmazédn, és F'(z) = f(x), = € int I.

Az intervallumon értelmezett f fliggvény primitiv fliggvényének nevezziik
az F figgvényt, ha F az f fiiggvény primitiv fiiggvénye a D(f) intervallumon.
A primitiv fiiggvények halmazit [ f vagy [ f(z)daz jeloli. Az f fiiggvényt
integrandusnak hivjuk.

Megjegyzés. Nem minden intervallumon értelmezett fliggvénynek létezik pri-
mitiv fiiggvénye, valamint nem néinden elemi fiiggvény primitiv fiiggvényei
elemi fiiggvények. Pl. f(z) := e, D(f) := R elemi fiiggvény, de a primitiv
fliggvényei nem azok.

9.1. Allitas. Minden intervallumon értelmezett folytonos fiigguénynek létezik
primitiv fiigguénye.

9.2. Allitas. Eqgy intervallumon értelmezett fligguény barmely két primitiv
fiigguényének kiilonbsége dllando.

Megjegyzés. Ha az f fiiggvény egyik primitiv fiiggvénye F', akkor a primitiv
fiiggvények [ f = {F + C : C € R} halmazat réviden igy szokés jel6lni:
Jf=F+C, CeR.

9.3. Allitas. Ha a kozos intervallumon értelmezett f és g fiigguénynek létezik
primitiv figguénye, valamint ¢ € R, akkor a cf, f + g, f — g fiiggvényeknek
is létezik primitiv fiigguénye, és

Jen=c[r [uso=[i+[o [u-a=[1-]a

Megjegyzés. A szorzat, a hdanyados és a kompozicié primitiv fliggvényeire nem
érvényes hasonlé allités.

9.4. Allitas. Ha az I intervallumon értelmezett f fiiggvénynek egy primitiv
fiiggvénye F, akkor a,b € R, a # 0 esetén az = — f(ax +0b), ax +b € I
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fliggvénynek is létezik primitiv fliggvénye, és
b
/faa:+b (‘””) +C, CeR

9.5. Allitas. Legyen f nyilt intervallumon értelmezett differencidlhato fiigg-
vény. Ha f # 0, akkor az fT/ fiigguénynek is létezik primitiv figguénye, és
ff =In(|f)) +C, C €R.

Ha o € R, a # —1 és f* értelmezve vcm akkor az f&f' fiigguénynek is
létezik primitiv figgvénye, és [ f*f = f‘“'|r1 +C, CeR.

9.1. Tétel (parciélis integralds). Ha f és g kézis intervallumon értelmezett
differencidlhatd fiigguény, tovdbbd az fg' fiigguénynek létezik primitiv fiigg-
vénye, akkor az f'g fiigguénynek is létezik primitiv fiiggvénye, és

/f/g:fgf/fg’-

Megjegyzés. Az egyenldség bal oldaldn halmaz, a jobb oldaldn egy fiiggvény
és egy halmaz kiilonbsége szerepel. Az utébbin azt a halmazt értjiik, melynek
elemeit gy kapjuk, hogy az fg fiiggvénybdl kivonjuk fg’' egy-egy primitiv

fliggvényét:
fgf/fg’ - {ng:He/fg’}.

9.2. Tétel (integralds helyettesitéssel). Ha az f fiigguénynek a J intervallu-
mon létezik primitiv fiiggvénye, g pedig az I intervallumon értelmezett olyan
differencidlhald szigordan monoton figgvény, melyre R(g) C J, akkor az
y—= flgw)d'(y), y el figguénynek létezik primitiv figguénye, tovdbbd

[ t@as= [ et g wa

Megjegyzés. A tétel masodik allitdsa tomorebb jeloléssel

Jr-(fuens)

A kdvetkezd tédblazatban és késébb is a rovidség kedvéért az [ f(z)dz =
F(z) + C egyenl8séget gy értjiik, hogy az f integrandust és az F primitiv
fliggvényt is lesziikitjiik az integrandus értelmezési tartomanyanak valamelyik
részintervalluméra, tovdbbd C' tetszéleges valds szam.

a+1

y=g~1(z)
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9.6. Allitas (nevezetes elemi fiiggvények primitiv fiiggvényei).

antt 1
/x" dz = +C, /fdx = In(Jz|) + C.

n+1 T

neR, n#-1.
1
[erdx =e” + C. /amdlen(a)aI—I—C, a € R, a#1.
[In(z)de =zIn(z) —z+C.  [log,(z)dz = zlog,(x) — % z+C,
n(a
a€eRY, a#1.

[ sin(z) dz = — cos(z) + C. J cos(z) dz = sin(z) + C..

Jtg(z)dx = —In(| cos(z)]) + C. [ ctg(z)da = In(|sin(z)|) + C.

/ .1 dz = —ctg (z) + C. /Cosiwdx:tg(x)—ka

sin’(x)
Jsh(z)dz =ch(z)+C. Jch(z)dz =sh(z)+C.
Jth(z)dz = In(ch (z)) + C. [ cth () dz = In(|sh (z)|) + C.
1 1
/mdx:—cth(x)+0. _/ChT(x)dx:th(x)—kC.

/ \/ﬁdx:arsh(x)—&—a /Tlﬁdx:arctg(x)—i—a

1
———dz = arcsin(z) + C a (—1,1) intervallumon.
| = (@)+C a=11)
1
/ 12 dz = arth () + C a (—1,1) intervallumon.
—x

1
/m dz = arcth (x) + C' a (—o0,—1) és az (1, +00) intervallumon.

9.2. Kidolgozott feladatok

1. Adja meg a kovetkezd primitiv fiiggvényeket!

(a) [zda. (b) [2?dz. (c) [Vaxda.
(d) [e* da. (e) [l du. (f) [sin(5z)da.
1 . 1
(g) [cos(4x —1)dz. (h) / T on dz. (i) /mdx

. 1 1
(J)/2x2+1odx' (k)/x2—4x+4dx'
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Megoldds
(a) [atde =% ‘4+C, zeR
(b) [22dz =% +C, z€R
(C)f\fdx—f:wdm—%—j+0:§ 23 +C, z€[0,400).
(d) fedex—e;—z—i—C, reR
(e)fel_g””dx: +C=—3e'3"+C, zeR
(f) [sin(5z)dz = =<0 Sw )40 = —tcos(bz) +C, z€R.
g cos (4T — r = isin(dr — 1)+ , T EIR.
4z —1)de = Lsin(de — 1)+ C, z€R
(h) [ de=—3In(]1-22|)+C, z € (—o0,3) vagy z € (3,+00).
(1) fmdl':fﬁdx:ifi(%ﬂl)z_‘_ldf 23,I'Ctg (i)—ﬁ-c
z eR.
§)) f27:v21+10d$:1*10f7(%%2+1d = 2\faurctg(\f)—i—C' r €R.
(k) [ 7= mrade = [(@z - 2)2de = -5 +C, z € (—00,2) vagy
x € (2,400).
2. Szamolja ki az alabbi primitiv fiiggvényeket!

a) [sin?(z)cos(z)dz. (b) [tg(x)da. (c) [ctg(z)d.

(d) /ledz (e) /2z2++11 f) [ cos*(x

In(z) . sin?(z) e (i 1 .
@ [ ) [ S ()/ﬁ(ﬁH)gw
0) [ 5oy de
Megoldcis

a) [sin®(z) cos(z) dz = [ sin®(z) (sin(z))' dz = Lsin®(z) + C, z € R.
(b) [tg(z)de = [ Snlo) gy — _ [ (cos @) 43 = —1In(| cos(z)|)+C, ahol

cos(x) cos(a:

valamely k egészre x € ( 5 t+km, 5+ k’lT)
¢) [ctg(z)dr = [ dz = [ <S;;;(§>)> dz = In(|sin(z)]) + C, z €
(km, (k+ 1)7) valamely k egészre.
(d)fﬁdlef A de=4n(@®+1)+C, zeR
2?11 f (2222111 dz + [ (ﬁ;)2+1 dz =

= iln(Zz +1)+ %arctg(\/ix) +C, zeR.
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(f) A cos?(z) = 1(cos(2z) + 1), © € R azonosséig alapjan
[cos?(z)dz = & [(cos(2z) +1)dz = 1sin(2z) + 2+ C, z €R.

(g) fMd:c:fln () 2dx =4 11n? (:L')JrC', x € RT.
(h) [ n ) gy = J sin' (). de = (z) + C, ahol adott k egész

cos(z) cos?(z) tsos2 (1)

szdm esetén x € (=% + km, I + km).

i 1 — ;. +
0 ] v =2 e s e =m0 o €R
Jf36T+1dm—3f3T+ldx—1ln(3e +1)+C, xeR.

3. Hatérozza meg a kovetkezd primitiv fiiggvényeket!
a) [z cos(z)d. (b) [ xe* da. (¢) [In(z)dz
Megoldds.
(a) Parcidlis integraldssal az R halmazon
[z cos(x) dz =z sin(x) — [ 1-sin(z) dz = zsin(x) + cos(z) + C.
o9 g g
(b) Parcidlis integréldssal az R halmazon
Jretdz=ze*—[1-e*dz=ze”—e"+C, x€R.
rg Iy g
(c) Parcidlis integraldssal az Rt halmazon
[ 1-In(z)dz =zn(z) — [ - ldz =2n(z) - [1dz =
g f g f g’
=zln(x) —z+ C.

A 4.-8. feladatban parcialis integraldssal hatdrozza meg a primitiv fiigg-
vényeket!

4. /(Idx. 5./\/@@

2z —1)2

7. /x e** du. 8. /ez sin(x) dz.

Megoldds.

4. Parcialis integraléssal a (—oo, %) vagy az (%,—i—oo) intervallumon

:/x.(gxfl)ﬂdx .M/l.wdx

-2

|
X
VT +2

=z
)
T 1 1 T 1
= 4o dr=- (221

2(2x—1)+2/2x—1x sEr 1) TPz -1h+C
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5.

Parciélis integraldssal a (—1,1) intervallumon
1 1
V1—a?2dz z/l-\/ 1—22de =zv/ 1_372_/33_,
/ 2\/1—xa? (
=zy1-22— /
/ 1—22
=zv1—22— / V1 —22dz + arcsin(x).

Adott intervallumon barmely két primitiv fiiggvény kiilonbsége allando,
ezért

/mdm:

dz =

—x2
v1— :E2

dx—I— de=

1
3 (ac 1—a2+ arcsin(x)) +C, ze€(-1,1).

. Parcialis integralassal a (—2, +00) intervallumon

)4 914
dxf/ (x+2) Sdr=2zx- (IT )? —/LCET )de:
2 2

1 4 3
—2@+)i-s@+ieC

| v

. Parcidlis integraldssal az R halmazon

2x 2x 1
/x €2 dx = 22 62 —/Zx-%dxzix%%—/xehdx.

A jobb oldal mésodik tagjat is parcidlisan integraljuk, ismét az exponen-
cialis fiiggvényt tekintjiik derivaltfiiggvénynek:

2x 2x 1 1
/$62wd$:$%7/1'%d$:§$62w7162m+0.

E kettobol

1 1 1
/x et dr = 2$262m — ixeh + 162”3 —-C, zeR.
(Ha C tetszdleges valds szdm lehet, akkor —C' is.)
Megjegyzés. Han € Nt a € R\ {0}, c € RT \ {1}, akkor az [ 2"¢** du,
[ z"sin(az)dz, [z cos(az ydz, [a"sh(az)dz, [z"ch(az)dz pri-
mitiv fiiggvényeket klszamolhatjuk n alkalommal parc1ahsan integralva.
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8. Kétszer parcialisan integralunk az R halmazon, mindkét alkalommal az
exponencidlis fiiggvényt valasztjuk a derivaltfiiggvénynek.

/ ¢ sin(z) dz = ¢ sin(z) — / ¢ cos(z) dz =
= e”sin(z) — (em cos(x) + / €” sin(x) da:) .

Barmely két primitiv fiiggvény kiilonbsége allandé, igy
1

/em sin(x) dz = 3 e”(sin(z) — cos(z)) + C, x €R.

Masképpen: Kétféleképpen parcidlisan integralunk az R halmazon. Ha
az exponencialis fiiggvényt tekintjiik a derivaltfiiggvénynek, akkor

/e“" sin(z) dz = €” sin(x) — /er cos(z) dz,

ha pedig a szinuszfliggvényt, akkor

/ew sin(z) dz = €”(— cos(x)) — /e””(— cos(z)) dx.

A két egyenlbséget Osszeadva, és felhaszndlva, hogy az R intervallumon
egy fiiggvény barmely két primitiv fliggvényének kiilonbsége allando, a

2 / ¢”sin(z) dz = €” (sin(z) — cos(z)) + C*,
) 1 ) c*
e’ sin(z)dzr = 3 e® (sin(z) — cos(z)) + - @€ R
eredményt kapjuk. (Ha C* tetszOleges valds szam lehet, akkor % is.)
A 9.-13. feladatban helyettesitéssel szamitsa ki a primitiv fiiggvényeket!

1 e*
. . 10. 1dxz. 11. .
9 /\/5+1d33 0 /x\/x—F dx /3ew+1dx

2
12./de. 13./\/1—x2dx.

tg2(z) +4
Megoldds.
9. Alkalmazzuk a Tételt! Legyen f(z) := ﬁ, D(f) := [0, +00)
és g(x) == 2%, D(g) = [0,+00). Ekkor g nyilvdn differencidlhaté és
szigorian monoton, ezért a tétel alapjan

1 1 Y
701:5:/7-2(1‘ :2/—d‘ -
/\/5-5-1 Vyz+1 Y yy:ﬁ y+1 yy:ﬁ
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10.

11.

(gt ol romer el
=2(va —In(va + 1)) + C.

A klasszikus mdédon: Az y = \/z, x € [0,400) helyettesitést alkalmazva

x = y?, STZ =2y, dr =2ydy alapjan

1 1
[ e
=2(y—In(y+1)+C=2(Vz—In(vz+1)) +C.

A Tételben legyen f(x):=azvz+ 1, D(f):=[-1,400) és g(z):=
22 —1, D(g) :=[0,+00).

/xmdx:/(f(f—l) (y2—1)—|—1~2ydy’y: =

Va+T
= /(21/4 ~2%) dy‘ =228y C‘ =
y=va+l 5 3 y=+va+1
2 2
=Z(e+1)i-Z(z+1)f +C
5 3
A klasszikus médon: Az y = Vax+1, © € [-1,400) helyettesitéssel

$:y2—1» %:22/7 d$:2ydy,

2 . 2
/ﬂf\/mdﬂﬁ/(y?—l)y-?ydy:3y5—§y3+0=

2 s 2 .
:g(x+1)§—§(x+1)%+c.

T

A Tételben legyen f(x) := FeeT1 D(f) =R és g(z) := In(x),
D(g) :== R*". Ekkor

@ In(y) 1 1
/}? M:/;ﬁggﬂfwl :/ aw| =
3e* + 1 3eln(y) + 1 y y=e® 3y + 1 y=e=®

1 1
:gln(3y+1)+0' :gln(3e“’+1)+c.
y=e®

A klasszikus médon: Az y = e*, = € R helyettesitéssel = = Iny,

de _ 1 1
= 3 dx—ydy,

e’ Y 1
d == -7d =
/3em+1 . /3y+1 y Y
1
y

1 1
= dy= -1 1 = —In(3e” +1 :
/3y+1 3 n(3y+1)+C 3 n(3e®+1)+C
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Megjegyzés. Masképpen kaptuk meg ugyanezt az eredményt a 2.(j) fel-

adatban.
12. A Tételben legyen f(x) := Eizggii értelmezve pl. a (—g, g) inter-

vallumon, valamint g(z) := arctg (z), D(g) :=R.
A klasszikus médon, az y = tg(z), v € (5,5
arctg (y), % = ﬁ, dz = ﬁ dy alapjdn a primitiv fiiggvények a

) helyettesitéssel x =

T omY
( z 2) intervallumon

tg?(x) +1 yv?+1 1 1 1
2 = [ dy==> | - dy =
tg2(x) +4 y2+4 1+ y>2 4/ (4)?2+1

1 1 t
= 5arctg (%) +C= iarctg ( géa?)) +C, xz€ (—g, g) .

Megjegyzés. Ha adott k egész esetén a (—g +km, 5+ Imr) intervallumon
keressiik a primitiv fliggvényeket, akkor azok

F(2) i= arctg (5{2) +C, D(F):= (-5 +kr,5 + k).

13. Legyen a Tételben f(z) :=+v1—22, D(f):=[-1,1] és g(x):=
sin(z), D(g) := [— 7 g] Az igy lesziikitett szinuszfiiggvény szigorian
monoton novekvé.

A Klasszikus médon, x € [-1,1], y € [— % g] esetén az x = sin(y), azaz

y = arcsin(x) helyettesitéssel ‘;—z = cos(y), dz = cos(y)dy,

/ﬂdx:/m.cos(y)dy:/cos2(y)dy:

2 1 1 1 1 1
/ % dy = 1 sin(2y) + §y+C' =3 sin(y) cos(y) + Syt C=

1 1
=57 1—a2+ 3 arcsin(z) + C.

A masodik és az utolsé egyenléségnél felhasznaltuk, hogy a koszinuszfiigg-

) x w] .
vény a [— 5 5] intervallumon nemnegativ.

Megjegyzés. E primitiv fliggvényeket az 5. feladatban parcidlis integra-
lédssal szamoltuk ki, a két eredmény azonos.

A 14.-19. feladatban hatdrozza meg a raciondlis tortfiiggvény primitiv
fliggvényeit!

4 + 2 4x T
14. dr. 15, | —% 4z 16, [ —F_da.
/293*1 . /x2+6x+10 . /(2m71)2 .

_ 3
17./%d. 18./de. 19./x L
¢ —1 T

]

22+x—6
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Megoldds.

14. A szadmlélé és a nevezo is els6foku polinom. Maradékos osztéssal 4x+2 =
22z — 1)+ 4, v €R, ezért a (—oo, %) vagy az (%, +oo) intervallumon

Az 42 202z — 1) +4
/2x—1dx_/ 1 =

4
:/(Z—I—2x_1)dx:2x+2ln(|2x—1|)—|—C’.

15. A szamlilf els6fokt, a nevezé pedig méasodfoki polinom, és az utébbinak
nincs valés gyoke. Maradékosan osztva a szamlalét a nevez6 derivaltjaval
a 4o =2(2xz+6)—12, = € R egyenldséget kapjuk. Ebbél az R halmazon

/ 4 dx_/2(2x+6)—12dx_
224+62+10 ~ ) x24+6x4+10
2r+6 1
=2 —F——dz-12 | ——————dx =
/x2+6x+10 . /(x+3)2+1 v
= 2In(z? + 6z + 10) — 12arctg (z + 3) + C.

16. Maradékos osztdssal = = (20 —1)+ 4, = € R alapjén a (—o0, 3) vagy
az (%, +oo) intervallumon

1 1
x [ -1)+5
/(2x—1)2 dx_/ Go_12 W=
1 1 1 9
—5/2I71dx+§/(2x—1) dz =

1

Megjegyzés. Ezeket a primitiv fliggvényeket parcidlis integraldssal sza-
moltuk ki a 4. feladatban, az

eredményt kaptuk. A két eredmény kiilonboz6ének tiinik, de a

1 x 1 1
R ED R xER\{Q}

azonossag szerint egyenlé. Az azonossdgot pl. igy igazolhatjuk, hogy a
jobb oldalat kozos nevezore hozzuk.

17. A nevez6 méasodfoku polinom, melynek két valés gyoke van, ezért fel-
frhatjuk szorzatként: z2 —1 = (z — 1)(z + 1), = € R. Bontsuk tn.
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18.

parcialis tortek Osszegére az integrandust, vagyis keressiink olyan A és
B valés szamokat, melyekre

1 1 _ A B
2—1 (z—-D@+1) =z-1 z+1’

v eR\ {-1,1}.

Tudjuk, hogy ilyen A és B szam létezik. A kozods nevezdvel szorozva
1=A(x+1)+B(x—1), zeR\{-1,1}.

Az egyenlet mindkét oldalan polinomfiiggvény &ll. Ezek folytonosak, igy
az egyenloség x = —1 és © = 1 esetén is fennall:

1=0-2B, vagyis B:—%,
1=2A+0, vagyis A=1,

A parciélis tortek felhaszndldsaval a primitiv fiiggvények a (—oo, —1), a
(=1,1) vagy az (1, +o00) intervallumon

1 1 _1
/x271dx /<x1+x+1> de

1 1 1
=3 In(|lz—1])— 3 ln(|x+1|)+C—§ ln(

-1
= >+C.
r+1

Megjegyzés. Areafiiggvényeket haszndlva is megoldhatjuk a feladatot. A
(—1,1) intervallumon

1 1 1 1+z
/xQ_ldx——/1_x2dx——arth(x)+C——2ln<1_x)—l—C,

a (—oo, —1) vagy az (1,400) intervallumon pedig

1 1 1 r+1
/xz1dm——/mdx——arcth(x)—&—C——?ln(x1)+C.

A nevezdébeli méasodfoku polinomnak két valds gyoke van, és a gyokténye-
z6s alakja 22 +1—6 = (r+3)(x—2), = € R. Parcialis tortek Gsszegeként
irjuk fel az integrandust, majd kozos nevezore hozzuk a jobb oldalt:

3z —5 A B Az —2) + B(x + 3)
- = R\ {-3,2}.
24+72—6 .’L‘—|—3+aj—2 <$+3)($—2) , T E \{ 3, }

A bal és a jobb oldal szamlildja egyenld, tehat

3t —5=A(x—2)+ Bz +3)=(A+ B)z+ (—24A + 3B).
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19.

20.

Két polinom pontosan akkor egyenld, ha az egyiitthatoik rendre egyen-
16k. Ez egyenletrendszert ad az egyiitthatdkra:

_94+3B = -5 megoldasa A = 5 B = =

A+B =3 } 14 1

Ennek alapjén a primitiv fiiggvények a (—oo,—3), a (—3,2) vagy a
(2, +00) intervallumon

3z —5 u i
" da= 5 5 de =
/sr:2_|_x—6 . /(ac—i— +a:—2) *

14 1
=5 In(|z + 3]) + £ In(jlz —2|)+ C.

Maradékos osztdssal 3 +1=x(2? —4) + (4 +1), r € R, ezért

+1  z(x?—4)+ (4o +1) 4z +1
= = R\ {-2,2}.
x2—4 x2—4 x+x2—4’ vER\{=2.2}

A jobb oldal utolsé tagjat parcialis tortekre bontjuk:

drz+1 A L B
22—4 -2 z+42

zeR\ {22},

dz+1=A(x+2)+ Bz —2) = (A+ B)x + (24 - 2B),

A+B:4} 9 7
, azaz

2A—2B =1 A= B=7

A fentieket felhaszndlva a (—oo, —2), a (—2,2) vagy a (2,+00) interval-

lumon
3 +1 9 1 7 1
/m2—4dx_/<x+4'x—2+4.x+2) do =

1 9 7
= §m2 + 1 In(|lz —2|) + 1 In(|z +2]) + C.

Tébbféle médon hatdrozza meg az [ sin(x) cos(z) dz primitiv fiiggvénye-

ket az R halmazon, majd hasonlitsa Gssze az eredményeket!

Megolds.

(a) [sin(z)cos(z)dz = [sin(z) (sin(z))' dz = 3sin®*(z) + C1, C € R
az R halmazon.

(b) A sin(2x) = 2sin(z) cos(z), * € R azonossdg alapjan az R halmazon
[ sin(z) cos(z) dz = [ % sin(2z)dz = —1 cos(2z) + Ca, C € R.
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(¢) A koszinuszfiiggvényre, mint derivaltfiiggvényre tekintve parcidlis in-
tegralassal az R halmazon

/sin(m) cos(z) dz = sin?(z) — /cos(:c) sin(z) dz,

amit dtrendezve [ sin(z) cos(z)dz = %sinz(x) +C3, C3 € R, mert
barmely két primitiv fiiggvény kiilonbsége &llandé.

Mindharom megoldas ugyanazt a fiiggvényhalmazt adja, hiszen trigono-

metrikus azonossagot alkalmazva

1
4

1 1 1
~1 cos(2z)+Cy = —1(1—2 sin®(2))+Cs = 2sin2(o:)+<C’ - ) , z€R.

A 21.-24. feladatban adott s € R\ {0} paraméter esetén szamitsa ki a

primitiv fliggvényeket!

21. /e_St dt. 22. /te_St dt.

23. /e_St cos(at)dt, a€R. 24. /e_Stsh (at)dt, a € R\ {-s,s}.

Megoldds.

—st
21. /675’5 dt = —“— 4 C az R halmazon.
s

22. Parcidlis integraldssal az R halmazon

—st —st
/te“dtzt(—e )—/1-(—6 )dt
S S

23. Kétszer parcialisan integralva az R halmazon

/e_St cos(at) dt =
—st

=% coslat) — 2 /e*“ sin(at) dt =
s s

—st

—st
= cos(at) — 4 (_e sin(at) + —

¢ / e~ cos(at) dt) -

S S S S

—st —st CL2

- _Z efst _

t 1
) eiSt + C.
S

e ae , st
== cos(at) + = sin(at) — ?/e ** cos(at) dt.

Mivel adott intervallumon barmely két primitiv fliiggvény kiilonbsége al-

lando,

efst

/efst cos(at) dt = ﬁ(a sin(at) — scos(at)) + C

a?
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az R intervallumon.
24. Minden a, s,t € R esetén

at _ ,—at
e *'sh(at) = e *" S 26 =

ezért |a| # |s| esetén az R halmazon

1 (a—s)t —(a+s)t
/e_Stsh (at)dt = = (e + & ) +C.

2\ a—s a+s

(e(a—s)t _ e—(a-l—s)t) ,

DN =

Megjegyzés. Az el6z6 megoldashoz hasonldéan két parcidlis integréldssal
is megkaphatjuk az eredményt.

25. Legyen f az I nyilt intervallumon differencidlhaté fiiggvény és s € R.
Mutassa meg, hogy az I intervallumon

/e*stf’(t) dt = e ' f(t) + s/e*“f(t) dt.

Megoldds. A t— e~ f(t), t € I fiiggvény folytonos, ezért van primitiv
fiiggvénye. A parcidlis integralds Tétele szerint a ¢ — e 5t f/(t),
t € I fiiggvénynek is van primitiv fiiggvénye, és az emlitett tétel a
bizonyitandé osszefiiggést adja.

9.3. Megoldandé feladatok

Az 1.-27. feladatban hatdrozza meg a primitiv fiiggvényeket!

23

2
1. . 2. 2z — 1dzx. . — dx.
/3x+4dx /\/.13 dz 3/x4+3dx

cos(z) sin(2x)
4. /\/Eln(x)d:c. 5. /Sanmdx 6. \/ﬁdx.

sin(2x) / 3 / €
7. | ———=——=dz. 8. ¥ dx. 9. | ——=d
/(1—&-81112(%))2 v ve o (14 2e7)? !
1

sin?(z)

x

1 1 e
13. . 14. —dz. 15. —dz.
[t | ez 1 [ m

1
16. /7dx. 17. /xsin(4x) dz. 18. /Jcln(:c—l—l)dm.
(1-2?)

1+tg?
19./wdx. 20./\/1+x2dx. 21./m&3/mdm.

1+ 2tg (x)

Nfw
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3xr+2 2¢—1 22
22. dx. 23. ———duz. 24. ——dx.
/Qfx . /(:z:+1)2 . /x2—2:c+2 .

1—2x 3
25. /#dx 26. /7(1 27. /xidx
2 +3x—4 202 —x — 2242 —2

A 28.-30. feladatban adott s € R\ {0} paraméter esetén szadmitsa ki a
primitiv fiiggvényeket!

28. /e_Steat dt, acR. 29. /th—st dt.

30. /e_St sin(at)dt, a € R.

9.4. Megoldasok

1. 33:2+4 dz=2In(|3z +4]) + C a (—oo,—3) vagy a (—3,+00) interval-
lumon.

2. [V2z—1de =222 - 1)% + C az R halmazon.

3. x4+3dx—% n(z*+3) + C az R halmazon.

4. [Vzln(z)dz =2z 2 In(z) — éx% + C az R* halmazon.

5. [ :1‘:2((?) de = m + C valamely k egész esetén a (km,(k + 1))
intervallumon.

6. [ \;1;(5(721) dz = —y/cos(2z) + C valamely k egész esetén a

(_g +km, §+ kﬂ') intervallumon.

7. f( sin(2z) dl‘—

1+Sm2(13 y +C az R halmazon.

o 1+sm2(x) +C= 3+COb(2$

8. [ze’dx =3 Lpede — %e?’“’ + C az R halmazon.

9. [ ey de = 7@ + C az R halmazon.
10. [ % dz quC valamely k egész esetén a (km, (k+1)m)
intervallumon.
11. [ yde=In ('e 71‘) +C=1n(e" 1)~z +C az R~ vagy az R*
halmazon.

12. [tg?(z)dz = tg(z)—2+C valamely k egész esetén a (—g +km, 5 + kw)
1ntervallum0n

13. [ m dz =In(|In(z)]) + C a (0,1) vagy az (1, 400) intervallumon.

14. dz = 2arctg (v/r ) + C az R* halmazon.

J \/5(90-&-1)
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15.

16.

17.
18.

19.

20.
21.

22,

23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.
30.

J EQTH dz = arctg (e®) + C' az R halmazon.

1l =2 “1.1) i
J ol dr = \/ﬁ +C a(—1,1) intervallumon.
[asin(4z)de = —1 wcos(4z) + & sin(4z) + C' az R halmazon.
Jaln(z+1)de = I{l In(z+1) - f2? + 12+ C a(—1,+00) interval-

lumon.

iig%ggg dz = L In(|1+2tg (z)|) + C az {z €R: cos(z) #0, tg (z) #—3 }

halmaz barmely rebzmtervallumén

1+22de = L av1+ 22 + Larsh (z) + C az R halmazon.

Iv 3

Ja¥/z—T1de =2z (33—1)3—%(33—1)3—1—0 (x—l) (4x+3)+C
az R halmazon.

[3t2dzr = -3z —8In(|2—z[) + C a (—00,2) vagy a (2, +00) interval-
lumon.

f(’” Lde = 2In(|lz + 1|) +

+C a (—oo,—1) vagy a (—1,+00)

z+1 m+1
lntervallumon.
J ﬁiw dr =z +In(J2® — 22 + 2|) + C az R halmazon.
J i de = %ln(|x -1+ %ln(|x +4])+C a(—o0,—4),a (—4,1)

vagy az (1,400) intervallumon.
=22 dz = —2In(]2z—3|) - 2In(Jlz+1[)+C a(—o0,—1),a (-1,3)

2x2—x—3
vagy a (%, +oo) intervallumon.

fw2+I sde =322 —2+ SIn(jlz +2) + 3In(jlz — 1)) + C a (—o0,-2),
a (—2,1) vagy az (1, +00) intervallumon.

Ha a € R, a # s, akkor [e st dt =
akkor [e e dt=t+C azR halmazon.

Jtestdt = ’St(tj + %ﬁ + S%) + C az R halmazon.

(a s)t

+ C, ha pedig a =

J e *tsin(at)dt = —;277;;2 (ssin(at) + acos(at)) + C' az R halmazon.



10. fejezet

Riemann-integral,
improprius integral

10.1. Elméleti 6sszefoglalo

10.1. Definicié. Ha a,b € R, a <b ésn € NT, valamint az z1,...,7, €
[a,b] szémokra teljesil a =:z¢g <1 < ... <z, :=0b, akkor a

® = {[zo, 21]; [v1, @], ., [#n—1, Ta]}

intervallumokbdl 4116 halmazt az [a,b] intervallum felosztdsdnak nevezziik.

10.2. Definicié. Ha ® az [a, ] intervallum felosztésa és az f fiiggvény kor-
latos ezen az intervallumon, akkor az f fliiggvény @ felosztashoz tartozd also,
ill. felsd integralkozelitd 6sszege

n n

s(f,(b)::z inf  f-(x; —xi1), S(f,@)::z sup  f-(z;i—xi-1)-

i=1 [wi—1,2i] i=1 [zi—1,2]

10.3. Definicié. Jeldlje az [a, b] intervallum felosztdsainak halmazdt F. Ha
az f fiiggvény korldtos az [a, b] intervallumon, tovdbbd

sup{s(f,®): ® € F} = inf{S(f,®): ® € F},

akkor az f fiiggvényt az [a, b] intervallumon Riemann-integrdlhaténak nevez-
ziik.

Egy fiiggvényt Riemann-integralhatonak neveziink, ha korlatos zart inter-
vallumon van értelmezve és az értelmezési tartomanyan Riemann-integralhato.

A sup{s(f,®) : ® € F} = inf{S(f,?) : & € F} szamot az f fiigg-
b

vény [a,b] intervallumon vett Riemann-integrdljanak hivjuk, jele [ f vagy
a

b
[ F@)da.

10.4. Definicié. Ha f az [a,b] intervallumon Riemann-integrélhaté fiige-
vény, akkor az f fliggvény grafikonja, a vizszintes tengely, valamint az x=a,

123
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ill. = b egyenletli fiiggdleges egyenesek altal hatarolt sikidom eldjeles terii-
b

letének mondjuk az [ f Riemann-integralt.
a
Megjegyzések. E sikidom vizszintes tengely feletti részét pozitiv, e tengely
alatti részét negativ el6jellel vessziik figyelembe. Ha a fiiggvény nemnega-
tiv, akkor az emlitett sikidom tertiletét szokas a fiiggvény grafikonja alatti
tertiletnek is mondani.
A Riemann-integrélt hatdrozott integrdlnak is hivjuk.

10.5. Definicié. Ha a,b € R, a < b és f az [a,b] intervallumon Riemann-

a b
integralhat6, akkor [ f:=— [ f.
b a

10.1. Tétel. Ha egy korldtos zart intervallumon értelmezett fiigguény folyto-
nos, akkor Riemann-integralhato.

Ha egy korldtos zdrt intervallumon értelmezett fligguény monoton és kor-
latos, akkor Riemann-integralhato.

10.2. Tétel. Ha f az [a,b] intervallumon Riemann-integrdlhatd figguény és
¢ € (a,b), akkor f az [a,c] és a [c,b] intervallumon is Riemann-integrdlhatd,

b c b
és [f=[f+]g

10.3. Tétel. Ha f és g az|a,b] intervallumon Riemann-integrdlhatd fiigguény
és c € R, akkor cf, f+g, [ — g is az [a,b] intervallumon Riemann-integrdl-
hato, tovabbad

b b b b b b b b
[et=c[r [uso=[1+[o [o-9=[i-]s

10.4. Tétel. Ha f és g az [a,b] intervallumon Riemann-integrdlhatd fiigg-
b b
vény, valamint f < g az [a,b] intervallumon, akkor [ f < [g.
a a
10.5. Tétel. Ha f az [a,b] intervallumon Riemann-integrdlhatd fiiggvény,
akkor | f| is az |a,b] intervallumon Riemann-integrdlhatd, tovdbbd

b b
’/f‘s/fl-

10.6. Tétel. Ha f az [a,b] intervallumon Riemann-integrdlhatd figguény és
m, M € R olyan szamok, melyekre m < f < M  az [a,b] intervallumon,
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akkor

b
m(b—a)g/fSM(b—a).

10.7. Tétel (Newton—Leibniz-tétel). Ha f az [a,b] intervallumon Riemann-
integrdlhatd figguény, és egy primitiv figgvénye az [a,b] intervallumon F,

b
akkor [ f = F(b) — F(a).

a
Megjegyzés. A Newton—Leibniz-tétel alkalmazdsakor gyakran hasznaljuk az
[F]b := F(b) — F(a) jelolést.

10.8. Tétel (parcislis integrdlés). Ha f és g az [a,b] intervallumon differen-
cialhatd fiigguény, valamint ' és ¢’ Riemann-integrdlhatd az [a,b] interval-

lumon, akkor
b b
[ ra=tsa~ [ 19

10.9. Tétel (integrélds helyettesitéssel). Ha f az [a,b] intervallumon Rie-
mann-integrdlhatd fiigguény, g pedig a [c,d] intervallumon értelmezett dif-
ferencidlhatd szigorian monoton figguény, melyre ¢’ a [c,d] intervallumon
Riemann-integrdlhato és R(g) = [a,b], akkor

g7 (b)

b
/ f(z)de = / £(9(6)g () dt.
a 9 (a)

10.10. Tétel (grafikon ivhossza). Ha f az [a,b] intervallumon értelmezett
folytonosan differencidlhato fiigguény, akkor a grafikonjanak ivhossza

10.6. Definicié. Ha f és g az [a,b] intervallumon Riemann-integralhaté
figgvény, valamint f < g, akkor az

{(z.y) eR?*:z € [a,0], f(z) <y <g(a)}
halmazt az elsé vdltozora nézve normdltartomdnynak, az

{(z,y) eR? 1y € [a,b], f(y) <z <g(y)}

halmazt a mdsodik vdltozora nézve normdaltartomdanynak nevezziik. Roviden
mindkett6t normaltartomanynak hivjuk.
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10.11. Tétel (norméltartomény teriilete). Ha f és g az [a,b] intervallumon
Riemann-integrdlhato fiiggvény, valamint f < g, akkor az

{(z,y) eR* 1w € [ab], flz) <y <glo)}

b

normdltartomdny terilete [(g— f).
a

10.7. Definicié. Ha f az [a, b] intervallumon értelmezett Riemann-integral-
haté nemnegativ fiiggvény, akkor az f fiiggvény grafikonja és a vizszintes
tengely altal kozrefogott sikidom vizszintes tengely koriili megforgatasaval
keletkez6

{(z,y,2) ER¥:a <z <b, y*+22 < fi(z)} C R

b
halmazt forgdstestnek, a w [ f? szdmot a forgdstest térfogatdnak nevezziik.
a

10.8. Definicié. Ha az f fiiggvény az [a, b] intervallumon folytonosan differen-
cidlhaté és nemnegativ, akkor az {(gv7 y,2) ER?:a<a<by?+22< fz(x)}

b
forgdstest paldstjdnak felszine 2 [ f1/1+ (f)2.

10.9. Definicié. Legyen a € R, b € R és a < b. Ha az f valds fiiggvény
minden y € (a,b) esetén az [a, y| intervallumon Riemann-integrdlhatd, tovab-

y
ba létezik lign0 J f € R, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény [a,b)
y—b—0 o

intervallumon vett improprius integrdlja konvergens.

Ha a fenti hatarérték nem létezik vagy létezik, de nem valds szdm, hanem
+o0o vagy —oo valamelyike, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény |[a,b)
intervallumon vett improprius integrdlja divergens.

Ha a fenti hatdrérték létezik, az

b Y
[ 1=, [

értéket az f fiiggvény [a,b) intervallumon vett improprius integrdljdnak ne-
vezziik.

Legyen a € R, b € R és a < b. Ha az f valds fiiggvény minden y €
(a,b) esetén az [y,b] intervallumon Riemann-integrélhatd, tovabbd létezik
b
lin_1|r o | f € R, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény (a,b] intervallumon
y—>a y
vett improprius integrdlja konvergens.
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Ha a fenti hatarérték nem létezik vagy létezik, de nem valds szam, hanem
+oo vagy —oo valamelyike, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény (a,b]
intervallumon vett improprius integrdlja divergens.

Ha a fenti hatdrérték létezik, azt az f fiiggvény (a,b] intervallumon vett

b

improprius integrdljinak nevezziik, jele [ f.
a
10.10. Definicié. Legyen az f valds fiiggvény az (a,b) intervallum bérmely

korlatos zdrt részintervalluman Riemann-integrélhaté. Ha valamely ¢ € (a, b)
c b
esetén az f f és az f f improprius integrdl konvergens, akkor azt mondjuk,

a (&3
hogy az f fiiggvény (a, b) intervallumon vett improprius integrdlja konvergens.

c b
Ha [ f és [ f valamelyike divergens, akkor azt mondjuk, hogy az f fiigg-

vény (a,b) intervallumon vett improprius integrdlja divergens.
Ha mindkét fenti improprius integral 1étezik, és az Osszegiik értelmezve

van, akkor az
b c b c Y
= = 1i li
Jo=[se o= im [ i [
a a c Yy c

értéket az f fiiggvény (a,b) intervallumon vett improprius integrdljdnak ne-
vezziik.

Megjegyzés. A definici6é ugyanazt adja, ha ¢ helyett més valds szammal vagjuk
ketté az (a,b) intervallumot.

10.2. Kidolgozott feladatok

1. Szamolja ki az aldbbi Riemann-integralokat!
3 % T
(a) /(x2 + 3z —2)dz. (b) /cos(3m) dz. (¢) /sinQ(;E) dz.
0 0

1

€

(d) / (@) 4

X
1

Megoldds.

3
(a) [(22+3z—2)dz = [%x3+%x2—2x]i:(9+% —6)—(3+3 —2)=2".
1
%

(b) zcos(3x) do= [Ty gy,

[}
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s

(©) fsm2<x>dx:0flf%s<wdx: [4(z - @) =2 07

0 0
¢ In(z 1 ! 1
(d)lf ;)dx:[3ln3($)}1:3—023.
A 2.-5. feladatban szdmitsa ki a Riemann-integralt!
3 w
2. / zsin(2z) dz. 3. /cos(kx) cos(lz)dz, k,l € NT.
Uz g
n o
4. /sin(kx) sin(lz) dz, k,l € Nt. 5. / zsin’(z) dz.
“r —2n
Megolddas.

2. Parcidlis integrélassal

a:cos(?a:)y2r _/g—cos(Qa:)dx:

N |

wsin(2z) do = {—

—un

B

=2+ E sin(2x)} _I

%
2

3. A cos(kz)cos(lz) = 1[cos([k — l]z) + cos([k + l]z)], z € R azonossig
szerint k # | esetén
1 (sin([k —l]z) = sin([k +]x)
/cos(kx) cos(lz)dx = 3 ( - + Kl +C, zeR,

ezért a Newton—Leibniz-tételt alkalmazva

/ﬂcos(k:x) cos(lz) da = [; <sjn([k — ) + sin((k + ) ﬂ Wﬂ =0.

k—1 kE+1
Ha k =, akkor
7 r1+ cos(2kx) 1 1 . T
-2 — —_— = | = — S -
/COb (kx)dx = / 5 dz {233 + P sln(2k‘x)} - TT.

4. A sin(kz)sin(lz) = L[ cos([k — lz) — cos([k + l]z)], = € R azonossaghdl

k # 1 esetén kovetkezik

1 (sin([k —lz)  sin([k +]z)

/sm(ka:) sin(lz) dz = 3 - E > +C, zeR,
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igy
iy

/ sin(kz) sin(lz) dx = [

—T

1
2

(sin(l[f_—lzm - sin(l[f :ll]w))] ; _o.

A k =1 esetben

T Ky

) 1 — cos(2kx) 1 1 . T
2 _ S =
/sm (kx)da = / 5 dx [2:1: P sm(?k:c)} - .

—T —T

5. Az integrandus paratlan fiiggvény, ezért a nulla pontra szimmetrikus
[—27, 2] intervallumot félbevagva az[10.2] Tétel szerint

2w 0 2w
/ rsin?(z) dz = / rsin?(z) dz + /x sin?(z) da.
—2m —2m 0
Az els6 tagban helyettesitéssel kapjuk az
0 0 2m
[ wsint@rae = [(psin(-y)- -0y =~ [ysin) dy
—2m 27 0

Osszefiiggést, ezért a feladatbeli Riemann-integral nulla.
Megjegyzés. Altaldban is igaz, hogy ha f paratlan fiiggvény, mely adott
a

a€R" esetén Riemann-integralhaté a [—a, a] intervallumon, akkor [ f=0.
—a
s
6. Tetszoleges n € NT esetén hatdrozza meg az [ sin”(z)dx Riemann-

0
integralt!

Megoldds. Legyen I, := [sin"(xz)dz, n € N. Ekkor Iy = 7 és I} =
0

[— cos(z)]§ = 2. Rekurziét keresiink e sorozatra. Parciédlisan integrélva
barmely n € N, n > 2 esetén

s

I, = /sin(x) sin" 1 (z) dx =

0

= [~ cos(x) - sin”‘l(:z?)]7T + [ (n—1)sin"?(z) cos*(x) dz =
]
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=0+(n—-1) /sin"ig(x)(l —sin®(z))dz = (n — 1) I,_o—(n—1)I,,
0

amibdl kovetkezik I,, = ”T_lln_Q, majd teljes indukciéval
2n —1 31 2n 4 2
Iy, = 2o Nt Iopey = —2 . 220 neN*
= Ty vy te MERND Bemim o mmpg e e
Tehat [sin(z)dz =2 és
0
2n—1)-...-3-1
™ (2n - 1) 7w, hak=2n, ncNT,
. 2n)-... 4.2
/sm (z)dz = ) 4o
0 (2n)-...-4- -2, hak=2n+1, neNT.

@n+1)-...-3.1 7

7. Mennyi az f(z) == 2+ 1, D(f) := R és a g(z) := 2%, D(g) := R
fliggvény grafikonja altal hatarolt korlatos tartomdany teriilete?

Megoldds. Ha a két grafikonnak (x,y) kozos pontja, akkor y = f(z) =
g(x), igy %m —i—% = 2. Ennek megolddsai z; = —%, xo = 1. Tehat f

és g grafikonja két pontban metszi egymast, és a [—%, 1] intervallumon
f > g, ezért a két grafikon altal hatarolt korlatos tartomany teriilete

1 1
B 1 1, 1,1 141" 9
/(f g)—/<21‘+2 x)dx—[4x +233 3% =16

1

N
ol
M

8. Egy goémb alaku tartalyban az atméré kétharmadaig all a viz. A gomb
térfogatdanak mekkora része a viz térfogata?
Megoldds. Tekintsiik a gbmb sugarat egységnyinek. Ilyen gébmbot kapunk,
ha az f(z) := V1 —22, D(f) :=[-1,1] nemnegativ fiiggvény grafi-
konja alatti tartomanyt a vizszintes tengely koriil megforgatjuk. Mivel a
gémbben az atmérd kétharmaddig all a viz, annak térfogata

1
3

1
3 1
1 .13
Viiz :w/fzﬂ/(lx2)dx7r{x3x3}_lg(l)w.
1

-1

Az egységnyi sugari gémb térfogata Vegmp = 4?”, tehat a keresett
arany
Vviz - %ﬂ— _ @

Voomb 2w 2T
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9. Szdmolja ki az f(x) := ch(z), D(f) :=[0,2] fiiggvény grafikonjanak

10.

ivhosszat, a grafikonja alatti teriiletet, majd f grafikonjanak a vizszin-
tes tengely koriili megforgatasaval keletkezé forgdstest térfogatat és a
forgastest palastjanak felszinét!

Megoldds. A grafikon ivhossza

/2\/17 /2\/1+T /2011(:17) dz = [sh (2)]3 = sh (2).
0 0 0

2 2
A grafikon alatti teriilet [ f = [ ch(x)dz = [sh(z)]3 = sh(2).
0 0
A fiiggvény grafikonjdnak a vizszintes tengely koriili megforgatdsdval

keletkez6 forgastest térfogata

E test palastjanak felszine

7 g / b (e — 2 [ ch(22) + 1 o
27r0/f\/1—|—(f) =2 O/ch() ch(z)dx =2 O/d =

= S (sh(4)+4).

Hatarozza meg a kovetkez6 improprius integralokat!

™

400 2 1 +o0 1
—4x
(a) /e dz. (b>/c052(az) dz. (c) /x2+9dx.
0 0 0
6 . 1 ) +00 .
d dz. dz. f —— dz.
= Ol E T N o
5 —1 —o00
Megoldds.

+OO —4x Y
(a) Of 4de—yhrf fe 4de—y£riloo{ _4} =

0
4y
= lim (5 7<71)):l.
y—r—+oo —4 4 4
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- . ‘o a : y
(b) of o) dz = yilI%Il700f oe2 () dz = yﬁhr%nio[tg (z)]§ =
- y—ljgl—o (tg (y) — 0) = +o0
e S o 1
() Of mdx:yﬁffwaxugdx:ykffwof@ Epmde =
: 1 z\1Y .
~ i [}enctg ()2 = tim_(Ganct (§) —0) = 5
6
1 _ _ —=16 _
@ [ o= i o= i S,
i 25
1 0 1
0 | e |t | e
:y—llnll-i-ofl xzdx—i— hm fl dz =
= yahfnﬁo[arth (x)]5 + ygrlrlo[arth ()]} =
= lim arth(z)— lim arth(z)= +oo.
y—1-0 y——1+40
+oo 1 0 1 +oo
f 1422 dz = f 1422 dz + f 1+x2 dr =
—o00 0
:ygrjl f1+ 2 dsr:—|— hm f 1+12 =
_ y _
= ygr_noo [arctg (:c)]y + ykr—i{loo larctg ()] =
— i _ arct I tg (y) — 0) = .
i (0 — arctg (y)) + LAm (arctg (y) —0) =7
11. Mely p € R paraméter esetén konvergens az f - dz, az f de, ill.

—+oo

az [ z—lp dx improprius integral?

0

Megoldds. A definicié, majd a Newton—Leibniz-tétel alapjan

lim |: = P:|’U: lim (yl_p_L):p 17hap>15

y—+00 -p y—+00 1-p 1-p

. 1-p . . y1*1’ 1)
yggloo[ p]l_yginoo<1_p 1—p) = too, hap<1’
yll)x_ir_loo[ n(x))¥ = 11141_1Oo In(y) = +oo, hap=1.
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Tehét az elsé improprius integral p > 1 esetén konvergens.

. P 1 . 1-p
lim {1_1’]747 lim (#7 yl_p> = +o0, hap>1,

1 y—0+0 y—0+0
1 1
— dm = ; zl-P o . L i ylfp) _ 1
. 1 _ _ _
Ao [n(@)]y, = ygggo( In(y)) = +oo, hap=1.

A maésodik improprius integral 0 < p < 1 esetén konvergens.
+o00 1 +oo

Az [ Lde=[Lde+ [ 2 da 6sszefiiggés szerint a harmadik im-
1
proprius integral semelyik p € RT esetén sem konvergens.

+oo
12. Adott A € RT paraméter esetén szamitsa ki az f Ae~*® dz improprius
0
integralt!

Megoldd Ae ™ dr = 1 Ae ™ dr = 1 —e )Y =
egoldds. f e x y;mm{ e x y;rllm[ e ]0
= lim (1-e)=1.

y—r—+oo

10.3. Megoldando feladatok

Az 1.-9. feladatban szdmolja ki a Riemann-integralt!

(32% + 42 — 1)dx. 2. [(22° —2x+3)dz. 3. [ sin(22)dz.

4. [ cos*(x)dz. 5. [ sin(22)cos(z)dz. 6. [ x*cos(2z)dz.

\NH O\M*

Z
Z

jus

7.

:&\:\ O\w\a H.\M

2
2

2

e~ sin(3z) d /\/l—xzdaj 9./13_
0

T

10. Adott k,I € N* esetén szdmolja ki az [ sin(kz) cos(lz)dz Riemann-
integralt!

11. Mennyi az f(z):=(e— 1z +1, D(f) =R ésa g(x):=¢€", D(g) =R
fliggvény grafikonja altal hatdrolt korldtos tartomdany teriilete?

12. Mennyi az f(x) := sin%(:zz)7 D(f) :=[0,n] fuggvény grafikonjinak a
vizszintes tengely koriili megforgatdsaval keletkezé forgastest térfogata?
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13. Szamolja ki az f(x) := 22, D(f) := [0,1] fiiggvény grafikonjanak
ivhosszat, a grafikonja alatti teriiletet, valamint f grafikonjanak a viz-
szintes tengely koriili megforgatasaval keletkezo forgastest térfogatét!

A 14.-17. feladatban hatédrozza meg az improprius integralt!

oo 1 1 . teo

14. —dx. 15. [ 1 . 16. .17, .
/ 5 dz 5 / n(z)dx 6 / Wi dz 7 / 523 dz
0 0 0 2

—+o0
18. Adott a,s € R esetén szdmitsa ki az [ e~*' d¢ improprius integralt!
a

400
19. Adott s € R* paraméter esetén szdmitsa ki az [ ¢?e~*' dt improprius
0
integralt!
+oo
20. Tetszbleges n € Nt és s € RT esetén hatdrozza meg az [ t"e ' dt
0

improprius integralt!

10.4. Megoldasok

21 1 4
1. 12. 20 3.l 4t 5.4 6.0 7.0
8. T  9.¢2-1-In(F).  10.0. 11.33 12 4n

13. A grafikon ivhossza %\/g—kiarsh (2), a grafikon alatti teriilet 1, a grafi-
konnak a vizszintes tengely koriili megforgatasaval keletkezd forgdstest
térfogata Z.

14. . 15.-1. 16.3. 17.+4co. 18.<—. 19.3. 20. ;.




11. fejezet

Hatvanysorok, Taylor-sorok

11.1. Elméleti 6sszefoglalo

(oo}

11.1. Definicié. Legyen a € R és (ay,)nen sorozat. Ekkor Y an,(z —a)™ a

(; ale—a))

részletosszeg-sorozatot jelenti, és a kézépponti hatvdnysornak nevezziik. Az
an, n € N szamokat a hatvanysor egytitthatdinak hivjuk.
A hatvanysor konvergenciahalmazanak nevezziik azon x valds szamok hal-

neN

o0
mazat, melyekre a Y a,(z —a)™ numerikus sor konvergens.
n=0

11.1. Tétel (Cauchy-Hadamard-tétel). Bdrmely hatvdnysor konvergencia-
halmaza intervallum, mely a végpontjaitol eltekintve a hatvdnysor kézéppont-
jdra szimmetrikus.

A hatvdanysor az intervallum minden belsé pontjdban abszolit konvergens.

Megjegyzés. Ezért a hatvanysor konvergenciahalmazat masképpen konvergen-
ciaintervallumnak mondjuk.

11.2. Definicié. Egy hatvanysor konvergenciasugaranak nevezzilk azt az R
nemnegativ valds szamot vagy a +oo értéket, amelyik esetén a hatvanysor
H konvergenciahalmazédra fennédll az (o« — R,a+ R) C H C [a — R,a + R]
Osszefiiggés.

11.2. Tétel (Cauchy-Hadamard-formula). Ha a > a,(x — a)™ hatvdnysor

n=0
esetén létezik a lim  {/|ay,| hatdrérték, akkor a hatvdnysor konvergenciasu-
n—-+oo
gara

W7 ha lim v/ ‘an| S R+,

P e
R = { +oo, ha ngrfoo Ylan| =0,
0, ha lim {/|a,| = +oo.
n—-+o0o

135
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Megjegyzés. Minden hatvanysor konvergenciasugarat megadja a fenti formula,
ha abban mindenhol a hm Y/|a,| hatarérték helyett a limsup ¥/|a,,| fels6

n——+00

hatarértéket irjuk.

o0
11.3. Definicié. A > a,(x—a)™ hatvanysor dsszegfiggvényének nevezziik
n=
azt az [ fliggvényt, amelyik a hatvanysor konvergenciahalmazén van értel-
[e.e]
mezve, és ott a fiiggvényérték f(z):= > an(z —a)™.
n=0
11.3. Tétel (Abel-tétel). Minden hatvinysor dsszegfiigguénye folytonos fiigg-
vény.
Megjegyzés. A[11.4] Tétel szerint az Osszegfiiggvény a konvergenciaintervallum
minden bels6 pontjaban differencidlhatd, ezért folytonos is. Ha a hatvanysor a
konvergenciaintervallum valamelyik végpontjaban konvergens, akkor az Abel-
tétel szerint az Osszegfiiggvény abban a végpontban is folytonos.

11.4. Tétel. Legyen a Z an(z—a)™ hatvdnysor konvergenciasugara a po-

zitiv R érték, osszegfuggvenye pedig f. Az dsszegfiigguény a konvergenciahal-
maz bdrmely belsd pontjdban akdrhdnyszor differencidlhatd, és a derivaltakat
tagonkénti deriwdldssal szdmolhatjuk ki:

[ee]
"(z) = Znan(m—a)"fl, z € (a— R,a+ R),

és tetszbleges k € NT esetén
f®(z) = Zn(n ~1)...(n—k+Dap(z—a)"* 2z€(a—Ra+R).
n==k

11.1. Kévetkezmény. Ha a pozitiv konvergenciasugari >, ap(x—a)™ hat-
n=0

(n)
vanysor dsszegfiggvénye f, akkor a, = L (a) n € N.
11.2. Kévetkezmény (az egyiitthatdk egyertelmusege). Ha Ekét azonos ko-
z€ppontu hatvdanysor dsszegfiigguénye egyenld eqy nyilt intervallumon, mely

tartalmazza a hatvdnysorok kézéppontjdat, akkor a két hatvanysor egyiitthatoi
rendre egyenldk.

o0
11.5. Tétel. Legyen a Y. an(x — a)™ hatvdnysor konvergenciasugara a

n=0
pozitiv R érték, dsszegfiigguénye f. Az dsszegfiigguény primitiv fiiggvényeit az
(a — R,a + R) intervallumon tagonkent képezve kaphatjuk:

/f d:zrf (:rfa)"+1+0, C eR.
0

n=
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(oo}
11.6. Tétel. A pozitiv konvergenciasugard Y. an(x — a)™ hatvdnysor f
n=0
dsszegfiigguényének Riemann-integralja a konvergenciahalmaz bdrmely [o, O]
korldtos zdrt részintervallumdan meghatdrozhato tagonkénti integrdldssal:

B

ﬁ o0
an

d _ o n+1
[i@ar=3" |2 w0
o n=0 «
11.4. Definicié. Ha a € R és az f fiiggvény akarhanyszor differencidlhatéd
az a pontban, akkor az f fliggvény a kézéppontu Taylor-soranak nevezziik
az alabbi hatvanysort:

0 (n) (g,
Z .f '( )(.T _ a)n.
n=0

n:

Megjegyzések. A Taylor-sor részlettsszegei a Taylor-polinomok.

Létezik olyan akarhdnyszor differencidlhato fiiggvény, mely a teljes R hal-
mazon értelmezve van, és a nulla kézépponti Taylor-sora minden nullatol
kiilonb6z6 helyen divergens.

Létezik olyan akarhanyszor differencidlhaté fiiggvény is, pl. f(x) := e 5T,
z € R\ {0}, és £(0) := 0, melyre f((0) =0, n € N, ezért a nulla kbzéppontit
Taylor-soranak osszegfiiggvénye nulla konstans fiiggvény. Az Gsszegfiiggvény
értéke a kozéppont kivételével egyetlen x helyen sem egyenld az f(z) fiige-

vényértékkel.

11.7. Tétel (nevezetes nulla kozépponti sorfejtések).

T __ - 1 n __ 1 2 1 3 1 4
e 7250% f1+x+§x +§x +Ix +..., zeR
n=0
sin(z)*i( )" L ntl — x3+lx5——x7+ z€eR
B (2n+1)! B 3! 5! 7! ’
n=0
cos(z)*i(fl)" ! xznflflx2+lx4f—:r6+ reR
= 2n)!™ 2 4! 6! ’
sh(z)*i ! a?r x+fx3+lx5+fx7+ zeR
B (2n +1)! N 3! 5! 7! ’
n=0
ch(:z:)*i ! 2" 1+—x2+lm4+—x6+ zeR
= (2n)! 2! 4! 6! ’
1 [ee]
=Y a"=1+x+22+23+2*+..., z€(~1,1) (mértani sor).

1—=z n=0
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11.2. Kidolgozott feladatok

1. Mi a konvergenciahalmaza az alabbi hatvanysoroknak?

(a) > ™ (b)zﬁx. (C)Z(n) " (d)zﬁw.
n=0 n=1 n=1 n=1
Megoldads.

o]
(a) A > 2™ mértani sor pontosan akkor konvergens, ha |z| < 1. Tehdt
n=0

a konvergenciahalmaza (—1,1).

ln o limlL:17
|Z‘ n—+oo Vn

(b) A hatvénysor konvergenciasugara R = .
m
n—+4oo

ezért konvergens a (—1,1) intervallumon, divergens a [—1, 1] interval-
lumon kiviil. A konvergenciaintervallum két végpontjaban kiilon meg
o0

kell vizsgdlni a sort: # = —1 eseténa Y < (—1)" sor Leibniz-tipust,

n=1
o 1
igy konvergens, x = 1 esetén pedig ) ---1" a harmonikus sor, ami
n=1

divergens. Tehdt a konvergenciahalmaz [—1,1).

(¢) A konvergenciasugdr R = L = —L1 =1, ezérta
li n/l(=1)" lim 7
nﬂlfiloo |T| n—+too VT

hatvanysor konvergens a (—1, 1) intervallumon, mig a [—1, 1] interval-

o0
lumon kiviil divergens. Ha = —1, akkor Y % a harmonikus sor,
n=1

O n
ami divergens, x = 1 esetén pedig a % sor Leibniz-tipusu,

n=1
ezért konvergens. E hatvanysor konvergenciahalmaza (—1,1].
(d) A hatvanysor konvergenciasugara R= 1 = L =1,
lim ¥ |%| n_{‘fm (%m)2
n——+oo n

ezért konvergens a (—1, 1) intervallumon, divergens a [—1, 1] interval-

o0
lumon kiviil. Az © = 1 esetben a ) 7%2 hiperharmonikus sor kon-

n=1
o0
vergens, * = —1 esetén pedig Y % - (=1)™ abszolit konvergens,
n=1
igy konvergens (vagy Leibniz-tipusi, azért konvergens). A hatvanysor
konvergenciahalmaza [—1,1].

Megjegyzés. Az iménti négy példa mutatja, hogy a konvergenciahalmaz
lehet nyilt, feliilrdl nyilt, alulrél nyilt, valamint zart intervallum is.

2. Mi a konvergenciahalmaza az aldbbi hatvanysoroknak?

oo oo oo oo

n TL2
() D5 (b) 3 an (C)Z%z". (d)z%x”.

n=0 n=1 n=0 n=0
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Megoldds.
o0 oo

(a) Barmely € R esetén a > 5"z" = > (5z)" sor bz kvdciensii
n=0 n=0

mértani sor, mely pontosan akkor konvergens, amikor |[5z| < 1, azaz
1 / . 11
|z| < §. Ezért a konvergenciahalmaz (—3, ).

. . 2n . , . ’
(b) Mivel lim ¢ |2,, = lim 2 =0, ezért a konvergenciasugdr
n—-+oo n n—-+oo n
+00 és a hatvanysor minden z € R esetén konvergens.

. . /| 5m . 5 2 . ¢
c¢) Mivel lim ¢/|25|= lim —= =0 alapjan a konvergenciasugar
(c) Jim /15 = Tim Dj g g

400, igy a hatvanysor minden x € R esetén konvergens.

(d) Az 1 < s’ %n, n € NT egyenlStlenségek alapjan

2n-+1
3n2 +1 3
1< ¥ < {\/=n,
2n+1 2 Vn
majd az utébbibdl a kozrefogasi elv miatt kovetkezik
: nf|3n24+1| _
ngr-&r-loo 2n+1 } =1
tehdt a konvergenciasugir R = ———— = 1. A két végpont-
lim 3n2+1|
n— 400 2n+1
ban, x = —1 és x = 1 esetén a numerikus sor tagjai nem tartanak

nulldhoz, ezért a hatvanysor mindkét végpontban divergens. fgy a
konvergenciahalmaz (—1, 1).

A 3.-7. feladatban fejtse nulla kézéppontu hatvanysorba a fiiggvényt!
1

3. =—7, D =R.
F0) 1= 1 D)
4. f(z)=e2, D(f):=R.
1
5. f(z):= PORR —T D(f) =R\ {-1,3}.
1

6. = D =R\ {-1}.

F@) = gy DU = R {1}
7. f(z) :=In(l+2), D(f):=(-1,4+00).
Megoldds.
3. Az y := —12? jelolés mellett |z| < 1 pontosan akkor teljesiil, amikor

[yl < 1, ezért az 15 = 3 " |yl < 1 sorfejtés az alibbi eredményt

n=0
adja:

e X ) = <

n=0 n=0
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A hatvénysor konvergenciahalmaza (—1,1).

o0

Az eV = % y", y € R sorfejtésbol az y := —2z, = € R helyettesi-

n=0
téssel kaphatd

—zx - n - n2n n
e ? :Z—'(—2x) :Z(—l) i zeR
n=0 n=0

A nevezd két zérushelye —1 és 3, gy 22 —2r—3 = (z+1)(x—3), v € R.
A vizsgalt fiiggvényt parcidlis tortekre bontva

1 A B
- R\ {—1
x2 — 22 —3 a:—i—l—i_a:—B7 v €R\{~1,3}

1=A(x—-3)+B(z+1)=(A+ B)xz+ (-3A+ B).

A+B=0
-3A+B=1 [’
tehat A = —%, B = i. Mindkét parcidlis tort sorbafejthet6 mértani sor
segitségével:

11 11 1 N e VL
_,.7:_,.7:_12(_@ :Zix, lz| < 1,

41+ 41— (—x) = = 4
11 11 I N7\ 1
. - . B Z) = — " < 3.
1'r-3° 12'1-2° 12 (3) =X -z Wl

n=0 n=0
Ezért
1 1 1 1 1 = /(=) 1

- =, 4.~ = — " <1.
x2—2x+3 4 1—|—a:+4 z—3 ,;0( 4 1237 )° 2]
A hatvénysor konvergens a (—1, 1) intervallumon. Ha z = 1 vagy © = —1,

akkor a sor tagjai nem tartanak nulldhoz, ezért a sor divergens. fgy a
hatarpontokban sem érvényes a sorfejtés, a hatvanysor konvergenciahal-
maza (—1,1).

oo
LAz L= S y™, Jyl < 1 sorfejtésbdl az y := —x helyettesitéssel

1—1
Y n=0

kaphatd

1 o0
=N (=12 1.
s~ 2D el <
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Ennek mindkét oldalat derivalva, majd a jobb oldalon a derivalast ta-
/

gonként elvégezve (H%x) = fm, x € R\ {—1} alapjn |z] < 1

esetén

i (S -

(—1)" g™t =1 — 22 4 32 — 42> + 52t —

M

n=1

A hatvanysor z = 1 és x = —1 esetén divergens, ezért ott nem érvényes
a sorfejtés, a konvergenciahalmaz (—1,1).
o0
7. Az el6z6 megoldés elején kapott 1-%3: = 20(—1)" ™, |x] <1 sorfejtés

n—
mindkét oldaldnak primitiv fiiggvényeit képezve a (—1, 1) intervallumon,
a jobb oldalon ezt tagonként végezve

oo _1)n .
> fevrerar= 3 Clam o=

n=0

In(1+ z)

= Z 7_1)n - " 4+ C,

n*
n*=1

ahol C' € R alkalmas alland6. Az utolsé lépésben az n € N index helyett
az n* := n+1 € NT 1j indexszel adtuk meg a hatvanysort. A C allandét
meghatarozhatjuk, ha az x = 0 helyen kiszamoljuk a bal és a jobb oldal
értékét: 0 = C.

A hatvanysor konvergens az x = 1 helyen, ebben a pontban a bal oldali
fliggvény és Abel tétele szerint a jobb oldali hatvanysor is folytonos, ezért
a sorfejtés ott is érvényes:

n,

1+IIZ' Z *$*§$2+§$371x4+~~; :L'E(fl,l]

A kapott hatvanysor konvergenciasugara 1, ezért a (—1, 1] intervallumon
érvényes a sorfejtés.

8. Hatarozza meg az alabbi hatvanysorok sszegfiiggvényét!

oo (o]

n=0 n=0
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Megoldds.
o0 o0
(a) 203"33" = 20(31‘)” = = a mértani sor Ssszege alapjén, ha
n= n=
|3z| < 1, azaz x € (f%, %)
o0 o0
(b) Zo 227%“ = % Zo (%)n = % 1j§ = ﬁ szintén a mértani sor
n= n=

Osszege alapjan, amikor |4’ < 1, vagyis x € (—4,4).

[eS) n =)
(c) Zo ( nl!) a = Zo L(—2)" =€, 2z € R az e alapi exponencidlis
n= n=

fiiggvény sorfejtése szerint.

A 9.-10. feladatban hatdrozza meg a hatvanysor ¢sszegfiiggvényét!

n 2n+1
9.3 (n+1)a" 10. 22n+1
n=0 n=0
Megoldds.
9. A hatvéanysor konvergenciasugara R = ——~~—— = 1, konvergencia-
n e Vint1]

halmaza (—1,1). Legyen az Gsszegfiiggvény

oo

f@) =3 (n+1)a", D(f)=(~1,1),

n=0

A primitiv fiiggvényeit tagonként képezve a (—1,1) intervallumon

/f dx—Z/n—f—lx dx—Zx”“—«—C’—i—l—kC

ahol C' € R. Ebbdl derivélassal kaphatd

)= (

1
1—x

!
1
—14+C) = —, € (~1,1).
+0) = =LY
oo
Megjegyzés. Ha |x| < 1, akkor a Y a"T! sor &sszegét egy x tényezdt
n 0
kiemelve is megkaphatjuk, mert Z 2"t =2 Z " = - ﬁ A két
=0
eredmény egyenld, hiszen f 1 =15, TE R \ {1}
10. A hatvanysor konvergenciahalmazanak meghatarozasara a hanyadoskri-
tériumot alkalmazzuk. Tetsz6leges = # 0 valds szamra
D™ oangs
2n+3 z=" lim 2n+1x2: 9

lim = = I
n—-+oo (=n~ x2n+1 n—-+oo 21 + 3
2n+1

)
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11.

12.

ezért |x| < 1 esetén a sor konvergens, mig |z| > 1 esetén divergens.
Ha z = —1 vagy x = 1, akkor a sor Leibniz-tipusi, tehat konvergens.
A hatvéanysor konvergenciahalmaza [—1, 1].

Legyen az Osszegfiiggvény f(x) := > %x%‘*‘l, D(f) :== [-1,1].
n=0

Ezt bérmely x € (—1,1) esetén tagonkgnt derivalhatjuk, és mértani sort
kapunk:

! - -1 2n1/ — n,.2n — 2\n 1
f<w>=7§(§n+)lx +)=§<—1) = 3 = iy

A (—1,1) intervallumon a primitiv fiiggvény definiciéja és [ ﬁ dx =
arctg (z) + C, C € R szerint

f(x) = arctg (z) + C*,

ahol C* € R alkalmas allandé6, melyet az x = 0 helyen kénnyen kisza-
molhatunk: 0 = C*.

Abel tétele kovetkeztében a kapott egyenléség az x = —1 és az x = 1
helyen is teljesiil, ezért

f(z) = arctg (z), =z e€[-1,1].

Szamolja ki a sorok sszegét!

00 on 0 N 7.[.271 o 3"
@3 o ®) YV Gy © 2. Gay
Megoldds.

o0
(a) Az e* = > %, x € R sorfejtést az © = 2 szdmra alkalmazva a

nl?

n=0
io 27% =¢? eredményre jutunk.
(b) A cos(z) = io(—l)"%, x € R sorfejtésbdl x = 7 esetén a
io(—l)" (g:;! = —1 eredményt kapjuk.
(c) A ch(z)= nij:o é:;!, z € R sorfejtésben z = /3 esetén ni::g (23:)! =

ch (V3), ezért 3 (S’Z)! =ch(v3)-1.
n=1

1
Adjon meg olyan valés szdmot, amelyik az | e~ da Riemann-integralt
0
legfeljebb 10~3 hibaval kozeliti!
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Megoldds. Az e alapi exponencidlis fliggvény nulla kézépponta e¥ =

oo n
Eo 4:, y € R sorfejtésében y := —z? esetén
ne
o0 2n 7 6
—z? _ _\n¥T _ r
e —Z( 1) n!_l x+2' 3'+ x eR.
n=0

A kapott sorfejtést a [0, 1] intervallumon tagonként integrélva

| _ o p2n+1 1
/¢ dx‘z/ =3 |V Gy, =
0

nO

Z i_1_1+;_;+
B (2n + 1)n! 3 5-.20 7.3

1 ,
W7 n € N rész-

n
A sor Leibniz-tipusi, ezért annak s, := > (—1)"
k=0
letosszegei felvaltva feliilrdl, ill. alulrdl kozelitik a sor Gsszegét, és a ko-
zelités hibdja legfeljebb a sorban a részletsszeg utolsé tagjat koveto tag
abszolut értéke:

= 1 1
n - *1 " S I
§ ;( A orey @n+3)(n+1)!
igy
1 00 1
2

n— [ e dz| = |s, — - <1073
s /e x| =|s nz:%( ) Gnt | =

0

mar n = 4 esetén teljesiil. A Riemann-integrélt legfeljebb 10~3 hib4val
kozeliti
1 1 n 1 1 n 1
sg=1—= — )
! 37 5-20 7.3 9.4

11.3. Megoldandé feladatok

Az 1.-4. feladatban mi a konvergenciahahnaza a hatvénysornak7
= n? n + 1
1S a2 z g 3Zn+f n.4z o
n=0

Az 5.-12. feladatban fejtse nulla kézépponti hatvanysorba a fiiggvényt!
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1

5. f(@) = 75, D(f) =R\ {=3,3}. 6. f(2):=ze*, D(f) =R
7. f(z) = cos(3z), D(f):=R. 8. f(z) := sin(z?), D(f) =
9. f(z) :=sin®*(z), D(f):=R. 10. f(z) :== #22 D(f) :=R.
11. f(x)::ﬁ, D(f):=R\{-1}.  12. f(z):=arctg (%), D(f):=R.

A 13.-15. feladatban hatdrozza meg a hatvanysor osszegfiiggvényét!

o0 n o0 4n o0
T T
13. — 14. . 15. "
A 16.-17. feladatban szamolja ki a sor 0sszegét!
= 1 = 1
16. . 17. —
T;) 37n! 7; 4nn

1
18. Adjon meg olyan valds szdmot, amelyik az [ gm(T dz Riemann-integrilt
0

legfeljebb 1076 hibaval kozeliti!

11.4. Megoldasok

1. (-1,1). 2. (-2,2). 3. (-1,1). 4. R.
(o)
5 ok = 3 4, ve (-1,3),
6. ze2* =Y Z gt g eR
n=0
S n
7. cos(3z) 70(—1)” (é’n)! " zeR

Qo
1<
=
—~
8
]
~
Il
(]2

(—=1)" (21#1)! 24tz eR.

3
Il
=]

(—1)nH12 a2 g e R,

©
w0

B

N

8
~—

Il
(18

= (2n)!
10. {25 =3 (-2, w e (-1,1).
n=0
11. ﬁ =3 (,1)n+1nxn, z € (~1,1).
n=1

12. arctg (%) = Zo (2n+1)22n+1 22 g e [2,2].
n
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) T e o
13. Y 2o =-In(1-%), z€[-2,2).
n=1
O an ot
14. =€ —1, zeR.
n=1 '
S 4
15. Zlnx" = o5 v € (-L1). 16. e. 17.1n(3).
n—=
18. Az integrandust sorbafejtve, majd tagonként integralva

18

(1" DGt

€T

1.
f sin(x) do —
0

n=0

A Leibniz-tipusii sor s3 := 1— 34 + =& — =L harmadik részletosszegére
[ee]
érvényes az |s3— Y, (—1)”m < g1 < 1075 becslés, ezért

ne
s3 megfeleld kozelités.



12. fejezet

Parcialis derivalt, érintosik

12.1. Elméleti 6sszefoglalo

Az eléz6 fejezetekhez hasonléan valds fiiggvénynek nevezziik az olyan f fiigg-
vényeket, amelyekre D(f) C R és R(f) C R. Haszndljuk még a kovetkezd
elnevezéseket is:

e D(f) CR™és R(f) C R — f vektor-skalar fiiggvény
e D(f) CRés R(f) C R™ — f vektor értékii fiiggvény
e D(f) CR™és R(f) C R™ — f vektormez8.

Tobbvaltozés fiiggvények vizsgalatakor félkovér szimbdlummal jeloljik a
vektorokat, amelyek dimenziéjat altalaban nem irjuk ki. Hasznéljuk az x =
(z1,22,...,2,) jelolést.

12.1. Definicié. Ha egy f vektor-skalar fiiggvény esetén rogzitett xq,...,
ZTj_1, Tj—1,...,TpTe az x; — f(x) hozzarendeléssel adott (valés) fiiggvény
derivaltja x;-ben létezik, akkor azt az f fliggvény x pontban vett j-edik vdl-
tozo szerinti parcidlis derivdltjanak nevezziik.

A fentiekre a

00, 700) vasy D7() vasy ()

jeloléseket hasznaljdk. Igy a parcidlis derivalt az egyes x helyeken egy szam,
azaz a parcidlis derivalt maga is vektor-skalar fiiggvény. Van értelme te-
hat tobbszorss (egymds utdni) parcidlis derivéltakrdl beszélni. Megjegyezziik
még, hogy a parcialis derivaltak értelmezési tartomanya minden esetben része
az eredeti fiiggvény értelmezési tartomanyanak. Ez utébbit csak akkor adjuk
meg, ha D(9;) # D(f).

A j-edik valtozd szerinti parcidlis derivalt k-adik véltozd szerinti parcidlis
derivaltjanak x-beli értékére a

82
Ozpe; f(X)  vagy Okjf(x) vagy a.a.,f(x)

147
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jelolések hasznélatosak.

Gyakran vizsgalunk kétvaltozos skalar-vektor fiiggvényeket, amelyek val-
tozdjat (z,y) jeloli. Az ilyen fiiggvények grafikonjit egy feliiletként képzelhet-
jik el. A valés fiiggvények derivaltjanak fogalméhoz hasonléan olyan linearis
fiiggvényt szeretnénk értelmezni (ennek grafikonja egy sik), amellyel egy pont
koriil jol kozelitheto f grafikonja.

12.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az s fiiggvény grafikonja érinti f grafi-
konjat az (xo,yo) pontban, ha s(xo,yo) = f(xo,yo), emellett

lim J((w0,y0) +h) — s((x0,y0) + h)

=0.
|h[—0 |h|

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy mikor 1étezik érintdsik, és ha léte-
zik, akkor hogyan szamithaté ki. Erre ad valaszt a kovetkezd allitas.

12.1. Allitas. Ha az f kétvdltozds vektor-skaldr figguény O, f és Oy f parcid-
lis derivdltjai léteznek és folytonosak az (xg,yo) pont egy kornyezetében, akkor
létezik egyetlen, az f grafikonjdt (xo,yo, f(zo,y0)) pontban érintd s linedris
fiigguény (amelyet érintésiknak neveziink), és ez a kévetkezd hozzdrendeléssel
adhato meg:

s(z,y) = f(wo,y0) + Oz f(x0,y0)(® — 20) + Iy f(20,%0) (¥ —%0).  (12.1)

Gyakran sik egyenletérdl beszéliink, és ennek megfeleléen (12.1]) bal olda-
lara a z valtozot irjuk.

12.2. Kidolgozott feladatok

A fentiek alapjan az x; valtozé szerinti parcialis derivaltat Ggy szamithatjuk
ki az x pontban, hogy a tobbi véaltozét dllandonak vessziik, és az igy kapott
fiiggvényt annak (egyetlen) z; valtozéja szerint derivaljuk.

1. Szamitsuk ki az f(x,y) = 5z — 3y + 2 hozzdrendeléssel adott fiiggvény x
szerinti parcialis derivaltjat!
Megoldds. A fentiek szerint az x — 5z — 3y + 2 hozzarendeléssel definialt
fiiggvény derivaltjat kell kiszdmitanunk (itt y konstansnak tekintendd).
Igy azt kapjuk, hogy
O (b — 3y +2) =5.

2. Szdmitsuk ki az f(x,y) = xy + cos(x) hozzdrendeléssel adott fiiggvény y
szerinti parcidlis derivaltjat!
Megoldds. A fentiek szerint az y — xy + cos(x) hozzdrendeléssel definidlt
fiiggvény derivaltjat kell kiszdmitanunk (itt = konstansnak tekintendd).
fgy azt kapjuk, hogy
Oy(zy + cosz) = .
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224y

3. Szdmitsuk ki az f(z,y) = e~ 2z  hozzérendeléssel adott fiiggvény y
szerinti parcidlis derivaltjat!

m2 "2
Megoldds. A fentiek szerint az y +— e~ T~ hozzarendeléssel definidlt
fiiggvény derivaltjat kell kiszdmitanunk (itt z-et konstansnak kell tekin-
teniink). Igy azt kapjuk, hogy

2, .2
e B R
2
4. Szémitsuk ki az R?\ {(z,y) : 2y = £} halmazon értelmezett f(z,y) =

ﬁ hozzarendeléssel adott fiiggvény = szerinti parcialis derivaltjat!

Megoldds. Az © — ﬁ hozzarendeléssel definialt fiiggvény derivaltjat
kell kiszdmitanunk (itt y-t konstansnak kell tekinteniink). Azaz kapjuk,

hogy
1 1 —5y

O 1— by - (1 —5zy)? +Oa(1 = Sry) = (1 —5xy)2’

5. Szémitsuk ki az R? \ {(z,y) : zy = 2} halmazon értelmezett f(z,y) =

2901;%3 hozzarendeléssel adott fiiggvény esetén a 0y, (kétszeres) parcidlis

derivaltjat!

Megoldds. A fenti példdk alapjan

r T - 20y —3—x-2y\
by~ (O s) = (P ) -

-3 3 6x
=% <<2xy—3>2) = oy 3p WY = G e

A kovetkezd példékban érintésikok egyenletét hatdrozzuk meg a (12.1)) for-
mula alkalmazésaval.

6. Hatdrozzuk meg az f(z,y) = 22 + y? hozzarendeléssel adott fiiggvény
grafikonjat az (%, 1, g) pontban érint6 sik egyenletét!
Megoldas. A (12.1]) formula alkalmazasdhoz az abban szereplé mennyi-
ségeket adjuk meg. (zo,y0) = (1,1), tovdbba

Oof(w,y) =22 és 0y f(x,y) =2y,

Oz f(x0,90) =1 és 0y f(xo,y0) = 2.
A (12.1) formulaba helyettesitve tehat
5 1
f(3307y0)+3wf(3307yo)(x—xo)+5’yf($07y0)(y—yo)=1‘*‘3?—54‘2(3/—1)7
5

1

vagyis

azaz a keresett egyenlet z = x + 2y —
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2 2 1 0 1

12.1. ébra. Az f(x,y) = 22 + y? hozzdrendeléssel adott fiiggvény grafikonja

és ennek az (%, 1, %) pontbeli érintosikja

Megjegyzés. Az ilyen tipusu feladatoknél mindig ellendrizziik, hogy a har-
madik koordindta valéban az f(xg,yo) fliggvényértékkel egyezik meg,
tovabba, hogy (zo,yo) € D(f) teljesiil!

Hatérozzuk meg az R? \ {(z,y) : 22 — y = 1} halmazon értelmezett
flx,y) = ﬁ hozzérendeléssel adott fiiggvény grafikonjat az (1,2, 1)
pontban érinté sik egyenletét!
Megoldds. A (12.1]) formula alkalmazdsahoz az abban szereplé mennyi-
ségeket adjuk meg. (zo,y0) = (1,2) € D(f), tovabba
2x , 1
Of(x,y) = m——F 3 & Oyf(z,y)= —m,

(=27 +yp
vagyis

1, 1
9z f (w0, y0) = 2 @ Oy f(xo,y0) = I

A ([12.1) formuldba helyettesitve tehét
1 1 1
f(Jonyo)+3xf($o7yo)($—l‘0)+ayf($o7yo)(y—yo)=§+§($—1)—1(y—2)7

a keresett egyenlet tehat z = % + % — iy.
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18 1

12.2. dbra. Az f(x,y) = 13>, hozzdrendeléssel adott fiiggvény grafikonja

és ennek az (17 2, %) pontbeli érintésikja

8. Hatarozzuk meg az R?\ {(z,y) : 2y = 1} halmazon értelmezett f(z,y) =
2 hozzdrendeléssel adott fiiggvény grafikonjét a (0, 1,0) pontban érin-
t6 sik egyenletét!

Megoldds. A (12.1]) formula alkalmazisihoz az abban szereplé mennyi-

ségeket adjuk meg. (zg,y0) = (0,1) € D(f), tovabba

_ 2
a/zf(xay) = W és 8yf($ay) =

z(1—zy) +a%y
(1 —ay)?
vagyis
Ouf(xo,90) =1 & 9y f(xo,90) = 0.
A ([12.1) formuldba helyettesitve tehét

f(z0,90) + 0x f (0, y0)(x — x0) + Oy f (%0, Y0)(y — o) =0+ z + 0,

azaz z = x a keresett egyenlet.

9. Adjuk meg az a és b paramétereket tigy, hogy az f(z,y) = e+ hoz-
zdrendeléssel adott fiiggvény (0,0, 1)-beli érintésikjinak egyenlete z =
2z 4+ y + 1 legyen!

Megoldds. A feladatban adott f fliggvény esetén (xg,yo) = (0,0), tovdb-
ba
Ouf(x,y) = ae®™+t & Oyf(z,y) = be® @+t
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vagyis
9xf(xo,y0) =a & Oyf(zo,y0) = b.
Ezért a (0,0, 1)-beli érint6sik egyenlete
z =1+ ax + by,
vagyis ha ez azonos 2z + y + 1-gyel, akkor a =2 és b= 1.
10. Adjuk meg az a és b paramétereket tigy, hogy az R\ {(x,y): ax+by > —1}

halmazon értelmezett f(z,y) = In (az + by + 1) hozzdrendeléssel adott
filggvény (0, 0,0)-beli érintdsikjdnak egyenlete z = —z + y legyen!

Megoldds. A feladatban adott f fiiggvény esetén (zo,yo) = (0,0), tovéb-

ba b
a ,
O f(x,y) = m és Oy f(z,y) = m,
vagyis
Opf(x0,90) =a és Oy f(xo,y0) = 0.

Ezért a (0,0,0)-beli érintdsik egyenlete
z =ax + by,

vagyis ha ez azonos —x + y-nal, akkor a = —1 és b= 1.

-04 -04

12.3. dbra. A 10. feladat megoldésa: az f(x,y) = In(—z + y + 1) hozzé-
rendeléssel adott fiiggvény grafikonja és ennek a (0,0, 0) pontbeli érintdsikja

11.

Adjuk meg az a és b paramétereket tigy, hogy az R?\ {(z, y): ax+by > —1}
halmazon értelmezett f(z,y) = In(az + by + 1) hozzdrendeléssel adott
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fiiggvény (0,0,0)-beli érintdsikja azonos legyen az g(x,y) = sin(x — y)
hozzarendeléssel adott fiiggvény (0,0, 0)-beli érintésikjdvall

Megoldds. Az el6z6 feladatban kiszdmoltuk, hogy az f fiiggvény (0,0, 0)-
beli érintésikjanak egyenlete

z=uaxr+ by
alakd. A g fiiggvény esetén ugyantgy (xo,yo) = (0,0), tovabbd

Oug(a,y) = cos(x —y) & Jyg(w,y) = —cos(x —y),

vagyis
0z9(wo,y0) =1 és  9yg(xo,y0) = —1.

Ezért a g fiiggvény (0,0, 0)-beli érintésikjinak egyenlete
z=x—y,

vagyis ha ez azonos z = ax + by-nal, akkor a =1 és b = —1.

12.3. Megoldandé feladatok

Ahogy az eléz6 fejezetekben is, a megoldandé feladatokndl rendszerint nem
adjuk meg kiilon az egyes fiiggvények értelmezési tartomanyat. Ezen azt a
legbévebb halmazt értjiik, ahol az egyes hozzarendeléseket értelmezziik.

Az 1-6. feladatokban szamitsuk ki az egyes parcialis derivéaltakat, ahol
az egyszerliség kedvéért a megfelel6 fiiggvények helyett azok hozzarendelési
szabdlyat adjuk meg!

1. 9ylycos(z —y)]. 2. Oy[sh(z +y)ch(z —y)]. 3. 9, Snlz=2y)

z2y

5. 9, coseyz) 6. 0.[z22 + 7).

4- axﬁa;TyQ. z 1+x—Z .

A 7-10. feladatokban szamitsuk ki a felirt tobbszoros parcialis derivalta-
kat, ahol az egyszeriiség kedvéért a megfeleld fiiggvények helyett azok hozza-
rendelési szabdlyat adjuk meg!

7. Ouzlysin(z—y)]. 8. dyylycos(z—y)]. 9. Dpye®™. 10. Dy [z22+2Le™].
A 11-16. feladatokban hatarozzuk meg az aldbbi hozzarendeléssel értel-

mezett f fliggvények grafikonjat az (zo, yo, f (2o, yo)) pontokban érintd sikok
egyenletét!

11. f(z,y) =1 — 2z + 4y.
(a) (930790) = (_577)3 (b) (fﬂoayo) = (_L?’)v (C) (anyO) = (03,21)
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12. f(z,y) = 2% — 292,

(@) (zo,90) = (1,1), (D) (z0,%0) = (0,0), (¢) (wo,%0) = (=1,1).
13. f(z,y) = ysin(z —y).

(@) (z0,90) = (0,m),  (b) (z0,90) = (m,0), (c) (w0,%0) =(5,%)
14. f(z,y) = ye™?

(a) (wo,%0) = (0,0), (b) (zo,%0) = (0,1), (c) (zo,¥0) = (1,0).

15. f(@.y) = 2
(a) (‘T07y0) = (170)’ (b) (.Z‘o,yo) = (374)’ (C) (x07y0) = (O’ _2)'

16. f(z,y) = Snetsiny,

(a) (9507?}0) = (Ovﬂ-)a (b) (.Io,yo) = (%7 %)7 (C) ($07y0) = (%70)

12.4. Megoldasok

Minden esetben a megfelel6 hozzarendelési szabalyt adjuk meg.

Parcialis derivaltak kiszamitésa:

1. (z,y) — cos(z — y) + ysin(z — y).
2. (z,y) — ch(z + y)ch(z — y) — sh(z + y)sh(z — y).
x cos(z—2y)—2sin(z— 2y)
3. (z,y) = e
4 (z.9) = G
xr 14xz—z)sin(xzz cos(rz
5. (2,y,2) > 20 31+; e
6. (z,y,2) — 2x2 — Z—ge z .

Tobbszoros parcialis derivaltak kiszamitasa:
7. (x,y) — —ysin(x —y). 8. (z,y) — 2sin(x — y) — y cos(z — y).

23

9. (z,y) = e¥(zy+1). 10. (z,y,2) — —e (— + 59” Y4 a? y )
Fiiggvénygrafikonok érintdsikjanak kiszamitasa:

11. (a) z= -2z +4y+1. (b)z=-2x+4y+1. (¢)z=—-2x+4y+1.
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12. (a) z=2x—4y+1. (b)z=0 (¢) z=—2zx—4y + 1.
13. (a) 2 = —mx+7y—7n% (b) z =0. (c) z=Fx—Ty.

14. (a) z = y. (b) z=z+y. (c) z=y.

15. (a) z = 1. (b) z=1Ez— {Zy+2. (c) z = ix.

) & D(f).






13. fejezet

Vektorszamitasi
alapismeretek

13.1. Elméleti 6sszefoglald

Kiilonboz6, parcialis derivaltakbdl szarmaztatott mennyiségeket definidlunk,
amelyeknek a természettudomanyos alkalmazasokban fontos szerepiik van.
Az aldbbiakban az egyszerliség kedvéért az R™-beli vektorokat sorvektorként
jeloljiik.
13.1. Definicié. Legyen f egy vektor-skalar fiiggvény! Ekkor a

Dy ={x € R":01f(x),...,0nf(x) léteznek}

halmazon az

X = (alf(x)782f(x)7 s 7[“)nf(X))
hozzérendeléssel definidlt fliggvényt f gradiensfiggvényének nevezziik.
Jelolése: grad f vagy Vf.
Megjegyzés. V f(x) azonosithaté az f fiiggvény a-beli derivéltjdval, ha az
1étezik.

13.2. Definicié. Adott g vektormez6 esetén jeldlje g1, go, ..., gn ennek ko-
ordinatafiiggvényeit, azaz azokat az vektor-skalar fiiggvényeket, amelyekre

9(x) = (91(x), g2(x), ..., gn(x)). Ekkor a
Dy ={x€R": 01g1(x),...,0ngn(x) léteznek}

halmazon az
x = 0191(X) + O2g2(X) + -+ + Ongn(x)

hozzarendeléssel definidlt fliggvényt g divergenciafiiggvényének nevezziik.
Jelolése: div g vagy V - g.

Megjegyzés. Amennyiben g egy dramléas fluxusanak stiriségét adja meg, akkor
div g azonosithat6 az aramldsban taldlhaté forrdsstirtiséggel. Gyakran forras-
mentes egy aramlédsi mezd; ekkor divergencidja nulla.
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13.3. Definicié. Adott h vektormezd esetén, amelyre D(h), R(h) C R3 je-
16lje hy, ho, hg a h fiiggvény koordindtafiiggvényeit! Ekkor a
Do={x € R3: Oyh3(x), D3ha(x), I3hy(x), O1h3(x), O1ha(x), Doy (x) 1éteznek}
halmazon az

x — (O2h3(x) — O3ha(x), O3h1(x) — O1h3(x), O1ha(x) — O2hi (X))

hozzérendeléssel definidlt fliggvényt h rotdcicfiigguényének nevezziik.
Jelolése: rot h vagy V X h.

Megjegyzés. Az angol irodalomban gyakran a curl h jelolést alkalmazzdk.

13.2. Kidolgozott feladatok

A fent bevezetett mennyiségekre vonatkozé azonossiagokat igazolunk.
1. Igazoljuk, hogy az u vektor-skalar fiiggvényre az
{x € R": 0;;9(x)) léteznek minden ¢, j-re}
halmazon
V- (Vu) = 011u + Oagu + -+ - + Opnu,
teljesiil!
Megoldds. Definicié szerint az egyenlGség bal oldalat elészor a gradiens,
majd a divergencia definicigja alapjan alakitva nyerjiik, hogy
V- (Vu) =V - (01u,dau, ..., 0uu) = &1 (01u) + 02(0ou) + - - - + O (Onu)
ami valéban ugyanaz, mint a feladatban szerepld jobb oldal.
2. Igazoljuk, hogy tetszéleges u vektormezore az
{x € R®: 0;jux(x)) léteznek minden i, j, k-ra}
halmazon
V- (Vxu)=0
teljestil!
Megoldds. Definicié szerint az egyenldség bal oldalat el6szor a rotacio,
majd a divergencia definicidja alapjan alakitva nyerjiik, hogy
V- (V xu)=V-(dug — d3ug, O3u; — Orus, Orus — daur) =
= O1ou3 — O13uz + Oa3uy — O21u3 + J31u2 — O3,

ami a Young-tétel miatt valoban nulla.

A 3-5. feladatokban szamitsuk ki Vu értékét az egyes hozzarendeléssel

megadott u fliggvények esetén!

B.u(z,y) =e V. du(z,y,2) =2 5. u(x,y) = zysin(z — y).

z
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Megolddsok.
3. Mivel

ou(z,y) = 2z Y ¢s Oou(z,y) = —2y67“"2792,
ezért a gradiens definicidja alapjan kapjuk, hogy
Vu(z,y) = (—Qxe_mz_yz, —2ye“”2_y2).

4. Mivel

8xy

4 do
81u(x,y,z) = 7y7 62u($,y72’) = 7 €s 8311/(56‘,:[/72) = 7;

ezért a gradiens definicidja alapjan kapjuk, hogy

ahol a definiciéban emlitett Dy halmaz a kovetkezd: R3 \ R? x {0}.
5. Mivel

Oru(z,y) = ysin(z — y) + zy cos(x — y)
és
Oou(z,y) = xzsin(z — y) — zy cos(z — y),
ezért a gradiens definicidja alapjan kapjuk, hogy
Vu(z,y) = (ysin(x — y) + zy cos(x — y), zsin(x — y) — xy cos(x — y)).

A 6-11. feladatokban szémitsuk ki V - u(z,y,z) értékét a megadott u
fliggvények esetén!
6. u(z,y) = (x +y,z —y). 7. u(z,y) = (sin(xy), sin(zy)).

8. U(I’,y) = (y\/ I2+y2, -z V ‘T2+y2)' 9. ’LL(SC,y,Z) = (I,Z'y,l’yZ)

10. u(z,y,2) = (22 —2%y, 2— 22y, zy2). 11. u(x,y,2) = Vayz.

Megolddasok.
6. A divergencia definicidja alapjan kapjuk, hogy

V- u(z,y) =01z +y|+ hz—y=1—-1=0.
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10.

11.

A divergencia definiciéja alapjan kapjuk, hogy
V- u(z,y) = Oi[sin(zy)] + do[sin(zy)] =
= ycos(zy) + z cos(zy) = (x + y) cos(zy).
Hasonléan kapjuk azt is, hogy

xy xy
V-u(z,y) = 0 2 21 L 9 [— 2 2] _ _ -0,
u(w,y) = iy /a? +y2| + 0~ /a? + y?] 24?2 22+

ahol a definiciéban emlitett Dy halmaz: R? \ (0,0).
Hasonléan kapjuk azt is, hogy

V u(x,y, z) = O1[z] + O2zy] + O3]xyz] = 1+ © + xy.
Hasonléan kapjuk azt is, hogy
V- ula,y, 2) = O1la® — a%y] + Oalz — 20y + Ds[22y2] =
=2z — 2zy — 2z + oy = —2Y.
Az els6 feladat eredménye alapjan

V - (Vzyz) = O112yz + Oxozyz + dzzxyz = 0.

A 12-15. feladatokban szémitsuk ki V x u(z,y, z) értékét a megadott u
fliggvények esetén!

12. f(z,y,2) = (y, 2z, x). 13. f(z,y,2) = (z, 2,y).

14. u(z,y, 2)= (22 —yz,y? —zx, 22 —2y). 15. u(w,y, 2) = (22 —y?, 2 — 22y, 2Y2).
Megolddsok.

12. A rotéacié definicidja alapjan kapjuk, hogy

13.

14.

15.

V X u(z,y,z) = (0ax — 032,03y — O1x, 01y — Ooz) = (—1,—1,—1).

A rotécié definiciéja alapjan kapjuk, hogy

V x u(z,y,z) = (02y — 032, 03¢ — Oy, hx — d22) = (0,0,0).
Hasonléan kapjuk, hogy

V X u(z,y,z) = (32[22 — ay] — Os[y? — zx), 3]x? — yz]—

— 01[2% — 2y],01[y? — zz] — Do — yz}) =
=(—z+z-y+y,—2+2) =(0,0,0).

Hasonléan kapjuk, hogy
V xu(z,y,2) =

= (82[.%'y2]—83[z—2$y]763[562—3/2]—31 [zyz], 01 [z—2xy]—82[x2—y2]) =
= (xz — 1, —yz,0).
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13.3. Megoldandé feladatok

Az 1-4. feladatokban szamitsuk ki az egyes hozzarendelésekkel megadott
f fiiggvények gradiensét a leheté legh6vebb halmazon, ahol az értelmezett!
Adjuk is meg minden esetben a Dy halmazt!

1. f(z,y) = \/@ 2. f(z,y) = zyln(z).
3. [(2,9,7) = aye. 4. f(5,9,2) = 2.

Az 5-10. feladatokban szamitsuk ki az egyes hozzarendelésekkel megadott
f fiiggvények divergencigjat! Adjuk meg minden esetben a Dy halmazt!

5. f(z,y,2) = (1,2, 2). 6. f(z,y,2) = (zsin(x),cos(y), xz).
7. f(.%‘7y) = (%er% 12—7;;42) 8. f(:C,y) _ (ye$2_y27x€12_y2).

2
9. f(z,y,2) = (xy, —zy, 2). 10. f(z,y,2) = (y%, i, 22? +2).
A 11-14. feladatokban szamitsuk ki az egyes hozzarendelésekkel megadott
f fiiggvények rotaciéjat! Adjuk meg minden esetben a Dy halmazt!

11. f(ﬂ%yaz) = (yZ,ZIE,l‘y). 12. f(xvyaz) = (ga %7y2)'
13. f(l'vyaz) = (yz,zm,y) 14. f(l'vyaz) = (%a %7 - %)

Tovabbi feladatok:

15. Igazoljuk, hogy V - (V x u) = 0, ha v minden koordinatafiiggvényének
Osszes masodrendil parcidlis derivéltja létezik!

16. Adjuk meg az u : R — R™ és a v : R — R fiiggvényekre vonatkozo
V - (vu) mennyiség egy ekvivalens alakjat a

Dy = {x € R": Qyu(x), 010(x), ..., Opu(x), Opv(x) léteznek}

halmazon!

13.4. Megoldasok

Gradiensek kiszdmitédsa:

1 (- wet) s D= (0.0),

(a2 +y?
2. f(x,y) = (yIn(x + ),z In(z)), Do =RT x R.
3. f(xayVZ) = (yzvxzvxy)a DO = R2~

4. f(z,y,2) = (yzizm y22fr/z2’ yz%fzz> , Do = R? \ {(070)}‘
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Divergenciak kiszamitasa:

5.1, Dy =R>. 6. x cos(z) +sin(z), Do = R3.
7.0, ha (z,y), Do =R*\ {(0,0)}. 8.0, Dy = R2.
9.y —x+1, Dy =R3. 10. 7, Do =R*\ (R x {0} x R).

Rotéaciok kiszamitasa:
11. (0,0,0), Dy = R3. 12. 2y + %, —%,-1), Dy =R3\ R? x {0}.
13. (1—2,y,0), Do =R3.  14. (1+££,0,-1), Dy =R3\R? x {0}.

Tovabbi feladatok:
15. 01(02u3 — O3uz) + 02(03u1 — O1us) + 03(01ug — Gauy) = 0.
16. (Vv)-u+ oV - u.



14. fejezet

Tobbvaltozoés fiiggvények
szélsoérték-vizsgalata

14.1. Elméleti 6sszefoglalo

Ebben a fejezetben vektor-skalar fiiggvények szélséértékeinek kiszamitasaval
foglalkozunk. Csak olyan fiiggvényeket vizsgalunk, amelyek értelmezési tar-
tomanyuk minden belsé pontjaban kétszer derivalhatok.

14.1. Allitas. Az f vektor-skaldr fiigguénynek olyan x pontokban lehet lokdlis
szélsdértéke, ahol

Of(x)=02f(x)=--=0nf(x)=0
teljesiil, azaz Vf(x) = 0. Az ilyen x pontokat [ kritikus vagy staciondrius
pontjainak nevezzik.
14.2. Allitas. Ha az x kritikus pontban a

Buf(x) aglf(x) N 8n1f(x)

VQf(X) _ 812,]'0(X) 822.]'0()() e 8n2f<X)

Oinf(x) Oonf(x) ... Opnf(x)
un. Hesse-féle mdtrix
o negativ definit, akkor f-nek x-ben szigori lokdlis mazimuma van,
e pozitiv definit, akkor f-nek x-ben szigori lokdlis minimuma van,
o indefinit, akkor f-nek x-ben mem lehet szélséértéke.

Megjegyzések. Elképzelhet az is, hogy V2 f(x) pozitiv vagy negativ szemide-
finit. Csak ebbdl az adatbdl altaldban semmire nem tudunk kovetkeztetni.

A tovébbiakban nem jelezziik, hogy egy szélséérték szigori értelemben is
szélsoérték.

14.2. Kidolgozott feladatok

1. Hatérozzuk meg az f(z,y) = 222 + 3y* + 122 — 6y + 1 hozzarendeléssel
adott fliggvény szélséértékhelyeit és szélséértékeit!
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2.

Megoldds. Tudjuk, hogy

O f(x,y) =4x+12 és 0Oaf(x,y) = 6y — 6.

Vagyis mindkét parcidlis derivaltak pontosan akkor nulla, ha zg = —3
és Yo 1, tehat az egyetlen kritikus pont, ahol széls6érték lehet, az
(zo,90) = (=3,1).

A V2 f métrix meghatdrozasahoz kiszamitjuk még a kovetkezSket:

O f(z,y) =4, Oiaf(x,y) = 021 f(x,y) = 0és Oaaf(x,y) = 6.

Ez azt mutatja, hogy a V2f métrix minden (z,y) pontban a kivetkezd
alaku:

4 0
0 6

Ezen matrix diagondlis, igy sajatértékei a diagondlisban levd elemek: 4
és 6. Vagyis az (z,y) = (—3,1) kritikus pontban (is) V2 f pozitiv definit,
igy a vizsgdlt f fiiggvénynek itt lokalis minimuma van, a minimum értéke
pedig f(-3,1) = —20.

\
W

-5 _g -4
14.1. dbra. Az f(z,y) = 22 + 3y* + 122 — 6y + 1 hozzdrendeléssel
adott fliggvény grafikonja

_a® Y

Hatarozzuk meg az f(r,y) = —%5 L~ + & + y hozzarendeléssel adott
fliggvény szélséértékhelyeit és szélsdértékeit!
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Megoldds. Tudjuk, hogy
61f(1',y):*x2+1 és an(IE,y):*y+1

Vagyis abbdl a feltételbdl, hogy a parcialis derivaltak nullak, azt kapjuk
(a mésodik egyenlet alapjan), hogy y = 1, és az els6 egyenlet szerint
x = 1vagy x = —1. Azaz a kritikus pontok: (x1,31) = (1,1) és (x2,y2) =
(—1,1). Ezeken a helyeken lehet szélséértéke f-nek.

A V2 f métrix meghatdrozasahoz kiszamitjuk még a kovetkezdket:

O f(z,y) = =2z, O1af(x,y) = 001 f(x,y) =0 és Ooaf(x,y) =—1.

Ez azt mutatja, hogy a V2 f métrix az (x,y) pontban a kivetkezd alaki:

V2 f(x,y) = (‘3“”” _01) ,

tehat a kritikus pontokban

VQf(—l,l):<(2) _01> & V2f(1,1):<_02 _01>

e Az elsé esetben, mivel a métrix diagondlis, kozvetleniil kapjuk, hogy a
sajatértékek 2 és —1, ezért a matrix indefinit, tehdt (—1, 1)-ben nincs
szélsoérték.

e A maésodik esetben hasonléan kapjuk, hogy a sajatértékek —2 és —1,
tehdt (1,1) lokalis maximumbely. Itt f(1,1) = .

3. Hatdrozzuk meg az f(z,y) = —22° +y? + 62y + 3 hozzarendeléssel adott
fliggvény széls6értékhelyeit és szélséértékeit!

Megoldds. Tudjuk, hogy
OLf(x,y) = =622 +6y és Oaf(x,y) = 2y + 6.

Vagyis az a feltétel, hogy a parcialis derivaltak nullak, a kovetkezo egyen-
letrendszerhez vezet:

0 = —622 + 6y,
0 =2y + 6.

Ennek megolddsédhoz az els6 egyenletbdl kapott y = x2 feltételt helyet-
tesitjiik be a masodik egyenletbe:

0 = 22% + 62 = 2x(x + 3),

azaz a kritikus pontok: (z1,y1) = (0,0) és (z2,y2) = (—3,9). Ezeken a
helyeken lehet szélséértéke f-nek.
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14.2. dbra. Az f(x,y) = f"’”—; - % + x + y hozzarendeléssel adott fiiggvény

grafikonja néhdny szintvonallal és a (—1,1) és az (1, 1) kritikus pontokban
felvett értékekkel

A V2 f métrix meghatdrozasahoz kiszdmitjuk még a kovetkezSket:

811f(x,y) = —12x, 312f($»y) = 321f($ay) =6 ¢és 5'22f($,y) =2.

Ez azt mutatja, hogy a V2f métrix az (z,y) pontban a kovetkez6 alaki:
2 o —12x 6
tehat a kritikus pontokban
9 _ (0 6 , 200 _ (36 6
Vf(O,O)—<6 9] & Vf(=3,9) = 6 2/

e Az els6 esetben a sajatértékeket a
0=—-A2-))—36=\%—2\—36
egyenlet megoldasaiként kapjuk, azaz

2+ v4+144

Al = 5

amelyek koziil az egyik pozitiv, a masik pedig negativ. Igy a (0,0)
kritikus pontban f-nek nem lehet szélséértéke.
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e A masodik esetben a sajatértékeket a
0=(36—-X)(2—)\) —36=\%—38\+36
egyenlet megoldasaiként kapjuk, azaz

38+ 382 144

A12 5
amelyek mindketten pozitivak. Igy a (—3,9) kritikus pontban f-nek
minimuma van, f minimdlis értéke pedig (—3,9) = —24.
500
300
100
-100|
10
0
-10 4 2

14.3. dbra. Az f(x,y) = —223 +y? + 62y + 3 hozzarendeléssel adott fiiggvény
grafikonja néhany szintvonallal és a kritikus pontok vetiileteivel

4. Hatdrozzuk meg az R? \ {0} x R halmazon értelmezett f(x,y) =
(x =1y + % hozzérendeléssel adott fiiggvény szélséértékhelyeit és szél-
sOértékeit!

Megoldds. Tudjuk, hogy

1
81f($,y)=y—; és Oof(z,y)=ax—1.

Vagyis az a feltétel, hogy a parcidlis derivdltak nullék, azt adja (a mdso-
dik egyenl6ség alapjdn), hogy « = 1, valamint az els6 egyenletbdl y = 1
adédik. Tehét az egyetlen kritikus pont: (1,1). Ezen a helyen lehet szél-
s6értéke f-nek.

A V2 f métrix meghatdrozdsahoz kiszamitjuk még a kovetkezdket:

311f($7y) = %7 312f($7y) = anf(zyy) =1 és 322f(1”7y) =0.
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Ez azt mutatja, hogy a V2 f métrix az (x,y) pontban a kivetkezd alaki:

V2 f(z,y) = (””23 1)
b 1 O )

tehat a kritikus pontban

V2f(1,1) = G (1)) .

Vagyis a megfelel6 sajatértékeket a
0=-A2-N)—-1=X-2\-1

egyenlet megoldasaiként kapjuk, azaz

2++v4+4
)‘1’2:#’

amelyek koziil az egyik pozitiv, a masik pedig negativ. Igy az (1,1) kri-
tikus pontban f-nek nem lehet szélséértéke.

12+

\

1o 05 1 15 2 25 3

14.4. dbra. Az f(z,y) = (z — Dy + % hozzarendeléssel adott fiiggvény
grafikonja

5. Hatédrozzuk meg az f(x,y) = (2 — y?)e~® hozzdrendeléssel adott fiigg-
vény szélséértékhelyeit és szélséértékeit!
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Megoldds. Tudjuk, hogy
nf(zy) = Qe —a"+y*)e™® & Oaf(r,y) = —2ye".

Vagyis az a feltétel, hogy a parcidlis derivdltak nullék, azt adja (a maso-
dik egyenl6ség alapjan), hogy y = 0, valamint az els6 egyenletbél ekkor
x1 = 0,29 = 2 adédik. Tehdt a kritikus pontok: (0,0) és (2,0) Ezeken a
helyeken lehet szélséértéke f-nek.

A V2 f métrix meghatdrozasahoz kiszdmitjuk még a kovetkezSket:

onfz,y) = (-2 +2* —y* +2—2z)e ",
Oaf(x,y) = Oar f(x,y) =2ye™™ és Onf(x,y) = —2e "

Ez azt mutatja, hogy a V2f métrix az (z,y) pontban a kovetkezd alaki:

2 2 —T —x
2 (& —y*+2—4x)e 2ye
V f(xvy) - ( 2y€71 72671’ )

tehédt az (zg, yo) = (0,0) kritikus pontban

V2£(0,0) = €° - (g _02) .

Vagyis a megfelel sajatértékek 2 és —2, tehat ebben a kritikus pontban
nincs szélséérték. Hasonldan, az (xg, yo) = (2,0) kritikus pontban

V2(2,0) = e 2. (‘02 _02> .

Vagyis a megfelel6 sajatértékek —2 és —2, tehat ebben a kritikus pontban
lokalis maximum van, amelynek értéke f(2,0) = de™2.

6. Hatdrozzuk meg az f(z,y) = 3 — 122 + y3 + 3y? — 9y hozzarendeléssel
adott fliggvény szélséértékhelyeit és szélséértékeit!

Megoldds. Tudjuk, hogy
orf(z,y) =322 =12 és Oof(z,y) = 3y> + 6y — 9.

Vagyis az a feltétel, hogy a parcidlis derivaltak nulldk, azt adja (az el-
s6 egyenl6ség alapjdn), hogy x1 = 2 és xo = —2, valamint a mdsodik
egyenletbdl mindkét esetben y; = 1 és yo = —3 adddik. Tehat a kriti-
kus pontok: (2,1),(2,-3),(—=2,1) és (—2,—3). Ezeken a helyeken lehet
szélsoértéke f-nek.

A V2 f métrix meghatdrozasahoz kiszdmitjuk még a kovetkezSket:

O f(z,y) =6z, Owiaf(x,y) =0anf(x,y) =0 é Oanf(x,y) = 6y+6.
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14.5. dbra. Az f(z,y) = (22 — y?)e™® hozzarendeléssel adott fiiggvény
grafikonja a (2,0) helyen felvett maximummal

Ez azt mutatja, hogy a V2 f métrix az (x,y) pontban a kivetkezd alakii:

6z 0
v = o)

tehat a kritikus pontokban (a fenti sorrendben) V2 f értéke a kivetkezd

lesz:
12 0 12 0 -12 0 —-12 0
0o 12)7\0 -12)’ 0 12 0 -12 /"

Vagyis a megfelel6 sajatértékek a f6atloban levé szdmok, ezért a (2,1)
pontban f-nek lokélis minimuma van és f(2,1) = —21, tovdbbd a (-2, —3)
pontban f-nek lokdlis maximuma van és f(2,1) = 43. A mdsik két kri-
tikus pontban a V2 f méatrix indefinit, emiatt ott nem lehet szélséértéke
az f fliggvénynek.

7. Hatérozzuk meg az f(z,y) = ¥ —z—y hozzérendeléssel adott fiiggvény
szélséértékhelyeit és szélséértékeit!

Megoldds. Tudjuk, hogy

61f($,y) = e$+y —1 és 82f($,y) — ea:+y —1.
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Vagyis az a feltétel, hogy a parcidlis derivaltak nulldk, azt adja, hogy
z +y = 0. Igy az egyenletnek végtelen sok kritikus pontja van, hiszen
minden (z, —z) alaki pont az lesz.

A V2 f métrix meghatdrozasahoz kiszamitjuk még a kovetkezSket:

811f($,y) = e$+y 812f($7y) = a21f(x7y) = ew+y és 822f(x7y) = ew—&-y.
Ez azt mutatja, hogy a V2 f matrix az (z,y) pontban a kovetkezé alaki:

eTTY Tty
V2f(a:, y) = <ew+y ew-i—y)

Mivel ennek a métrixnak mindig van nulla sajatértéke, nem tudjuk a
fenti médszerrel eldonteni, hogy milyen esetben lesz szélsGértéke.

Megjegyzés. Méas moddszerrel ez a kérdés eldontheto. Vezessiik be a z =
T + y mennyiséget, és vegyiik észre, hogy f értéke csak ettdl fiigg, az-
az elegendd a szélséérték-vizsgdlathoz a z — g(z) = e* — z fiiggvény
széls6értékhelyeit és szélsértékeit meghatarozni.

Egyszerii szamoldssal kapjuk, hogy ¢'(z) = e* — 1, azaz z = 0-ban lehet
széls6érték, és itt ¢'(0) = e = 1, tehdt g-nek minimuma van.

Tehat z+vy = 0 esetén mindenhol lokalis minimum lesz, ami nem szigoru
lokalis minimum.

L

22572
77
7

05577

7
7
7

Z
7
v

14.6. dbra. Az f(z,y) = €*T¥ — x — y hozzdrendeléssel adott fiiggvény
grafikonja néhény szintvonallal
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14.3. Megoldandé feladatok

Az 1-12. feladatok mindegyikében hatdrozzuk meg az ottani hozzdrendeléssel
adott f fliggvény szélséértékhelyeit és szélstértékeit!

1. f(z,y) =42% + 59> + 60 —y — 8. 2. f(z,y) = y* + 42? + 2ay.

3. f(a,y) = we” +97. 4. flz,y) =e"V +aty.

5. f(z,y) = —a® — 322 — 2y%. 6. f(x,y) = 3z — 2® — 22

7. flz,y) =y' — 2t —day. 8. f(z,y) = (22 +y2)e V.

9. f(z,y) = 22" — dwy +y*. 10. f(z,y) = 2zy\/1 — 422 — 12
f(z,y) =223 +y3 — 62 — 12y. flz,y) = zyIn (22 + y?).

A tovébbi feladatokban illeszkedést vizsgalunk; mégpedig azt mondjuk,
hogy az {(x;,v:),i = 1,2,...,N} C R? ponthalmaz g valés fiiggvény grafi-
konjatol vett négyzetes eltérése az

(1 — 9(x1))* + (y2 — g(22))> + - + (yn — g(zn))”

0sszeg.

13. Adjuk meg annak az origdn atmené egyenesnek az egyenletét, amelytél a
{(ws,9:),i =1,2,..., N} C R? ponthalmaz négyzetes eltérése minimélis!
Feltessziik, hogy a ponthalmazban van olyan pont, amelyre x; # 0.

14. Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelytdl a {(x;,y;),1 =
1,2,...,N} C R? ponthalmaz négyzetes eltérése minimélis! Feltessziik,
hogy a ponthalmazban van olyan pont, amelyre x; # 0.

14.4. Megoldasok
1 ) _ 103

(=3, 15)-ban lokélis minimuma van, f(—32, {5 16 -

A (0,0) pontban lokélis minimuma van, f(0,0) = 0.

A (—1,0) pontban lokélis minimuma van, f(—1,0) = —=

Nincs szélséérték (kritikus pont sem).

A (0,0) pontban lokélis maximuma van, f(0,0) = 0; (—2,0) kritikus
pont, ott nincs szélséérték.

6. Az (1,0) pontban lokélis maximuma van, f(1,0) = 2; (—1,0) kritikus
pont, ott nincs szélséérték.

A

7. (0,0) az egyetlen kritikus pont, ott nincs szélséérték.

8. A (0,0) pontban lokélis minimuma van, f(0,0) = 0.
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10.

11.

12.

13.
14.

Az (1,1) és a (—1,—1) pontokban lokdlis minimuma van, f(1,1) =

A <*ﬁv ,L) és az (2%/? %) pontokban maximuma van,

f(zf f) (zf }) T

A (—ﬁ7 i) és az (ﬁ, —%) pontokban minimuma van,

T T . R

2v3'v3) “\2v3 V3] 3V3
Megjegyezziik, hogy a kritikus pontokat az {(x, y) s da? +y? < 1} hal-
mazon kell keresni.

Az (1,2) pontban lokdlis minimuma, a (—1, —2) pontban pedig lokalis
maximuma van, f(1,2) = —20és f(—1,—-2) = 20.

126) pontokban lokalis minimuma van,

1 1) 4 1
A(—@,—m>es(@,

a (— 1 1 ) és ( L 16) pontokban lokalis maximuma van,

T1Yi1+-+TNYN
T+t

f < 1 1 )

V2e \/2e
A kapott egyenes egyenlete y = ax, ahol a =
A kapott egyenes egyenlete y = ax + b, ahol a paraméterek megaddsahoz

az T = w ésay= w jeloléseket haszndljuk. Ezekkel

(x1—=Z)y1 —9) + -+ (en —Z)(yny — 7)

b= (1 —Z)2+ -+ (zny — T)?

)

tovabba a = § — bx.






15. fejezet

GoOrbék és nevezetes
mennyiségeik

15.1. Elméleti 6sszefoglalo

Ebben a fejezetben vektor értékii fiiggvényekkel és az ezekkel kapcsolatos
nevezetes mennyiségekkel foglalkozunk.

15.1. Definicié. Legyen [a,b] C R egy valds intervallum. Ekkor a folytonos
v : [a,b] = R™ fiiggvényt gorbének nevezziik.

Megjegyzések. Gyakran azonositjak a gorbét ezen v fliggvény értékkészletével,
amely akkor jogos, ha kikstjiik, hogy v injektiv az (a,b) intervallumon.

Az [a,b] intervallumrdl vett véltozdt t-vel, a szerinte vett derivéltat pedig
ponttal fogjuk jelolni. Ez arra is utal, hogy a gyakorlatban egy megfigyelt
mozgd pont palydja éppen egy gorbe értékkészlete.

Hasznéljuk a v(t) = (y1(t),y2(t), - .., (t)) jelolést is, amely a t idépont-
ban a y(t) egyes koordindtdit adja meg.

15.2. Definicié. Legyen ~ : [a,b] — R™ egy gorbe, amelynek derivéiltja
létezik és folytonos az (a,b) intervallumon!

e Tegyiik fel még, hogy valamilyen t € (a,b) esetén ¥(t) # 0 teljesiil! Ekkor

a §(t) vektort a «y gorbe t-ben vett érint6jének nevezziik, azaz a y gorbét
a y(t) pontban (vagy a t helyen) érintd egységuektor a
y(t)

3 (0]
formulaval adhaté meg.
o A ~ gorbe vy(t1) és v(t2) pontok kozé esd szakaszdnak hosszdt az
ta
[
t1
integrallal definialjuk.

e — Han = 2, azaz sikbeli gérbérol van szd, akkor a v gorbe t helyen
(vagy «(t) pontban) vett gorbiiletét azokban a t € (a,b) pontokban,

175
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ahol 4(¢t) # 0, a
1 ()2 (t) — F2(O)F1 ()]
[y ()3

hényadossal definidljuk.

— Han =3, azaz a 3 dimenzids térben haladé gorbérdl van szé, akkor
a v gorbe t-ben vett girbiiletét azokban a t € (a,b) pontokban, ahol
~(t) 1étezik, tovdbbd 4(t) # 0, a

[9(t) x 5(t)]
(@)
hanyadossal definialjuk.

e Ha n = 3, azaz a 3 dimenzids térben halad6 gorbérdl van szo, akkor a
7 gorbe t-ben vett torzidjat azokban a t € (a,b) pontokban, ahol 7 (t)
létezik, tovabba 4(t) x 5(t) # 0, a

(Y(t) x 4(t)) - V()
[(8) x A(8)[?

hényadossal definialjuk.

Megjegyzések. A gorbe ~y(t1) és y(t2) kozti hosszénak szemléletes jelentése
a gorbével leirt egyenlet szerint mozgd pont altal t; és to idépontok kozt
megtett Ut hossza.
A gorbiilet szemléletes jelentése az irdnyvaltozas sebessége a gorbe mentén.
A torzi6 pedig azon vektor forgasanak sebességét adja meg, amely az érin-
tévektorra és az egység hosszisagu érintévektor derivaltjabdl kapott vektorra
is meroleges.

15.2. Kidolgozott feladatok
1. Rajzoljuk fel a v : [0,27] — R? ~(t) = (cos(t),sin(t)) hozzarendeléssel
megadott gorbe grafikonjat!

(a) Szamitsuk ki a fenti gorbe érinté egységvektorat a y(§) és a ()
pontokban!

(b) Szémitsuk ki a fenti gorbe hosszét a v(0) és a y(7) pontok kozott!

(c) Szémitsuk ki a fenti gorbe gorbiiletét minden ¢ esetén!

(d) Szamitsuk ki a fenti gorbe torziéjat minden ¢ esetén!

Megoldds.
(a) Tudjuk, hogy

A(t) = O(cos(t),sin(t)) = (—sin(t), cos(t)),
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tovabbd ebbdl

[5(¢)] = |(—sin(t), cos(t))| = \/sin2(t) + cos?(t) =1,

tehat tetszbleges t € [0, 7] helyen vett érintd egységvektor
(—sin(t), cos(t)). Specidlisan 4(F) = (—g, g) és 4(m) = (0,—1).
(b) A definiciéban levé képletbe helyettesitve kapjuk, hogy a vizsgalt

gorbe v(0) és () kozti hossza a kivetkezd:

/|~'y(t)|dt:/1dt=7r.
0 0

(c) A gorbiilet definiciéjdban levé képletbe helyettesitve és a |§(t)| = 1
egyenléséget felhasznalva

[ (D)F2(t) = F2(8)F1(2)]
(@)

= |—sin(t)-(— sin(t))—cos(t)-(— cos(t))| = 1.

15.1. dbra. Az 1. feladatban adott v gorbe grafikonja és egy-egy érint&vektora
a v (%) és a y(r) pontokban

2. Rajzoljuk fel a v : [0,47] — R?, () = (e’ cos(t), e’ sin(t)) hozzarende-
léssel megadott gorbe grafikonjat!

(a) Szamitsuk ki a fenti gorbe érinté egységvektorat a T és a I pon-

4
tokban!
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(b) Szédmitsuk ki a fenti gorbe hosszét!
(¢c) Szémitsuk ki a fenti gorbe gorbiiletét minden ¢ esetén!

Megoldds.
(a) Tudjuk, hogy
() =0, (e’ cos(t), €' sin(t)) = (e’ (cos(t) —sin(t)), €' (sin(t) + cos(t))),

tovabba ebbdl

S = /e (2sin(¢) + 2cos?(1)) = €'V,

tehdt a t helyen vett érint6 egységvektor % - (cos(t) —sin(t), sin(t) +
cos(t)). Azaz

eat= % helyen az érint6 egységvektor (0,1),
e at = 4 helyen az érinté egységvektor (%, — \}5)

(b) A definiciéban levs képletbe helyettesitve kapjuk, hogy a vizsgilt
gorbe hossza a kovetkezo:

4m 4
[rtnar= [ vaetar=vae -,
0 0

(c) A gorbiilet definicidjaban levd képletbe helyettesitve, valamint a
H(t) = (—e'(sin(t) + cos(t)), e’ (cos(t) — sin(t)))

és a |y(t)| = v2e egyenléségeket felhasznalva

|41 () F2(t) — A2 ()51 ()]

(@)
_ et (cos(t) —sin(t)) - e’ (cos(t) —sin(t)) —e' (sin(t) +cos(t)) - e (— cos(t) —sin(t))| _
V/8edt
. 2¢% 1
T VBt Vaet

3. Jeldlje v a v : [0,2] — R2,~4(t) = (£,2 chi) hozzdrendeléssel megadott
gorbét!
(a) Szdmitsuk ki a fenti gérbe érinté egységvektorat az 1 helyen!
(b) Szamitsuk ki a fenti gorbe hosszat!
(¢) Szédmitsuk ki a fenti gorbe gorbiiletét minden ¢ esetén!



15.2. KIDOLGOZOTT FELADATOK 179

x 10

-0.5 0 015 l 115 2 215 3

x 10°
15.2. dbra. A 2. feladatban adott v gorbe grafikonja és egy érintévektora
ary (%’T) pontban

Megoldds.
(a) Tudjuk, hogy

it) = 0y (“%h (D) B (LSh (D) ’

tovabba ebbdl
t t
() =4 /14+sh® (=) =ch (=
o= 1 (5 ) =en (5)

, o , 1 t
tehat a t helyen vett érinté egységvektor <ch(g)’ th (2)> .

(b) A definiciéban levs képletbe helyettesitve kapjuk, hogy a vizsgdlt
gbrbe hossza a kovetkezo:

2

[ fada- [rn(})] -2am-c- L
0 0

(¢) A gorbiilet definicidjaban levd képletbe helyettesitve, és a |¥(t)| =

ch (%), valamint a
1 t
ooy Tan(t
3(t) (0,2c <2)>
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egyenléséget felhasznalva kapjuk, hogy

Fa@Fin) — @@l |sehg] 1 1
MOIK ch®(4)  2ch*(4) 1+ch(t)

2.67

2.2f

18

15.3. abra. A 3. feladatban adott v gorbe grafikonja és egy érintévektora
a y(1) pontban

4. Legyen f : [t1,t2] — R olyan folytonos fiiggvény, amely (¢1, t2)-ben két-
szer derivalhaté! Adjuk meg a grafikonjat egy gorbeként, és irjunk fel
képletet a grafikon hosszanak, valamint gorbiiletének kiszamitasara!

Megoldds. Tudjuk, hogy a grafikon a (¢, f(t)) alaki pontok halmaza,
vagyis az megadhaté mint a v : [t1,t2] — R2 y(t) = (¢, f(t)) gorbe

értékkészlete.

Ekkor |¥(¢)| = |(1, f/(t))| = /1 + [f'(t)]?, tehét a grafikon hossza
ta
[ ViErr .
t1

Mivel 5(t) = (0, f"(t)), a grafikon gorbiilete a (¢, f(t)) pontban
11" (@®)] 11" (@®)]

AOF A Por

5. Hatérozzuk meg az f(t) = ch(t) hozzdrendeléssel megadott fiiggvény
grafikonjénak hosszat az (—In(6),3 + 5) és az (In(6),3 + ) pontok
kozott! Adjuk meg a gorbiiletet is a (0, 1) pontban!
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Megoldds. Itt a (t1,t2) intervallumnak (—In(6),1n(6)) felel meg. A grafi-
kon hosszara vonatkozé képlet szerint

In(6) In(6) In(6)

/\/Wdt:/ 14 sh?(t)dt = / cht dt =

—In(6) —In(6) —In(6)

= sh(In(6)) — sh(—In(6)) = 6 — é

A fenti képlet szerint a grafikon gorbiilete a (0,1) pontban

SOl o)
1+[f'(0)]23 ch(0)3

6. Hatérozzuk meg az osszes olyan kétszer derivalhaté f : [t1,t2] — R
fliggvényt, amely grafikonjanak gorbiilete nulla!

Megoldds. Mivel a gorbiilet a (¢, f(t)) helyen a fenti képlet szerint
M, ez pontosan akkor nulla minden ¢ € (t1,t2) esetén, ha

VI+H®))?

f"(t) = 0. Vagyis ekkor f’ konstans, tehdt f(t) = at + b alaki vala-
milyen a és b konstansokkal.

7. Legyen f : [t1,t2] — [s1,s2] derivdlhaté szigorian monoton névo
fliggvény! Igazoljuk, hogy f grafikonjanak hossza ugyanannyi, mint az
f71:[s1,82] = [t1,t2] inverz fiiggvény grafikonjanak hosszal

Megoldds. Tudjuk, hogy a grafikon hossza
to
[ViTTFera
t1

tovabba felhasznaljuk az (f~1)(f(t)) = f%(t) azonossigot. Mivel f szi-
gordan monoton nové, az s = f(t) 4j valtozé bevezetésével az inverz
fliggvény grafikonjanak hosszara azt kapjuk, hogy

f(t2) to
/ VIFI) (5P ds = / VITTY GRS (1) d =

f(t) 1

:]me’(t)dtz/tzmdt,

ahogy azt igazolni akartuk.
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8.

Fejezziik ki az el6z6 feladatban szerepld f! fiiggvény gorbiiletét f gor-
biiletének segitségével!
Megoldds. Tudjuk, h orbiilete t-ben —L WL
egoldds. Tudjuk, hogy f gorbiilete t-ben T TIOTE
A fenti (71 (f(t)) = f%(t) azonossdag mindkét oldaldt derivdlva akkor

—1\n gl — L
(SO W) =~ IO
Tehdt f~1 gorbiilete f(t)-ben
el w0 i)
VITFTTOR 2 IR Por

@
ami azonos az f fiiggvény t-beli gorbiiletével.

Rajzoljuk fel a v : [0,67] — R2,~(¢) = (cos(t),sin(t), t) hozzarendeléssel
megadott gorbe grafikonjat!

(a) Szamitsuk ki a fenti gorbe érint6 egységvektorat a vy(m) és a y(4)
pontokban!

(b) Szamitsuk ki a fenti gorbe hosszat!

(¢) Szamitsuk ki a fenti gorbe gorbiiletét minden ¢ esetén!

(d) Szamitsuk ki a fenti gorbe torzi6jat minden ¢ esetén!

Megoldds.
(a) Tudjuk, hogy

A(t) = Or(cos(t),sin(t), t) = (—sin(t), cos(t), 1),

tovabbd ebbdl

(D) = (= sin(t), cos(t), 1)] = \/sin?(t) + cos(t) + 1 = V2,
tehét a ¢ helyen vett érinté egységvektor %(f sin(t), cos(t), 1).
(b) A definiciéban levé képletbe helyettesitve kapjuk, hogy a vizsgalt
gorbe hossza a kovetkezo:

6m

/ ()] dt = 7\f2dt = 6v/2m.

0
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(¢) Tudjuk, hogy
A(t) = (= cos(t), — sin(t), 0),

valamint

4(t) x 4(t) = (0 + sin(t), — cos(t) + 0, sin’(t) 4 cos?(t)).
A gorbiilet definicigjaban levé képletbe helyettesitve, és ezt, valamint
a [5(t)] = V2 egyenléséget felhasznalva a keresett mennyiség

[5(t) x 3] _ [(sin(t), —cos(t),1)] _ v2 1

FOR NG V)
(d) A torzié kiszdmitdsara felirt képletbél, valamint a (c) részben felirt
mennyiségek segitségével azt kapjuk, hogy a v gorbe t-beli torzidja

(3(t) x 5(t)) - ¥ (t)  (sin(t), —cos(t),1) - (sin(t), — cos(t),0) 1

FO <3O V22 >

15.4. abra. A 9. feladatban adott v gorbe grafikonja és egy érintévektora
a y(m) pontban

10. Rajzoljuk fel a v : [0,47] — R% ~y(t) = (et cos(t), e~ sin(t), v/2t) hoz-
zarendeléssel megadott gorbe grafikonjat!
(a) Szamitsuk ki a fenti gorbe érinté egységvektordt a v (3) és a vy (2F)
pontokban!
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(b) Szémitsuk ki a fenti gorbe hosszét!
(¢c) Szémitsuk ki a fenti gorbe gorbiiletét minden ¢ esetén!
(d) Szamitsuk ki a fenti gorbe torziéjat minden ¢ esetén!

Megoldds.
(a) Tudjuk, hogy
A(t) = 0y (e~ cos(t), et sin(t), V2t)
= (e7*(—sin(t) — cos(t)), e~ (—sin(t) 4 cos(t)), V2),
tovabba ebbdl
[5(t)] = /e~2t((—sin(t) — cos(t))2 4 (—sin(t) + cos(t))2) + 2 =
_ e
tehat a t helyen vett érinté egységvektor
1
V2e=2t 42

Kiszamitjuk még a tobbi derivéltat is:

(e*(—sin(t) — cos(t)), e~ *(—sin(t) + cos(t)), \@)

A(t) = (e_t(sin(t) + cos(t) — cos(t) + sin(t)),
e~ (sin(t) — cos(t) — cos(t) — sin(t))70) =
= (2 "sin(t), —2e " cos(t),0),
tovabbd
Y (t) = (2¢ *sin(t), —2e " cos(t),0) =
= (2e7"(cos(t) — sin(t)), 2e " (sin(t) + cos(t)),0).

(b) A definiciéban levs képletbe helyettesitve kapjuk, hogy a vizsgilt
gorbe hossza a kovetkezo:

4 4
/|7(t)|dt:/\/26*2t+2dt.
0 0

Ennek kiszamitasat tobb 1épésben végezziik.
— Elészor az e~ = sh(z) helyettesitést alkalmazzuk, ahol chz =

1+ sh?(z) = VI + e~2, tovabba —e~t dt = ch(x) dx, azaz

ch(x)

_ ot _
dt = —e’ch(x) dx sh(z)

dz,
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— majd felhasznaljuk, hogy [ % =1ln izﬁgg

$)> do =

A helyettesitést hasznélva tehat

/\/Wdt:/\/m.(_

:_f/chQ f/1+sh2 _
[ aw
B 1 + ch(z) B
- f<1 T ) " ))‘
1 V1 2t
R C] B e i)
1 —V1i+e~
vagyis
4m
/ 2t
/\/2e—2t+ 2dt = 71 hviter™ =+ V1te =
1—+V14e2 0
1. 1+y1+e 87 1. 1++2
= V2 [ ZIh 4+ /14e 8" — —1 -V2).
2 1 Vie o ¢ 2 nl—\/§
(c) A gorbiilet kiszdmitdsdhoz el6szor az aldbbi mennyiségat adjuk meg:
Y(t) x (t) =
= (e *(—sin(t) — cos(t))7 et (—sin(t) + cos(t)), \/5) X
x (2e~"sin(t), —2e~" cos(t),0) =

_ (zfe—tcos(t) Q\fe sin(t),

2e 2 (cos?(t) + sin(t) cos(t) + sin®(t) — sin(t) cos(t))) -
(2\[e_tc05(t) 2v/2e " sin(t), 2e7%) =
=2e” (\/icos(t) V2sin(t), e -,

vagyis

[5(t) x ¥(¢)| = Qe_t\/2 cos?(t) + 2sin?(t) + e=2t = 2e7t\/2 + 21,
A gorbiilet definiciéjaban levé képletbe helyettesitve, és ezt, valamint
a |¥(t)| = v2e~2t + 2 egyenldséget felhaszndlva a keresett mennyiség

[5(6) < 5()] _ 2e7VEF e

(@) V2e=20 42
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(d) A torzié kiszémitdsédra felirt képletbdl, valamint a (c) részben felirt
mennyiségek segitségével azt kapjuk, hogy a v gorbe t-beli torzidja

() x 5() - T (1) _
19(8) x 5 (8)[?
_ 2¢7 (V2 cos(t), v2sin(t),e™) - (2¢ 7 (cos(t) — sin(t)), 2¢ " (sin(t) 4 cos(t)), 0)
de=2t(2 + e~2t)
V2 cos(t)(cos(t) — sin(t)) + /2 sin(t)(sin(t) + cos(t)) _ V2
2+ e 2 2t e 2t

15.5. dbra. A 10. feladatban adott v goérbe grafikonja és egy érintévektora
ary (g) pontban

11. Adott 7 : [t1,t2] — R™ és s € R™ esetén a , : [t1,t2] — R™-nel jelslt
vs(t) = s+ (t) hozzarendeléssel definidlt gorbét v eltoltjanak nevezziik.
Igazoljuk, hogy ennek hossza ugyanaz, mint v hosszal

Megoldds. Mivel 44 =% és 45 = 7, ezért

t2 t2
/ ()] dt = / (0] dt,
t1 t1

tehat a két gorbe hossza valéban ugyanannyi.
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15.3. Megoldandé feladatok

Az 1-10. feladatokban hatarozzuk meg az adott gorbék érinté egységvektorat
minden lehetséges pontban, a gorbék ivhosszat, gorbiiletiiket és 3 dimenzids
esetben a torzidt is!

1.

2.

© ® 3 o oo

10.

12.

13.

v :0,4] = R2, y(t) = (1 —t,1+1).
v 1 [0,47] — R2, y(t) = (cos(2t),sin(2t)).
v :[0,87] = R?, ~(t) =
(

v :]0,27] — R%, ~(t) =

~
v [1,3] = R3 () = (¢,2 — ¢, 1+ 2t).

v :[0,37] — R3, y(t) = (—sin(2t), cos(2t), 2t).
7+ [0,In(4)] = R?, ~(t) = (sh(t), ch(t), ).

A v :[0,In(2)] = R3, y(t) = (e’ cos(t), e’ sin(t), t) gérbe esetén csak az
ivhosszét és a torzidjat szamoljuk kil

Adott v : [t1,t2] — R™ és ¢ € R esetén a 7, : [t1,t2] — R™-nel jelslt
és v.(t) = cy(t) hozzarendeléssel definidlt gorbe esetén szdmitsuk ki ..
hosszat és gorbiiletét v hasonlé mennyiségeinek fiiggvényében!

A 11-13. feladatokban R2-beli fiiggvénygrafikonok tulajdonsigait vizsgal-
juk.

11.

Hatérozzuk meg az f(z) = 22 + 1 hozzarendeléssel adott fiiggvény gra-
fikonjénak hosszat a (0,0) és (1,2) pontok kozott!
Hatérozzuk meg az f(x) = In(cos(z)) hozzdrendeléssel adott fiiggvény

grafikonjanak hosszét a (0,0) és (7, —lng)) pontok kozott!

Hatédrozzuk meg az f(t) = arch(¢) hozzdrendeléssel megadott fiiggvény
grafikonjdnak hosszat az (1,0) és a (3,arch(3)) pontok kozétt! Adjuk
meg a gorbiiletet is minden pontban!

15.4. Megoldasok

1.
2.
3.

Ivhossz: 4\/5, gorbiilet: 0.
Ivhossz: 8w, gorbiilet: 1.

f . 87 S hilat. 2 o—t
Ivhossz: V/5(e®™ — 1), gorbiilet: e
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10.
11.

12.
13.

Ivhossz:

. Ivhossz:

Ivhossz:

Ivhossz:

Ivhossz:

Ivhossz:

44/2 , gorbiilet: 0.

5v5—1 R . 1
22—, gorbiilet: T

21/6, gorbiilet: 0, torzié: 0.
6+/2m, gorbiilet: %, torzié: L.

2
%5\/5 , gorbiilet: ﬁ7 torzio: ﬁ
arth (%) — /3 — arth (%) + 3, torzié: 0.

Az ivhossz |c|-szeresére n6, a gorbiilet |c|-ed részére csokken.
% —tln(v5-2)= @ + 1 arsh(2).
In(1+ v2).



16. fejezet

Potencialfiiggvény,
vonalintegral

16.1. Elméleti 6sszefoglalo

Ebben a fejezetben mindenhol feltessziik, hogy D(f) C R™ egy csillagszerd
nyilt halmaz, azaz olyan, amelynek van olyan x pontja, hogy minden y €
D(f) esetén az x és y pontokat dsszekotd szakasz is y € D(f)-ben van.

16.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az F' vektorfiiggvény az f vektormezd
potencidlja, ha VF = f teljesiil minden x € D(f) pontban.

16.1. Allitas. Ha az f vektormezd koordindtafiigguényei folytonosan deri-
vdlhatok, tovdabbd

e n=2 ¢és 0aft = O1fa, akkor f-nek van potencidlja,

e n=23¢s 82f3 — 63f2 = 63f1 - 81f3 = 81f2 — 82f1 = O, akkor f—nek van

potencidlja.

16.2. Definicié. Legyen adott egy 7 : [a,b] — R™ folytonosan derivalhaté
gbrbe és egy f vektormezo. Ekkor az f fiiggvény r gorbe menti integraljat a
kovetkezd egyenldséggel definialjuk:

[ = /b F(r(s)) - #(s) ds.

16.2. Allitas. Ha létezik f-nek potencidlja, amelyet F jelol, emellett R(r) C
D(F), akkor [ f = F(r(b)) — F(r(a)); specidlisan, ha az r gorbe zdrt, azaz

T
r(a) =r(b), akkor [ f =0.
T
Megjegyzések. Ha f egy eréteret jelol, akkor a fenti vonalintegral az erétér
altal végzett munkat adja meg az r gérbe mentén.

A fenti allitdsban mindegy, melyik potencidlt valasztjuk, az eredmény min-
den esetben ugyanaz.

189
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16.2. Kidolgozott feladatok

1. Van-e potencidlja az f(z,y) = (—y,x) hozzdrendeléssel adott fiiggvény-
nek? Ha van, keressiik meg!

Megoldds. Tudjuk, hogy 02 f1(z,y) = 0y(—y) = —1, tovabbd 0; fo(x,y) =
Oz = 1, vagyis, mivel ezek nem egyenlék, a fenti f fiiggvénynek nincsen
potencialja.

2. Van-e potencidlja az f(z,y) = (y + 1,z) hozzdrendeléssel adott fiigg-
vénynek? Ha van, keressiik meg!

Megoldds. Tudjuk, hogy 02 f1(z,y) = Oyly+1] = 1, tovdbba 0; fao(x,y) =
Ozx = 1, vagyis, mivel ezek egyenlék, a fenti f fiiggvénynek van poten-
cidlja.
Ha F' a keresett potencial, akkor nyilvan

IEF(z,y) = fi(z,y) =y +1,
vagyis

F(z,y) = /y+ ldz =2y + 2+ C(y), (16.1)

ahol C tetszdleges derivalhatoé valds fiiggvény.
Maésrészt ha F' a potencialfiiggvény, akkor

fo(x,y) = 0aF(2,y) = Oylzy + 2 + C(y)] = + C'(y),

tehat C'(y) = 0, vagyis C(y) = ¢, ahol ¢ tetsz6leges konstans. A megoldés
tehat az F' fiiggvény (|16.2))-beli alakjabdl

F(z,y) =zy+z+c,

ahol ¢ tetszoleges konstans.

3. Van-e potencilja az f(z,y) = (y* cos(xy), xy cos(xy) + sin(zy)) hozza-
rendeléssel adott fiiggvénynek? Ha van, keressiik meg!

Megoldds. Tudjuk, hogy

O fi(w,y) = Dy [y? cos(ay)] = 2y cos(ay) — wy? sin(ay),
tovédbba
01 f2(x,y) = Oy [zy cos(ay) +sin(zy)] =y cos(zy) — xy® sin(zy) +y cos(zy),

amelyek megegyeznek, tehat van potencial.
Ha F' a keresett potencial, akkor nyilvan

O F(z,y) = fi(z,y) = y2 cos(zy),
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16.1. dbra. A 2. feladatban szerepld f fiiggvény néhdny pontban (fent)
és potenciélfiiggvényének grafikonja (lent)

vagyis
(16.2)

F(z,y) = / y? cos(zy) dz = ysin(zy) + C(y),

ahol C': R — R tetszoleges fiiggvény.
Masrészt ha F' a potencialfiiggvény, akkor

fa(z,y)=02F (z,y) = 0y[ysin(zy) +C(y)]=sin(zy) +zy cos(zy) + ' (y),
tehat C'(y) = 0, vagyis C(y) = ¢, ahol ¢ tetsz6leges konstans. A megoldés

tehat az F' fiiggvény (|16.2))-beli alakjabdl
F(z,y) = ysin(zy) + ¢,

ahol ¢ tetszoleges konstans.
4. Van-e potencidlja az f(x,y, 2z) = (yz+y,xz+x, 1+ xy) hozzirendeléssel

adott vektormez6nek? Ha van, keressiik meg!
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Megoldds. Tudjuk, hogy

8yf3(.’13,y,2’) - 8Zf2(xvyaz) =r—T= O7

tovabba
9. f1(x,y,2) — Ou f3(x,y,2) =y —y =0,
valamint

0 a(0,0.5) ~ Oy, = 2 — 2 =0

vagyis a fenti allitds értelmében f-nek van potencidlja. Ennek kiszami-
tasdhoz feltessziik, hogy F' a keresett potencidl. Ekkor nyilvan

8wF(:c,y,z) = f1($;y7z) =yz+v,
vagyis

Floy2) = [yetydo—ays bay+ Clyz), (163)

ahol C tetszbleges derivalhaté vektor-skalar fiiggvény.
Masrészt ha F' a potencidlfiiggvény, akkor

fg(x,y,z):ayF(:c,y,z)zay[xyz + 2y + C’(y,z)]::cz +z+ ayC(y,z),

tehat 0,C(y,z) = 0. Mivel D(f) csillagszer(i, ennek mésodik véltozéra

es6 vetiilete intervallum, ezért C'(y, z) = C(2) alaki, ahol C' egy derival-
haté valds fiiggvény. Ezzel az (16.3]) alakbol F(z,y, 2) = zyz+zy+C(z2),
tehat

Fa(@,y,2) = .F (2, y,2) = d.layz + ay + C()] = oy + C'(2),

azaz C'(z) = 1. Innen nyerjiik, hogy C(z) = z + ¢, ahol ¢ tetszbleges
konstans. Igy tehat azt kaptuk, hogy

F(r,y,2) =zyz +ay+z+c,

ahol ¢ tetszoleges konstans.

. Legyen f(z,y) = (x —y—1,2+y+1), tovdbbd az r : [0,27] — R? gorbe

az r(s) = (cos(s),sin(s)) hozzérendeléssel megadva! Szdmitsuk ki az [ f
integralt! '
Megoldds. A fenti képletben szereplé mennyiségeket felirva

f(r(s)) = cos(s) —sin(s) — 1,cos(s) + sin(s) + 1,

tovabba
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tehat a definiciéban szerepl6 képlet szerint

2
/f z/(cos(s)—sin(s)—L cos(s) +sin(s) 4+ 1) (—sin(s), cos(s))ds =
T 0

2
= /—cos(s) sin(s) + sin®(s) + sin(s) + cos®(s)+
0
+ sin(s) cos(s) + cos(s) ds =
27
= / 1 + sin(s) + cos(s) ds = [s — cos(s) + sin(s)]2™ = 2m.
0

6. Legyen f(z,y,2) = (y— 1,7+ 1,2), tovabbd az r : [0, 37] — R? gorbe az

r(s) = (cos(s),sin(s), s) hozzdrendeléssel megadva! Szdmitsuk ki az [ f
integralt! '

Megoldds. A fenti képlet szerint

3T
/f = /(sin(s) —1,cos(s) +1,2) - (—sin(s),cos(s), 1) ds =
r 0

3w
= /— sin?(s) + sin(s) + cos?(s) + cos(s) + 2ds =

0
3T

= /2 + sin(s) + cos(s) + cos2sds =

0
1 3
= [23 — cos(s) — sin(s) — 5 sin(2s)| =
0
=6r+1+1=06m+2.

7. Tegyiik fel, hogy f-nek létezik potencidlja, valamint R(r) C D(f) teljesiil
valamilyen r : [t1, to] — R™ gdrbére. Igazoljuk, hogy az [ f integral ekkor

K
csakis r(t1) és r(t2) értékétdl fiigg, attdl viszont nem, hogy a gérbe més
pontokban milyen értékeket vesz fel!

Megoldds. Mivel a bevezet6ben szereplo allitas feltételei teljesiilnek, ezért

/ f = F(r(ta)) - F(r(t),
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10.

ami adott f esetén valéban csakis az r(t1) és r(t2) értékektdl fiigg.

Legyen f(z,y) = (y?,2zy), tovdbbd az r : [0, 7] — R? gérbe az r(s) =
(sin(2s), cos(2s)) hozzdrendeléssel megadva! Szdmitsuk ki a [ f integralt!

Megoldds. Egyszeri szamolassal kapjuk, hogy
Byfi(z,y) = 0yy> =2y & Bpfolw,y) = 8p2zy = 2y,

vagyis a potencidlfiiggvényekre vonatkozé allitas szerint f-nek 1étezik
potencialja. Tudjuk tovabba, hogy a fenti r gérbe zart, mert

r(0) = (sin(0), cos(0)) = (sin(2w), cos(27)) = r(7)

Ekkor viszont a fenti allitds alapjan az [ f integrél nulla.
ks

Legyen f(z,y) = (2zy,2?), tovabba az r : [0,1] — R? gérbe az r(s) =
(e*sin (5s),e % cos(ms)) hozzarendeléssel megadval Szdmitsuk ki az [ f

integralt!

Megoldds. Egyszeri szamolassal kapjuk, hogy
Oofi(z,y) = 022y =2z és O1fa(z,y) = Opa? = 2z,

vagyis a potencidlfiiggvényekre vonatkozé allitas szerint f-nek 1étezik
potencidlja. Vagyis a bevezeSben szerepl6 allitas miatt a keresett integral
értéke F(r(1)) — F(r(0)), ahol F az f fiiggvény egy potenciélja.

Ezek utdn mar csak az F potencidlt kell meghatdroznunk. Ha 01 F (z,y) =
fi(z,y) = 2zy, akkor

F(z,y) = /Qxydx = 2%y + Cy),
ahol C : R — R tetsz6leges. Ekkor

fi(z,y) = 0o F(z,y) = 2xy + C'(y),

tehat C konstans fiiggvény, vagyis egy potencidlfiiggvény az F(x,y) =
z%y. Kapjuk tehat, hogy a keresett integral

F(e-) - Fo =

Legyen f(z,y) = (5757, zz152), tovébbd az r : [0,1] — R? gérbe az
r(s) = (cos(s),sin(s)) hozzdrendeléssel megadva!l Szdmitsuk ki a gorbe
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11.

menti integral definici6ja alapjdn az [ f integralt! Nincs f-nek primitiv
T

fliggvénye? Nem kellene emiatt nullat kapnunk?

Megoldds. A definicié szerint

/f / —sin(s), cos(s)) - (— sin(s), cos(s))ds = 71 ds = 2.
0

Fenndll, hogy
2

y' -

Oz fi(x,y) = 01 folx,y) = 55—,

b fi(z,y) = O fa(z,y) 21

azonban sem az eredeti f fiiggvény, sem a primitiv fiiggvény nincs a (0, 0)
helyen értelmezve. S6t, nem is lehet itt igy definidlni, hogy f folytonos
legyen. A megadott zart gérbe emiatt nem lehet egy olyan tartomany-
nak része, amely csillagszerii, hiszen annak az atellenes pontjait Gssze-
koté szakaszok egyike sincs a tartomanyban. Ezzel a fejezet elején tett
alapfeltevés sériil meg, és az emlitett azonossdgok ekkor nem érvényesek.

Szamitsuk ki az (1, 0) és a ( 1,0) pontokat 6sszekotd egységkor ive men-
tén az f(x,y) = ( 2%z +y2, 12 +y hozzarendeléssel adott fiiggvény integ-

raljat! Mindegy, hogy a két lehetséges koriv koziil melyiken szdmolunk?

Megoldds. Az el6z6 példaval ellentétben itt akar a pozitiv, akdr a ne-
gativ y koordindtakkal rendelkez6 koriveket tekintjiik, a megfelel6 nyilt
félkorok olyanok, hogy ott f értelmezve van, és mint latni fogjuk, a
megfelel('S primitiv fliggvények is. Egyszeri szamolédssal kapjuk, hogy
0o 2 +y (wﬁfigmv valamint 9y xffy (l;iiyg)g, vagyis a fenti f fiigg-
Venynek van potencidlja. Ekkor a megoldas a bevezetd részben szerepld
allitas szerint F(—1,0) — F(0,1), ahol F az f fiiggvény egy potencidlja.
Ezek utan mér csak az I potencidlt kell meghatdroznunk. Ha 04 F'(z,y) =
fi(z,y) = 2+y2, akkor

F(z,y) :/Ldmzln(xQ—i—yQ)—i—C(y),

x2+y2

ahol C': R — R tetszoleges. Ekkor

2y
fl(mvy) = 82F(£C7y) = 72 _|_y2 +Cl(y)a

tehat C konstans fiiggvény, vagyis egy potencidlfiiggvény az F(x,y) =
In(2? + y?). Kapjuk tehdt, hogy a keresett integral

F(—1,0) — F(0,1) = In(1) — In(1) = 0
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akar az egyik, akar a masik lehetséges félkoriven szamoljuk ki.

12. Legyen f(x,y,2) = (yz + 1,z2,2y — 1), tovdbbd az r : [0,27] — R3
gorbe az r(s) = (sin(s), cos(s), sin(s) +cos(s)) hozzérendeléssel megadva!
Szamitsuk ki az [ f integralt!

0

Megoldds. Egyszerii szamolassal kapjuk, hogy

Vxf(x,y,z)z(x—a:,y—y,z—z):O,

vagyis a potencialfiiggvényekre vonatkozé &llitas szerint f-nek létezik
potencialja. Tudjuk tovabba, hogy a fenti r gérbe zart, mert

r(0) = (sin(0), cos(0), sin(0) + cos(0)) =
= (sin(27), cos(2m), sin(27) + cos(27)) = r(2m).

Ekkor viszont a fenti allitas alapjan az / f integral nulla.

T

16.3. Megoldandé feladatok

Az 1-4. feladatokban vizsgaljuk meg, hogy az egyes hozzarendelésekkel meg-
adott f fiiggvényeknek van-e potencidlja! Ha van, keressiik meg!

2 T2 xr 2 xT
1. f(xvy) = ((ngry )25 (m22+52)2>' 2. f(xay) = ((mzzyz)m (m2+z;2)2)~
2
3. f(z,y,2) = (zyz,xz,2y — 22). 4. f(x,y,2) = (Z;ﬁ’f, =1 (;Tfp).

Az 5-14. feladatokban szamitsuk ki az egyes hozzarendelésekkel definialt
f fiiggvények vonalintegraljat az adott » gorbék mentén!

5. 7 [0,7] — R, () = (cos(2t),sin(2t)), f(z,y) = (z—y—1,z+y+1).
6. 7:[0,7 — R, r(t) = (cos(t), —sin(t), f(z,y) = (2zy,z2).

7. 11 [0,7] = R2, r(t) = (¢’ cos(t), e sin(t)), f(z,y) = (1,1).
8
9

72 [0,In2] — R2, r(t) = (! cos(t), et sin(t)), f(z,y) = (—y, ).
72 [0,27] = R2, r(t) = (cos(t),sin(2t)), f(z, ) (y2, 22y + 3).
10. 7 [0,7] = R2, r(t) = (cos?(t), e *11), f(2,y) = ((z + 1)e™*Y, ze+v).
t), f(fc y,z) = (1,1,1).
12. r:[0,7] = B, r(t) = (cos(t),sin(t), 2), f(x,y) = (x,9, 2).
t(t — 2m)),

11. 7:[0,47] — R3, 7(t) = (cos(t),sin(t),

13. r:[0,27] — R3, 7(t) = (cos(t),sin(t),
f(xa:%Z) = (yZ - yea:y’ xz — ze™? .’by)
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14. 7:[0,1] - R3, r(t) = (2 —t,t — t3,t — t2),

f(%:U,Z) = (1+$rf+y2)2a (1+I2y+y2)2 1.

16.4. Megoldasok

Potencidlok kiszamitasasra vonatkozé feladatok megoldasai:

L F(z,y) =z 2. Nincs potencidl.

3. Nincs potenciél. 4. F(z,y,2) = 75 + .
Vonalintegralok kiszamitasdsra vonatkozé feladatok megoldasai:

5. 2. 6. 0 (van potencidl, r zart).

7. —e™ — 1. 8. 3.

9. 0 (van potencidl, r zart). 10. 0 (van potencidl, r zért).
11. 47. 12. =
13. 0 (van potencidl, r zart). 14. 0 (van potencidl, r zért).

Megjegyzés. A 10. feladatot a definiciéban szerepld integral kiszamitasdval
nem tudjuk megkapni, mert az ehhez sziikséges primitiv fliggvényeket az is-

mert elemi fliggvények segitségével nem tudjuk megadni.






17. fejezet

Tobbszoros integralok

17.1. Elméleti 6sszefoglalo

Ebben a fejezetben vektor-skalar fiiggvények valamilyen 2 C R™ halmazon
vett integraljanak kiszamitdsaval foglalkozunk.

Konkrét két- és haromdimenzids esetekre szoritkozunk, amikor 2 korlatos
és nyilt vagy zart, emellett f folytonos és korlatos az 2 halmazon. Ekkor
igazolhato, hogy a vizsgdlt [ f integrél értelmes.

Q

Megjegyzés. Ha f egy anyag siirtiségét jeloli, akkor az [ f integral az Q tarto-
Q

manyban levé Ossz-anyagmennyiséget adja meg. fgy ha f = 1, akkor a fenti
integrallal az () tartomany térfogatat nyerjiik.

Hasonldan, ha f egy valdszinliségi valtozdhoz tartozé siirtiségfiiggvény, ak-
kor a fenti integral annak valészinliségét adja meg, hogy a valtozé értéke az
Q halmazba esik.

Szorzat alaki tartomdnyok esete. Ekkor az () tartomanyon vett integrélt egy-
szertien intervallumon vett integralok egymasutanjaként szamithatjuk ki.

e Ha Q) = [al,ag] X [bl,bg] C R2, akkor

JECTE 7 7f<x,y>dx dy:7 /b f(zy)dy b d,
Q by ai al by

ahol a jobb oldalon lev6 egymés utan vett integralok koziil barmelyik
hasznalhaté a szamolashoz.

e Hasonléan, ha Q = [a1, az] x [b1,b2] X [c1, o] C R3, akkor

/ f(x,y>:7 7 ?f(w,y,f:)dw dy b dz
Q c1 by ai

199



200 17. TOBBSZOROS INTEGRALOK

Megjegyzés. A fentiekben haszndlt zardjelek csak az egyes véltozdk szerint
vett integraldsok sorrendjét jelolik, amit a fenti két egyenloség miatt altalaban
elhagyunk a kés6bbiekben.

Fiigguénygrafikonok dltal hatdrolt tartomdnyok (normdltaromdnyok) esete.

e Ha Q= {(z,y):x € [a1,a2],h1(z) <y < ha(z)} alaki valamilyen adott
h1,ho : R — R tipusu folytonos fiiggvényekkel, akkor

ay [ h2(z)
1

Q/f(l"y):/ / f(z,y)dy » da.

a h1 (1‘)

e HaQ = {(z,y,2) 2 € [a1,a2],y € [b1,b2], ha(z,y) < 2 < ha(z,y)} alaki
valamilyen adott hq, he : R2 = R tipusi folytonos fiiggvényekkel, akkor

az [ b2 [ h2(z.y)
fz,y,2)dz p dy » dx.
1

[tava= [
Q a

e HaQ)= {(IL‘7 Y, Z) HEAS [ah 02]791 (LU) Sy §g2(x)7 hl(xv y) <z< h2(xv y)} ala-
ki valamilyen adott g1, g2, k1, ko : R? — R tipusi folytonos fiiggvények-
kel, akkor

by hi(z,y)

az [ 92(2) [ ha(z,y)

/f(xvyvz):/ / / f(z,y,2)dz p dy » dz.
)

a1 \g1(z) \hi(=z,y)

Megjegyzés. Természetesen lehetséges, hogy egy kétdimenzids tartomanyt agy
tudunk fiiggvénygrafikonok altal hatarolt tartomanyként megadni, hogy y
valtozik egy intevallumban, a lehetséges x értékekre pedig valamilyen hq és
hs fiiggvényekkel hy(y) < x < ha(y) teljesiil. Ekkor

/ f(x,y>7 hjm)f(x,wda: day.
) T

Integraltranszformdciok. A legtobb tartomény a fenti alakban megadhatd,
azonban a megfelelo képlettel valé szamolas gyakran bonyolult. Ezért a szor-
zat alaku tartomanyok esetére probaljuk meg visszavezetni a szamolast.
Ehhez egy ¢ : Q — Q kolcsonosen egyértelmi fiiggvénnyel teremtiink kap-
csolatot a két tartomany kozott, amely fiiggvényrdl feltessziik, hogy minden
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V1,92, - - -, pn koordinatafiiggvénye folytonosan derivalhato. Hasznaljuk még
ezzel kapcsolatban a
O1p1(x) Oapr(x) ... Onp1(x)
) O1pa(x)  O2p2(x) ... Onpa(x)
QD (X) = : : .
O1pn(X)  Oapn(x) ... Onpn(x)

jelolést is. Ekkor

/f@ﬂyz/f@&ﬂwﬁdﬁwk-
Q Q

e Alkalmazds korlapon valé integralasra. Itt Q2 az origé kézéppontu r su-
garu korlap. Ekkor
¢ :(0,7) x[0,2m) = Q,9(p, a) := (pcos(a), psin(a))

tovabbd

do 0 = e () ) )

vagyis az adott f fliggvény integriljat az origé kozéppontu r sugard
korlapon a kovetkezo képlettel szamithatjuk ki:

r 2w

/f(.Y) dy://f(pCOS(a),psin(a))-pdad,a
Q 0 0

e Alkalmazas gobmbon valo integralasra. Itt Q az origd kdzéppontu r sugaru
goémb. Ekkor

m™ T
. 10,7) x [0,2 [—f,f
o 0r) x [0.2) x [-2.

= (pcos(a) cos(0), psin(a) cos(d), psin(f))

] = Q0 (p,a,0) =

tovabba némi szamolassal kapjuk, hogy
det ¢'(x) = p? cos(f).

Vagyis az origd kézépponti r sugari gombon adott f fiiggvény integral-
jat a kovetkezd képlettel szamithatjuk ki:

!fwmy:

™
r 2w 3o

= // /f(pcos(a) cos(#), psin(a) cos(8), psin(8)) - p® cos()dfdadp.
0

03
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17.2. Kidolgozott feladatok

1. Szamitsuk ki az f(z,y) = zy — = hozzdrendeléssel adott fiiggvény integ-
raljat a [0,1] x [—1,5] téglalapon!

Megoldds. A szorzattartomanyon valé integralast megadd képletbe he-
lyettesitve a keresett integral
5 5

[ for-sacb =[] = [
0 T=

21 21 21
1 v=°
= {(y - 1)2] =3.
1 i
Megjegyzés. A tovabbiakban az integralok kozti zardjeleket elhagyjuk.
2. Szémitsuk ki az f(z,y) = % hozzarendeléssel adott fiiggvény integ-
raljat az [1,¢e] x [1,e?] téglalapon!

Megoldds. A téglalapon a fenti hozzarendeléssel megadott fiiggvény ér-
telmes, tovdbba az In(zxy) = In(x) + In(y) azonossdg alkalmazhats. A
szorzattartomanyon valé integralast megaddé képletbe helyettesitve a ke-
resett integral

/ /m(xy) de dy = / /ln(a:) LI dy =
T xT x
11 11

_ 17[11122(3:) - h;(zy)L_(; ay =

3. Szamitsuk ki az f(x,y) = 32y + 2z hozzédrendeléssel adott fiiggvény
integraljat a [—1,1] x [0, 2] x [0, 4] téglén!

Megoldds. A szorzattartoményon valé integraldast megadé képletbe he-
lyettesitve a keresett integral
2 (1 4 ( 2

4
/ / /3m2y+zdm dy dz:/ /[x?’y—&-xz]zj_l dy p dz =
0 0

0 —1 0
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4 2

=/ /y—l—z+y+zdy dz =

4

4
/ + 23/2 dz = /4 +4zdz =16 + [227] Zé — 48.
0

0

4. Széamitsuk ki az f(z,y) = zsin(x — y) hozzarendeléssel adott fiiggvény
integraljat a [0, 7] x [0, 7] x [1,4] téglan!

Megoldds. A szorzattartoményon valé integraldast megadé képletbe he-
lyettesitve a keresett integral

4 3
zsin(z — y) dzdy dz :// —zcos(z —y)]i_g dydz =
1

,_.\#
S — s
[SE O\:‘

y=3
y=0 dz=

o\

4
—zcos(m—y)+zcos(—y)dydz= /zsm7r y)+zsin(y)]
1

z+2z—0dz= [22]2:4 =15.

z=1

H\% H\»

5. Szamitsuk ki az f(z,y) = xy? hozzérendeléssel adott fiiggvény integral-
jat azon a tartomanyon, amelyet feliilrdl az y = z, alulrdl az y = —=,
jobbrdl pedig az x = 2 egyenletil egyenes hatarol!

Megoldds. A feladat értelmében azon az 2 tartomanyon kell integralnunk,
amely a kovetkez6 médon van megadva:

Qz{(x,y):me[0,2},—x§y§x}.

Itt tehdt a fentiekkel dsszevetve (1. a fiiggvénygrafikonok 4ltal hatérolt

tartomanyok esetét) hi(x) = —x és ha(x) = x.
2 x 2
Yy=x 4 57 T=2
9 Yy —x 2z 64
dydz = do= 2 + 7% qz= -2
//xy ydax /{ L_I T = / + 3 T = [15L_0 5
0—z 0

6. Szdmitsuk ki az f(z,y) = x — y hozzdrendeléssel definidlt fiiggvény in-
tegraljat az y = x(2 — x) és az y = 0 egyenlettel adott gorbék altal
kozrefogott tartomédnyon!
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-25 . . .
-1 0 1 2 3

17.1. dbra. Az 5. feladatban szerepld integraldsi tartomany. Minden rogzitett

x esetén a lehetséges y értékek —x és x kozt valtoznak

Megoldas. A feladat értelmében azon az €2 tartoményon kell integralnunk,
amely a kovetkez6 médon van megadva:

Q=A{(z,y):z€[0,2,0<y<z(2—1x)}.

Itt tehdt a fentiekkel dsszevetve (1. a fiiggvénygrafikonok 4ltal hatérolt
tartomanyok esetét) hi(x) = 0, ha(z) = (2 — x). Vagyis az ott szerepld
képlet szerint a keresett integralt a kovetkezo médon szamithatjuk ki:

2 27 y=z(2—2)
mydydx/{xyz’;} dr =
0

z(2—x)

y=0

4 4 51 2=2
1 4
ST [ T, 164
2 4 10],_¢

Szamitsuk ki az f(x,y) = x — y hozzédrendeléssel definidlt fiiggvény in-
tegraljat azon atartomanyon, amelyet alulrdl és feliilr6l az y = 1 ésy = 4
egyenlettel, balrdl és jobbrdl pedig az y = f% ésy = % egyenlettel adott
gorbék hatarolnak!
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Megoldds. Itt tehat y értéke 1 és 4 kozt valtozik, rogzitett y-ra pedig x
értéke — és o kozdtt.

O L L L L L
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

17.2. abra. A 7. feladatban szerepld integraldsi tartoméany.
Minden rogzitett y esetén a lehetséges x értékek —% és % kozt valtoznak

Ennek alapjan a keresett integrél

4y 4
ZL'Z =

//(x—y)dxdy=/[2—wy] dy =
11 1 r==y

v

/ 1 1

— 1 (= +1)dy=
/2y2 <2y2+ > Y
1

4
:/f2dy:76.

1

8. Kimetsziink egy darabot a [0,1] x [0, 1] x [0,1] kockdbdl az z +y+ 2 =1
egyenlettel adott sikkal. Mekkora lesz a kimetszett rész térfogata?

@l

Megoldds. Korabban megjegyeztiik, hogy ha egy tartomany térfogatat
akarjuk kiszdmitani, akkor ott az azonosan 1 fiiggvényt kell integralni.
A feladat értelmében azon az 2 tartomdanyon kell integralnunk, amely a
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kovetkez6 médon van megadva:

Q={(z,y,2) :2€[0,1,0<y<1—-2,0<z<1-—z—y}.

17.3. abra. A 9. feladatban szerepl6 integraldsi tartomany. Minden rogzitett
T és y esetén a lehetséges z értékek 0 és 1 — x — y kozt valtoznak

Itt tehdt a fentiekkel osszevetve (1. a fiiggvénygrafikonok 4ltal hatédrolt
tartomdnyok esetét, harmadik pont) g1 (x) =0, g2(z) = 1—=x, hy(z,y) =
0, ho(xz) = 1—x—y. Vagyis az abban a szakaszban szerepl6 képlet szerint
a keresett integralt a kovetkezd modon szamithatjuk ki:

l1—x

1
1dzdydz :/ / [z]ﬁié_z_y dydx =
00

l-xzl—2—y

1 y2 y=1—a
1—x—ydydx:/[y—xy—] de =
0
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9. Szdmitsuk ki az f(z,y,2) = 4xz + y hozzérendeléssel adott fiiggvény
integraljat azon a tetraéderen, amelyet az x = 0, y = 0, z = 0 és
T+ y + z = 4 egyenlettel adott sikok hatarolnak!

Megoldds. A feladat értelmében azon az  tartomanyon kell integral-
nunk, ahol mindharom véltozé alsé hatara nulla, és ha eldszor 2z szerint
integralunk, akkor 0 < z < 4 — x — y kell, hogy teljesiiljon, tovabba
0 <y <4 — z-nak kell igaznak lennie. Vagyis Q) a kovetkez6 médon van
megadva:

O={(z,y,2):2€[0,4,0<y<4—2,0<z<4—z—y}.
Itt tehdt a fentiekkel dsszevetve (1. a fiiggvénygrafikonok altal hatérolt
tartomanyok esetét, harmadik pont) g1 (z) =0, g2(z) =4 —=z, hi(x,y) =
0, ho(xz) = 4—x —y. Vagyis az abban a szakaszban szerepl6 képlet szerint

a keresett integralt a kovetkez6 modon szamithatjuk ki:

—xd—z—y

0
4—x

/29& (4—z—y +yd—2—y)dydr =
0

x

2:cz +yz] :4 o yd dr =

o\%

Il
o\’J> o\’J> o\J> c:\4> o\
O\f

4
dxz +ydzdyde :/
0

20(4 — o — )3 2 3 y=4-=
[_Mﬂ@_@_y] o —
3 2 31,
2 _ 3 _ 3
_ xz(4 — ) +(4 x) do —
3 6
2 2 3 4 (4 —a)
= §~(64x—48x + 12z —x)—l—de:
1 (4—2)*1" 224
=12(322% — 162 4+ 32* — Z2° ) — —| ===,
{3( T T° 4 ox 53: 2 . 5

10. Szémitsuk ki az f(x,y) = x — y hozzdrendeléssel adott fiiggvény integ-
raljat az origd kozepii 2 sugari gémbon!

Megoldds. Az origd kozépponti korlapon a poldrtranszformacié segitsé-
gével szémitjuk ki az integralt. Ehhez megjegyezziik, hogy ha f(z,y) =
x — vy, akkor nyilvan f(pcos(a), psin(a)) = pcos(a) — psin(a). A meg-
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felel6 szakaszban felirt képlet alapjan a keresett integral

[~]

T

(pcos(a) — psin(a)) - pdadp =

O\w
O\m O\

(psin(a) + peos(a) - o575 dp = [ 0dp=0.
0

11. Szédmitsuk ki az f(z,y) = 22 +y? hozzarendeléssel adott fiiggvény integ-
raljat az origé kozepii 4 sugari korlapon!

Megoldds. Az origd kozépponti korlapon a poldrtranszformécio segitsé-
gével szamitjuk ki az integralt. Ehhez megjegyezziik, hogy ha f(z,y) =
22 + 92, akkor nyilvan

f(pcos(a), psin(a)) = p? cos?(a) + p? sin? () = p*.

A keresett integral tehat

2

/p?’dadp:
0
4

2mp3dp = QWZ = 8.

27

2
//p cos?(a) + p?sin’(a)) - pdadp =
00

|
S — O\M

12. Szamitsuk ki az r sugari gomb térfogatdra vonatkozé formuldt gy, hogy
azon az azonosan 1 fliiggvényt integraljuk!

Megoldds. Az origd kézépponti r suagru gobmbon a polartranszformaciot
az f =1 fiiggvényre alkalmazva kapjuk, hogy a keresett integral

r 2T 3 r 2w
///1 0 cosé)d@dadpff/ P> s1n9 d dp =
r 2w r 2w r 27

://pQ(sinzsin(—z) dadp://ZpZdadpz//llprdp:
2 2
00 00 00

4 " 4
JCAES
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17.3. Megoldandé feladatok

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Szamitsuk ki az f(x,y) = xy+y —x — 1 hozzdrendeléssel adott fiiggvény
integraljat a [—1,0] x [—1, 5] téglalapon!

tegraljat a [—2,2] x [0, 1] téglalapon!

. Szémitsuk ki az f(z,y) = xy? + 1 hozzédrendeléssel adott fiiggvény in-
x

,y) = e~ 2Y hozzarendeléssel adott fiiggvény integ-

1] téglalapon!

X
Szamitsuk ki az f(
raljat a [0,1] x [—3,

. Szémitsuk ki az f(z,y) = ye®? hozzdrendeléssel adott fiiggvény integral-

jat a [0, 1] x [—1,1] téglalapon!

. Szémitsuk ki az f(x, y7 z) = 1 — x — y hozzdrendeléssel adott fliggvény
integréljat a [0,1] x [—1, 1] x [0, 2] téglalapon!

. Szamitsuk ki az f(z,y,2z) = 1 — & — y hozzdrendeléssel adott fiiggvény
integraljat a [0,2] x [—1,1] x [0,1] téglan!
Szémitsuk ki az (ac Y, z) = Zﬁ%f hozzérendeléssel adott fiiggvény in-

tegraljat a [0, 1] x [0,2] x [—1, 1] téglan!

. Szamitsuk ki azon tartomdny teriiletét, amelyen = € (1,4), valamint a

lehetséges y értékekre % —1<y<In(z) teljesil!

Szamitsuk ki az f(z,y) = 23 + y hozzarendeléssel adott fiiggvény integ-
raljat azon a tartomanyon, amelyet az x = 1, az ¢ = 2, az y = % és az
y = 22 egyenlettel megadott gérbék hatérolnak!

Szamitsuk ki az f(x,y) = x — In(y) hozzdrendeléssel adott fiiggvény in-
tegraljdt azon a tartomdnyon, amelyet az y = 2, és az y = 4 egyenlettel
megadott gorbék hatarolnak!

Mekkora annak a tetraédernek a térfogata, amelyet az x = 0, az y = 0,
az z =0 és az ¢ + 2y + 2z = 5 egyenlettel megadott sikok hatarolnak?

Szamitsuk a tetraéderen az f(x,y,2) = xy — 22 hozzdrendeléssel adott
fliggvény integraljat!

Szamitsuk az origé kozéppontd 2 sugard korén az f(x,y) = 22 + 3>

hozzarendeléssel adott fiiggvény integréljat!

Szamitsuk az origd kozépponti 2 sugari koron az f(x,y) = L
’m2+y2

hozzarendeléssel adott fiiggvény integréljat!

Szamitsuk az origd kozépponti 4 sugari kor origé feletti felén az f(z,y) =
xy? hozzérendeléssel adott fiiggvény integraljat!

Szamitsuk az origd kozépponti 4 sugari koér origé feletti felén az f(xz,y) =
242 hozzarendeléssel adott fiiggvény integraljat!
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17. Szédmitsuk az origd kozépponti 1 sugart koron az f(z,y, z) = 22 +y>+22
hozzarendeléssel adott fiiggvény integréljat!

18. Szamitsuk az origé kézépponti 1 sugard koéron az

f(@,y,2) = Va2 +y? + 22

hozzérendeléssel adott fliggvény integraljat!

17.4. Megoldasok

1. 3. 2. 4. 3.5(e2—e—1+1). 4 e—-2+4+1
5. 2. 6. 0. 7. %, 8. 61n(2).
661 64 64 125 625

13. 8. 14. 4. 15. 0. 16. 2567
17. ¢ 18. 7.



18. fejezet

Differencialegyenletek

18.1. Elméleti 6sszefoglalo

18.1. Definicié. A H C R? sikbeli halmazt nyilt halmaznak nevezziik, ha
tetsz6leges (x,y) € H esetén létezik olyan (z,y) kozéppontd pozitiv sugari
korlap, mely része a H halmaznak.

A H C R? sikbeli halmazt zdrt halmaznak nevezziik, ha komplementere,
az R?\ H halmaz nyilt halmaz.

A H C R? sikbeli halmaz lezdrtja a legsziikebb olyan sikbeli zart halmaz,
amelyik tartalmazza a H halmazt. A H halmaz lezartjanak jele H.

A H C R? halmazt dsszefiiggé halmaznak nevezziik, ha nincs olyan H =
AU B nemiires diszjunkt halmazok uniéjéra valé felbontasa, melyre AN B =
ANB=0.

Megjegyzések. A nyilt halmaz a hatdranak egyetlen pontjit sem tartalmazza,
a zart halmaz a hatardanak minden pontjat tartalmazza. Egy halmaz lezartja
a halmaznak és a hataranak az egyesitése.

Az 6sszefiigg6é halmaz szemléletesen olyan, amelyik nem esik szét egyméds-
sal nem érintkez6 részhalmazokra.

18.2. Definicié. Ha f Osszefliggd nyilt halmazon értelmezett folytonos két-
véaltozss fiiggvény, akkor az #(t) = f(t,z(t)) egyenletet elsdrendd explicit kd-
zonséges differencidlegyenletnek (réviden differencidlegyenlet) nevezziik. Az
f fiiggvényt a differencidlegyenlet jobb oldaldnak hivjuk.

E differencidlegyenletnek megoldédsa a nyilt intervallumon értelmezett foly-
tonosan differencidlhaté x fiiggvény, ha minden ¢t € D(z) esetén (¢, z(t)) €

D(f) ¢ @(t) = f(t, (1))

18.3. Definicié. A differencidlegyenlet mazximdlis megolddsa olyan megol-
dés, mely nem &llithato el semelyik megoldas valédi lesziikitéseként.

A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsén a differencidlegyenlet maxima-
lis megoldasainak halmazat értjiik.

18.4. Definicié. Az z(t) = f(t,xz(t)) differencidlegyenlet irdnymezdjének
nevezzitk a {(t,%, f(t,7)) € R®: (t,7) € D(f)} halmazt.

211
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Minden k € R(f) esetén a differencidlegyenlet irdnyvonaldnak (vagy izo-
klindjéanak) hivjuk az Iy := {(¢t,%) € D(f) : f(t,z) = k} halmazt.

Megjegyzések. Az irdnymezdt igy szemléltethetjiik, hogy a stkon D(f) minden
(t,Z) pontjihoz ,kis” f(t, ) meredekségii szakaszt hizunk.
Egy-egy irdnyvonal pontjaiban a megoldéds azonos meredekségti.

18.5. Definicié. Ha f Osszefiiggb nyilt halmazon értelmezett folytonos két-
valtozés fiiggvény és (tg, xo) € D(f), akkor az

(1) = f(t,:v(t))}

$(t0) =29

egyenletrendszert kezdetiérték-feladatnak nevezziik.
Ennek megolddsa az @(t) = f(¢,z(t)) differencidlegyenlet olyan = megol-
dédsa, melyre tg € D(z) és z(tg) = xg.

Megjegyzések. Differencidlegyenlet megoldasakor az altalanos megoldast, kez-
detiérték-feladat megoldasakor a maximalis megoldasokat adjuk meg.

Az §ltaldnos megoldast a primitiv fiiggvényeknél hasznalt paraméteres
alakban szokés felirni a halmaz helyett.

18.1. Tétel (Picard-Lindelof-tétel). Ha f dsszefiiggd nyilt halmazon értel-
mezett folytonos kétvdltozds figgvény, ennek létezik és folytonos a mdsodik

vdltozd szerinti parcidlis derivdltfigguénye a D(f) halmazon, akkor bdrmely
(to, o) € D(f) esetén az

o(t) = f(t, (1)) }

x(to) =29

kezdetiérték-feladatnak létezik olyan megolddsa, hogy a kezdetiérték-feladat
bdrmely megolddsa annak lesziikitése.

Megjegyzés. A tétel gy is fogalmazhatd, hogy a tett feltételek mellett pon-
tosan egy maximalis megoldasa létezik a kezdetiérték-feladatnak.

18.6. Definicié. Ha f nyilt intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény,
akkor az ©(t) = f(t) differencidlegyenletet kdzvetlenil integrdlhatd differen-
cidlegyenletnek hivjuk.

18.1. Allitas. Az @(t) = f(t) kézvetleniil integrdlhatd differencidlegyenlet
dltaldnos megolddsa = = [ f.

18.7. Definicié. Ha g és h egy-egy nyilt intervallumon értelmezett folytonos
fiiggvény, akkor az &(t) = g(t) h(x(t)) differencidlegyenletet szétvdlaszthatd
valtozoju differencidlegyenletnek nevezziik.

Megjegyzés. Ha a h fiiggvény nem veszi fel a nulla értéket, akkor a fenti szétva-
laszthat6 valtozéju differencidlegyenletben a jobb oldal mésodik tényez&jével
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osztva, majd mindkét oldal primitiv fiiggvényeit képezve implicit egyenletet
kapunk a differencidlegyenlet megoldasaira.

18.8. Definicié. Ha a és b a kozos J nyilt intervallumon értelmezett foly-
tonos fiiggvény, akkor a J x R halmazon definidlt jobb oldallal az &(t) =
a(t) z(t) + b(t) differencidlegyenletet linedris differencidlegyenletnek nevez-
ziik. A b fiiggvényt inhomogén tagnak hivjuk.

Homogénnek mondjuk a linearis differencidlegyenletet, ha az inhomogén
tagja nulla konstans fliggvény, maskor inhomogénnek hivjuk.

18.2. Allitas. Az @y(t) = a(t)zn(t) homogén linedris differencidlegyenlet
egyben szétvdlaszthato vdltozdji is, az dltaldnos megolddsa xp,(t) = CeAl),
D(zp) = D(a), C € R, ahol az A figguény az a figguény egyik primitiv
fiigguénye.

Az (t) = a(t) z(t)+b(t) linedris differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
pedig z(t) = eA® [b(t)e A dt, D(x) = D(a).

18.3. Allitas. Az inhomogén linedris differencidlegyenlet minden megolddsdt
eléallithatjuk az inhomogén linedris differencidlegyenlet egy adott (un. parti-
kuldris) megolddsdnak és a homogén linedris differencidlegyenlet valamelyik
megolddsanak Osszegeként.

Megjegyzés. Egy linedris algebrai tétel szerint az inhomogén linedris egyenlet
minden megoldésa az inhomogén linearis egyenlet egy adott megolddsanak és
a homogén linedris egyenlet valamely megolddsanak 6sszege. Ennek differen-
cialegyenletekre valé alkalmazasa a Allitas.

18.4. Allitas (Lagrange-médszer, az allandé varidldsa). Legyen a ésb a kizos
J nyilt intervallumon értelmezett folytonos figgvény. Az &(t) = a(t) x(t)+b(t)
inhomogén linedris differencidlegyenlet dsszes maximdlis megolddsa

z(t) = Ct)er, D(z)=J
alaki, ahol C a J nyilt intervallumon értelmezett differencidlhato fiigguény
és az A fiigguény az a fiigguény egyik primitiv fiigguénye.

Megjegyzés. A megfelel6 C fiiggvényeket meghatarozhatjuk tgy, hogy a kere-
sett = megoldds fenti alakjat behelyettesitjiik a differencidlegyenletbe, majd
megoldjuk a C fliggvényre kapott kozvetleniil integralhaté differencidlegyen-
letet.

18.2. Kidolgozott feladatok
1. Rajzolja meg az @(t) = 2x(t) + ¢t differencidlegyenlet irdnymez&jét!
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Megoldds. A jobb oldal értelmezési tartoméanya legyen R2. A differencidl-
egyenlet néhény iranyvonala

lo={(t.z) eR?: 3 =—1t},

L={ti)eR:i=—-1t+1},
L={tz)eR?:z2=-1t+1},
ls={(t,3) eR?: & =—1t+3},
li={ta)eR®:z=-1t- 1}
lo={(t,7) eR?:2=—-1t—1},
ls={t3)eR?:z2=—3t—3}

18.1. dbra. Az &(t) = 2z(t) + t differencidlegyenlet irdnymezdje

Megjegyzés. A feladatban linedris differencidlegyenlet szerepel, melyet
megoldunk a 11. feladatban. A megoldds z(t) = (—3t— 1) + Ce*,
C € R, minden maxima&lis megoldds értelmezési tartomanya R.

2. Oldja meg a kovetkez6 kozvetleniil integralhaté differencidlegyenleteket!

b(t) = 263 — 2 + 3t + 1. (1) = V. b(t) = —Sn0
(a) () 12 — 1%+ 3t + (b) 2(t) = vt.  (c) &(t) cos(t) + 2
Megoldds.

; 3_42 Ly 13 35,
(a) D(x) =R és a(t) = [ (26~ +3t+1)dt = S t'— o £+ D2 41+C,

CeR

(b) D(z)=R" és x(t):/\/fdtzgt%JrC, CeR.
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7

N

RN

X 1 t

RN

18.2. dbra. Az x(t) = 2x(¢t) +t differencidlegyenlet irdnymezdje és megolddsai

(¢) D(z) =R és x(t) :/(x)il(rtl)(tlz

A 3.-6. feladatban oldja meg a szétvalaszthato valtozéja differencidlegyen-
letet!

dt = —In(cos(t)+2)+C, C €R.

¢ 22(t) — 1
3. 0(t) = ——- 4. 2(t) = —z(t). 5. 1(t) = &
ex(t) ;
t2\/22(t) + 1
6. 2() = Y~~~
£(t) 1413
Megoldds.

t
3. A differencidlegyenlet jobb oldala f(t,%) := —, D(f) := R2. A teljes
e.L

R halmazon értelmezett megoldasokat keresiink.

Klasszikus jelolések nélkiil: Klasszikus jelolésekkel:
) t de t
o(t) = pOR Tk
e i(t) =t, e* dz =tdt,
[e*® q(t)dt = [ tdt, [e*dr= [tdt,
t2 t2
e‘”(t):§+0, C eR. e«'ﬂ:§+c, C eR.

A kapott implicit egyenlet % + C > 0 esetén explicitté teheto, és az

(t) = In (t; + 0)
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megoldast kapjuk C' > 0 esetén az R halmazon, C' < 0 esetén pedig a
(foo, f\/fQC) vagy a (\/720, +oo) intervallumon.

El6szor keressiik meg azokat az egész R halmazon értelmezett megoldé-
sokat, melyek nem veszik fel a nulla értéket!

Klasszikus jelolések nélkiil: Klasszikus jelclésekkel:
dz
)= —a(t — =
(1) = —a(0), ==z,
@:_1’ ldx:(—l) dt,
x(t) x
c(t 1
/@dtz/(—ndt, /fdx:/(—l)dt,
x(t) x
In(jz(t)])=—t+C, C€eR, In(jz])=—t+C, Ce€R,
lz(t)| =e tTC = eCet. |z| =e7tHC = eCe .

Most olyan megoldasokat keresiink, melyek értéke sehol sem nulla. A
Bolzano-tétel szerint ezek mindegyike a teljes értelmezési tartomanyan
pozitiv vagy mindeniitt negativ. Az els6 esetben z(t) =e“e™* t € R, a
mésodik esetben z(t) = —eCe~t, t € R. Mivel az e alapti exponencialis
fiiggvény értékkészlete RT, minden pozitiv és minden negativ valés szdm
egyiitthato lehet.

Masodszor keressiik meg azokat a teljes valos szamhalmazon értelmezett
megoldédsokat, melyek felveszik a nulla értéket! Ha az x megoldés értéke
a tg € R helyen nulla, akkor  megoldédsa az

kezdetiérték-feladatnak. Ennek megoldédsa a teljes R halmazon értelme-
zett nulla konstansfiiggvény, és a Picard—Lindel6f-tétel szerint mas ma-
ximalis megoldas nincs.

Ezért a differencidlegyenlet altaldnos megolddsa z(t) = Ke™!, K € R.

. Hatdrozzuk meg el6szér azokat az RT vagy R~ halmazon értelmezett x

megoldasokat, melyekre a 2x — 1 fliggvény nem veszi fel a nulla értéket!
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Klasszikus jelolések nélkiil: Klasszikus jelolésekkel:
. 2x(t) — 1 dez 2z-1
t)= —F——— _—=
(t) P " P
x(t) 1 1 1
== ——de=-dt
2x(t) —1 ¢’ w10 ¢
z(t 1 1 1
———dt= [ —dt de= | —dt
/2:1:(75)—1 /t : /21’*13” /t :
1 1
3 In(|2z(t) — 1|) =In(|t]) + C, 5 In(|2z — 1]) =1In(|¢|) + C,
In(|22(t) — 1]) = 2In(Jt]) + 2, In(|2z — 1) = 2In(J¢]) + 2C,
|2x(t) _ 1| —e2 ln(|t\)+2C’ ‘250 _ 1| —e2 ln(|t\)+2C’
|22(t) — 1| = e2C¢2. |22 — 1| =e2¢t2,

Az x megoldas folytonossiga miatt 2z — 1 allandé eldjeltt. Ha pozitiv,
akkor

820 ) 1
t) = —1 -, teD
(t) = —-t"+5, te D),
ha negativ, akkor
2C
1
x(t):—%tQ—i—i, t € D(z).

Mivel az e alapt exponencialis fiiggvény értékkészlete RT, t? egyiittha-
tdja tetszOleges pozitiv vagy negativ valés szam lehet.

Ezutén keressiik meg azokat az RT vagy az R~ halmazon értelmezett
x megoldasokat, melyekre 2x — 1 felveszi a nulla értéket, vagyis x az

3 értéket! Ha az x megoldds értéke a to € R\ {0} helyen 3, akkor =

27
megoldasa az
() = 21 }

I(to) = %
kezdetiérték-feladatnak. Ennek megolddsa az RY, ill. az R~ halmazon

értelmezett % konstans fiiggvény, és a Picard—Lindelof-tétel szerint mas
maximaélis megoldas nincs.

Ezért a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa z(t) = K t2+%, K eR.

6. A differencidlegyenlet nincs értelmezve ¢t = —1 esetén. Ha a jobb oldal
. 2VE2 + 1
f(t,2) = ST D(f) = (—o00,—1) x R,

akkor a (—oo, —1) intervallumon értelmezett megolddsokat keresiink, ha
pedig a jobb oldal értelmezési tartoménya a (—1,+00) x R halmaz,
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akkor olyanokat, melyek a (—1,+00) intervallumon vannak értelmezve.
Az egyenletet klasszikus jeloléseket hasznalva oldjuk meg:

de Va2 41
dt =~ 1413
1 2

——dr=——dt,
Va2 +1 14+¢3
/ 1 d 1/ 3t2
—dr == E
VvV +1 3 1443

1 .
arsh () = gln(\l + %))+ C,

x=sh (;ln(|1 + %) +C> .

)

dt,

Tehat 1
x(t) = sh (Sln(l + %)) + C) , CER,

ahol D(x) = (—o00,—1) vagy D(z) = (—1,400).

x(t) \

(1
t2/22(t) + 1
18.3. dbra. Az @(t) = % differencidlegyenlet megoldésai

~Y

7. Oldja meg az alabbi kezdetiérték-feladatokat!

. ) . ) (%)
x(t) = 2°(t) x(t) = 2°(t)
@ 0 =2 } ®) =0 } © <i) — 1
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Megoldds. Mindharom kezdetiérték-feladatnak egyetlen maximélis meg-
oldésa van a Picard-Lindel6f-tétel miatt.

El6szor megoldjuk a szétvalaszthaté valtozéju i(t) = 22(t) differencidl-
egyenletet. Klasszikus jeloléseket hasznalunk. Ha a keresett x megoldés
értéke sehol sem nulla, akkor

dx 9
a
1
T
1
T
1
——=t+C,
(t) ! CeR
rz(t) =r=—— .
t+C’

Ezzel a hozzarendelési szaballyal maximélis megoldast akkor kapunk, ha
a megoldds értelmezési tartomanya (—oo, —C') vagy (—C, +00).

A Picard-Lindelof-tétel szerint egyetlen maximalis megoldasnak lehet
nulla értéke, ez az R halmazon értelmezett nulla konstans fiiggvény.

2
(a) Ha 2(0) = 2, akkor C' = —1, a maximalis megoldds z(t) = TR
D(z) = (—00, 3).
(b) Ha z(m) = 0, akkor a maximélis megoldds a val6s halmazok halma-
zan értelmezett nulla konstans fiiggvény.
(c) Ha x (1) = —1, akkor C = 3, ezért a maximélis megoldds z(t) =
) — (=3 .
4t +3’ (#) = (=5, +o)

A 8.-9. feladatban helyettesitéssel oldja meg differencialegyenletet!

o Loy a8
8. (t) = (z(t) + )2 9. i(t) = 2

Megoldds.

8. Legyen z a differencidlegyenlet megolddsa és legyen y(t) := x(t) + ¢,
D(y) := D(x) j ismeretlen fiiggvény. Ekkor x(t) = y(t) —¢ és x(t) =
y(t)—1, t € D(x) alapjdn y megolddsa az 3(t) = y?(t)+1 szétvilaszt-
haté valtozéju differencidlegyenletnek.
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A kapott differencidlegyenlet megoldasa

yt) = y*(t) + 1,

/ﬁy(t)dt:fldt,
arctg (y(t)) =t+C, CeR,

T T
y() = tg(t+C), Dy =(-5-C5-C)
Az eredeti differencidlegyenlet megoldésa
0 T
2(t) =tg(t+C)—t, D@a)=(-5-C.5~-C), CeR

9. Az egyenlet nem értelmes sem ¢ = 0, sem z(t) = 0 esetén, ezért a jobb
oldal értelmezési tartomanya legyen valamelyik nyilt siknegyed. Keres-
siink olyan x megolddsokat, melyek értelmezési tartoménya R vagy R~
és nem veszik fel a nulla értéket! A differencidlegyenlet

B+t x(t) t2

W==rn ~ 7 T20

a(t)

alaki, igy az y(t) := e D(y) := D(x) 1j ismeretlen fiiggvényre
x(t) =ty(t) és x(t) =y(t) +ty(t), t € D(x). Ennek kovetkeztében y
1

megolddsa az (t) = szétvalaszthaté valtozdju differencidlegyen-

ty2(t)
letnek.
Az y fiiggvényre vonatkozé differencidlegyenlet megoldasa
1
) (1) —
. 1

200 = (i) + ¢, CeR,

y3(t) = 3In(Jt|]) +3C =3In(Jt|) + K, K €R,

y(t) = ¥/3n(|t]) + K.
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Az eredeti differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
z(t) =ty(t) =tv/3ln(ft]) + K, K eR,

a maxima4lis megold4sok értelmezési tartomdnya R vagy R™.
A 10.-11. feladatban oldja meg a linedaris differencidlegyenletet!
10. z(t) = ctg (t) z(t —_—. 11. x(t) = 2x(t t.

(t) Cg()x()+sin(t) o(t) = 2x(t) +

Megoldds.

10. Az egyenlet jobb oldala nincs értelmezve t = km, k € Z esetén, ezért a
differencidlegyenlet jobb oldala legyen adott k € Z esetén

1

sm(t)’ D(f) := (km, (k+ 1)m) x R.

ft, ) :=ctg(t)x

) = ctg (t) xx(t), melyben az egyiitt-

A homogén linedris egyenlet &y, (¢
a) = ( , (k41 7r), primitiv fiiggvényei

hatéfiiggvény a(t) := ctg (t), D(
/ctg (t)dt = In(|sin(t)|) +C, C €R.

Az inhomogén linedris egyenlet dltaldnos megoldédsa a Allitas alap-

jan
. 1 . 1 1
1) = ln(|sm(t)|)/ — In(| sin(¢)[) dt = | sin(t / dt =
w(t)=e sin(t) © sl | 55 Tom@o)]
= sin(t) / smi(t) dt = sin(t) (—ctg(t) + K) =

= —cos(t) + Ksin(t), KeR

a (km,(k + 1)7) intervallumon.

Megjegyzések. A homogén linedris egyenlet altaldnos megolddsa a
Allitas szerint

xp(t) = LeUsm®D = [|sin(t)] = Msin(t), L,M €R

a (lmr, (k+1)7r) intervallumon, mert ott a szinuszfiiggvény dllandé eléjeli,
annak el6jelétol fiiggben M := L, ill. M := —L.

Az inhomogén linedris differencidlegyenlet megolddsara alkalmazhatjuk
Lagrange mddszerét, és a megoldasokat megkapjuk

z(t) = M*(t)sin(t), D(z)=D(M"*)= (kr,(k+1)T)

alakban is, ahol M™* folytonosan differencialhaté fiiggvény.
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Mivel t € D(z) esetén &(t) = M*(t)sin(t) + M*(t) cos(t), az M* fiigg-

vényre
e (t)sin(t) + M*(t) cos(t) = ctg (t)M™*(¢) sin(t) + sinl(t) )
|
M(t) = sin?(t)’
1

fgy szintén az
x(t) = (— ctg (t) + N) sin(t) = — cos(t) + N'sin(t), N € R

eredményt kapjuk a (k7r, (k+ 1)7r) intervallumon.

11. Ajobboldal f(t,%):=2%+t, D(f):=R?, ezért a maximalis megold4-
sok a teljes R halmazon vannak értelmezve. A homogén linedaris egyenlet
Zp(t) = 2z,(t). Ha ennek az x; megolddsa mindeniitt értelmezve van
és sehol sem veszi fel a nulla értéket, akkor klasszikus jelolésekkel

—h 9
dt Th,

1
—dxp, = 2dt,
T,

1
/fdﬂ?h = /2dt,
T,

In(|zp]) = 26+ C,

2604+C _ C 2t

lzn| = e
Ezek az xp megoldasok &dllando elGjeliiek, tovabba a Picard—Lindelof-
tétel kovetkeztében az egyetlen nulla értéket is felvevé mindeniitt ér-
telmezett megoldds az xp,(t) = 0, t € R konstans fiiggvény, igy a homo-
gén linedris egyenlet altaldnos megoldédsa zj(t) = Ke?, K € R, ahol
Ezutan keressiik az inhomogén egyenlet megoldédsait a homogén megol-
désaihoz hasonlé x(t) = K*(t)e?® alakban, ahol K* a valés szdmok
halmazan értelmezett folytonosan differencidlhaté fliggvény. E szorzatot
és ennek

i(t) = K*(t) e* + K*(t)e* - 2
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12.

derivaltjat az inhomogén egyenletbe helyettesitve minden ¢ € R esetén

fennall )
K*(t)e* + 2K*(t) e?' = 2K*(t) €®' + t,

K*(t)e? =t,

K*(t) =te

)

ezért parcidlis integralassal

—2t —2t 1 1
K*(t):/te_%dt:te——/l-e—dt:—fte_zt—i—f/e_%dt:

-2 -2 2 2
1, 1
=|(—=t—=)e?+L, LeR.
( 5 4> e + L, S

Végiil az inhomogén egyenlet megoldasa:

a(t) = K*(t) e = K—;t - 1) o L} o2t _

_ 1 1 2t
—( it 4>+L€ s LER,

minden maximalis megoldas értelmezési tartomanya R.

Megjegyzés. Ezt a differencidlegyenletet az y(t) := 2x(t)+t, D(y) := D(x)
linedris helyettesitéssel visszavezethetjiik az §(t) = 2y(t) + 1 szétva-
laszthaté valtozdju differencidlegyenletre, melynek altaldanos megoldasa
y(t) = Ce?* — 1 D(y) = R, C € R. Az eredeti differencidlegyenlet

27
altalanos megoldasat ezen az dton is megkapjuk:

1 1 1t
Egy 15 literes jol kevert tartaly tele van séoldattal. Ebbe percenként 4
liter tiszta viz dramlik allandé sebességgel, és ugyanannyi oldat folyik ki
bel6le. Hatdarozza meg a tartalybeli s6 mennyiségét az id6 fliggvényében!

Mennyi id6 alatt {iriil ki a tartalybdl az eredeti sémennyiség fele?

Megoldds. Jelolje x(t) a tartalybeli s6 mennyiségét a ¢ idépontban, az
id6t percekben mérjiik. Tegyiik fel, hogy a keresett x: [0, +00) — R fiigg-
vény folytonosan differencidlhaté. E fliggvény monoton csokken, hiszen
sémentes viz folyik be a tartdlyba. A ¢y és t (tp,t € [0,400), o < t)
idépont kozotti At := t — ty id6 alatt befolyd viz és a kifolyé sdoldat
térfogata is 4At liter. Bérmely ¢ € [0, +00) id6pontban a séoldat sirtisége
%;)7 ezért az emlitett At id6 alatt a tartalybeli s6 tomegének Az :=
z(t) — x(to) valtozdsira

z(to)

15

AAL < Ax < —% -4 A,
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13.

majd

Rogzitett tg € RT esetén Alimo 22 = i(ty) és tlir? z(t) = z(tg), ebbdl
— —1o
kovetkezik

. 4
x(to) = —T5 1’(t0)7 to € RT.

A szétvélaszthat6 valtozoju differencidlegyenletet megoldva a tartdlybeli
s6 mennyisége az id6 fiiggvényében

z(t) = z(0) e"t te [0, +00).
Ha T id6 alatt felez6dik meg a sé6 mennyisége, akkor

1
5 2(0) = 2(T) = x(0) e 1T
Feltéve, hogy kezdetben volt s6 a tartalyban, azt kapjuk, hogy T =

% In(2) =~ 2,6 perc alatt iiriil ki a tartalybdl az eredeti sémennyiség fele.

A kemencébdl kivett kenyér hémérséklete kezdetben 120 °C, 30 perc
miulva 50 °C. A levegd hémérséklete 20 °C. Tegyiik fel, hogy a kenyér
hiilésének sebessége minden idépontban egyenesen ardnyos a kenyér és a
leveg homérsékletének kiillonbségével! Adja meg a kenyér hémérsékletét
a hiilés kezdetétdl eltelt id6 fiiggvényében!

Megoldds. Mérjiik az id6t érakban! Legyen z(t) a kenyér hémérséklete a
t idépontban, és tegyiik fel, hogy z: [0, +00) — R folytonosan differen-
cidlhato fiiggvény. A kenyér hiilésének sebessége a ¢ idépontban (t). Ha
a feladatban szerepld egyenes aranyossag aranyossagi tényezdje a € R,
akkor a keresett x fliggvényre

A kapott szétvalaszthatd véltozoju differencidlegyenlet megoldésa
z(t) = Ke™ +20, KeR, te]0,+0c0).
A két mellékfeltételt felhasznédlva kaphaté K = 100 és ¢ = 2In (13—0),

tehat a kenyér homérséklete a hiilés kezdetétol eltelt ¢ id6 fliggvényében

2t
3
z(t) = 100 <1o> +20, te€[0,+00).
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18.3. Megoldandé feladatok

1. Rajzolja meg az @(t) = z(t) — 2t differencidlegyenlet irdnymez&jét!

A 2.-10. feladatban oldja meg a differencidlegyenletet!

t—1
2. ¢(t)=In(t)+1. 3.2()=—. 4. @(t) = bz(t) — 2.
t+1
. 1—2z(t) . x(t) . 1
5. 2(t) = ————. 6. %(t) = —=. 7. 0(t) = ——v.
" == ") == "= are)
t t
8. i(t) =x(t) +t. 9. i(t) = %) £t —1.10. @(t) = fi—)l Fo(t+1)%
A 11.-13. feladatban oldja meg a kezdetiérték-feladatot!
Y 5 (t) — M
1, SO =W gy @O =228 = TRE
x(m) =4 z(0) =1
z(1) = -2
14. Mutassa meg, hogy az () = Ve kezdetiérték-feladatnak nem

15.

16.

xz(0) =0
létezik olyan megoldasa, amelyiknek lesziikitése e kezdetiérték-feladat
barmely megoldasal

A réadium bomlési sebessége minden idépontban egyenesen ardnyos an-
nak pillanatnyi tomegével, felezési ideje 1590 év. A radium kezdeti meny-
nyiségének hany szdzaléka bomlik el 350 év alatt?

Egy élesztégomba-tenyészetben a gomba mennyisége annak pillanatnyi
mennyiségével egyenes aranyban névekszik. Ha 40 perc alatt e mennyiség
megduplazédott, a kezdéstdl szamitva mennyi id6 mulva lesz a gomba
mennyisége az eredeti 6tszorose?

18.4. Megoldasok

1

. A jobb oldal értelmezési tartoméanya legyen R2. A differencidlegyenlet
irdnyvonalai I, = {(t,7) e R? : & =2t + k}, k€ R.

x(t) =tln(t)+ C, C €R, ahol D(z)=R".

3. z(t) =t—2In(Jt +1]) + C, C € R, ahol D(z) = (—o0,—1) vagy

D(z) = (—1, +00).

)
)
)
)

4. z(t :%4‘06‘%, C €R, ahol D(z)=R.
5. a(t) = 3+ Ce V!, C €R, ahol D(z)=R".
6. 2(t) =Ct, C € R, ahol D(z) =R" vagy D(z)=R".
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18.4. dbra. Az &(t) = x(t) — 2t differencidlegyenlet irdnymezdje

Megjegyzés. A ti(t) = x(t) implicit differencidlegyenlet megolddsa x(t) =
Ct, C € R, ahol D(z) =R.

x1,c(t) = y/arctg (%) +C és moc(t) = —4/arctg (%) +C, CeR,

)
ahol D(z1,¢) = D(xe,c) = (—2tg(C), +0).

8. z(t)=Ce' —t—1, C €R, ahol D(z)=
9. z(t) =2t2—tIn(|t|) + Ct, C € R, ahol D(x) =R* vagy D(x)=R".

10.

11.
12.

13.
14.

15.

2(t) = t+1)2+C(t+1), C €R, ahol D(z) = (—o0,—1) vagy
D(z) = (-1, 400).

x(t) = sin(t) +4, ahol D(z)=R.

z(t) =2+ 373, ahol D(z)=R.

x(t) = —t/2In(t) + 4, ahol D(z) = (e72,+00).

A kezdetiérték-feladatnak megolddsa az x1(t) := 0, D(z1) :=R kons-
tans fiiggvény és az

L2 hat>0,
0= {ilﬁ hat<o, DW=R
4 ) )

fliggvény is, ezért nem létezik olyan megoldas, amelyiknek lesziikitése a
kezdetiérték-feladat barmely megoldasa.

Mérjiik az id6t (t) években, a megfigyelés kezdete legyen a nulla idépont!
A radium mennyisége a t idépontban z(t) = 2(0)2- 0, ¢ € [0, +00).
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16.

A megfigyelés kezdete utdn 350 évvel a radium kezdeti mennyiségének
27159 - 100 ~ 85,85 szdzaléka maradt meg, 14,15 szdzaléka bomlott el.

Meérjiik az id6t (t) percekben, a megfigyelés kezdete a nulla idépont le-
gyen! A gomba mennyisége a t idépontban x(t) = 2:(0) 210, t € [0, 400).
40InG) 92,88 ilva 1 b i
)~ ~ 92,88 perc milva lesz a gomba mennyi-

sége a kezdeti Otszorose, ha kezdéskor volt gomba a tenyészetben, azaz

z(0) # 0.

A kezdéstdl szdmitva
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