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ÖSSZEFOGLALÁS: A funkcionálanaĺızis a matematikai anaĺızisből kinőtt
azon tudományág, melynek lényege végtelen dimenziós terek közti lineáris és
nemlineáris leképezések vizsgálata. A benne megjelenő absztrakció lehetővé
teszi az egységes tárgyalásmódot. E könyv témájának, a numerikus funk-
cionálanaĺızisnek a fogalma arra alapszik, hogy ezek az egységes, absztrakt
módszerek éppoly alkalmasak a vizsgált egyenletek konstrukt́ıv megoldási
algoritmusainak kidolgozására és anaĺızisére, mint elméleti vizsgálatukra. E
könyv meǵırásának mozgatórugója, hogy numerikus funkcionálanaĺızisról szó-
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a megoldás fogalmáról, létezéséről és egyértelműségéről szól a szükséges el-
méleti háttérrel együtt. A IV. rész tartalmazza a különféle operátoregyenlet-
t́ıpusokra vonatkozó közeĺıtő módszerek tárgyalását. A vizsgált eljárások el-
sősorban két nagy csoportba tartoznak: projekciós, ill. iterációs módszerek.
Ennek az anyagnak egy része megfelel az ELTÉ-n tartott funkcionálanaĺı-
zis BSc és nemlineáris funkcionálanaĺızis MSc előadás témájának, az utolsó
fejezet tárgya pedig újabb kutatásokhoz kapcsolódik.
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16.Iterációs módszerek lineáris operátoregyenletekre 227
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Előszó

A funkcionálanaĺızis a matematikai anaĺızisből kinőtt azon tudományág, mely-
nek lényege végtelen dimenziós terek közti lineáris és nemlineáris leképezések
vizsgálata. A benne megjelenő absztrakció lehetővé teszi az anaĺızis külön-
böző területeit összefogó egységes tárgyalásmódot, ebben külön emĺıtést ér-
demel a különböző függvényosztályok által alkotott függvényterek egységes
vizsgálata. A funkcionálanaĺızisnek jelentős magyar vonatkozásai is vannak:
Riesz Frigyes, Neumann János és (a magyar származású) Peter D. Lax neve
elválaszthatatlan e terület fejlődésétől. Neumann munkásságához kapcsolódik
a funkcionálanaĺızis egyik legnagyobb hatású eredménye, ő dolgozta ki ugyan-
is a kvantummechanika szilárd matematikai megalapozását. E könyv témája
szempontjából viszont a funkcionálanaĺızisnek azon eredményei állnak közép-
pontban, amelyek operátoregyenletekkel léırható modellek, vagyis integrál-
és elsősorban differenciálegyenletek általános tárgyalására vonatkoznak.

A természettudományok számos területén fellépő közönséges és főként par-
ciális differenciálegyenletek modern elméleti vizsgálata nagymértékben tá-
maszkodik a funkcionálanaĺızis eszközeire, mivel e differenciálegyenletek ter-
mészetes alapterét végtelen dimenziós függvényterek alkotják. A Szoboljev-
terek fogalma tette lehetővé parciális differenciálegyenletek megoldhatóságá-
nak általános elméletét, melyen belül például a lineáris elliptikus esetben a
Dirichlet-féle energia-minimalizálási elv is érvényeśıthető, ill. a megoldhatóság
egy általános, bilineáris leképezésekre vonatkozó elvre (Lax–Milgram-lemma)
vezethető vissza.

E könyv témájának, a numerikus funkcionálanaĺızisnek a fogalma arra alap-
szik, hogy ezek az egységes, absztrakt módszerek éppoly alkalmasak a vizsgált
egyenletek konstrukt́ıv megoldási algoritmusainak kidolgozására és anaĺızisé-
re, mint elméleti vizsgálatukra. Ez az alapelv a Nobel-d́ıjas matematikus,
L. V. Kantorovics klasszikus cikkére nyúlik vissza [32]. A funkcionálanaĺı-
zisben megjelenő absztrakció sokszor képes a tulajdonságok lényegét meg-
ragadni és elegáns kezelésmódot adni, ez teszi lehetővé numerikus problé-
mák egyes osztályainak egységes megértését és kezelését is. A funkcionálana-
ĺızis módszerei mára már beépültek a numerikus eljárások modern elméle-
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2 Előszó

tébe. Itt emĺıtendő, az alapvető példák közt tallózva, a végeselem-módszer
egzakt tárgyalása Hilbert-térbeli apparátus felhasználásával, beleértve a ne-
vezetes Céa-lemmákat, vagy a parabolikus feladatok Lax-féle elmélete, ill.
az iterációs módszerek körében a Stokes-t́ıpusú nyeregpont-feladatok meg-
oldása a megfelelő operátor függvénytérbeli szerkezetére alapozva, mint pl.
az Uzawa-algoritmus. További magyar vonatkozásért pedig az iterációk köré-
ben térjünk vissza L. V. Kantorovicshoz: nála ı́rt disszertációjában dolgozta
ki Czách László nem korlátos operátorok korlátosra való transzformációját a
konvergencia eléréséhez [12]. Ez az elv később mátrixokra vonatkozóan mint
a kond́ıciószámot jav́ıtó prekondicionálás technikája terjedt el, amely lineáris
rendszerek iterációs megoldásának ma alapvető alkotórésze.

E könyv meǵırásának mozgatórugója, hogy numerikus funkcionálanaĺızisról
szóló könyv magyarul még nem elérhető. A funkcionálanaĺızis emĺıtett szerepe
már számos helyen megjelenik a numerikus anaĺızist részletesen összefoglaló
[69] könyvben, megford́ıtva azonban, e két terület (az absztrakt elmélet és a
közeĺıtő módszerek) ötvözéséről szóló olyan munka, amely a funkcionálanaĺızis
irányából kiindulva vizsgálja az absztrakt módszerek alkalmazásait numeri-
kus eljárásokra, nem készült magyarul. Az angol nyelvű (mind a klasszikus,
mind az újabb) szakirodalomból megemĺıtjük a [3, 15, 17, 23, 25, 33, 40, 47,
49, 57, 58] műveket. Magyarul a Newton-t́ıpusú módszereket éṕıti fel nor-
mált terekben a [30] könyv, amely a román nyelvű, klasszikus [29] változatra
alapul.

Könyvünk bevezetést ad a numerikus funkcionálanaĺızis néhány fontosabb
fejezetébe. Ehhez először, az I. részben, a funkcionálanaĺızis egyes alapisme-
reteit foglaljuk össze. Ennek nem célja e terület egy újabb feléṕıtése, hiszen
számos munka létezik magyarul a funkcionálanaĺızis elemibb és mélyebb el-
méleti eredményeiről, például a klasszikus [59] mű, a [37, 38] (ezekre számos
helyen utalunk) és a [13, 27, 36, 39, 43, 54] könyvek. Az első rész célja ehe-
lyett önmagában használható kiindulást adni a további részekhez, ez egyben
anyagot ad az ELTÉ-n tartott alkalmazott matematikus funkcionálanaĺızis
előadáshoz is. A II. és III. rész lineáris, ill. nemlineáris operátoregyenletek
megoldhatósági eredményeiről, azaz a megoldás fogalmáról, létezéséről és egy-
értelműségéről szól a szükséges elméleti háttérrel együtt. A IV. rész tartal-
mazza a különféle operátoregyenlet-t́ıpusokra vonatkozó közeĺıtő módszerek
tárgyalását. A vizsgált eljárások elsősorban két nagy csoportba tartoznak:
projekciós, ill. iterációs módszerek. Ennek az anyagnak egy része megfelel az
ELTÉ-n tartott nemlineáris funkcionálanaĺızis előadás témájának, az utolsó
fejezet tárgya pedig újabb kutatásokhoz kapcsolódik [6, 23]. A tárgyalt mód-
szereket fő alkalmazásként a könyv több pontján is parciális differenciálegyen-
leteken szemléltetjük. A könyv feltételezi az anaĺızis alapjainak, elsősorban a
Lebesgue-integrál és normált terek fő tulajdonságainak ismeretét.



Előszó 3

Köszönetnyilváńıtás. E könyv révén szeretném kifejezni köszönetem Czách
Lászlónak – kollégámnak és korábbi tanáromnak –, akitől a terület iránti
érdeklődésemet és elindulásomat nyertem, és aki velem együtt matematikusok
nemzedékeivel szerettette meg az anaĺızist.

A könyv elkészültében nagy seǵıtséget jelentett az a két kézirat, melyet Ku-
rics Tamás kollégám még hallgatóként késźıtett két kapcsolódó előadásom
alapján, igényes munkáját ezúton köszönöm, akárcsak neki és Kovács Balázs
hallgatómnak a könyv kéziratának gondos átolvasását, ellenőrzését.

Munkámat az MTA Bolyai János Ösztönd́ıjának támogatásával végeztem.





I. rész

Bevezetés a
funkcionálanaĺızisbe
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1. fejezet

Normált terek

A funkcionálanaĺızis egyik legalapvetőbb struktúrája a normált tér, mely-
nek lényege a hossz fogalmának általánośıtása. Ennek seǵıtségével általános
keretben vizsgálhatóak a végtelen dimenziós függvényterek, melyek az alkal-
mazások szempontjából a normált tér fogalmának legfontosabb realizációi.
Mivel e könyv feltételezi a normált terek elemi ismeretét az anaĺızisből, itt
csak rövid összefoglalást adunk néhány olyan alaptulajdonságról és példáról,
melyeket leggyakrabban használunk majd, vagy nem tartoznak a szokásos
alapismeretek közé. A skalárszorzatterek ennél speciálisabb struktúrájával a
2. fejezetben foglalkozunk majd hasonló szellemben.

Mivel a normált terek az euklideszi terek általánośıtását jelentik, egy-egy
új fogalom protot́ıpusaként gyakran tekinthetjük magát Rn-et. Ezért külön
szakaszban térünk ki a véges dimenziós esetre, és ezután adunk példákat
végtelen dimenziós terekre. A normált terek további, részletesebb tárgyalása,
beleértve a későbbiekben emĺıtett, de nem bizonýıtott álĺıtásokat és példákat,
megtalálható a [37, 38] könyvekben.

Végül megemĺıtjük, hogy a funkcionálanaĺızis egyes eredményei a normált
tereknél általánosabb struktúrákban (topologikus vektorterekben) is feléṕıt-
hetők, lásd szintén [37, 38], erre az általánosságra azonban e könyvben nem
lesz szükségünk.

1.1. Normált terek, Banach-terek és alaptulaj-
donságaik

A norma defińıciója a hossz fogalmát általánośıtja tetszőleges vektortérben.
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8 1. Normált terek

1.1. Defińıció. Legyen X vektortér K felett, ahol K = C vagy R. Egy
‖·‖ : X → R+ függvényt normának nevezünk, ha teljeśıti az alábbi ún. nor-
maaxiómákat:

(i) minden x ∈ X esetén ‖x‖ ≥ 0, és ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

(ii) minden λ ∈ K és x ∈ X esetén ‖λx‖ = |λ| ‖x‖;

(iii) minden x, y ∈ X esetén ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Ekkor az (X, ‖·‖) párt normált térnek nevezzük.

Megadunk néhány egyszerű példát normált terekre, nagyrészt véges dimen-
ziósakat. A funkcionálanaĺızis alkalmazásaiban a végtelen dimenziós terek,
elsősorban függvényterek játsszák a fő szerepet, ezek közül a legfontosabbak-
kal az 1.3. szakaszban foglalkozunk majd.

• A legegyszerűbb példa X := R mint önmaga feletti vektortér: ez nor-
mált tér az abszolút értékkel mint normával, azaz ‖x‖ := |x|.

• Ha n ∈ N+, akkor X := Rn normált tér a szokásos euklideszi normával,
amit 2-es indexszel szokás jelölni, azaz x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn esetén
‖x‖2 :=

√∑n
i=1 x

2
i .

• Az X := Rn teret más normákkal is elláthatjuk, például az úgynevezett
p-normákkal, ahol x ∈ Rn esetén

‖x‖p :=


( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

, ha 1 ≤ p < +∞;

max
1≤i≤n

|xi| , ha p = +∞.

• Ha I = [a, b] adott intervallum, akkor X := C(I) = {f : I → R
folytonos függvények} normált tér az ‖f‖max := maxI |f | normával.
Ugyanezen a vektortéren megadható más norma is, pl. ‖f‖1 :=

∫
I
|f |.

1.2. Megjegyzés. Minden normált tér egyben metrikus tér a %(x, y) =
‖x− y‖ ún. indukált metrikával. (Visszafelé ez nem igaz, vagyis nem min-
den metrikát indukál valamilyen norma, pl. ha az alaphalmaz nem vektortér,
vagy ha a metrika diszkrét.)

A norma révén értelmezhetőek a gömbök, környezetek és ehhez kapcsolódó
topológiai fogalmak. A nýılt gömbök seǵıtségével a határérték és folytonosság
ugyanúgy definiálható, mint Rn-ben. Utóbbiak ε és δ nélkül közvetlenül is
megfogalmazhatók, ezt tesszük először a sorozatok és sorok konvergenciájára,
utána értelmezünk néhány topológiai alapfogalmat.
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1.3. Defińıció. (Sorozatok és sorok konvergenciája.) Legyen (X, ‖·‖) nor-
mált tér, (xn) ⊂ X sorozat, x ∈ X vektor.

(i) limxn = x (vagy xn → x), ha ‖xn − x‖ → 0.

(ii)
∞∑
n=1

xn = x, ha az sn :=
n∑
i=1

xi sorozatra sn → x.

1.4. Defińıció. Legyen (X, ‖·‖) normált tér.

(i) Ha x0 ∈ X adott pont, r > 0 szám, akkor x0 közepű és r sugarú nýılt
gömbön, ill. zárt gömbön a

B(x0, r) := {x ∈ X : ‖x−x0‖ < r} és B(x0, r) := {x ∈ X : ‖x−x0‖ ≤ r}

halmazokat értjük. Egy U ⊂ X halmaz környezete x0-nak, ha U tartalmaz
x0 közepű nýılt gömböt.

(ii) Egy G ⊂ X halmaz nýılt, ha minden pontjának környezete.

(iii) Egy F ⊂ X halmaz zárt, ha X\F nýılt. Ez ekvivalens azzal, hogy minden
(xn) ⊂ F konvergens sorozat esetén limxn ∈ F .

(iv) Egy K ⊂ X korlátos halmaz átmérője: diam(K) := sup
x,y∈K

‖x− y‖.

1.5. Lemma. Normált térben minden x, y ∈ X esetén
∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣ ≤ ‖x− y‖.

Bizonýıtás. Mivel x = (x−y)+y, ezért ‖x‖ ≤ ‖x− y‖+‖y‖, azaz ‖x‖−‖y‖ ≤
‖x− y‖. Mivel x és y szerepe szimmetrikus, ezért ‖y‖−‖x‖ ≤ ‖y − x‖ is igaz,
amiből az álĺıtás következik. �

1.6. Következmény. A norma sorozatfolytonos függvény, azaz ha xn → x,
akkor ‖xn‖ → ‖x‖.

Bizonýıtás. Az előző lemma szerint
∣∣‖xn‖ − ‖x‖∣∣ ≤ ‖xn − x‖ → 0, ha n→

∞. �

A fenti bizonýıtások megegyeztek az R-ben szokásosakkal, az abszolút értéket
normára cserélve. Hasonlóan igazolható, hogy normált térben az összeadás és
a skalárral való szorzás műveletei folytonosak.
A normált terek egyik alapfogalma a tér teljessége:

1.7. Defińıció. Egy normált teret Banach-térnek nevezünk, ha teljes, azaz
ha minden Cauchy-sorozat konvergens.

A teljesség azt jelenti, hogy ebből a szempontból a tér hasonĺıt a valós számok
halmazához, ahol klasszikus tétel garantálja a Cauchy-sorozatok konvergen-
ciáját. Néhány további példa a normált tereknél már felsoroltakból:
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• (Rn, ‖·‖2) Banach-tér a ‖x‖2 :=
√∑n

i=1 x
2
i euklideszi normával.

• Általában is: minden véges dimenziós normált tér Banach-tér. (Ezzel
külön foglalkozunk a következő szakaszban.)

• Ha K 6= ∅ tetszőleges halmaz, akkor X := {f : K → R korlátos
függvények} Banach-tér az ‖f‖∞ := supK |f | normával.

• (C[a, b], ‖·‖max) Banach-tér az ‖f‖max := max
[a,b]
|f | normával. (Az [a, b]

intervallum helyett egy K ⊂ Rn kompakt halmaz is állhat.)

• (C[a, b], ‖·‖1) nem teljes, azaz nem Banach-tér az ‖f‖1 :=
∫ b
a
|f | nor-

mával. Megadható ugyanis olyan (fn) ⊂ C[a, b] sorozat, amely a ‖·‖1
normában egy f /∈ C[a, b] függvényhez konvergál, pl. a signumfüggvény-
hez. Ez Cauchy-sorozat a ‖·‖1 normában, de nincs limesze C[a, b]-ben.

1.8. Megjegyzés. Bár nem minden normált tér Banach-tér, igazolható, hogy
minden X normált tér sűrűn beágyazható Banach-térbe azonośıtás erejéig,
vagyis X izometrikusan izomorf egy alkalmas Banach-tér egy sűrű alterével.
(Két normált teret izometrikusan izomorfnak h́ıvunk, ha van közöttük nor-
matartó lineáris bijekció; ilyenkor szokás őket azonośıtani egymással.) Ekkor
ez a Banach-tér szükségképpen egyértelmű izometria erejéig, neve X teljessé
tétele.

Egy bizonýıtást a 3.12. tételben látunk majd erre. A teljessé tétel létezése
közvetlenül is igazolható metrikus terekre is, azzal az alapgondolattal, hogy a
Cauchy-sorozatokhoz hozzárendelt alkalmas ideális elemekből alkotható teljes
tér. Éspedig, ha két Cauchy-sorozatot ekvivalensnek h́ıvunk, amikor különb-
ségük 0-hoz tart, akkor az új tér a Cauchy-sorozatok ekvivalencia-osztályaiból
fog állni, és egy X-beli elemet a belőle alkotott konstans sorozat ekvivalencia-
osztályával azonośıtunk. A hosszú számolást igénylő részletes bizonýıtást lásd
pl. a [37] könyvben.

1.9. Defińıció. LegyenX vektortér, ‖·‖1 és ‖·‖2 normák. Azt mondjuk, hogy
a két norma ekvivalens, ha léteznek M ≥ m > 0 konstansok, hogy

m ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤M ‖x‖1 (∀x ∈ X). (1.1)

Könnyen látható, hogy ez valóban ekvivalencia-reláció. Ha a normák ekvi-
valensek, akkor ugyanazt a topológiát generálják, vagyis ugyanazok a nýılt
halmazok és a konvergens sorozatok is. Például az 1.15 tételben látni fogjuk
majd, hogy véges dimenziós vektortéren bármely két norma ekvivalens.

1.10. Álĺıtás. Legyen X vektortér, ‖·‖1 és ‖·‖2 ekvivalens normák. Ha
(X, ‖·‖1) teljes, akkor (X, ‖·‖2) is teljes.



1.1. Normált terek, Banach-terek és alaptulajdonságaik 11

Bizonýıtás. A defińıciókból következik, hogy ha (xn) Cauchy-sorozat a ‖·‖2
normában, akkor Cauchy-sorozat a ‖·‖1 normában is, ı́gy (xn) konvergál a
‖·‖1 normában, de akkor konvergál (ugyanahhoz a vektorhoz) a ‖·‖2 normá-
ban is. �

Végül a teljességre alapuló néhány nevezetes eredményt adunk meg.

1.11. Tétel (Cantor-féle közöspont-tétel). Legyen X Banach-tér. Ha
(Fn) ⊂ X nem üres zárt halmazok egymásba skatulyázott sorozata (azaz F1 ⊃
F2 ⊃ . . . ), melyre diam(Fn)→ 0, akkor ∩Fn egy pont.

Bizonýıtás. Vegyünk minden n-re egy xn ∈ Fn pontot. Könnyen látható,
hogy ezek Cauchy-sorozatot alkotnak, mivel bármely m ≥ n egészek esetén
‖xn− xm‖ ≤ diam(Fn)→ 0. Mivel X teljes, létezik x∗ := limxn. Mivel min-
den n-re az {xn, xn+1, . . . } sorozat (amely szintén x∗-hoz tart) Fn-ben fekszik,
ı́gy Fn zártsága miatt x∗ ∈ Fn, ezekből x∗ ∈ ∩Fn. Végül a diam(Fn) → 0
feltétel miatt nem létezhet másik olyan pont, amely minden Fn-nek eleme,
ı́gy a metszet csak x∗-ból áll. �

1.12. Álĺıtás (Weierstrass-kritérium). Legyen X Banach-tér. Ha
∑
‖xn‖

konvergens, akkor
∑
xn is konvergens.

Bizonýıtás. Legyenek sn :=
n∑
i=1

xi és σn :=
n∑
i=1

‖xi‖ a megfelelő részlet-

összegek. Ekkor
∑
‖xn‖ konvergenciája miatt (σn) Cauchy-sorozat, emellett

minden n > m indexre

‖sn − sm‖ =
∥∥∥ n∑
i=m+1

xi

∥∥∥ ≤ n∑
i=m+1

‖xi‖ = σn − σm = |σn − σm| ,

ı́gy (sn) is Cauchy-sorozat. Mivel X teljes, ı́gy ez azt jelenti, hogy
∑
xn

konvergens. �

1.13. Tétel (Banach-féle fixponttétel). Legyen X Banach-tér és f : X →
X kontrakció, azaz van olyan q < 1 szám, hogy

‖f(x)− f(y)‖ ≤ q‖x− y‖ (∀x, y ∈ X).

(1) Ekkor f -nek egyértelműen létezik fixpontja, azaz olyan x∗ ∈ X, melyre
x∗ = f(x∗).

(2) Bármely x0 ∈ X esetén az xn+1 := f(xn) (n ∈ N) iteráció x∗-hoz kon-
vergál, éspedig

‖xn − x∗‖ ≤
qn

1− q
‖x1 − x0‖ (∀n ∈ N).
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Bizonýıtás. (1) Minden n-re ‖xn+1 − xn‖ = ‖f(xn) − f(xn−1)‖ ≤ q‖xn −
xn−1‖, ı́gy indukcióval ‖xn+1 − xn‖ ≤ qn‖x1 − x0‖. Ebből minden m > n
esetén

‖xm−xn‖ ≤
m−1∑
i=n

‖xi+1−xi‖ ≤
( m−1∑
i=n

qi
)
‖x1−x0‖ <

qn

1− q
‖x1−x0‖, (1.2)

amiből következik, hogy (xn) Cauchy-sorozat. Mivel X teljes, ı́gy létezik
x∗ := limxn. Ez fixpont, mert f (Lipschitz-)folytonos is, amiből f(x∗) =
lim f(xn) = limxn+1 = x∗. Más fixpont nem lehet, mert ha x∗∗ is fixpont,
akkor ‖x∗∗−x∗‖ = ‖f(x∗∗)− f(x∗)‖ ≤ q‖x∗∗−x∗‖, ami csak ‖x∗∗−x∗‖ = 0
esetén lehetséges.
(2) Az (1.2) egyenlőtlenség két széléből m → ∞ esetén megkapjuk a ḱıvánt
becslést, mivel a bal oldal ‖x∗ − xn‖-hez tart, a jobb oldal pedig nem függ
m-től. �

1.14. Megjegyzés. Az 1.11 és 1.13. tételek teljes metrikus térben is iga-
zak (a bizonýıtásokban csupán a különbségnormák helyett távolságokat kell
ı́rni), erre azonban nem lesz szükségünk. A Banach-féle fixponttétel a legegy-
szerűbb olyan tétel, amely egyenlet megoldhatóságát és a megfelelő iteráció
konvergenciáját mondja ki, erre a könyv III-IV. részében is utalunk majd.

1.2. Véges dimenziós normált terek

A Banach-terekre adott példák között már emĺıtettük, hogy minden véges
dimenziós normált tér teljes. Ezt most igazoljuk is; az ehhez felhasznált első
eredmény önmagában is nevezetes.

1.15. Tétel. Véges dimenziós normált téren bármely két norma ekvivalens.

Bizonýıtás. Elég belátnunk, hogy minden norma ekvivalens egy rögźıtett
normával. Ha e1, e2, . . . , ek bázisa X-nek, akkor tetszőleges x ∈ X feĺırható

x =
k∑
i=1

xiei alakban, és az

‖x‖∞ := max
1≤i≤k

|xi| (1.3)

kifejezés normát definiál. Belátjuk, hogy tetszőleges ‖·‖ norma ekvivalens a
‖·‖∞ normával, azaz fennáll (1.1) valamilyen M ≥ m > 0 konstansokkal.
Legyen x ∈ X tetszőleges. Az egyik irány:

‖x‖ =
∥∥∥ k∑
i=1

xiei

∥∥∥ ≤ k∑
i=1

|xi| ‖ei‖ ≤ max
1≤i≤k

|xi|
( k∑
i=1

‖ei‖
)

= M ‖x‖∞ .
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A másik irányhoz először vegyük észre, hogy az 1.5. lemma és fenti irány
miatt ∣∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣∣ ≤ ‖x− y‖ ≤M ‖x− y‖∞ (∀x, y ∈ X),

ı́gy ‖·‖ Lipschitz-folytonos a ‖·‖∞ normára nézve. Emiatt folytonos is, ı́gy
a Weierstrass-tétel szerint van minimuma az S := {x ∈ X : ‖x‖∞ = 1}
korlátos és zárt halmazon, azaz a ‖·‖∞ normával vett egységgömb felsźınén.
(S korlátossága triviális, zártsága az 1.6. következménynek köszönhető.) Ez
a minimum pozit́ıv érték, mivel a nullvektor nincs S-en, ı́gy

min
‖y‖∞=1

‖y‖ =: m > 0.

Legyen most x ∈ X tetszőleges. Feltehető x 6= 0, hisz 0-ra (1.1) triviális.
Ekkor y := x

‖x‖∞
∈ S, ı́gy

‖x‖ =
∥∥∥ x

‖x‖∞

∥∥∥ ‖x‖∞ = ‖y‖ ‖x‖∞ ≥ m ‖x‖∞ . �

1.16. Tétel. Minden véges dimenziós normált tér Banach-tér.

Bizonýıtás. Legyen (xn) ⊂ X Cauchy-sorozat a tér ‖·‖ normájában. Legyen
e1, e2, . . . , ek bázis X-ben, és tekintsük az (1.3) képletben definiált ‖·‖∞ nor-
mát. Mivel minden n, l ∈ N+ esetén

∥∥xn − xl∥∥∞ ≤ 1
m

∥∥xn − xl∥∥, ı́gy (xn)
Cauchy-sorozat ‖·‖∞-ban is. Ekkor minden i = 1, . . . , k koordináta esetén
(xni ) ⊂ R is Cauchy-sorozat, ı́gy konvergens is, azaz létezik xi := lim

n→∞
xni ∈ R.

Ekkor (xn) is konvergens X-ben:

ha x :=

k∑
i=1

xiei, akkor ‖xn − x‖ ≤M ‖xn − x‖∞ = M max
1≤i≤k

|xni − xi| → 0,

ha n→∞. �

1.17. Megjegyzés. (i) A fentiek alapján véges dimenziós vektortéren bár-
mely két norma ugyanazt a topológiát generálja, azaz ugyanazok a nýılt hal-
mazok és a Cauchy-, ill. konvergens sorozatok is. Az utóbbi jelentése, hogy a
sorozat minden koordinátája konvergens.
(ii) Egy normált tér minden véges dimenziós altere zárt, mivel önmaga mint
normált tér teljes.
(iii) A fentiekhez hasonlóan igazolható, hogy véges dimenziós normált térben
minden korlátos sorozatnak van konvergens részsorozata. Ez ui. R-ben igaz,
ı́gy az első koordináták sorozatának van konvergens részsorozata. A második
koordináták ilyen indexű részsorozatának is van konvergens részsorozata, és
ı́gy tovább. Az utolsó lépésben kapott indexsorozattal az egész sorozatnak
kapjuk konvergens részsorozatát.
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További következmény az a későbbiekben hasznos tulajdonság, hogy véges
dimenziós altérnek a tér bármely eleméhez van legközelebbi eleme.

1.18. Álĺıtás. Legyen (X, ‖·‖) normált tér, X0 ⊂ X véges dimenziós altér,
x ∈ X tetszőleges vektor. Ekkor létezik y0 ∈ X0, amelyre d := dist(x,X0) =
‖x− y0‖.

Bizonýıtás. Válasszunk olyan (yn) ⊂ X0 sorozatot, melyre dn := ‖x− yn‖ →
d. Az (dn) számsorozat konvergens, ı́gy korlátos is, ı́gy az (yn) ⊂ X0 vektor-
sorozat is korlátos. Mivel X0 véges dimenziós, kiválasztható (yn)-ből kon-
vergens részsorozat, azaz ynk → y0 ∈ X0. A norma folytonossága miatt
‖x− y0‖ = lim ‖x− ynk‖ = lim dnk = d. �

Ez a legközelebbi elem nem mindig egyértelmű, pl. a maximumnormával el-
látott C[0, 1] térben az f ≡ 1 konstansfüggvény 1 távolságra van a homogén
lineáris függvények egydimenziós alterétől, és ezt minden 0 ≤ c ≤ 2 paramé-
terű g(x) := cx függvényen fel is veszi. Könnyen látható azonban, hogy ha
egy tér normája szigorúan konvex (azaz ha ‖x+ y‖ < ‖x‖ + ‖y‖, amikor x
és y nem egymás számszorosa), akkor a legközelebbi elem már egyértelmű.
Ilyenkor ezt az adott vektor véges dimenziós altérre való vetületének h́ıvjuk.

1.3. Nevezetes Banach-terek, függvényterek

Az alábbi példák általában jól ismertek az anaĺızisből, lásd [37, 38, 59]. Az
Lp(Ω) tereket fontosságuk miatt részletezzük. Az egyváltozós Szoboljev-tér
itt ismertetett, Czách Lászlótól származó feléṕıtése kevésbé ismert az iroda-
lomban, célja a fogalom jól érthető szemléltetése. A Szoboljev-tér ugyanis az
alkalmazásokban előforduló legfontosabb függvénytér lesz, és az egydimenzi-
ós eset jóval konstrukt́ıvabban léırható, mint a többváltozós [67], melyre a
10.2.2. szakasz elején utalunk majd.

1.3.1. Az Lp(Ω) terek

Legyen Ω ⊂ Rn adott Lebesgue-mérhető halmaz, 1 ≤ p ≤ ∞. Tekintsük azon
f : Ω→ R Lebesgue-mérhető függvényeket, melyekre ‖f‖Lp véges, ahol

‖f‖Lp :=


(∫

Ω

|f |p
)1/p

, ha 1 ≤ p < +∞,

inf {sup
Ω\N
|f | : N ⊂ Ω nullmértékű}, ha p = +∞.

Gyakran ‖f‖Lp helyett csak ‖f‖p-t ı́runk, ha nem okoz félreértést, mint pl. e
szakasz számolásaiban. Emellett emlékeztetünk az alábbi fogalomra, ill. jelö-
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lésre: a Lebesgue-elméletben egy tulajdonságot majdnem mindenütt (m. m.)
érvényesnek nevezünk, ha nullmértékű halmaz kivételével teljesül.

1.19. Defińıció. Az Lp(Ω) tér azon Lebesgue-mérhető függvényekből áll,
melyekre ‖f‖Lp < ∞, beleértve, hogy két függvényt azonosnak tekintünk,
ha m. m. egyenlőek. (Pontosabban tehát, a tér elemei ekvivalencia-osztályok,
ahol f ∼ g, ha f = g m. m. )

A m. m. azonośıtás önmagában is természetes amiatt, hogy a Lebesgue-integrál
érzéketlen a nullmértékű halmazon való változtatásra, fő oka azonban az,
hogy csak ı́gy lesz igaz az első normaaxióma.

Az L∞(Ω) tér normájáról emĺıtést érdemel, hogy bármely f ∈ L∞(Ω) függ-
vényhez megadható olyan Nf nullmértékű halmaz, hogy ‖f‖L∞ = sup

Ω\Nf
|f |.

(Ha ugyanis a defińıcióbeli infimumot sorozattal közeĺıtjük, akkor a megfe-
lelő nullmértékű halmazok uniója jó lesz Nf -nek.) Ebből következik, hogy
|f | ≤ ‖f‖∞ m.m. , ezért néha az L∞-normát a függvény lényeges supremu-
mának is nevezik és ess sup

Ω
|f |-fel jelölik.

Most belátjuk, hogy Lp(Ω) normált tér. Az első két normaaxióma triviálisan
teljesül, az elsőnél kihasználva a m. m. azonośıtást (ugyanis ‖f‖Lp = 0 esetén
f = 0 m. m., azaz f az Lp(Ω) tér 0-eleme). A háromszög-egyenlőtlenséget a
következő tétel mondja ki.

1.20. Tétel (Minkowski-egyenlőtlenség). Legyen 1 ≤ p ≤ ∞ adott, f, g :
Ω→ R mérhető függvények. Ekkor

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

Bizonýıtás. Ha p =∞, akkor |f | ≤ ‖f‖∞ és |g| ≤ ‖g‖∞ m.m., ezért

|f + g| ≤ |f |+ |g| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ m.m.,

ami egy lényegében felső korlát, azaz ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.
Legyen most p véges. Ha a jobb oldal∞ vagy valamelyik függvény a 0, akkor
az álĺıtás triviális. Tegyük fel tehát, hogy ‖f‖p 6= 0 és ‖g‖p 6= 0. A t 7→ tp

függvény konvex, ı́gy a Jensen-egyenlőtlenség szerint

1(
‖f‖p + ‖g‖p

)p (|f |+ |g|)p =

(
‖f‖p

‖f‖p + ‖g‖p
|f |
‖f‖p

+
‖g‖p

‖f‖p + ‖g‖p
|g|
‖g‖p

)p
≤

≤
‖f‖p

‖f‖p + ‖g‖p

(
|f |
‖f‖p

)p
+

‖g‖p
‖f‖p + ‖g‖p

(
|g|
‖g‖p

)p
.
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Mindkét oldalt integrálva kapjuk, hogy

1(
‖f‖p + ‖g‖p

)p ∫
Ω

(|f |+ |g|)p ≤ 1,

ebből
‖f + g‖p ≤

∥∥∥|f |+ |g|∥∥∥
p
≤ ‖f‖p + ‖g‖p . �

A következő tétel az Lp-terekbeli számı́tások igen gyakran használt segédesz-
köze.

1.21. Defińıció. A p, q ∈ [1,∞] számokat (egymáshoz) konjugált értékeknek
h́ıvjuk, ha 1

p + 1
q = 1. Ha p (vagy q) értéke 1, akkor az egyenlőséget úgy

értjük, hogy q (vagy p) értéke ∞.

1.22. Tétel (Hölder-egyenlőtlenség). Ha 1 ≤ p ≤ ∞ és 1 ≤ q ≤ ∞
egymáshoz konjugált értékek és f, g mérhető függvények, akkor

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Bizonýıtás. Ha a jobb oldal 0 vagy végtelen, akkor az álĺıtás triviális. Ha
p = 1 és q =∞ (vagy ford́ıtva), akkor |fg| = |f | |g| ≤ |f | ‖g‖∞ m.m., emiatt
‖fg‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖∞. Legyenek most 1 < p, q < +∞, és

F :=
|f |
‖f‖p

, G :=
|g|
‖g‖q

.

A t 7→ log t függvény konkávitását felhasználva

FG = exp

(
1

p
lnF p +

1

q
lnGp

)
≤ exp ln

(
1

p
F p +

1

q
Gp
)

=
1

p
F p +

1

q
Gp.

Ezt integrálva

1

‖f‖p ‖g‖q

∫
|fg| =

∫
Ω

|f |
‖f‖p

· |g|
‖g‖q

≤ 1

p

∫
Ω

|f |p

‖f‖pp
+

1

q

∫
Ω

|g|q

‖g‖qq
=

1

p
+

1

q
= 1,

ahonnan átszorzással adódik a ḱıvánt egyenlőtlenség. �

1.23. Megjegyzés. (i) A Hölder-egyenlőtlenségből következik, hogy ha f ∈
Lp(Ω) és g ∈ Lq(Ω), akkor fg ∈ L1(Ω).

(ii) A p = q = 2 speciális esetben a függvényekre vonatkozó Cauchy–Schwarz–
Bunyakovszkij-egyenlőtlenséget kapjuk.
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(iii) A Hölder-egyenlőtlenség többféleképpen általánośıtható.

Indukcióval igazolható, hogy ha az 1 ≤ p1, . . . , pn ≤ ∞ számokra 1
p1

+

· · ·+ 1
pn

= 1, akkor

‖f1 · · · fn‖1 ≤ ‖f1‖p1
· · · ‖fn‖pn .

Ebből, ha az 1 ≤ s1, . . . , sn ≤ ∞ és 1 ≤ r ≤ ∞ számokra 1
s1

+ · · ·+ 1
sn

=
1
r , akkor a pi := si

r és fi := |hi|r helyetteśıtéssel

‖h1 · · ·hn‖r ≤ ‖h1‖s1 · · · ‖hn‖sn . (1.4)

1.24. Tétel (Riesz–Fischer). Lp(Ω) a bevezetett normával teljes, azaz Ba-
nach-tér.

Bizonýıtás. Csak 1 ≤ p < ∞ esetére bizonýıtjuk, a p = ∞ eset analóg a
korlátos függvények terének korábban emĺıtett teljességével. Legyen (fn) egy
Lp(Ω)-beli Cauchy-sorozat. Ekkor van olyan k0 ∈ N, hogy minden m > k0

esetén ‖fm − fk0
‖p < 1/2. Ehhez van olyan k1 > k0, hogy minden m > k1

esetén ‖fm − fk1‖p < 1/4. Hasonlóan folytatva az eljárást, minden n-re van

olyan kn > kn−1 index, hogy minden m > kn esetén ‖fm − fkn‖p < 1/2n+1.
Legyen most

gn := |fk0
|+

n∑
i=1

∣∣fki − fki−1

∣∣ .
Mivel gn monoton növő függvénysorozat, létezik g := lim

n→∞
gn. Mivel

‖gn‖p ≤ ‖fk0
‖p +

n∑
i=1

∥∥fki − fki−1

∥∥
p
≤ ‖fk0

‖p +

n∑
i=1

1

2i
≤ ‖fk0‖p + 1 = K,

ezért a gn sorozat monotonitása miatt a Beppo Levi-tételből kapjuk, hogy∫
Ω

gp =

∫
Ω

lim
n→∞

gpn = lim
n→∞

∫
Ω

gpn ≤ Kp,

tehát g ∈ Lp(Ω). Ekkor g m. m. véges, ebből következik, hogy az

fk0
+

∞∑
n=1

(
fkn − fkn−1

)
függvénysor m. m. pontban abszolút konvergens. Emiatt konvergens is, je-
löljük a sor összegét f -fel. Mivel f és g konstrukciója miatt |f | ≤ g, ı́gy
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f ∈ Lp(Ω). A sor n-edik részletösszege éppen fkn , tehát fkn → f m. m. és
ı́gy |fkn − f |

p → 0 m. m. Emellett

|fkn − f | =

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n+1

(
fki − fki−1

)∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
i=1

∣∣fki − fki−1

∣∣+ |fk0
| = g,

ı́gy |fkn − f |
p ≤ gp ∈ L1(Ω), azaz |fkn − f |

p → 0 m. m. és van L1(Ω)-beli
majoránsa. Lebesgue dominált konvergencia-tétele szerint

∫
Ω
|fkn − f |

p → 0,
azaz ‖fkn − f‖

p
p → 0. Ezzel beláttuk, hogy egy tetszőleges Lp(Ω)-beli Cauchy-

sorozatnak van olyan részsorozata, amely konvergens. Ebből az ismert elemi
álĺıtás szerint következik, hogy az egész sorozat is konvergens. �

1.25. Megjegyzés. Ismeretes, hogy C[a, b] az L1-normával ellátva nem tel-

jes tér. Hasonlóan,
(
C[a, b], ‖·‖p

)
sem az. Igazolható viszont, hogy C[a, b]

sűrű altere Lp(a, b)-nek a p-normával, ı́gy
(
C[a, b], ‖·‖p

)
teljessé tétele éppen

Lp(a, b).

A kitevő növelésével egyre szűkebb tereket kapunk, ez egyszerű számolással
igazolható az (1.4) általánośıtott Hölder-egyenlőtlenség alapján, h1 := f és
h2 ≡ 1 választással:

1.26. Álĺıtás. (Lp(Ω) függése a kitevőtől). Legyen Ω ⊂ Rn korlátos tarto-
mány, 1 ≤ r < s ≤ ∞. Ekkor Ls(Ω) ⊂ Lr(Ω), sőt létezik c > 0, hogy

‖f‖Lr ≤ c ‖f‖Ls (∀f ∈ Ls(Ω)).

1.27. Megjegyzés. Igazolható az is, hogy ez visszafelé nem áll fenn, azaz
különböző kitevőjű Lp-normák nem ekvivalensek: alkalmasan választott α >
0 esetén elérhető, hogy az f(x) := |x−x0|−α függvényre (ahol x0 ∈ Ω rögźıtett
pont) f ∈ Lr(Ω) \ Ls(Ω), vagy f ∈ Ls(Ω) ugyan, de a két norma hányadosa
elő́ırt korlát fölött lesz.

1.3.2. Sorozatterek és Cn-terek

További fontos példák Banach-terekre az `p-terek:

`p :=
{

(xn) ⊂ K számsorozatok, melyre

∞∑
n=1

|xn|p <∞
}
, ha 1 ≤ p < +∞,

`∞ := {(xn) ⊂ K korlátos számsorozatok}, ha p = +∞.
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A norma értelmezése hasonló a korábbi esethez:

‖(xn)‖p :=


( ∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

, ha 1 ≤ p < +∞,

sup
n
|xn| , ha p = +∞.

Az `p-terek valójában felfoghatók Lp-tereknek is, mivel utóbbiak defińıció-
jában nem kellett volna a Lebesgue-mértékre szoŕıtkoznunk: általában egy
(X,A, µ) mértéktérből kiindulva egy µ-mérhető függvénynek ugyanúgy defi-
niálható a p-normája és ı́gy az Lp-belisége, ahogyan előbb láttuk. Ekkor az
`p terek a (N,P(N), µ) kiindulási mértéktérhez tartoznak, ahol µ a számláló-
mérték. A fentiek alapján a Riesz–Fischer tétel átvihető az `p terekre is, ezek
tehát Banach-terek.

Vezessünk még be két újabb sorozatteret: legyen c a konvergens sorozatok
tere, c0 pedig a nullsorozatok tere, a norma mindkét esetben legyen ‖(xn)‖ :=
sup |xn|. Könnyen látható, hogy ezek teljes terek, mivel zárt alterei `∞-nek.

Végül legyen I = [a, b], n ∈ N+ és

Cn(I) = {f : I → R n-szer folytonosan differenciálható},

ahol a norma

‖f‖Cn :=

n∑
k=0

∥∥∥f (k)
∥∥∥

max
=

n∑
k=0

max
I

∣∣∣f (k)
∣∣∣ .

Ezek a már látott n = 0 esethez hasonlóan Banach-terek.

1.3.3. Egyváltozós Szoboljev-terek

Ebben a szakaszban bevezetjük a Szoboljev-tér fogalmát az egyváltozós eset-
ben. A Szoboljev-terek elsősorban többváltozóban, a parciális differenciál-
egyenletek elméletében rendḱıvül fontosak, erre a 10.2.2. szakaszban utalunk
majd; a többdimenziós Szoboljev-terek részletes tárgyalása a [67] könyvben
olvasható. A most adott egyváltozós defińıció speciális és jóval konstrukt́ı-
vabb, mivel megadható, milyen függvényekből áll a tér, szemben a többdimen-
ziós esettel, ahol absztrakt teljessé tételként definiáljuk a Szoboljev-tereket.
Az egyváltozós eset nagyobb szemléletessége révén könnyebben látható e te-
rek jelentősége, elsősorban majd a gyenge megoldásra való alkalmazásuknál
a 10.2.1. szakaszban.

A továbbiakban legyen I = [a, b] korlátos, zárt intervallum.

(a) Elsőrendű Szoboljev-terek
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1.28. Defińıció. Legyen 1 ≤ p ≤ ∞ adott szám. Ekkor

W 1,p(I) := {f : I → R abszolút folytonos függvények, melyre f ′ ∈ Lp(I)} .

1.29. Megjegyzés. (i) Emlékeztetünk az alábbi jellemzésekre (az abszolút
folytonosság defińıciója helyett ezeket használjuk fel), lásd [38, 18. fejezet]).
Egy f : I → R függvény pontosan akkor abszolút folytonos, ha egy L1(I)-beli
függvény integrálfüggvénye, ez pedig ekvivalens az alábbi három tulajdonság
együttesével :

• f m. m. differenciálható,

• f ′ ∈ L1(I),

• f integrálfüggvénye f ′-nek (azaz érvényes a Newton–Leibniz tétel).

Itt az f ′ ∈ L1(I) kitétel értelmes, mert elég hozzá, hogy az f ′ függvényt
m. m. értelmeztük.

(ii) A fentiek alapján: f ∈W 1,p(I) ⇔ f egy Lp(I)-beli függvény integrál-
függvénye.

Több normát is bevezetünk a W 1,p(I) téren: az alapértelmezett norma

‖f‖W 1,p :=
(
‖f‖pLp+‖f ′‖pLp

)1/p

=
(∫

Ω

(|f |p+ |f ′|p)
)1/p

(ha 1 ≤ p <∞),

‖f‖W 1,∞ := max{‖f‖L∞ , ‖f
′‖L∞},

emellett két
”
segédnorma”

‖f‖+ := ‖f‖Lp + ‖f ′‖Lp és ‖f‖∗ := ‖f‖max + ‖f ′‖Lp .

Célunk belátni, hogy W 1,p(I) teljes, azaz Banach-tér a W 1,p-normával. Ehhez
az 1.10. álĺıtás alapján azt fogjuk belátni, hogy a fenti normák ekvivalensek
és a tér teljes a ∗-normával.

1.30. Lemma. A W 1,p(I) téren ‖·‖W 1,p ∼ ‖·‖+.

Bizonýıtás. Mivel R2-ben az ‖(x1, x2)‖p = (|x1|p+|x2|p)1/p vagy ‖(x1, x2)‖∞
= max{|x1|, |x2|} norma ekvivalens a ‖(x1, x2)‖1 = |x1|+ |x2| normával, ez
öröklődik arra az esetre, ha argumentumukba az ‖f‖Lp és ‖f ′‖Lp számokat
ı́rjuk, ami éppen ‖f‖W 1,p és ‖f‖+. �

1.31. Tétel. A W 1,p(I) téren ‖·‖+ ∼ ‖·‖∗.
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Bizonýıtás. A p =∞ esetben az álĺıtás triviális, hiszen az f függvény foly-
tonossága miatt ‖f‖L∞ = ess sup |f | = ‖f‖max, ı́gy ‖f‖+ = ‖f‖∗. Legyen
tehát p <∞.

(i) Az egyik irányú becsléshez szintén f folytonossága miatt

‖f‖Lp ≤
(∫ b

a

max |f |p
)1/p

=
(

(b− a) max |f |p
)1/p

= c · ‖f‖max

(ahol c = (b− a)1/p), ı́gy

‖f‖+ = ‖f‖Lp + ‖f ′‖Lp ≤ c ‖f‖max + ‖f ′‖Lp ≤ max{1, c} · ‖f‖∗ .

(ii) A másik irányú becsléshez felhasználjuk, hogy ha f ∈ W 1,p(I), akkor
teljesül rá a Newton–Leibniz tétel, azaz

f(y) = f(x) +

∫ y

x

f ′ (∀x, y ∈ I).

Ebből, ismét az 1.26. álĺıtást is használva

|f(y)| ≤ |f(x)|+
∫ y

x

|f ′| ≤ |f(x)|+
∫ b

a

|f ′| = |f(x)|+ ‖f ′‖L1 ≤

≤ |f(x)|+ c1 · ‖f ′‖Lp

alkalmas c1 > 0 mellett. Az egyenlőtlenség két végét integrálva x szerint

(b− a) |f(y)| ≤
∫ b

a

|f |+ c1(b− a) ‖f ′‖Lp ≤ c1 · ‖f‖Lp + c1(b− a) ‖f ′‖Lp ,

majd leosztva az intervallum hosszával

|f(y)| ≤ c1
b− a

‖f‖Lp + c1 ‖f ′‖Lp (∀y ∈ I).

Ebből, f folytonossága révén

‖f‖max = max
y∈I
|f(y)| ≤ c

b− a
‖f‖Lp + c ‖f ′‖Lp ,

ı́gy

‖f‖∗ ≤
c

b− a
‖f‖Lp + (c+ 1) ‖f ′‖Lp ≤ max{ c

b−a , c+ 1} ‖f‖+ . �

1.32. Tétel. W 1,p(I) teljes a ‖·‖∗ normával.
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Bizonýıtás. Legyen (fn) Cauchy-sorozat a ‖·‖∗ norma szerint, ekkor (fn)
Cauchy-sorozat a ‖·‖max normában és (f ′n) Cauchy-sorozat a ‖·‖Lp normában.
Mivel C(I) teljes a ‖·‖max-normával, ezért létezik f ∈ C(I), hogy fn → f
egyenletesen. Mivel f ′n ∈ Lp(I), ezért létezik g ∈ Lp(I), hogy f ′n → g Lp-
normában. Célunk belátni azt, hogy f ∈W 1,p(I) és fn → f ‖·‖∗-normában.

Mivel fn ∈W 1,p(I), ezért

fn(x) = fn(a) +

∫ x

a

f ′n (∀x ∈ I, n ∈ N+).

Tekintsük az n → ∞ határátmenetet. Mivel fn → f egyenletesen, ı́gy pon-
tonként is, azaz fn(x)→ f(x). Mivel f ′n → g Lp-normában, ı́gy∣∣∣∫ x

a

f ′n −
∫ x

a

g
∣∣∣ ≤ ∫ x

a

|f ′n − g| ≤
∫ b

a

|f ′n − g| =

= ‖f ′n − g‖L1 ≤ c1 ‖f ′n − g‖Lp → 0,

ı́gy

∫ x

a

f ′n →
∫ x

a

g.

Ezekből

f(x) = f(a) +

∫ x

a

g (∀x ∈ I),

vagyis f integrálfüggvénye g-nek. Mivel g ∈ Lp(I), ez épp azt jelenti, hogy

f ∈ W 1,p(I). Emellett a fenti képletet m. m. deriválva f ′ = g m. m. Így
‖fn − f‖max → 0 és ‖f ′n − f ′‖Lp = ‖f ′n − g‖Lp → 0, amiből következik, hogy
‖fn − f‖∗ → 0. �

1.33. Következmény. W 1,p(I) teljes a ‖·‖W 1,p norma szerint is.

1.34. Megjegyzés. (i) A W 1,p(I) Szoboljev-tér általánośıtja a C1(I) teret
abban az értelemben, hogy csak m. m. deriválhatóságot követelünk. A teljes-
séget ekkor úgy lehetett garantálni, ha a deriváltaknak csak az Lp-normáját
(lényegében súlyozott átlagát) mérjük.

(ii) Mint korábban emĺıtettük, a (C(I), ‖·‖Lp) tér nem teljes, és teljessé tétele
az Lp(I) tér. Egészen hasonlóan (C1(I), ‖·‖W 1,p) sem teljes, és teljessé tétele
a W 1,p(I) tér.

(b) Magasabbrendű Szoboljev-terek

Erről az esetről csak vázlatosan ejtünk szót, mivel teljesen hasonló az első-
rendű esethez. Legyen 1 ≤ p ≤ ∞, N ∈ N+ és

WN,p(I) :=
{
f ∈ CN−1(I) : f (N−1) abszolút folytonos, és f (N) ∈ Lp(I)

}
,
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normája pedig

‖f‖WN,p :=
( N∑
k=0

∥∥f (k)
∥∥p
Lp

)1/p

.

Itt is bevezethetjük a megfelelő ‖.‖+ és ‖.‖∗ normákat, és seǵıtségükkel iga-
zolható:

1.35. Tétel.
(
WN,p(I), ‖·‖WN,p

)
teljes, azaz Banach-tér.

A WN,p(I) Szoboljev-tér általánośıtja a CN (I) teret úgy, hogy f (N) létezését
csak m. m. követeljük meg. A (CN (I), ‖·‖WN,p) tér nem teljes, és teljessé
tétele a WN,p(I) tér.

1.4. Lineáris leképezések alaptulajdonságai. A
B(X, Y ) tér

Legyenek először X és Y vektorterek. A lineáris leképezések vizsgálatakor az
alábbi jelöléseket használjuk majd: azt ı́rjuk, hogy A : X → Y , ha D(A) = X
és azt, hogy A : X ⊃→ Y , ha D(A) ⊂ X altér. Először idézzük fel a lineáris
leképezés fogalmát.

1.36. Defińıció. Legyenek X és Y vektorterek a K számtest felett. Egy A :
X ⊃→ Y leképezés lineáris, ha bármely x, z ∈ D(A) és c ∈ K esetén

(i) A(x+ z) = A(x) +A(z), (ii) A(cx) = cA(x).

Ezzel ekvivalens defińıció: bármely x, z ∈ X és c, d ∈ K esetén A(cx+ dz) =
cA(x) + dA(z).

A lineáris leképezéseket gyakran lineáris operátoroknak h́ıvjuk. Ha A lineáris,
akkor nem okoz félreértést az argumentum zárójel nélküli jelölése, mivel A
valóban úgy viselkedik, mint egy szorzás: a továbbiakban

Ax := A(x).

Az alábbi tulajdonságok triviális következmények.

1.37. Álĺıtás. Legyen A : X ⊃→ Y lineáris leképezés. Ekkor

(i) A0 = 0, azaz A a(z X-beli) nullvektort a(z Y -beli) nullvektorba viszi.

(ii) R(A) ⊂ Y is altér.

(iii) A pontosan akkor injekt́ıv, ha csak x = 0 esetén lehet Ax = 0.

A lineáris leképezések gyakori speciális t́ıpusát alkotják a számértékű leképe-
zések, ezeket később külön is vizsgáljuk majd.
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1.38. Defińıció. Az A : X → K lineáris leképezéseket lineáris funkcionálok-
nak nevezzük.

A továbbiakban legyenek X és Y normált terek, ugyanis a folytonossággal
foglalkozunk. Először egy fontos fogalom:

1.39. Defińıció. Egy A : X ⊃→ Y lineáris leképezést korlátosnak nevezünk,
ha van olyan M ≥ 0 állandó, hogy

‖Ax‖ ≤M ‖x‖ (∀x ∈ D(A)).

Az elnevezés azt tükrözi, hogy a vektorok hosszának nyújtása korlátos mér-
tékű. Ez azt is jelenti, hogy ilyenkor A korlátos halmazt korlátos halmazba
visz. Maga A értékkészlete természetesen nem korlátos, hiszen altér.

Megjegyezzük, hogy pontosabb lett volna az ‖Ax‖Y ≤M ‖x‖X jelölés, mivel
a szereplő két norma általában különböző lehet. A jelölések egyszerűbb volta
érdekében azonban itt és a későbbiekben sem tüntetjük fel ezt, ha nem okoz
félreértést.

A lineáris leképezések vizsgálatában alapvető lesz az alábbi tétel.

1.40. Tétel. Egy lineáris leképezés pontosan akkor folytonos, ha korlátos.

Bizonýıtás. Ha A korlátos, akkor a linearitás miatt

‖Ax−Az‖ = ‖A(x− z)‖ ≤M‖x− z‖ (∀x, z ∈ D(A)),

ı́gy A Lipschitz-folytonos, és ı́gy folytonos is. (Ha xn → x, akkor ‖Axn −
Ax‖ ≤M‖xn − x‖ → 0.)

Ha A nem korlátos, akkor van olyan (xn) ⊂ D(A) \ {0} sorozat, melyre
‖Axn‖ > n‖xn‖ (∀n ∈ N+). Emiatt A nem lehet folytonos, mert a zn :=
xn/(n‖xn‖) vektorokra

‖zn‖ =
1

n
, ı́gy zn → 0, de ‖Azn‖ ≥ 1, ı́gy Azn 6→ 0. �

Megjegyezzük azt (ami a fenti bizonýıtásból is látszik), hogy egy A lineáris
leképezés pontosan akkor folytonos az egész téren, ha egy pontban folyto-
nos, hiszen az {xn → x0 ⇒ Axn → Ax0} kritériumot a linearitással egy
pontból bárhova eltolhatjuk. Tehát A vagy mindenhol, vagy sehol sem foly-
tonos. Hasonlóan, a korlátosság ekvivalens azzal, hogy A az egységgömböt
korlátos halmazba viszi, ekkor ugyanis beszorzás alapján minden origó köze-
pű gömböt, illetve ezek részhalmazait, azaz minden korlátos halmazt korlátos
halmazba visz.
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A korlátos lineáris leképezések esetén kitüntetett szerepet játszanak az egész
téren értelmezett leképezések. Ha ugyanis D(A) sűrű X-ben, akkor az A foly-
tonos lineáris leképezés egyértelműen kiterjeszthető a folytonosság és lineari-
tás megtartásával az egész térre az x 7→ lim

n→∞
Axn képlettel, ahol (xn) ⊂ D(A)

olyan sorozat, melyre xn → x. Ha D(A) nem sűrű X-ben, akkor D(A)-ra ter-
jesztjük ki és ezt tekinthetjük új alaptérnek.

1.41. Defińıció. Jelölje B(X,Y ) az A : X → Y korlátos lineáris leképezések
halmazát.

A B(X,Y ) halmaz természetes módon vektorteret alkot a leképezések pon-
tonkénti összeadásával és számmal való szorzásával. Most normát is definiá-
lunk ebben a térben.

1.42. Defińıció. Ha A ∈ B(X,Y ), akkor legyen

‖A‖ := sup{‖Ax‖ : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}

az A úgynevezett operátornormája, vagy egyszerűen csak normája.

Ez valós szám, hiszen A korlátos, ı́gy valamilyen M pozit́ıv számra ‖Ax‖ ≤M
az egységgömbben. Sőt, ebből látszik, hogy ha M a korlátosság defińıciójá-
ban szereplő alkalmas konstans, akkor ‖A‖ ≤ M . Ha viszont a fenti normát
tetszőleges lineáris leképezésre értelmeznénk, akkor A pontosan akkor lenne
korlátos, ha ‖A‖ véges. Nyilvánvaló az alábbi

1.43. Álĺıtás. A fent definiált operátornorma valóban norma.

Ha tehát X és Y normált terek, akkor B(X,Y ) is normált tér az operátor-
normával.

A norma alábbi átfogalmazásai a defińıcióból következnek:

1.44. Álĺıtás. Ha A ∈ B(X,Y ), akkor

‖A‖ = sup

{
‖Ax‖
‖x‖

: x ∈ X,x 6= 0

}

= sup{‖Ax‖ : x ∈ X, ‖x‖ = 1}

= min{M ≥ 0 : ‖Ax‖ ≤M ‖x‖ ∀x ∈ X}.

Az első egyenlőség úgy is fogalmazható, hogy ‖A‖ a vektorok megnyújtásá-
nak felső határa (ill. lehetséges legnagyobb mértéke, amikor sup helyett max
ı́rható).
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1.45. Következmény. (i) Bármely A ∈ B(X,Y ) és x ∈ X esetén ‖Ax‖ ≤
‖A‖‖x‖.

(ii) Bármely C ∈ B(X,Y ) és A ∈ B(Y, Z) esetén ‖AC‖ ≤ ‖A‖ ‖C‖ (a
norma szubmultiplikat́ıv).

1.46. Tétel. Legyen X normált tér, Y Banach-tér. Ekkor B(X,Y ) is Banach-
tér.

Bizonýıtás. Legyen (An) Cauchy-sorozat B(X,Y )-ban. Rögźıtett x ∈ X
esetén az

‖Anx−Amx‖ ≤ ‖An −Am‖ ‖x‖

egyenlőtlenség alapján (Anx) Cauchy-sorozat Y -ban. Mivel Y teljes, ezért
(Anx) konvergens is. Legyen A az az X-ből Y -ba képező operátor, amelyre

Ax := lim
n→∞

Anx.

Ekkor A lineáris a limeszképzés linearitása miatt. Igazoljuk, hogy korlátos

is, azaz A ∈ B(X,Y ). Mivel (An) Cauchy-sorozat és
∣∣∣‖An‖ − ‖Am‖∣∣∣ ≤

‖An −Am‖, ı́gy (‖An‖) is Cauchy-sorozat R-ben, ı́gy konvergens is, de elég

annyi, hogy korlátos. Így ‖Anx‖ ≤ M ‖x‖ teljesül minden x ∈ X és n ∈ N
esetén és mivel Anx→ Ax, ezért ‖Ax‖ ≤M ‖x‖, azaz valóban A ∈ B(X,Y ).
Még azt kell belátnunk, hogy az (An) sorozat a B(X,Y ) tér normájában, az-
az operátornormában konvergál az A operátorhoz. Mivel Cauchy-sorozatról
van szó, ezért minden ε > 0 számhoz létezik N ∈ N, hogy minden n,m ≥ N
esetén ‖Anx−Amx‖ ≤ ε ‖x‖ (∀x ∈ X). Legyen x és n rögźıtett, és tartsunk
m-mel a végtelenbe, ekkor ‖(An −A)x‖ ≤ ε ‖x‖ (∀n ≥ N), de ez minden x-re
elmondható és N nem függ x-től. Azt kaptuk, hogy minden ε > 0 számhoz
létezik N ∈ N, hogy minden n ≥ N esetén ‖An −A‖ ≤ ε, tehát An → A
operátornormában. �

1.47. Következmény. Ha X normált tér és K az alaptest, akkor B(X,K)
Banach-tér.

Példák folytonos, ill. nem folytonos lineáris leképezésre. Az aláb-
bi példáknak az a jelentősége, hogy általános elvet tükröznek: az integrálás
folytonos, mı́g a deriválás nem folytonos, ha adott térből önmagába képező
operátorként vizsgáljuk. Általában is az integrálást tartalmazó ún. integrál-
operátorok folytonosak, mı́g a deriválást tartalmazó ún. differenciáloperáto-
rok nem folytonosak adott térből önmagába képező operátorként.

Tekintsük az X := C[a, b] teret a maximum-normával, és benne az alábbi
operátorokat:
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1. Legyen D(A) = C[a, b] = X, és f ∈ C[a, b] esetén

(Af)(x) :=

∫ x

a

f(t)dt.

Ekkor A lineáris, és

‖Af‖ = max
x∈[a,b]

∣∣∣∫ x

a

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t)|dt ≤ (b− a) max
t∈[a,b]

|f(t)| = (b− a)‖f‖,

ı́gy A korlátos.

2. Legyen D(A) := C1[a, b] ⊂ X (azaz továbbra is a maximum-normával), és
f ∈ D(A) esetén

Af := f ′.

Ekkor az fn(x) := enx sorozatra Afn = f ′n = nfn, ı́gy

‖Afn‖
‖fn‖

= n→∞,

tehát A nem korlátos.

Általánosabb integráloperátorokra a 6.2., differenciáloperátorokra többek kö-
zött a 8.1. szakaszban látunk majd további példákat, ezek a közeĺıtő mód-
szerek vizsgálatának is fontos tárgyai lesznek. Megemĺıtjük azt is, hogy ha
az alaptér és képtér különböző (a halmaz ugyanaz is lehet, de a norma más),
akkor nem mondható ilyen általános elv arra, hogy mely operátorok korláto-
sak vagy nem azok. Két szélsőséges példa: ha r < s és az X = Y = Ls(Ω)
alaphalmazon ‖f‖X := ‖f‖Lr és ‖f‖Y := ‖f‖Ls , akkor az Af := f identitás-
operátor nem korlátos, mert ahhoz az ‖f‖Ls ≤M ‖f‖Lr becslés kellene, ami
az 1.27. megjegyzés szerint nem igaz. Másrészt tetszőleges operátor korlátos-
sá tehető megfelelő normával: ha A lineáris leképezés (X, ‖·‖X) és (Y, ‖·‖Y )
normált terek közt, akkor az ‖x‖∗ := ‖x‖X + ‖Ax‖Y új normát bevezetve
az X térben, nyilvánvalóan ‖Ax‖Y ≤ ‖x‖∗ (∀x ∈ X), azaz A korlátos az
(X, ‖·‖∗) és (Y, ‖·‖Y ) terek közt.





2. fejezet

Hilbert-terek

2.1. Hilbert-terek értelmezése

A következőkben a normált tereken belül egy speciálisabb térfogalommal fog-
lalkozunk, melyekben skalárszorzást értelmezünk a tér elemei között. Ezáltal
e terek jobban hasonĺıtanak a véges dimenziós euklideszi terekhez, mint álta-
lában egy normált tér; értelmezhető lesz bennük a merőlegesség, valamint a
vektorok ortonormált bázissal való előálĺıtásának megfelelője sor alakjában.
A skalárszorzással ellátott terek normált terek is lesznek (az euklideszi hossz
megfelelőjeként természetesen értelmezett normával), és az erre nézve teljes
tereket nevezik Hilbert-térnek.

A Hilbert-tereket alapértelmezésben a komplex számtest fölött szokás tekin-
teni. Itt is ı́gy teszünk, és csak megemĺıtjük a valós analógiát; a könyv későbbi
részeiben viszont több szerep jut majd a valós Hilbert-tereknek is.

2.1. Defińıció. Legyen H vektortér C felett. Egy 〈·, ·〉 : H ×H → C leképe-
zést skalárszorzatnak nevezünk, ha bármely x, y ∈ H esetén

(i) az x 7→ 〈x, y〉 leképezés lineáris funkcionál,

(ii) 〈y, x〉 = 〈x, y〉,

(iii) 〈x, x〉 > 0, kivéve ha x = 0.

2.2. Megjegyzés. (a) Az (i) és (ii) tulajdonságokból adódik, hogy minden
x ∈ H esetén az y 7→ 〈x, y〉 hozzárendeléssel értelmezett funkcionál konjugál-
tan lineáris, azaz

〈x, c1y1 + c2y2〉 = c1 〈x, y1〉+ c2 〈x, y2〉 (∀x, y1, y2 ∈ H, c1, c2 ∈ C).

29
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A skalárszorzás tehát egy pozit́ıv definit, konjugáltan bilineáris leképezés.
(Utóbbit néha szeszkvilineárisnak is mondják.)
(b) Mivel egy lineáris funkcionál 0-hoz 0-t rendel, ı́gy az (i) tulajdonság miatt
〈0, y〉 = 0 (∀y ∈ H). Speciálisan 〈0, 0〉 = 0, ezért kellett kizárni az x = 0 esetet
a (iii) pontban.
(c) A fenti megford́ıtása is érvényes, azaz ha egy x elemnek minden y ∈ H
vektorral vett skalárszorzata 0, akkor x = 0. Ekkor ugyanis önmagával vett
skalárszorzata is 0, ı́gy a (iii) tulajdonság miatt x = 0.

Ha H vektortér C felett egy 〈·, ·〉 skalárszorzattal, akkor a (H, 〈·, ·〉) párt
skalárszorzattérnek h́ıvjuk. Ha H az R valós test felett vektortér, akkor va-
lós skalárszorzattérről beszélünk, ekkor a skalárszorzás defińıciójában érte-
lemszerűen a konjugálás elhagyható. Valós esetben tehát a skalárszorzat egy
pozit́ıv definit bilineáris funkcionál H × H-n. A skalárszorzattereket szokás
pre-Hilbert-térnek vagy (elsősorban a valós esetben) euklideszi térnek is ne-
vezni.

Norma értelmezése skalárszorzattérben: ha x ∈ H, akkor legyen

‖x‖ :=
√
〈x, x〉,

ennek neve a skalárszorzat által indukált norma. Ez az euklideszi hossz meg-
felelője. A normatulajdonságok igazolásánál csak a háromszög-egyenlőtlenség
nem lesz triviális; ennek bizonýıtásához olyan segédálĺıtásra van szükségünk,
amely önmagában is a Hilbert-terek egyik technikai alapeszköze.

2.3. Álĺıtás (Cauchy–Schwarz–Bunyakovszkij-egyenlőtlenség). Min-
den x, y ∈ H esetén

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

Bizonýıtás. Legyen λ ∈ C tetszőleges. Ekkor

0 ≤ ‖x− λy‖2 = 〈x− λy, x− λy〉 = ‖x‖2 − λ 〈x, y〉 − λ 〈y, x〉+ |λ|2 ‖y‖2 .

Ha y = 0, akkor triviálisan igaz az egyenlőtlenség, ezért feltehető, hogy y 6= 0.
Ekkor megválaszthatjuk λ-t úgy, hogy 〈x, y〉 = λ ‖y‖2 legyen. Ekkor 〈y, x〉 =

λ ‖y‖2 és λλ = |λ|2, ı́gy, folytatva az egyenlőtlenséget,

0 ≤ ‖x‖2−|λ|2 ‖y‖2−|λ|2 ‖y‖2+|λ|2 ‖y‖2 = ‖x‖2−|λ|2 ‖y‖2 = ‖x‖2−|〈x, y〉|
2

‖y‖2
.

Ezt átrendezve a ḱıvánt egyenlőtlenséghez jutunk. �

A
”
Cauchy–Schwarz–Bunyakovszkij” helyett majd gyakran a CSB rövid́ıtést

használjuk. Itt érdemel emĺıtést a CSB-egyenlőtlenség első két egyszerű al-
kalmazása:
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2.4. Álĺıtás. (i) Bármely x ∈ H esetén ‖x‖ = sup{ | 〈x, y〉 | : y ∈ H, ‖y‖ =
1}.
(ii) A skalárszorzás mindkét változójában folytonos, azaz ha xn → x, akkor
bármely y ∈ H esetén 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 és 〈y, xn〉 → 〈y, x〉.

Bizonýıtás. (i) A CSB-egyenlőtlenség szerint 〈x, y〉 ≤ ‖x‖ (∀y ∈ H, ‖y‖ =
1), és y := x

‖x‖ esetén egyenlőség áll fenn.

(ii) Ha xn → x és y ∈ H, akkor |〈xn, y〉 − 〈x, y〉| = |〈xn − x, y〉| ≤ ‖xn −
x‖‖y‖ → 0. Ugyanez igaz a ford́ıtott sorrendre is. �

2.5. Megjegyzés. A (ii) pont szerint tehát lim 〈xn, y〉 = 〈limxn, y〉, azaz
a limeszképzés és skalárszorzás felcserélhető. Ugyanezt egy konvergens sor

részletösszegeire alkalmazva adódik, hogy
∞∑
n=1
〈xn, y〉 = 〈

∞∑
n=1

xn, y〉.

Térjünk most vissza az indukált normához:

2.6. Álĺıtás. A ‖x‖ :=
√
〈x, x〉 képlet valóban normát definiál H-n.

Bizonýıtás. A (iii) skalárszorzat-axióma miatt bármely x ∈ H esetén ‖x‖ ≥
0, és csak x = 0 esetén lehet 0. A konstansok kiemelésével ‖cx‖ =

√
〈cx, cx〉 =√

cc 〈x, x〉 = |c|‖x‖ bármely c ∈ C, x ∈ H esetén. A CSB-egyenlőtlenségből
pedig könnyen ellenőrizhető a háromszög-egyenlőtlenség:

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2

= ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2Re 〈x, y〉

≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 |〈x, y〉| ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2
. �

2.7. Defińıció. A (H, 〈·, ·〉) skalárszorzatteret Hilbert-térnek nevezzük, ha H
az indukált normával teljes.

Példák Hilbert-térre.

• Rn mint R feletti vektortér valós Hilbert-tér a szokásos

〈x, y〉Rn :=

n∑
i=1

xiyi

skalárszorzással. Az indukált norma ui. éppen az euklideszi távolság
lesz, ezzel a tér valóban teljes. (A valós Hilbert-tér fogalma ennek álta-
lánośıtása.)
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• Cn mint C feletti vektortér (komplex) Hilbert-tér a

〈z, w〉Cn :=

n∑
i=1

ziwi

skalárszorzással. (Ennek teljessége ekvivalens R2n teljességével.)

• `2 =
{

(xn) ∈ CN :
∞∑
n=1
|xn|2 < ∞

}
, azaz a négyzetesen összegezhető

komplex sorozatok tere Hilbert-tér az

〈(xn), (yn)〉`2 :=

∞∑
n=1

xnyn

skalárszorzással. A teljesség az 1.3.2. szakaszból következik.

• L2(Ω) = {f : Ω → C Lebesgue-mérhető:
∫
Ω

|f |2 dλ < ∞}, azaz egy

Ω ⊂ Rn tartományon négyzetesen Lebesgue-integrálható függvények
tere Hilbert-tér az

〈f, g〉L2 :=

∫
Ω

fg dλ

skalárszorzással. A teljesség az 1.3.1. szakaszból következik. Megemĺıt-
jük, hogy a skalárszorzás (iii) axiómája megfelel az indukált normára
vonatkozó első axiómának, és most ez (mint az 1.3.1. szakaszban láttuk)
kihasználja az L2(Ω)-beli egyenlőség majdnem mindenütt való értelme-
zését. Azaz, ha f ∈ L2(Ω) és 〈f, f〉L2 = 0, akkor f = 0 majdnem
mindenütt.

• A 2-es indexű Szoboljev-terek: W 1,2(I) = {f : I → C abszolút foly-
tonos, f ′ ∈ L2(I)}. A W 1,2(I) jelölés helyett gyakran a H1(I) jelölés
használatos, itt ugyanis csak a deriválás rendje számı́t, a kitevő viszont
csak p = 2 lehet, ezért nem jelöljük. Ekkor tehát H1(I) := W 1,2(I)
Hilbert-tér az

〈f, g〉H1 :=

∫ b

a

(fg + f ′g′) dλ

skalárszorzással. Itt a skalárszorzat által indukált norma

‖f‖H1 :=

√
‖f‖2L2 + ‖f ′‖2L2 ,

ami visszaadja az 1.3.3. részben bevezetett normát, ı́gy a teljesség az
1.33. következménynek köszönhető.
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• A fentihez hasonlóan, bármely N ∈ N+ esetén HN (I) := WN,2(I)
Hilbert-tér az

〈f, g〉HN :=

∫ b

a

N∑
k=0

f (k)g(k)

skalárszorzással.

2.2. Ortogonalitási tulajdonságok Hilbert-térben

2.8. Defińıció. Azt mondjuk, hogy az x, y ∈ H vektorok ortogonálisak (vagy
merőlegesek) egymásra, ha 〈x, y〉 = 0. Ennek jelölése: x ⊥ y.

Ugyanez halmazokkal is értelmezhető:

2.9. Defińıció. Legyen x ∈ H vektor, K,M ⊂ H halmazok.

(i) x ⊥ K, ha x ⊥ k minden k ∈ K esetén.

(ii) K ⊥M , ha k ⊥ m minden k ∈ K és m ∈M esetén.

2.10. Defińıció. Legyen K ⊂ H tetszőleges részhalmaz. A K⊥ := {y ∈ H :
y ⊥ K} halmazt K ortokomplementumának vagy ortogonális kiegésźıtőjének
nevezzük.

Mı́g K bármilyen részhalmaza lehet H-nak, az ortokomplementuma már nem
lehet akármilyen.

2.11. Álĺıtás. Bármely K ⊂ H esetén K⊥ zárt altér H-ban.

Bizonýıtás. Egyrészt K⊥ altér, mert ha y1, y2 ⊥ K, akkor bármely c1, c2
konstansokkal c1y1 + c2y2 ⊥ K. Másrészt ha (yn) ⊂ K⊥ és yn → y ∈ H,
akkor a skalárszorzás folytonossága miatt 0 = 〈yn, k〉 → 〈y, k〉 minden k ∈ K
esetén, ı́gy y ∈ K⊥ szintén teljesül. Így K⊥ zárt. �

2.12. Megjegyzés. Ugyanezen megfontolással adódik, hogy bármely K ⊂
H halmaz esetén K⊥ = [K]

⊥
(ahol utóbbi a K lineáris burkának lezártját

jelöli). Azaz, x ⊥ K pontosan akkor, ha x ⊥ [K]. Itt ugyanis a második
formálisan erősebb tulajdonság, viszont ha x ⊥ K, akkor x ortogonális a
K-beliek lineáris kombinációira, ill. ezek limeszeire is, azaz minden [K]-beli
vektorra is.

Most néhány nevezetes számolási szabályt mondunk ki.

2.13. Álĺıtás. Legyen H Hilbert-tér. Ekkor

1. (Pitagorasz-tétel) Ha x, y ∈ H és x ⊥ y, akkor ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 +‖y‖2.
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2. (Paralelogramma-szabály) Minden x, y ∈ H esetén

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

3. (Polarizációs egyenlőség) Minden x, y ∈ H esetén

〈x, y〉 =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i ‖x+ iy‖2 − i ‖x− iy‖2

)
=

1

4

3∑
k=0

ik‖x+ iky‖2.

Bizonýıtás. A norma-négyzetek kifejtése után egyszerű számolással adód-
nak. �

2.14. Megjegyzés. (i) Valós Hilbert-térben a polarizációs egyenlőség egy-
szerűbb:

〈x, y〉 =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
.

(ii) A polarizációs egyenlőség jelentősége, hogy a skalárszorzat kifejezhető a
norma seǵıtségével (amit a defińıcióban ford́ıtva tettünk). Ekkor, a metri-
kus terekhez hasonlóan, felmerül a kérdés: ha adott egy normált tér, akkor
a norma származtatható-e valamilyen skalárszorzatból, vagyis bevezethető-e
olyan skalárszorzat, hogy az általa indukált norma megegyezik a tér erede-
ti normájával? A válasz általában itt is tagadó: igazolható, hogy egy nor-
mált tér normája pontosan akkor származik skalárszorzatból, ha teljesül a
parallelogramma-szabály az adott normára. Ilyenkor a skalárszorzatot (ter-
mészetesen) a polarizációs egyenlőség adja meg.

A következő tétel az 1.18. álĺıtás általánośıtása. Seǵıtségével lehet ezután
igazolni a Riesz-féle ortogonális felbontási tételt, amely bizonyos értelemben
a Hilbert-tereknek a véges dimenzióshoz hasonló geometriáját fejezi ki.

2.15. Tétel. Legyen H Hilbert-tér, K ⊂ H nem üres, konvex, zárt halmaz.
Ekkor bármely x ∈ H esetén van egyetlen olyan y ∈ K, melyre ‖x− y‖ =
dist(x,K) (ahol dist(x,K) := inf{‖x− z‖ : z ∈ K} az x-nek K-tól vett
távolsága).

Bizonýıtás. Legyen d = dist(x,K). Az infimum defińıciója miatt létezik

(yn) ⊂ K, melyre dn := ‖x− yn‖ → d. Írjuk fel a paralelogramma-szabályt
az x− yn és x− ym vektorokra:

‖2x− (yn + ym)‖2 + ‖yn − ym‖2 = 2
(
‖x− yn‖2︸ ︷︷ ︸

dn2

+ ‖x− ym‖2︸ ︷︷ ︸
dm2

)
.
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Itt ‖2x− (yn + ym)‖ = 2
∥∥x − yn+ym

2

∥∥ ≥ 2d, mert K konvexitása miatt
yn+ym

2 ∈ K. Így

‖yn − ym‖2 ≤ 2(dn
2 + dm

2)− 4d2 = 2(d2
n − d2) + 2(d2

m − d2).

Ha n,m → ∞, akkor a jobb oldal 0-hoz tart, ı́gy bármely ε > 0 esetén
‖yn − ym‖2 < ε, ha n,m elég nagy, azaz (yn) Cauchy-sorozat. Legyen y :=
lim yn. Mivel K zárt, ı́gy y ∈ K, emellett ‖x− y‖ = lim ‖x− yn‖ = lim dn =
d.

Végül belátjuk, hogy ez az y egyértelmű. Azt kaptuk ugyanis, hogy bár-
mely távolság-minimalizáló sorozat (azaz olyan (yn) ⊂ K sorozat, amely-
re ‖x− yn‖ → d) konvergens. Ha lenne egy másik z ∈ K vektor, melyre
‖x− z‖ = d, akkor vegyünk egy (zn) ⊂ K sorozatot, melyre zn → z, ez
szintén távolság-minimalizáló. Ekkor (yn) és (zn) összefésülése is távolság-
minimalizáló, ı́gy konvergens, de ez csak y = z esetén lehet. �

2.16. Tétel (Riesz-féle ortogonális felbontás). Legyen H Hilbert-tér, M
⊂ H zárt altér. Ekkor H = M⊕M⊥, azaz bármely x ∈ H vektor egyértelműen
előáll x = x1 + x2 alakban, ahol x1 ∈M és x2 ∈M⊥.

Bizonýıtás. Legyen x ∈ H tetszőleges. Mivel az M zárt altér egyben konvex
zárt halmaz is, az előző tétel szerint létezik egyetlen olyan x1 ∈ M vektor,
amelyre ‖x− x1‖ = d := dist(x,M). Legyen x2 = x − x1, ekkor a felbontás
fennáll, ı́gy azt kell csak belátni, hogy x2 ∈ M⊥, azaz 〈x2, y〉 = 0 (∀y ∈ M).
Ez triviális, ha y = 0, ı́gy legyen y ∈M , y 6= 0 tetszőleges.
Legyen λ ∈ C is tetszőleges. Ekkor x1 + λy ∈M , ezért

d2 ≤ ‖x− (x1 + λy)‖2 = ‖x2 − λy‖2 = ‖x2‖2−λ 〈x2, y〉−λ 〈y, x2〉+|λ|2 ‖y‖2 .

Mivel ‖x2‖ = d, ı́gy

0 ≤ |λ|2 ‖y‖2 − λ 〈x2, y〉 − λ 〈y, x2〉 = |λ|2 ‖y‖2 − λ 〈x2, y〉 − λ〈x2, y〉.

A CSB-egyenlőtlenség bizonýıtásának mintájára megválaszthatjuk λ-t úgy,
hogy 〈x2, y〉 = λ ‖y‖2 legyen, és ekkor

0 ≤ |λ|2 ‖y‖2 − |λ|2 ‖y‖2 − |λ|2 ‖y‖2 = − |λ|2 ‖y‖2 ,

ami csak akkor lehet, ha λ = 0, azaz ha 〈x2, y〉 = 0.
A felbontás egyértelmű, ugyanis ha x = x1 + x2 = y1 + y2, ahol x1, y1 ∈ M
és x2, y2 ∈ M⊥, akkor M 3 (x1 − y1) = (y2 − x2) ∈ M⊥, azaz x1 = y1 és
x2 = y2. �
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2.17. Megjegyzés. A tételbeli x1 vektort az x vektor M -re vett (merőleges)
vetületének h́ıvjuk, és xM -mel jelöljük. Erre az alábbiak igazak:

(i) x − xM ⊥xM és dist(x,M) = ‖x − xM‖, ez a tétel bizonýıtásában
szerepel.

(ii) A vetület egyértelműsége miatt egy y ∈M vektor pontosan akkor esik
egybe xM -mel, ha x− y⊥M .

(iii) ‖xM‖ ≤ ‖x‖, hiszen x−xM ⊥xM miatt ‖x‖2 = ‖x−xM‖2 +‖xM‖2 ≥
‖xM‖2.

(iv) Ha M véges dimenziós altér és benne {e1, e2, . . . , en} ortonormált bázis,
akkor

xM =

n∑
i=1

〈x, ei〉 ei.

Ugyanis, a jobb oldali vektort y-nal jelölve y ∈ M , és minden ej
bázisvektorra 〈y, ej〉 =

∑n
i=1 〈x, ei〉 δij = 〈x, ej〉, ezért x − y ⊥ ej

(∀j = 1, . . . , n) és ı́gy x− y ⊥M . Ekkor a (ii) pont alapján y = xM .

2.3. Fourier-sorok Hilbert-térben

E témakör arról szól, hogyan lehet általánośıtani a véges dimenziós terek
vektorainak ortonormált bázissal való előálĺıtását végtelen dimenziós esetre.
A fő eredmény ilyen előálĺıtást ad megfelelő sor alakjában, ı́gy egy vektor
megszámlálhatóan végtelen sok koordinátával ı́rható le. Először azon fogal-
makkal foglalkozunk, amelyek a bázis, ill. ortonormált bázis fogalma helyére
léphetnek.

2.18. Defińıció. Egy {en}n∈N ⊂ H vektorsorozat teljes rendszer, ha minden
x ∈ H esetén fennáll az alábbi tulajdonság: ha x ⊥ en (∀n ∈ N), akkor x = 0.

2.19. Defińıció. Egy {en}n∈N ⊂ H vektorsorozat totális rendszer, ha lineá-
ris burka sűrű.

2.20. Álĺıtás. Hilbert-térben egy vektorrendszer pontosan akkor teljes, ha to-
tális.

Bizonýıtás. Az M pontosan akkor teljes rendszer, ha M⊥ = {0}, ami a

2.12. megjegyzés szerint pontosan akkor teljesül, ha [M ]
⊥

= {0}. Ez viszont
a 2.16. tétel szerint ekvivalens azzal, hogy [M ] = H, azaz M totális rendszer.
�
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A totális rendszer fogalmát Banach-térben is lehet majd használni, mert nem
használ ortogonalitást. Hilbert-térben viszont egyszerűbben alkalmazható a
teljes rendszer fogalma, ı́gy most ezzel dolgozunk.

2.21. Defińıció. Egy {en}n∈N ⊂ H vektorsorozat ortonormált rendszer, ha
elemei páronként ortogonálisak és normáltak, vagyis ha 〈ei, ej〉 = δij := 1,
ha i = j és 0, ha i 6= j.

Ezek alapján értelemszerű a fő fogalom:

2.22. Defińıció. Egy {en}n∈N ⊂ H vektorsorozat teljes ortonormált rend-
szer (TONR), ha teljes és ortonormált.

2.23. Álĺıtás. Szeparábilis Hilbert-térben mindig létezik teljes ortonormált
rendszer.

Bizonýıtás. A tér szeparábilis volta azt jelenti, hogy létezik sűrű megszám-
lálható halmaz. Ha ennek elemeit rekurźıvan megritḱıtjuk úgy, hogy lépé-
senként kidobjuk az előzőektől lineárisan függő elemeket, akkor egy olyan
x1, x2, . . . lineárisan független rendszert kapunk, melynek lineáris burka azo-
nos az eredetiével, tehát sűrű. Ebből Gram–Schmidt-féle ortogonalizációs eljá-
rással ortonormált e1, e2, . . . sorozatot kapunk, melyre teljesül, hogy
span{e1, . . . , en} = span{x1, . . . , xn} minden n ∈ N esetén. Emiatt
span{e1, e2, . . .} = span{x1, x2, . . .} is sűrű H-ban, tehát {en}n∈N totális
rendszer, vagyis teljes rendszer. �

2.24. Megjegyzés. A fenti bizonýıtás csak az utolsó lépésben használja ki,
hogy van skalárszorzat (ortogonalitás). Ha ezt elhagyjuk, akkor a bizonýıtás
tetszőleges szeparábilis normált térben garantálja megszámlálható és lineári-
san független totális rendszer létezését.

2.25. Megjegyzés. (i) A 2.23. álĺıtás megford́ıtása is igaz, vagyis ha van
megszámlálható teljes ortonormált rendszer egy Hilbert-térben, akkor az sze-
parábilis. A rendszer elemeinek racionális együtthatókkal vett lineáris kom-
binációi ugyanis megszámlálható sűrű halmazt alkotnak.
(ii) Az ortonormált rendszer defińıciójában feltettük, hogy az megszámlálható
sok elemből áll, célunk ugyanis TONR-ek szerinti sorfejtés. Elvileg tetszőleges
számosságú ortonormált rendszer is megengedhető, ebben az értelemben néz-
ve bebizonýıtható, hogy minden (nemcsak szeparábilis) Hilbert-térben létezik
teljes ortonormált rendszer, szeparábilis térben viszont egy ilyen rendszer is
csak megszámlálható lehet.

Mivel a TONR-eket eleve sorozatnak értelmeztük, a továbbiakban csak azt
ı́rjuk: (en) ⊂ H TONR. Célunk az ilyenek szerinti sorfejtés, ehhez először a
Weierstrass-kritériumot (1.12. álĺıtás) éleśıtjük ortogonális sorozat esetén.
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2.26. Álĺıtás. Legyen {xn} ⊂ H ortogonális sorozat. Ekkor

∞∑
n=1

xn konvergens ⇐⇒
∞∑
n=1

‖xn‖2 konvergens.

Bizonýıtás. Legyenek sn :=
n∑
i=1

xi és σn :=
n∑
i=1

‖xi‖2 a megfelelő részlet-

összegek. Az ortogonalitás miatt n ≥ m esetén

‖sn − sm‖2 =
∥∥∥ n∑
i=m+1

xi

∥∥∥2

=

n∑
i=m+1

‖xi‖2 = σn − σm = |σn − σm| ,

ı́gy az egyik sorozat pontosan akkor Cauchy-sorozat, ha a másik is az. Innen
már H és R teljessége miatt következik, hogy a két sorozat ekvikonvergens.
�

2.27. Defińıció. Legyen H Hilbert-tér, (en) ⊂ H TONR, x ∈ H adott. A

∞∑
i=1

〈x, ei〉 ei

sort az x elem (en) rendszer szerinti Fourier-sorának nevezzük. A ci = 〈x, ei〉
számokat Fourier-együtthatóknak h́ıvjuk.

2.28. Tétel (Fourier-sorok főtétele). Legyen H Hilbert-tér, (en) ⊂ H
TONR. Ekkor tetszőleges x ∈ H elem Fourier-sora konvergens és összege
x.

Bizonýıtás. (i) (Konvergencia.) Vezessük be az xi := 〈x, ei〉 ei jelöléseket.
Mivel {xi} ortogonális sorozat, ezért a 2.26. álĺıtás alapján a

∑
xi ortogonális

sor pontosan akkor konvergens, ha
∑
‖xi‖2 konvergens. Legyen sn :=

n∑
i=1

xi és

Hn = span{e1, . . . , en} (n ∈ N+). Ekkor a 2.17. megjegyzés (iii)-(iv) pontjai
szerint sn = xHn , vagyis sn az x-nek a Hn véges dimenziós altérre vett

vetülete, ill. emiatt ‖sn‖2 ≤ ‖x‖2. Mivel ‖sn‖2 =
n∑
i=1

‖xi‖2, ezért a
∑
‖xi‖2

pozit́ıv tagú sor szeletei felülről korlátosak, tehát konvergens. Így tehát
∑
xi

is konvergens.

(ii) (Az összeg x.) Legyen a sorösszeg s :=
∞∑
i=1

〈x, ei〉 ei, be kell látni, hogy s =

x. Az {en} rendszer teljessége miatt ehhez elég azt belátni, hogy 〈s− x, ej〉 =
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0 minden j-re. Ez igaz, mert a skalárszorzás folytonossága miatt adódik (l.
2.5. megjegyzés), hogy

〈s, ej〉 =

〈 ∞∑
i=1

〈x, ei〉 ei, ej

〉
=

∞∑
i=1

〈〈x, ei〉 ei, ej〉 =

∞∑
i=1

〈x, ei〉 〈ei, ej〉 = 〈x, ej〉 .

�

2.29. Álĺıtás. Legyen H Hilbert-tér, (en) ⊂ H TONR, x, y ∈ H. Ha

x =

∞∑
i=1

ciei, y =

∞∑
i=1

diei, akkor 〈x, y〉 =

∞∑
i=1

cidi.

Speciálisan

‖x‖2 =

∞∑
i=1

|ci|2 . (2.1)

Bizonýıtás. A skalárszorzás folytonossága miatt

〈x, y〉 =

〈 ∞∑
i=1

ciei,

∞∑
j=1

djej

〉
=

∞∑
i=1

∞∑
j=1

cidj 〈ei, ej〉 =

∞∑
i=1

cidi.

A másik egyenlőség ebből következik x = y esetén. �

A fenti második álĺıtás át́ırható a Fourier-együtthatók ci = 〈x, ei〉 képlete
révén:

2.30. Következmény (Parseval-egyenlőség). Legyen H Hilbert-tér, (en)
⊂ H TONR, x ∈ H. Ekkor

‖x‖2 =

∞∑
i=1

|〈x, ei〉|2 .

2.31. Megjegyzés. Ha (en) ⊂ H nem teljes H-ban, csak ONR, akkor
∞∑
i=1

|〈x, ei〉|2 = ‖xV ‖2, ahol V az (en) lineáris burkának lezártja. Ugyanis (en)

TONR V -ben, ı́gy ott igaz a Parseval-egyenlőség xV -re. Itt 〈x, ei〉 = 〈xV , ei〉
minden i-re (mivel x−xV ⊥ V ), ı́gy a fenti összeg azonos az xV -re vonatkozó
összeggel.

Ebből az is következik, hogy ONR esetén csak
∞∑
i=1

|〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2 teljesül,

ez az ún. Bessel-egyenlőtlenség.

2.32. Tétel. Minden szeparábilis H Hilbert-tér izometrikusan izomorf `2-
vel.
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Bizonýıtás. Legyen (en) ⊂ H TONR H-ban, és tekintsük a

T : x =

∞∑
i=1

ciei 7→ (ci)i∈N

megfeleltetést. Ez lineáris, és H → `2 leképezés, mert ha x sora konvergens,
akkor a 2.26. álĺıtás alapján (ci) ∈ `2. Emellett T kölcsönösen egyértelmű: in-
jekt́ıv, mivel x egyértelműen meghatározza Fourier-együtthatóit a ci = 〈x, ei〉
képlet révén, és szuperjekt́ıv, mivel bármely (ci) ∈ `2 előáll az x :=

∞∑
i=1

ciei

sor T -képeként, ahol x sorának konvergenciáját ismét a 2.26. álĺıtás garan-
tálja. Végül T izometrikus a (2.1) egyenlőség miatt. �

2.33. Megjegyzés. A fenti tételnek számos hasznos következménye van.

(i) Ha H szeparábilis Hilbert-tér és (en) ⊂ H TONR, akkor a tételt át-
fogalmazva, az x ∈ H vektorokat megfeleltethetjük a (c1, c2, . . . ) koor-
dinátasorozatnak. Ez közvetlenül általánośıtja a véges dimenziós terek
vektorainak koordinátákkal való léırását.

(ii) Bármely két szeparábilis Hilbert-tér izometrikusan izomorf egymással.

(iii) Ha H szeparábilis Hilbert-tér és (en) ⊂ H TONR, akkor nemcsak a
vektorok ı́rhatók le végtelen sok koordinátával, hanem az A : H → H
operátorok is (∞×∞)-es mátrixszal.

Legyen először A korlátos lineáris operátor. Ha x =
∞∑
j=1

cjej , akkor

〈Ax, ei〉 =
∞∑
j=1

cj〈Aej , ei〉. Ez az aij := 〈Aej , ei〉 jelöléssel azt jelenti,

hogy ha x koordinátái a ci számok, akkor Ax koordinátái a
∞∑
j=1

aij cj

számok. Ez egy általánośıtott mátrix-vektor-szorzás, vagyis tetszőleges
ilyen operátor megfeleltethető egy alkalmas (aij)i,j∈N+ (∞×∞)-es mát-
rixnak.

Ez a megfeleltetés megfelelő módośıtásokkal átvihető arra az esetre is,
ha D(A) ⊂ H és A nem korlátos. Ez fizikai jelentése miatt nevezetes.
A kvantummechanika egyik egzakt megfogalmazását ugyanis Heisen-
berg ún. mátrixmechanikaként dolgozta ki, ami az operátorok végtelen
mátrixszal való reprezentációját tartalmazza, a másik megfogalmazást
Schrödinger hullámmechanikaként ı́rta le, amely L2(Rn)-ben értelme-
zett (nem korlátos) operátorokat használ. Schrödinger azt is megmu-
tatta, hogy a két megfogalmazás ekvivalens [65], majd Neumann János
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ugyanezt az L2(Rn) és `2 terek izometriájából vezette le [50]. Ez az
ekvivalencia megfelel az operátorok előbb léırt megfeleltetésének.

Most néhány nevezetes példát mutatunk teljes ortonormált rendszerre.

• H := L2(0, π),

en(x) :=

√
2

π
sinnx (n ∈ N+).

(szinuszrendszer). Itt integrálással adódik, hogy ez ortonormált rend-
szer, továbbá az anaĺızis egy tétele szerint ha f ∈ L2(0, π)

és
π∫
0

f(x) sinnx dx = 0 minden n-re, akkor f = 0 majdnem minde-

nütt [70]. Ez épp azt jelenti, hogy a szinuszrendszer TONR-t alkot.

A főtétel szerint tehát bármely f ∈ L2(0, π) esetén f =
∞∑
n=1

cnen, ahol

cn =
π∫
0

fen, és a sorösszeg L2-norma szerinti konvergenciaként értendő.

A további példákban csak feĺırjuk a rendszer tagjait. (Ortonormált-
ságuk elemien látható, teljességük részben visszavezethető a fenti sin-
rendszer teljességére.)

• H := L2(0, π),

en(x) :=


1√
π

( ha n = 0),√
2
π cosnx ( ha n ∈ N+).

• H := L2(0, 2π), és a rendszer elemei

1√
2π
,

1√
π

sinx,
1√
π

cosx,
1√
π

sin 2x,
1√
π

cos 2x, . . . .

• H := L2(0, 2π), az előző rendszer komplex megfelelője:

en(x) :=
1√
2π

einx (n ∈ Z).

• H := `2, en := (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, 0 . . .) (n ∈ N+).
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• H := L2([a, b];w) esetén, azaz az 〈f, g〉 :=
b∫
a

fg w dλ súlyozott ska-

lárszorzat mellett ortogonális polinomokból TONR alkotható. A poli-
nomok ugyanis totális rendszert alkotnak, ı́gy a 2.23. álĺıtás mintájára
Gram–Schmidt-ortogonalizációval TONR konstruálható, ezek a w súly-
függvényre nézve ortogonális polinomok. Itt w > 0 mérhető, és konk-
rét választásától függően többféle nevezetes rendszer adódik, például a
(−1, 1) intervallumon w ≡ 1 esetén a Legendre-, w(x) = (1 − x2)−1/2

esetén a Csebisev-polinomokat kapjuk, mı́g az I = R intervallumon a
w(x) = e−x

2

súlyfüggvény az Hermite-polinomokat adja. (E rendszerek
numerikus integrálás során hasznosak.) Lásd [45, 69].

• H := L2(0, 1) esetén a Haar-rendszer olyan lépcsősfüggvényekből áll,
melyek csak 0 vagy ±1 értéket vesznek fel 1/2n hosszú részintervallumo-
kon, éspedig e0,0(x) := 1, ha 0 ≤ x < 1/2 és −1, ha 1/2 ≤ x < 1, illetve
n ∈ N+ és 0 ≤ k < 2n esetén en,k(x) := e0,0(2nx−k), ha k

2n ≤ x <
k+1
2n

és 0 különben. (Ennek közeli rokona a Walsh–Rademacher-rendszer, a
±1 konstansok más elosztásával [45].) Ez teljes ortogonális rendszer,
melyből normálva TONR-t kapunk.

2.34. Megjegyzés. A Fourier-sorfejtés általánośıtható Banach-térre az or-
togonalitás nélkül: egy (en) ⊂ X rendszert Schauder-bázisnak h́ıvunk, ha
minden x ∈ X egyértelműen előáll x =

∑∞
n=1 cnen alakban. A fenti en =

(0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0 . . .) sorozatok például az `p térben Schauder-bázist alkot-
nak, ha 1 < p <∞.

2.35. Megjegyzés. A Fourier-sorok gyakorlati jelentése az, hogy egy adott
jel felbontható megszámlálható sok adott frekvenciájú jel szuperpoźıciójára.
Tekintsük pl. a H = L2(0, 2π) térben az en(x) = 1√

2π
einx (n ∈ Z) TONR-t,

ekkor a főtétel szerint bármely f ∈ L2(0, 2π) esetén f(x) = 1√
2π

∞∑
n=1

cne
inx,

ahol cn =
2π∫
0

fen = 1√
2π

2π∫
0

f(t)e−intdt.

Megemĺıtjük, hogy ha az intervallum R, akkor nincsenek ilyen kitüntetett
frekvenciák, azaz bármely y ∈ R esetén az ey(x) = 1√

2π
eiyx függvények közt

nem tehető különbség. Ilyenkor a jelek felbontásánál a fenti sor helyét az
összes y-ra vonatkozó integrál veszi át, a cn együtthatók sorozatának helyét
pedig a Fourier-transzformált (lásd 6.4. szakasz).

A Fourier-sorok klasszikus elméletéről. A Fourier-sorok fejlődése során
eredetileg a pontonkénti konvergencia szempontjából vizsgálták a sorokat,
főleg a 3. példában szereplő sin-cos-rendszer esetén és folytonos függvényre.
Ennek igen kiterjedt elméletéből (lásd pl. [45, 70]) idézünk néhány alaptételt.
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A sin-cos-rendszer periodikus volta miatt f(0) = f(2π) szükséges feltétel.
Legyen tehát

sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (n ∈ N+),

ahol ak :=
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kx dx, bk :=
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kx dx.

Ha f ∈ C[0, 2π], melyre f(0) = f(2π), igaz-e, hogy sn → f pontonként
[0, 2π]-ben?

2.36. Tétel (Steinhaus). Létezik f ∈ C[0, 2π], f(0) = f(2π), melynek
Fourier-sora minden π · r helyen divergens, ahol r racionális.

Az egy pontban való divergenciára Fejér adott először bizonýıtást, ennek
módośıtásával adódott a fenti tétel.

Ha a folytonosság feltételét némileg erőśıtjük, akkor már igaz a pontonkénti
konvergencia, sőt az egyenletes is. Egy f : I → R függvényre fennáll az
α-kitevős Lipschitz-folytonosság (0 < α ≤ 1), ha van olyan C > 0, hogy
|f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|α (∀x, y ∈ I). Ekkor azt ı́rjuk, hogy f ∈ Lipα(I).
Az α = 1 esetnek felel meg a szokásos Lipschitz-folytonosság, mı́g az α < 1
esetet Hölder-folytonosságnak is szokás nevezni.

2.37. Tétel (Lipschitz-kritérium). Legyen 0 < α ≤ 1 adott szám. Min-
den f ∈ Lipα[0, 2π], f(0) = f(2π) esetén sn → f egyenletesen.

Speciálisan, ha f ∈ C1(I), akkor f ∈ Lip1(I) is, ezért ekkor is igaz a fenti
tétel.

Általánosabb függvényosztályra a pontonkéntinél gyengébb, de érdemi kon-
vergenciatétel áll fenn:

2.38. Tétel (Carleson). Minden f ∈ L2(0, π) függvény Fourier-sora majd-
nem mindenütt konvergál f -hez.

A pontonkénti konvergencia is elérhető folytonos függvényre is, ha nem a
részletösszegek konvergenciáját vizsgáljuk, hanem azok számtani közepeit.
Vezessük be az úgynevezett Fejér-közepeket:

σn :=
1

n+ 1
(s0 + s1 + · · ·+ sn) .

2.39. Tétel (Fejér). Minden f ∈ C[0, 2π], f(0) = f(2π) esetén σn → f
egyenletesen.





3. fejezet

Folytonos lineáris
funkcionálok normált
térben

3.1. Normált tér duálisa

3.1. Defińıció. Lineáris funkcionálnak nevezünk egy számértékű lineáris le-
képezést, azaz egy φ : X → K lineáris leképezést, ahol X vektortér és K = R
vagy C számtest.

A továbbiakban legyen X normált tér. Az 1.40. tétel funkcionálokra is ér-
vényes, ı́gy egy φ : X → K lineáris funkcionál pontosan akkor folytonos,
ha korlátos, azaz ha van olyan M ≥ 0 állandó, hogy minden x ∈ X esetén
|φx| ≤M ‖x‖. A korlátos lineáris funkcionálok tere B(X,K).

3.2. Defińıció. Legyen (X, ‖·‖) normált tér. A B(X,K) teret az X duális
terének nevezzük és X∗-gal jelöljük.

Az 1.47. következmény szerint tetszőleges normált tér duálisa Banach-tér.

Példák. 1. Véges dimenziós terek. Ilyenkor a duális tér mint vektortér meg-
egyezik az ösz- szes lineáris leképezés halmazával, mert minden lineáris leké-
pezés folytonos. Az pedig könnyen látható, hogy ekkor minden φ : X → R li-
neáris funkcionál valójában egy rögźıtett α ∈ Rn vektorral való skalárszorzás.
Legyen ugyanis {e1, . . . , en} bázis X-ben, valamint αi := φei (i = 1, . . . , n)

és α := (α1, . . . , αn). Ha x =
n∑
i=1

ξiei ∈ X, akkor φx =
n∑
i=1

ξiαi = 〈ξ, α〉. Ez

azt jelenti, hogy Hom(X,K) izomorf Rn-nel (és ı́gy X-szel).

45
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A duális tér mint normált tér attól függ, milyen normát használtunk X-en.
Legyen például X = Rn a ‖.‖1 normával, és {e1, . . . , en} a standard bá-
zis. Ekkor a véges dimenziós Hölder-egyenlőtlenség szerint |φx| = |〈x, α〉| ≤
‖x‖1 ‖α‖∞, tehát ‖φ‖ ≤ ‖α‖∞ = maxi |αi|. Másrészt ha j az az index, amely-
re |αj | = ‖α‖∞, akkor φej = ‖α‖∞, ı́gy ‖φ‖ = ‖α‖∞. Ekkor tehát (Rn, ‖·‖1)
duális tere izometrikusan izomorf (Rn, ‖·‖∞)-nel.

Ha Rn-ben a p-normát használjuk (ahol p ∈ (1,∞]), akkor duális tere(
Rn, ‖·‖q

)
-val lesz izometrikus, ahol q a p-hez konjugált érték, azaz 1

p+ 1
q = 1.

A megfelelő Hölder-egyenlőtlenség szerint most ‖φ‖ ≤ ‖α‖q, és (némi számo-

lással) az xi := |αi|q−1 sgnαi koordinátájú x vektorra φx = ‖x‖p ‖α‖q, amiből
‖φ‖ = ‖α‖q.

2. Az Lp(Ω) terek. Legyen 1 ≤ p ≤ ∞ és X := Lp(Ω). Legyen q a p-hez
konjugált érték, g ∈ Lq(Ω) adott függvény, és tekintsük a

φg : Lp(Ω)→ R, f 7→
∫

Ω

fg

funkcionált. Ez lineáris, emellett a Hölder-egyenlőtlenség szerint

|φgf | =
∣∣∣∫

Ω

fg
∣∣∣ ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq =: M ‖f‖Lp (∀f ∈ Lp(Ω)),

azaz φg korlátos is.

A fenti becslésből ‖φg‖ ≤ ‖g‖Lq . Némi számolással most is belátható az
egyenlőség. Ha 1 ≤ q <∞, akkor az f := |g|q−1 sgn g függvényre lesz φgf =
‖f‖Lp ‖g‖Lq . Ha q = ∞, akkor minden ε > 0 esetén legyen Ωε := {x ∈ Ω :
|g(x)| ≥ ‖g‖L∞ − ε}, ill. χΩε az Ωε karakterisztikus függvénye és λ(Ωε) az
Ωε Lebesgue-mértéke, ekkor az fε := 1

λ(Ωε)
χΩε függvényekre ‖fε‖ε = 1 és

lim
ε→0

φgfε = ‖g‖L∞ . Összességében tehát bármely 1 ≤ p ≤ ∞ esetén

‖φg‖ = ‖g‖Lq .

Ha p < ∞, akkor igazolható (lásd pl. [38, 21. fejezet]), hogy bármely φ :
Lp(Ω) → R folytonos lineáris funkcionál előáll a fenti alakban alkalmas g ∈
Lq(Ω) mellett. Így a g 7→ φg leképezés izometrikus izomorfizmus Lq(Ω)-ból
Lp(Ω)∗-ba, vagyis

Lp(Ω)∗ = Lq(Ω)

izometria erejéig.

3. A C(K)-terek. Ha K ⊂ Rn kompakt halmaz, akkor C(K)∗ izometria
erejéig a µ : K → R korlátos változású előjeles Borel-mértékek vektortere
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a ‖µ‖ = |µ|(K) normával, azaz bármely φ ∈ C(K)∗ előáll φf =
∫
K
fdµ

alakban, lásd pl. [38, 42].

3.3. Álĺıtás. Legyen φ : X → K lineáris funkcionál. Ha φ 6≡ 0, akkor kerφ
1 kodimenziós altér. Ha φ folytonos is, akkor kerφ zárt is.

Bizonýıtás. Ha φ 6≡ 0, akkor van olyan x1 ∈ X, melyre φx1 6= 0. Ekkor
minden x ∈ X előáll x = (x− λx1) + λx1 alakban, ahol λ = φx/φx1 válasz-

tással x−λx1 ∈ kerφ. Így X = kerφ+ span{x1}, azaz kerφ-nek 1-dimenziós
kiegésźıtő altere van, vagyis 1 kodimenziós. Végül ha φ folytonos, akkor kerφ
zárt, mert a {0} zárt halmaz ősképe. �

3.2. Folytonos lineáris funkcionálok kiterjeszté-
se

3.4. Álĺıtás. Legyen X normált tér, X0 ⊂ X altér és φ : X0 → K folytonos
lineáris funkcionál. Ekkor φ egyértelműen kiterjeszthető φ̃ : X0 → K folytonos
lineáris funkcionállá, ráadásul a norma megtartásával, azaz ‖φ̃‖ = ‖φ‖.

Bizonýıtás. Legyen x ∈ X0, ekkor létezik (xn) ⊂ X0 sorozat, hogy xn → x.
Ekkor (xn) Cauchy-sorozat, valamint

|φxn − φxm| ≤ ‖φ‖ ‖xn − xm‖ (n,m ∈ N+),

ı́gy (φxn) ⊂ K is Cauchy-sorozat, azaz konvergens is. Legyen φ̃x := lim
n→∞

φxn,

könnyen belátható, hogy ez nem függ az (xn) sorozat választásától. A kapott

φ̃ kiterjesztése φ-nek, a limeszképzés miatt lineáris, emellett korlátos is, hiszen

|φ̃x| = lim
n→∞

|φxn| ≤ lim
n→∞

‖φ‖ ‖xn‖ = ‖φ‖ ‖x‖ ,

emiatt ‖φ̃‖ ≤ ‖φ‖. De φ̃ kiterjesztése φ-nek, ı́gy normája nem lehet kisebb,

ezért ‖φ̃‖ = ‖φ‖. �

3.5. Tétel (Hahn–Banach). Legyen X normált tér, X0 ⊂ X altér, φ :
X0 → K folytonos lineáris funkcionál. Ekkor létezik φ-nek az egész térre
való folytonos lineáris kiterjesztése, azaz olyan φ̂ : X → K folytonos lineáris
funkcionál, melyre φ̂|X0

= φ. Sőt, ez megadható normatartó módon is, azaz

‖φ̂‖ = ‖φ‖.

Bizonýıtás. A bizonýıtást csak valós esetben és szeparábilis térre végezzük
el. A szeparabilitás és a 2.24. megjegyzés alapján létezik megszámlálhatóan
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sok x1, x2, . . . ∈ X\X0 lineárisan független elem, amelyre span{X0, x1, x2, . . .}
sűrű X-ben.

Először megadunk egy φ̂ : span{X0, x1} → R kiterjesztést. A span{X0, x1}
altér bármely eleme x + λx1 alakban ı́rható egyértelmű módon, ahol x ∈
X0, λ ∈ R. Ekkor φ̂ lineáris kiterjesztés volta miatt

φ̂(x+ λx1) = φx+ λα

alakú kell legyen alkalmas α ∈ R mellett, ı́gy csak α értékét kell jól választa-
nunk.

Legyenek y, z ∈ X0 tetszőleges elemek és legyen M := ‖φ‖. Ekkor

φy + φz = φ(y + z) ≤M ‖y + z‖ ≤M (‖y + x1‖+ ‖z − x1‖) ,

amit átrendezve azt kapjuk, hogy

φz −M ‖z − x1‖ ≤M ‖y + x1‖ − φy.

Itt a bal oldal csak z-től, a jobb oldal csak y-tól függ, ı́gy a bal oldal z-ben
vett szuprémuma nem nagyobb a jobb oldal y-ben vett infimumánál. Így van
olyan α ∈ R szám, melyre minden y ∈ X0 esetén

φz −M ‖z − x1‖ ≤ α ≤M ‖y + x1‖ − φy,

és ezt választjuk a kiterjesztésben. A bal oldalon z := −y választással

−φy −M ‖y + x1‖ ≤ α ≤M ‖y + x1‖ − φy,

azaz
|φy + α| ≤M ‖y + x1‖ . (3.1)

Ebből |λ|-kel szorozva és x = λy helyetteśıtéssel

|φx+ λα| ≤M ‖x+ λx1‖ ,

azaz ∣∣∣φ̂(x+ λx1)
∣∣∣ ≤M ‖x+ λx1‖ ,

vagyis φ̂ korlátos és
∥∥∥φ̂∥∥∥ ≤M = ‖φ‖. A ford́ıtott irányú egyenlőtlenség ismét

triviálisan igaz, hiszen kiterjesztésről van szó, ı́gy a normatartást is igazoltuk.
A fenti eljárást folytassuk rekurźıvan az Xn := span{X0, x1, . . . , xn} altérre

és az xn+1 elemre alkalmazva; ezzel egy φ̂ : ∪∞n=0Xn → R normatartó kiter-
jesztést kapunk, ahol ∪∞n=0Xn sűrű. Ebből az egész X-re való kiterjesztést a
3.4. álĺıtás alkalmazásával kapjuk. Ezzel a tételt igazoltuk.
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Ha a tér nem szeparábilis, akkor tekintsük φ normatartó kiterjesztései halma-
zát, és legyen ezen a kiterjesztés művelete a részbenrendezés. Belátható, hogy
minden teljesen rendezett részhalmaznak van felső korlátja. Ekkor a Zorn-
lemma szerint létezik a halmaznak maximális φ̂ eleme, melyre D(φ̂) = X

teljesül. Ha ugyanis D(φ̂) 6= X lenne, akkor egy x0 /∈ D(φ̂) elemre és D(φ̂)-re
alkalmazva a bizonýıtás első lépését, bővebb kiterjesztést kapnánk, ellent-
mondva φ̂ maximalitásának. Végül, a komplex eset megfelelő módośıtásokkal
visszavezethető a fenti bizonýıtásra. �

3.6. Következmény (
”
kis Hahn–Banach-tétel”). Legyen X normált tér.

Bármely x0 ∈ X, x0 6= 0 elemhez létezik olyan φ ∈ X∗, hogy ‖φ‖ = 1 és
φx0 = ‖x0‖.

Bizonýıtás. Legyen X0 = span{x0} és φ0 : X0 → R a következő leképezés:
ha x = cx0 ∈ X0, akkor φ0(cx0) := c ‖x0‖. Ekkor φ0 lineáris és φ0x0 = ‖x0‖,
emellett

|φ0x| = |φ0(cx0)| = |c| ‖x0‖ = ‖cx0‖ = ‖x‖ (∀x ∈ X0),

amiből adódik, hogy ‖φ0‖ = 1. A Hahn–Banach-tétel által adott φ : X → R
kiterjesztés jó lesz, hisz mindkét tulajdonságot megőrzi. �

3.7. Következmény. Ha x ∈ X olyan, hogy φx = 0 teljesül minden φ ∈ X∗
esetén, akkor x = 0.

Bizonýıtás. Ha x 6= 0 lenne, akkor az előző következmény szerint létezne
φ ∈ X∗, melyre φx = ‖x‖ 6= 0, ami ellentmond a feltételeknek. �

Ennek átfogalmazása (x helyett (x−y)-nal) az alábbi, úgynevezett szeparációs
tulajdonság:

3.8. Következmény. Ha x, y ∈ X olyan elemek, melyekre φx = φy teljesül
minden φ ∈ X∗ esetén, akkor x = y.

A Hahn–Banach-tétel szép elméleti alkalmazása, hogy tetszőleges korlátos
számsorozathoz rendelhető ún. Banach-limesz. Legyen ugyanis X := `∞ a
korlátos számsorozatok tere a sup |xn| normával, és X0 a konvergens soroza-
tok altere. Ekkor az X0-on értelmezett φ

(
(xn)

)
:= limxn funkcionál lineáris

és |φ
(
(xn)

)
| ≤ lim |xn| ≤ sup |xn|, azaz korlátos is, ı́gy létezik φ̃ korlátos li-

neáris kiterjesztése az egész `∞-re. Ekkor a φ̃
(
(xn)

)
számot az (xn) korlátos

sorozat Banach-limeszének h́ıvjuk.

A következő szakaszban normált terek fontos t́ıpusával ismerkedhetünk meg,
és tárgyalásukban jól alkalmazhatók a Hahn–Banach-tétel következményei.
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3.3. Reflex́ıv Banach-terek

3.3.1. Normált terek második duálisa

3.9. Defińıció. Ha X normált tér, akkor X∗∗ := (X∗)
∗

az X második duális
tere.

A defińıció értelmes, mert X∗ is normált tér, ı́gy van duálisa. Szintén igaz itt
is, hogy a második duális mindig Banach-tér.

Adjunk példát X∗∗-beli funkcionálra. Legyen x ∈ X adott, és x∗∗ : X∗ → K
az a funkcionál, amely minden φ-hez φx-et rendeli hozzá, azaz

x∗∗φ := φx. (3.2)

Ekkor x∗∗ lineáris, és korlátos is, mert |x∗∗φ| = |φx| ≤ ‖x‖ ‖φ‖ (∀φ ∈ X∗);
emellett ‖x∗∗‖ ≤ ‖x‖.

3.10. Álĺıtás. Bármely x ∈ X esetén ‖x∗∗‖ = ‖x‖.

Bizonýıtás. Ha x = 0, akkor x∗∗ = 0. Ha x 6= 0, akkor elég a ≥ irányt
megmutatnunk. A 3.6. következmény miatt van olyan φ1 ∈ X∗, hogy ‖φ1‖ =
1 és φ1x = ‖x‖. Ebből

‖x∗∗‖ = sup{|x∗∗φ| : φ ∈ X∗, ‖φ‖ = 1} ≥ |x∗∗φ1| = |φ1x| = ‖x‖ . �

Ez azt jelenti, hogy az x 7→ x∗∗ leképezés X izometrikus beágyazása X∗∗-ba.

3.11. Defińıció. Ha az x 7→ x∗∗ leképezés izometria X és X∗∗ közt, akkor
az X normált teret reflex́ıvnek nevezzük.

Ekkor tehát X = X∗∗ izometria erejéig, azaz egy reflex́ıv tér azonośıtható a
második duálisával. Mivel utóbbi mindig Banach-tér, ezért minden reflex́ıv
normált tér Banach-tér.

Példák. 1. Minden véges dimenziós normált tér reflex́ıv. Ekkor ugyanis az
X → X∗∗ beágyazás nem lehet valódi, mert dimX = dimX∗ = dimX∗∗.

2. Ha 1 < p < ∞, akkor Lp(Ω) reflex́ıv. Ha ugyanis 1
p + 1

q = 1, akkor
izometria erejéig

Lp(Ω)∗∗ = (Lq(Ω))∗ = Lp(Ω).

Megemĺıtünk egy gyakran használatos jelölést: ha X normált tér, φ ∈ X∗ és
x ∈ X, akkor legyen

〈φ, x〉 := φx.
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Ha X Hilbert-tér, akkor az X∗ = X azonośıtás mellett ez valóban skalár-
szorzat. (Előfordul ugyanerre a ford́ıtott jelölés is, azaz 〈x, φ〉 = φx.) A fenti
jelölés elsősorban reflex́ıv Banach-terek esetén szemléletes, ha ugyanis nem-
csak az X∗∗ és X tereket, hanem az x∗∗ és x elemeket is azonośıtjuk, akkor
(3.2) úgy ı́rható, hogy

〈x, φ〉 = 〈φ, x〉 (∀x ∈ X, φ ∈ X∗),

ami szemlélteti X és X∗ szerepének szimmetriáját és a
”
duális tér” elnevezést.

3.12. Tétel. Minden normált tér teljessé tehető, azaz izometrikusan izomorf
valamely Banach-térnek egy sűrű alterével.

Bizonýıtás. Az X → X∗∗ beágyazás alapján X izometrikusan izomorf az
X∗∗ Banach-tér egy alterével, ı́gy sűrű az utóbbi lezártjában, ami maga is
Banach-tér. �

3.13. Megjegyzés. A 3.6. következmény alapján X és X∗ közt is találha-
tó kapcsolat. Bármely x ∈ X esetén legyen ugyanis φ ∈ X∗ olyan, hogy
‖φ‖ = 1 és 〈φ, x〉 = ‖x‖, majd legyen J(x) := ‖x‖φ. Ekkor ‖J(x)‖ = ‖x‖
és 〈J(x), x〉 = ‖J(x)‖ ‖x‖. Ha X reflex́ıv és X, X∗ szigorúan konvexek (azaz
gömbjeik szigorúan konvexek), akkor igazolható [76, III. 45.12.], hogy J(x)
egyértelmű, és J : X → X∗ bijekció, azonban nem lineáris, hacsak X nem
Hilbert-tér. Ekkor tehát X és X∗ közt nemlineáris izometria áll fenn.

3.3.2. Gyenge konvergencia

3.14. Defińıció. Legyen X normált tér. Egy (xn) ⊂ X sorozat gyengén
tart az x ∈ X vektorhoz, ha minden φ ∈ X∗ esetén φxn → φx. A gyenge
konvergenciát xn

w−→ x vagy xn ⇀ x jelöli.

Hogy megkülönböztessék a gyenge konvergenciától, a már bevezetett norma-
konvergenciára gyakran mint erős konvergenciára szoktak hivatkozni.

3.15. Álĺıtás. A gyenge limesz egyértelmű, azaz ha xn
w−→ y1 és xn

w−→ y2,
akkor y1 = y2.

Bizonýıtás. A feltétel szerint minden φ ∈ X∗ esetén φxn → φy1 és φxn →
φy2. Mivel K-ban a limesz egyértelmű, ezért φy1 = φy2. Ez minden φ ∈ X∗
esetén fennáll, ezért a 3.8. következmény szerint y1 = y2. �

Ha xn → x erős értelemben, azaz normában, akkor a folytonosság miatt
φxn → φx minden φ ∈ X∗ esetén, azaz az erős konvergenciából következik a
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gyenge konvergencia. Véges dimenzióban – szokás szerint – a két fogalom egy-
beesik, mindkettő ekvivalens a koordinátánkénti konvergenciával. Általában
a megford́ıtás azonban nem igaz. Például, végtelen dimenziós Hilbert-térben,
mint az 5.4 álĺıtásban látni fogjuk, egy ortonormált vektorokból álló sorozat
nem konvergens, de gyengén konvergál a 0-hoz.

Egy Hilbert-térbeli ortonormált sorozat arra is példa, hogy egy korlátos soro-
zatnak nincs normában konvergens részsorozata, ı́gy a Bolzano–Weierstrass-
tulajdonság sem marad érvényben a normakonvergenciára nézve. Ilyen nor-
mált térben is megadható, ami azt jelenti, hogy végtelen dimenzióban a zárt
egységgömb nem kompakt halmaz.

3.16. Lemma (Riesz-lemma). Legyen (X, ‖·‖) végtelen dimenziós normált
tér. Ekkor létezik X-ben olyan (xn) ⊂ X vektorsorozat, amelyre

(i) ‖xn‖ = 1 (∀n ∈ N); (ii) ‖xn − xm‖ ≥ 1 (∀n,m ∈ N, n 6= m).

Bizonýıtás. A keresett sorozatot rekurzióval álĺıtjuk elő. Válasszunk egy
0 6= x ∈ X vektort, és legyen x1 = x

‖x‖ . Tegyük fel, hogy már előálĺıtottuk

az x1, x2, . . . , xn−1 vektorokat a ḱıvánt tulajdonságokkal. Legyen Xn−1 =
span{x1, . . . , xn−1}, ez véges dimenziós altér. Legyen x ∈ X olyan, hogy
x /∈ Xn−1 és legyen d = dist(x,Xn−1), az altér zártsága miatt d > 0. Az 1.18.
álĺıtás szerint létezik y0 ∈ Xn−1, hogy d = ‖x− y0‖. Legyen xn := x−y0

d .
Ekkor ‖xn‖ = 1, valamint

dist(xn, Xn−1) = inf
y∈Xn−1

‖xn − y‖ =
1

d
inf

y∈Xn−1

‖x− (y0 + dy)‖

=
1

d
dist(x,Xn−1) = 1,

mivel ha y befutja Xn−1 elemeit, akkor y0 + dy is. Mivel tehát xn-nek az
altértől vett távolsága 1, ı́gy ‖xn − xj‖ ≥ 1 minden 1 ≤ j < n esetén. �

A gyenge konvergencia fogalma viszont seǵıt abban is, hogy megmentsük a
Bolzano–Weierstrass-tulajdonságot:

3.17. Tétel. Reflex́ıv Banach-térben minden korlátos sorozatnak van gyen-
gén konvergens részsorozata.

Ezt csak Hilbert-térben igazoljuk majd az 5.6. tételben; az általános eset bizo-
nýıtása megtalálható [38, 14. fejezet]-ben. A fenti tétel megford́ıtása is igaz,
vagyis ez a tulajdonság jellemzi a reflex́ıv Banach-tereket, ez az Eberlein–
Smulian-tétel.



4. fejezet

Folytonos lineáris
operátorok normált térben

4.1. A Banach–Steinhaus-tételkör

4.1.1. A Banach–Steinhaus-tétel

Ezt a tételt szokás az
”
egyenletes korlátosság tételének” is nevezni, és arról

szól, hogy két, általános esetben különböző korlátossági fogalom folytonos li-
neáris operátorokra egybeesik. Jelentősége abban áll, hogy a gyakran hasznos
egyenletes korlátosságot ı́gy egyszerűbben garantálhatjuk.

4.1. Defińıció. Legyenek X,Y normált terek. Egy (An) ⊂ B(X,Y ) operá-
torsorozat pontonként korlátos, ha minden x ∈ X esetén (Anx) ⊂ Y korlátos,
illetve egyenletesen korlátos, ha (‖An‖) ⊂ R korlátos számsorozat.

4.2. Tétel (Banach–Steinhaus). Legyen X Banach-tér, Y normált tér.
Egy (An) ⊂ B(X,Y ) operátorsorozat akkor és csak akkor pontonként kor-
látos, ha egyenletesen korlátos.

Bizonýıtás. Ha (An) egyenletesen korlátos, akkor minden x ∈ X esetén

‖Anx‖ ≤ ‖An‖ ‖x‖ ≤
(

sup
n
‖An‖

)
‖x‖ <∞,

azaz minden rögźıtett x esetén ‖Anx‖ korlátos.

Legyen most (An) pontonként korlátos. Először megmutatjuk, hogy van olyan
B := B(x∗, r) ⊂ X zárt gömb, melyre

sup{‖Anx‖ : n ∈ N+, x ∈ B} =: M <∞. (4.1)

53
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Tegyük fel, hogy ez nem igaz. Ekkor minden gömbben és minden n ∈ N+

esetén van olyan x0 pont és kn index, hogy ‖Aknx0‖ ≥ 2n, sőt ekkor Akn
folytonossága miatt x0 egy környezetében lévő x pontokra ‖Aknx‖ ≥ n telje-
sül. Ezt a tulajdonságot rekurźıvan alkalmazva, konstruálható zárt gömbök
olyan B1 ⊃ B2 ⊃ . . . egymásba skatulyázott sorozata, hogy minden x ∈ Bn
pontra ‖Aknx‖ ≥ n (∀n ∈ N+), és itt feltehető, hogy diam(Bn) → 0, hiszen
pl. minden Bn sugarát az előző sugár felénél kisebbre választhatjuk. Ekkor
az 1.11 Cantor-féle közöspont-tétel miatt ∩Bn egy pont, legyen ez x∗. Ek-
kor minden n-re x∗ ∈ Bn, ı́gy ‖Aknx∗‖ ≥ n, ami ellentmond annak, hogy
(Anx

∗) ⊂ Y korlátos sorozat.
A (4.1) korlát miatt pedig minden z ∈ X, ‖z‖ = 1 és n ∈ N+ esetén

‖Anz‖ =
∥∥∥1

r
An
(
(x∗ + rz)− x∗

)∥∥∥ ≤ 1

r

(
‖An(x∗ + rz)‖+ ‖Anx∗‖

)
≤ 2M

r
,

hiszen x∗ és x∗ + rz ∈ B(x∗, r). Eszerint ‖An‖ ≤ 2M
r , tehát (‖An‖) korlátos.

�

4.1.2. A Banach–Steinhaus-tétel bizonýıtása a kategória-
tétellel

Ez a rész a Banach–Steinhaus-tétel egy másik bizonýıtását tartalmazza, amely
egy önmagában is érdekes, de itt nem bizonýıtott metrikus térbeli eredményre
támaszkodik.

4.3. Defińıció. Egy (X, %) metrikus térben egy K ⊂ X halmaz

(i) sehol sem sűrű, ha intK = ∅, azaz K nem tartalmaz gömböt;

(ii) első kategóriájú, ha előáll megszámlálhatóan sok zárt, sehol sem sűrű
halmaz uniójaként;

(iii) második kategóriájú, ha nem első kategóriájú: azaz, ha K = ∪∞j=1Kj ,
ahol mindegyik Kj zárt, akkor valamelyik Kj tartalmaz gömböt.

4.4. Tétel (Baire kategóriatétele). Bármely teljes metrikus tér második
kategóriájú.

A bizonýıtás megtalálható pl. a [27, 37] könyvekben.

A Banach–Steinhaus-tétel 2. bizonýıtása. Csak a ford́ıtott irányt igazol-
juk (a másik triviális volt), tegyük fel tehát, hogy (An) pontonként korlátos.
Tekintsük minden j ∈ N+ egészre a

Kj := {x ∈ X : ‖Anx‖ ≤ j ∀n ∈ N+}
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halmazokat. Minden rögźıtett j-re a Kj-beli sorozatok limeszei is Kj-beliek,
azaz Kj zárt. Másrészt bármely x ∈ X benne van valamelyik Kj-ben, mivel

(Anx) korlátos sorozat, ı́gy ‖Anx‖ ≤ j (∀n ∈ N+) alkalmas j-re. Így tehát
X = ∪∞j=1Kj , azaz X előáll megszámlálható sok zárt halmaz uniójaként. A
4.4. tétel szerint van olyan j0 ∈ N+, hogy a Kj0 halmaz tartalmaz gömböt,

azaz van olyan x0 ∈ X és r > 0, hogy B(x0, r) ⊂ Kj0 . Ekkor minden z ∈ X,
‖z‖ = 1 és n ∈ N+ esetén

‖Anz‖ =
∥∥∥1

r
An
(
(x0 + rz)− x0

)∥∥∥ ≤ 1

r

(
‖An(x0 + rz)‖+ ‖Anx0‖

)
≤ 2

r
j0,

hiszen x0 és x0 + rz ∈ B(x0, r) ⊂ Kj0 , ı́gy minden An-képük normája legfel-
jebb j0. Eszerint ‖An‖ ≤ 2j0

r , tehát (‖An‖) korlátos. �

4.1.3. A Banach–Steinhaus-tétel alkalmazásai

4.5. Következmény. Banach-téren értelmezett folytonos lineáris operátor-
sorozat pontonkénti limesze is folytonos lineáris. Azaz, ha X Banach-tér, Y
normált tér és (An) ⊂ B(X,Y ), melyre Anx → Ax minden x ∈ X esetén,
akkor A ∈ B(X,Y ).

Bizonýıtás. A a limeszképzés miatt lineáris. Mivel (An) pontonként (kon-
vergens és ı́gy) korlátos is, a 4.2. tétel szerint egyenletesen is korlátos. Ebből

‖Ax‖ = lim
n→∞

‖Anx‖ ≤
(

sup
n
‖An‖

)
‖x‖ ≤ K ‖x‖ (∀x ∈ X),

vagyis A folytonos is. �

Gyakran a 4.2. tételt egyenletes korlátosság tételének nevezik, olyankor az
alábbi következményét szokták Banach–Steinhaus-tételnek h́ıvni.

4.6. Tétel. Legyen X Banach-tér, Y normált tér, valamint An, A ∈ B(X,Y )
(n ∈ N+). Ekkor

An → A pontonként X-en⇔

 a) van olyan M ⊂ X totális rendszer, hogy
Anx→ Ax (∀x ∈M);

b) (An) egyenletesen korlátos.

Bizonýıtás. Ha (An) pontonként konvergens, akkor nyilván pontonként kor-
látos, ı́gy az 4.2. tétel szerint egyenletesen is korlátos, a ḱıvánt tulajdonságú
totális rendszernek pedig az M := X választás jó lesz.
A ford́ıtott irányhoz először vegyük észre, hogy ha An → A M -en, akkor a
linearitás miatt az [M ] burkon is érvényes a konvergencia. Legyen x ∈ X
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tetszőleges elem. Mivel [M ] = X, ezért minden ε > 0 esetén létezik y ∈ [M ],
hogy

‖x− y‖ ≤ ε

2 (K + ‖A‖)
,

ahol K := supn ‖An‖ <∞ az egyenletes korlátosság miatt. Ekkor

‖Anx−Ax‖ ≤ ‖Anx−Any‖+ ‖Any −Ay‖+ ‖Ay −Ax‖ ≤

≤ ‖Any −Ay‖+ (‖An‖+ ‖A‖) ‖x− y‖ ,

ahol alkalmas küszöbindex után az első tag ε/2-vel becsülhető (hiszen y ∈
[M ]), és ilyenkor

‖Anx−Ax‖ ≤
ε

2
+ (‖An‖+ ‖A‖) ε

2 (K + ‖A‖)
≤ ε

2
+
ε

2
= ε. �

Példák.

1. A Fejér-közepek egyenletes konvergenciája. A 4.6. tétel alapján iga-
zolható a 2.39. tétel. Legyen tehát f ∈ C[0, 2π], melyre f(0) = f(2π), és

σn(f) :=
1

n+ 1

(
s0(f) + s1(f) + · · ·+ sn(f)

)
(n ∈ N)

a Fejér-közepek. Megmutatjuk, hogy σn(f)→ f egyenletesen.

Legyen
X := {f ∈ C[0, 2π] : f(0) = f(2π)}

a maximum-normával. Ez C[0, 2π] zárt altere, ı́gy maga is Banach-tér. Te-
kintsük az

An : X → X, Anf := σn(f) (n ∈ N)

operátorsorozatot. A ḱıvánt álĺıtás épp azt jelenti, hogy An → I pontonként
X-en, ahol I az identitás. Ehhez a 4.6. tétel két feltételét kell ellenőriznünk.

(a) Legyen M a trigonometrikus polinomok halmaza. Az erre vonatkozó
Weierstrass-féle approximációs tétel miatt bármely f ∈ X egyenletesen köze-
ĺıthető M -beli függvényekkel, ı́gy M sűrű, azaz totális rendszer is. Másrészt
egy p trigonometrikus polinom Fourier-szelete önmaga, ha a szelet foka leg-
alább p foka, ı́gy sn(p) → p egyenletesen bármely p ∈ M esetén. Ekkor az
sn(p) szeletek számtaniközép-sorozata, ami éppen σn(p), szintén p-hez tart
egyenletesen, azaz X normájában. Tehát An → I M -en.
(b) A Fejér-közepek zárt alakra hozhatók alkalmas trigonometrikus összeg-
zésekkel, lásd pl. [70]: ha x ∈ [0, 2π], akkor

σn(f)(x) =
2

(n+ 1)π

∫ π/2

0

f(x+ 2t) + f(x− 2t)

2

( sin(n+ 1)t

sin t

)2

dt .
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Ebből bármely f ∈ X esetén

‖Anf‖ = max
[0,2π]

|σn(f)| ≤ max
[0,2π]

|f | · 2

(n+ 1)π

∫ π/2

0

( sin(n+ 1)t

sin t

)2

dt =

= max
[0,2π]

|f | · σn(1) = ‖f‖,

felhasználva, hogy az 1 konstansfüggvény 0-dfokú trigonometrikus polinom,
ı́gy (mint láttuk) minden sn és ı́gy σn is helybenhagyja, vagyis σn(1) = 1.
Ebből ‖An‖ ≤ 1 minden n-re, azaz (An) egyenletesen korlátos.

2. Kvadratúrák konvergenciája. Legyen [a, b] adott intervallum. Az f ∈
C[a, b] függvények numerikus integrálására általában az

I(f) :=

∫ b

a

f ≈ Qn(f) :=

n∑
i=1

αif(xi)

alakú közeĺıtéseket, ún. kvadratúrákat szokás használni, ahol xi ∈ [a, b] adott
pontok és αi > 0 adott számok (súlyok), i = 1, . . . , n. A kvadratúrákat úgy
szokás definiálni (alkalmas interpolációs módszerek alapján), hogy az n-edik
képlet pontos legyen a legfeljebb n-edfokú polinomokra, azaz Qn(p) = I(p)
(∀p ∈ Pn, ∀n ∈ N). Ekkor a 4.6. tétel alapján könnyen igazolható, hogy

Qn(f)→ I(f) ∀f ∈ C[a, b], ha n→∞.

Legyen ugyanis Anf := Qn(f) (n ∈ N) és Af := I(f). Ekkor An és A : X →
R lineáris funkcionálok az X := C[a, b] téren (a szokásos maximum-normával
ellátva), melyek korlátosak is, ugyanis

|Anf | ≤
n∑
i=1

αi|f(xi)| ≤
( n∑
i=1

αi

)
‖f‖max és |Af | ≤ (b− a) ‖f‖max

(∀f ∈ C[a, b]). Ha M a polinomok halmaza, akkor az erre vonatkozó Weier-
strass-féle approximációs tétel miatt M sűrű, azaz totális rendszer is X-ben,
és feltételünk szerint An → A az M halmazon, ı́gy teljesül a 4.6. tétel (a)
feltétele. Emellett a fenti becslésből

‖An‖ ≤
n∑
i=1

αi = Qn(1) = 1 (∀n ∈ N),

mivel Qn pontos a p ≡ 1 nulladfokú polinomon, ı́gy (An) egyenletesen korlá-
tos.

(Általánosabban az is megengedhető, hogy az αi súlyok közt negat́ıv érté-
kek is szerepeljenek, ekkor viszont (An) egyenletes korlátosságának igazolá-
sához külön fel kell tenni, hogy

∑n
i=1 |αi| n-től független korlát alatt marad.

A Qn(p) = I(p), ∀p ∈ Pn, ∀n ∈ N feltétel is gyenǵıthető, elegendő, ha
limn→∞Qn(p) = I(p) bármely p polinom esetén.)
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4.2. A Banach-féle nýıltleképezés-tételkör

4.2.1. A nýılt leképezés tétele és a homeomorfizmus-tétel

E két tétel közül különösen a második nevezetes, és sok helyütt alkalmazható:
a Banach-féle homeomorfizmus-tétel azt mondja ki, hogy Banach-terek közti
folytonos lineáris bijekció inverze is folytonos. Ez úgy is fogalmazható, hogy
Banach-terek közti folytonos izomorfizmus homeomorfizmus is (utóbbi olyan
leképezést jelent, amely maga is és inverze is folytonos); innen ered a tétel
neve. A homeomorfizmus-tétel közvetlen következménye lesz a nýılt leképezés
tételének, melyhez viszont több technikai eredményen keresztül juthatunk el.
Ebben a fejezetben B(a,R) jelöli az a közepű és R sugarú nýılt gömböt.

4.7. Defińıció. Legyenek X,Y normált terek. Azt mondjuk, hogy A : X →
Y nýılt leképezés, ha bármely nýılt halmaz A-képe nýılt.

4.8. Megjegyzés. Könnyen látható, hogy egy leképezés pontosan akkor nýılt,
ha bármely nýılt gömb A-képe tartalmaz nýılt gömböt a középpont képe kö-
rül, azaz ha bármely B(x,R) ⊂ X nýılt gömbhöz található olyan B(Ax, r) ⊂
Y nýılt gömb, melyre A(B(x,R)) ⊃ B(Ax, r).
Valóban: egyrészt, ha A nýılt leképezés, akkor a B(x,R) nýılt halmaz képe
is nýılt, ı́gy tartalmaz nýılt gömböt az Ax pont körül. Megford́ıtva, legyen
G ⊂ X nýılt halmaz. Ha x ∈ G, akkor G tartalmaz valamely B(x,R) nýılt
gömböt, ı́gy A(G) tartalmazza az A(B(x,R)) halmazt, utóbbi pedig a feltevés

miatt tartalmaz egy B(Ax, r) nýılt gömböt. Így A(G) tartalmaz nýılt gömböt
minden Ax eleme körül, azaz A(G) nýılt halmaz.

4.9. Lemma. Legyen X Banach-tér, Y normált tér, A ∈ B(X,Y ). Ha van
olyan y0 ∈ Y és k, r > 0, hogy B(y0, r) ⊂ A (B(0, k)), akkor megadható olyan
m > 0, hogy minden y ∈ Y esetén van olyan x ∈ X, melyre Ax = y és
‖x‖ ≤ m ‖y‖.

Bizonýıtás. Ha B(y0, r) ⊂ A (B(0, k)), akkor az is igaz, hogy B(−y0, r) ⊂
A (B(0, k)). Ha ugyanis z ∈ B(−y0, r), akkor −z ∈ B(y0, r) ⊂ A (B(0, k)),
vagyis létezik (xn) ⊂ B(0, k) alkalmas sorozat, hogy Axn → −z. Ekkor

z = − lim
n→∞

Axn = lim
n→∞

A(−xn),

és mivel −xn ∈ B(0, k), ezért z ∈ A (B(0, k)). Most ezekből azt is belátjuk,
hogy

B(0, r) ⊂ A (B(0, k))

szintén teljesül. Legyen ugyanis z ∈ B(0, r), ekkor nyilván z + y ∈ B(y0, r)
és z − y0 ∈ B(−y0, r). Az eddigiek szerint z ± y0 ∈ A (B(0, k)), ı́gy alkalmas
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(vn), (wn) ⊂ B(0, k) sorozatokra Avn → z + y0 és Awn → z − y0. Ekkor

z =
z + y0

2
+
z − y0

2
= lim
n→∞

(
A
(vn

2

)
+A

(wn
2

))
= lim
n→∞

(
A

(
vn + wn

2

))
,

ahol (vn + wn)/2 ∈ B(0, k), ı́gy z ∈ A (B(0, k)). Legyen most

t :=
k

r
.

Ekkor azt is beláthatjuk, hogy minden % > 0 esetén

B(0, %) ⊂ A (B(0, t%)). (4.2)

Ha ugyanis z ∈ B(0, %), akkor zr/% ∈ B(0, r), ami az előzőek szerint azt
jelenti, hogy zr/% ∈ A (B(0, k)), vagyis z ∈ A (B(0, k%/r)) = A (B(0, t%)).
Most megmutatjuk azt, hogy a fentiekhez hasonló tartalmazás lezárt nélkül
is adható, ez a bizonýıtás kulcslépése: minden % > 0 esetén

B(0, %) ⊂ A (B(0, 2t%)) . (4.3)

Ehhez fogjuk kihasználni, hogy X Banach-tér. Legyen tehát y ∈ B(0, %),
megmutatjuk, hogy található hozzá olyan x ∈ B(0, 2t%), hogy y = Ax. A
(4.2) szerint van olyan y1 ∈ A (B(0, t%)), hogy

‖y − y1‖ <
%

2
.

Itt y − y1 ∈ B(0, %/2), ı́gy ismét (4.2) szerint (%/2-re feĺırva) van olyan y2 ∈
A (B(0, t%/2)), hogy

‖(y − y1)− y2‖ <
%

4
.

Az eljárást folytatva egy olyan (yn) sorozatot kapunk, hogy minden n ∈ N
esetén

yn ∈ A
(
B

(
0,

t%

2n−1

))
és

∥∥∥∥∥y −
n∑
i=1

yi

∥∥∥∥∥ < %

2n
. (4.4)

Ebből az következik, hogy y =
∞∑
i=1

yi. Válasszunk olyan xn ∈ B
(
0, t%

2n−1

)
elemeket, hogy yn = Axn (ilyen van (4.4) miatt). Megmutatjuk, hogy

∑
(xn)

Cauchy-sor az X Banach-térben. Legyen m ≥ n, ekkor∥∥∥∥∥
m∑
i=n

xi

∥∥∥∥∥ ≤
m∑
i=n

‖xi‖ < t%

m∑
i=n

1

2i−1
<

t%

2n−2

n,m→∞−−−−−→ 0,
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vagyis teljesül a Cauchy-kritérium a
∑

(xn) sorra. Legyen a sor összege x.
Ekkor

‖x‖ ≤
∞∑
i=1

‖xi‖ < t%

∞∑
i=1

1

2i−1
= 2t%.

Mivel x =
∑∞
i=1 xi, ı́gy A folytonossága miatt

Ax =

∞∑
i=1

Axi =

∞∑
i=1

yi = y.

Tehát minden y ∈ B(0, %) vektorhoz találtunk olyan x ∈ B(0, 2t%) vektort,
hogy Ax = y, amivel (4.3)-t beláttuk.
Legyen végül m := 4t. Tetszőleges y ∈ Y esetén legyen ỹ = y

2‖y‖ . Ekkor

ỹ ∈ B(0, 1), ı́gy az előző rész szerint létezik x̃ ∈ B(0, 2t), hogy ỹ = Ax̃. Ha
most x := 2 ‖y‖ x̃, akkor

Ax = 2 ‖y‖Ax̃ = 2 ‖y‖ ỹ = y és ‖x‖ = 2 ‖y‖ ‖x̃‖ < 4t ‖y‖ = m ‖y‖ .
�

4.10. Lemma. Legyen X Banach-tér, Y normált tér, A ∈ B(X,Y ). Ha
valamely origó közepű nýılt gömb A-képének lezártja tartalmaz nýılt gömböt,
akkor bármely nýılt gömb A-képe maga is tartalmaz nýılt gömböt a középpont
képe körül.

Bizonýıtás. A feltevés épp azt jelenti, hogy alkalmazható az előző lemma,
ezért megadható olyan m > 0, hogy minden y ∈ Y esetén van olyan x ∈ X,
melyre Ax = y és ‖x‖ ≤ m ‖y‖. Legyen tehát B(x,R) ⊂ X adott nýılt gömb,
találnunk kell hozzá olyan B(Ax, r) ⊂ Y nýılt gömböt, melyre

A(B(x,R)) ⊃ B(Ax, r).

Megmutatjuk, hogy r := R
m esetén ez fennáll. Legyen y := Ax és ỹ ∈ B(y, r),

alkalmazzuk az előző lemma eredményét az ỹ−y vektorra! Eszerint van olyan
z̃ ∈ X, melyre Az̃ = ỹ − y és ‖z̃‖ ≤ m ‖ỹ − y‖. Ha most x̃ := x+ z̃, akkor

‖x̃− x‖ = ‖z̃‖ ≤ m ‖ỹ − y‖ < mr = R,

tehát x̃ ∈ B(x,R), emellett

ỹ = y +Az̃ = Ax+Az̃ = Ax̃,

ı́gy ỹ ∈ A(B(x,R)). �

4.11. Tétel (Banach-féle nýıltleképezés-tétel). Legyenek X,Y Banach-
terek, A ∈ B(X,Y ) szuperjekt́ıv. Ekkor A nýılt leképezés, azaz bármely nýılt
halmaz A-képe nýılt.
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Bizonýıtás. MivelA szuperjekt́ıv, tekinthetjük a képtér Y = ∪∞n=1A(B(0, n))
felbontását. A 4.4. tétel miatt Y második kategóriájú, ı́gy az unió valamelyik
tagja tartalmaz nýılt gömböt. A 4.10. lemma szerint ekkor bármely nýılt gömb
A-képe maga is tartalmaz nýılt gömböt a középpont képe körül. Ez pedig,
mint a 4.8. megjegyzésben láttuk, épp azt jelenti, hogy A nýılt leképezés.

4.12. Megjegyzés. A nýıltleképezés-tételhez elég feltenni, hogy R(A) má-
sodik kategóriájú, hiszen a bizonýıtás ugyanúgy halad; ekkor menet közben a
felhasznált 4.9. lemma alapján kijön, hogy A szükségképpen szuperjekt́ıv is.

Megjegyezzük azt is, hogy a szuperjektivitásból, szintén a 4.11. tételhez fel-
használt 4.9. lemma alapján, következik e lemma álĺıtása:

4.13. Következmény. Legyenek X,Y Banach-terek, A ∈ B(X,Y ) szuper-
jekt́ıv. Ekkor megadható olyan m > 0, hogy minden y ∈ Y esetén van olyan
x ∈ X, melyre Ax = y és ‖x‖ ≤ m ‖y‖.

4.14. Tétel (Banach-féle homeomorfizmus-tétel). Legyenek X,Y Ba-
nach-terek, A ∈ B(X,Y ) bijekció. Ekkor A−1 ∈ B(Y,X).

Bizonýıtás. Mivel A szuperjekt́ıv is, a nýılt leképezés-tétel szerint nýılt hal-
maz A-képe nýılt. Ez ugyanaz, mint hogy nýılt halmaz A−1-ősképe nýılt, azaz
A−1 folytonos. �

4.15. Megjegyzés. A homeomorfizmus-tétel a 4.13. következményből is ki-
jön: az ott szereplő x az A bijekció volta miatt egyértelmű, éspedig x = A−1y,
ebből pedig

∥∥A−1y
∥∥ ≤ m ‖y‖.

A Banach-féle homeomorfizmus-tétel fontos alkalmazása operátoregyenletek-
kel kapcsolatos. Tekintsünk egy

Ax = y (4.5)

operátoregyenletet.

4.16. Defińıció. Legyenek X,Y normált terek és A : X ⊃→ Y lineáris ope-
rátor. A (4.5) egyenlet korrekt kitűzésű, ha

(i) minden y ∈ Y esetén egyértelműen létezik x megoldás, és

(ii) x folytonosan függ y-tól.

Azaz, a (4.5) egyenlet akkor korrekt kitűzésű, ha (i) A : D(A)→ Y bijekció,
és (ii) A−1 folytonos. Mivel A−1 lineáris, a (ii) pont úgy is ı́rható, hogy létezik
olyan y-tól független M > 0 konstans, melyre ‖x‖ ≤M‖y‖.
Ha most X,Y Banach-terek és A folytonos, akkor a 4.14. tétel szerint a (ii)
tulajdonság következik (i)-ből:
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4.17. Következmény. Ha X,Y Banach-terek és A ∈ B(X,Y ), akkor a
4.16. defińıció (ii) pontja következik (i)-ből, ı́gy elhagyható.

A homeomorfizmus-tétel további alkalmazása az 1.10. álĺıtásnak (bizonyos
értelemben) megford́ıtása.

4.18. Tétel. Legyen X olyan normált tér, amely teljes az ‖·‖1 és ‖·‖2 nor-
mákra vonatkozóan. Tegyük fel, hogy van olyan M > 0 konstans, amelyre
‖x‖1 ≤M ‖x‖2 minden x ∈ X esetén. Ekkor a két norma ekvivalens.

Bizonýıtás. A feltétel szerint az (X, ‖·‖2) és (X, ‖·‖1) Banach-terek közöt-
ti Ix := x identikus leképezés folytonos lineáris és bijekt́ıv. A 4.14. követ-
kezmény szerint az inverz is folytonos lineáris, azaz létezik c2 > 0, hogy∥∥I−1x

∥∥
2

= ‖x‖2 ≤ c2 ‖x‖1. �

4.2.2. A zártgráf-tétel

4.19. Defińıció. Legyenek X,Y normált terek, D ⊂ X, és A : D → Y adott
leképezés. Ekkor a Γ(A) = {(x,A(x)) : x ∈ D} ⊂ X×Y halmazt A gráfjának
vagy grafikonjának nevezzük.

Ha D ⊂ X altér és A : D → Y lineáris, akkor Γ(A) is altér X × Y -ban. A
továbbiakban tekintsük az X × Y szorzattéren az alábbi normát:

‖(x, y)‖ := ‖x‖+ ‖y‖ ∀(x, y) ∈ X × Y.

4.20. Defińıció. Legyenek X,Y normált terek, D ⊂ X altér. Az A : D → Y
lineáris operátor zárt, ha minden (xn) ⊂ D sorozatra fennáll, hogy ha ∃x =
limxn ∈ X és ∃y = limAxn ∈ Y , akkor x ∈ D és y = Ax.

A defińıció jelentését magyarázza a következő álĺıtás.

4.21. Álĺıtás. Egy A lineáris operátor pontosan akkor zárt, ha Γ(A) zárt
altér X × Y -ban.

Bizonýıtás. Legyen A : D → Y zárt lineáris operátor. Be kell látni, hogy
Γ(A) minden torlódási pontja eleme a gráfnak. Legyen (x, y) ∈ ∂Γ(A), ekkor
van olyan

(
(xn, Axn)

)
⊂ Γ(A) sorozat a gráfban, amely (x, y)-hoz konvergál

a szorzattér normája szerint, vagyis

‖xn − x‖+ ‖Axn − y‖ → 0.

Ebből következik, hogy xn → x és Axn → y. Mivel A zárt, ı́gy x ∈ D és
y = Ax, azaz (x, y) = (x,Ax) ∈ Γ(A).
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Megford́ıtva, legyen a gráf zárt és (xn) ⊂ D olyan sorozat, hogy xn → x ∈ X
és Axn → y ∈ Y . Be kell látni, hogy x ∈ D és Ax = y. A feltétel szerint
Γ(A) 3 (xn, Axn)→ (x, y) ∈ Γ(A) = Γ(A), mert Γ(A) zárt. Vagyis x ∈ D és
y = Ax, ı́gy A zárt. �

4.22. Tétel. Legyenek X,Y normált terek, D ⊂ X zárt altér, A : D → Y
korlátos lineáris operátor. Ekkor A zárt. Speciálisan, minden A ∈ B(X,Y )
operátor zárt.

Bizonýıtás. Ha xn → x egy D-beli konvergens sorozat, melyre Axn → y,
akkor D zártsága miatt x ∈ D, továbbá A folytonosságából következik, hogy
Axn → Ax, vagyis y = Ax. �

Tehát az operátorok zártsága a folytonosság fogalmának enyh́ıtése.

4.23. Tétel. Ha egy A : D → Y injekt́ıv lineáris operátor zárt, akkor A−1

is zárt.

Bizonýıtás. Mivel A zárt, ezért Γ(A) is zárt. Az injektivitás miatt minden
y ∈ R(A) vektorhoz egyértelműen létezik olyan x ∈ D, hogy y = Ax. Ezért

Γ(A) = {(x,Ax) : x ∈ D} = {(A−1y, y) : y ∈ R(A)}.

Legyen S : X × Y → Y ×X a koordináta-felcserélő operátor, azaz S(x, y) :=
(y, x). Ez nyilván izometria, emiatt zárt halmaz S-képe zárt, ı́gy az S(Γ(A)) =
{(y,A−1y) : y ∈ R(A)} = Γ(A−1) halmaz zárt, vagyis A−1 zárt operátor. �

4.24. Tétel (zártgráf-tétel). Legyenek X,Y Banach-terek, A : X → Y
lineáris és zárt operátor. Ekkor A ∈ B(X,Y ).

Bizonýıtás. Mivel X és Y is Banach-tér, ı́gy X × Y is az. Mivel A zárt,
ezért Γ(A) zárt halmaz a szorzattérben. A zártság és a szorzattér teljessége
miatt a gráf is Banach-tér. Tekintsük a P : Γ(A) → X leképezést, mely egy
(x,Ax) ∈ Γ(A) párhoz x-et rendeli. Ekkor P lineáris, és korlátos is, mert

‖P (x,Ax)‖ = ‖x‖ ≤ ‖x‖+ ‖Ax‖ = ‖(x,Ax)‖ .

Emellett P nyilvánvalóan szuperjekt́ıv. Injekt́ıv is lesz, amihez a linearitás
miatt elég azt belátni, hogy csak a (0, 0) elemet viszi az X tér nullelemébe.
Tegyük fel ugyanis, hogy P (x,Ax) = 0: ez P defińıciója szerint azt jelenti,
hogy x = 0, ebből viszont A linearitása miatt Ax = 0 is következik. Összes-
ségében P : Γ(A)→ X korlátos lineáris bijekció két Banach-tér között, ekkor
pedig a 4.14. tétel szerint P−1 is korlátos.
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Ezek után már meg tudjuk mutatni, hogy A folytonos. Legyen (xn) ⊂ X
sorozat, xn → x ∈ X. Ekkor P−1 folytonossága miatt P−1xn → P−1x, azaz
(xn, Axn)→ (x,Ax). Ez azt jelenti, hogy

‖xn − x‖+ ‖Axn −Ax‖ → 0,

ebből következik, hogy Axn → Ax. �



5. fejezet

Folytonos lineáris
funkcionálok
Hilbert-térben

5.1. Riesz reprezentációs tétele

Példa folytonos lineáris funkcionálra Hilbert-térben. Ha y ∈ H rögźıtett vek-
tor, akkor a

φy : H → C, φyx := 〈x, y〉

leképezés a skalárszorzás defińıciója miatt lineáris, és korlátos is, ugyanis

|φyx| = |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ (∀x ∈ H).

Ebből az is következik, hogy ‖φy‖ ≤ ‖y‖.

5.1. Álĺıtás. ‖φy‖ = ‖y‖ (∀y ∈ H).

Bizonýıtás. Az y = 0 eset triviális, amúgy pedig

‖φy‖ = sup{|φy(x)| : ‖x‖ = 1} ≥ φy
( y

‖y‖

)
=

1

‖y‖
〈y, y〉 = ‖y‖ . �

Az alábbi nevezetes tétel azt mondja ki, hogy a fenti példával, vagyis adott
vektorral történő skalárszorzással minden lehetséges folytonos lineáris funk-
cionált léırtunk. (Tehát ugyanaz a jellemzés igaz, mint véges dimenzióban.)
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5.2. Tétel (Riesz reprezentációs tétele). Legyen H Hilbert-tér. Ekkor
minden φ : H → C folytonos lineáris funkcionálhoz létezik egyetlen olyan
y ∈ H, hogy φ = φy, azaz

φx = 〈x, y〉 (∀x ∈ H). (5.1)

Bizonýıtás. Ha φ ≡ 0, akkor y = 0 jó lesz. Ha φ nem azonosan nulla,
akkor a 3.3. álĺıtás szerint kerφ valódi (1 kodimenziós) zárt altér, ı́gy a 2.16.
tétel szerint (kerφ)⊥ 6= {0}. Legyen z 6= 0, melyre z ∈ (kerφ)⊥, és legyen
x0 = (φx)z − (φz)x. Ekkor φx0 = 0, azaz x0 ∈ kerφ, tehát 〈x0, z〉 = 0. Ezt
részletesen kíırva

0 = 〈x0, z〉 = 〈(φx)z − (φz)x, z〉 = φx ‖z‖2 − φz 〈x, z〉 ,

vagyis

φx =
φz 〈x, z〉
‖z‖2

=
〈
x,

φz

‖z‖2
z
〉
,

ahonnan y = φz
‖z‖2 z választással adódik (5.1).

Az egyértelműséghez tegyük fel, hogy y1, y2 a φ-hez tartozó reprezentáns
vektorok. Ekkor φx = 〈x, y1〉 = 〈x, y2〉, vagyis 〈x, y1 − y2〉 = 0 minden x ∈ H
esetén, ı́gy y1 = y2. �

Az 5.1. álĺıtás és 5.2. tétel alapján a

T : H → H∗, y 7→ φy

leképezés normatartó (tehát izometria), valamint bijekció. A linearitás azon-
ban csak

”
majdnem” teljesül, mivel a (5.1)-beli skalárszorzatban y a hátsó

helyen áll, ı́gy ha c1, c2 ∈ C és y1, y2 ∈ H, akkor az

〈x, c1y1 + c2y2〉 = c1 〈x, y1〉+ c2 〈x, y2〉 (∀x ∈ H)

egyenlőség alapján

T (c1y1 + c2y2) = φc1y1+c2y2
= c1φy1

+ c2φy2
= c1T (y1) + c2T (y2),

azaz T konjugáltan lineáris leképezés. Ez alapján azt mondjuk, hogy egy H
Hilbert-tér konjugáltan izometrikus a H∗ duálisával, és úgy jelöljük, hogy

H∗ ≡∗ H.

Bár ez nem teljesen a megszokott izometria, a kapott y 7→ φy megfeleltetés
révén a Hilbert-tereket azonośıthatjuk a duálisukkal.

A kapott eredményből következik, hogy minden Hilbert-tér reflex́ıv. Könnyen
látható ugyanis, hogy a H → H∗ és H∗ → H∗∗ közti konjugáltan lineáris
izometriák kompoźıciója már lineáris izometria, ı́gy H izometrikus H∗∗-gal.
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5.2. Gyenge konvergencia Hilbert-térben

Gyenge konvergenciával a 3.3. szakasz (b) részében foglalkoztunk. A 3.14.
defińıció a Riesz-féle reprezentációs tétel alapján skalárszorzattal ı́rható fel:

5.3. Következmény. Legyen H Hilbert-tér. Egy (xn) ⊂ H sorozat pontosan
akkor tart gyengén az x ∈ H vektorhoz, ha

〈xn, y〉 → 〈x, y〉 (∀y ∈ H).

Láttuk, hogy az erős konvergenciából következik a gyenge konvergencia, azaz
ha xn → x erős értelemben (vagyis normában), akkor a folytonosság miatt
φxn → φx minden φ ∈ X∗ esetén. A megford́ıtás azonban nem igaz:

5.4. Álĺıtás. Ha {en}n∈N teljes ortonormált rendszer H-ban, akkor en
w−→

0. Normában azonban en 9 0, sőt nem is konvergens.

Bizonýıtás. A Parseval-egyenlőség (2.29. álĺıtás) szerint tetszőleges x ∈ X
esetén

∞∑
n=1
|〈x, en〉|2 < ∞, ı́gy 〈x, en〉 → 0. Ez azt jelenti, hogy en

w−→ 0. Az

viszont világos, hogy ‖en‖ = 1 miatt en 9 0 normában. Sőt, mivel n 6= m

esetén ‖en − em‖2 = ‖en‖2 + ‖em‖2 = 2, ezért (en) nem Cauchy-sorozat, ı́gy
nem is konvergens. �

A fenti álĺıtás bármely {en}n∈N ortonormált rendszerre is igaz, mivel utóbbi
teljes a span{en}n∈N térben, ı́gy az álĺıtást utóbbiban használjuk fel.

Hilbert-térben az erős és a gyenge konvergencia kapcsolatát az alábbi tétel
jellemzi.

5.5. Tétel. Legyen (xn) ⊂ H, x ∈ H. Ekkor

‖xn − x‖ → 0 ⇐⇒


i) ‖xn‖ → ‖x‖

ii) xn
w−→ x.

Bizonýıtás. (⇒) Ezt már tudjuk (a norma és a skalárszorzás folytonosságá-
ból).

(⇐) Tegyük fel, hogy i) és ii) teljesül, ekkor

‖xn − x‖2 = 〈xn − x, xn − x〉 = ‖xn‖2 + ‖x‖2 − 〈xn, x〉 − 〈x, xn〉 → 0,

ugyanis a gyenge konvergencia miatt 〈xn, x〉 → 〈x, x〉 = ‖x‖2. �

Az előzőek szerint végtelen dimenziós térben a zárt egységgömb korlátos
ugyan, de nem sorozatkompakt, mert egy ortonormált rendszerből nem lehet
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kiválasztani konvergens részsorozatot. Vagyis a Bolzano–Weierstrass tétel ál-
talában nem marad érvényben. Ez a tulajdonság mégis megmenthető, mert
gyenge értelemben már igaz.

5.6. Tétel. Hilbert-térben minden korlátos sorozatnak van gyengén konver-
gens részsorozata.

Bizonýıtás. Legyen (xn) ⊂ H korlátos sorozat, melyre tehát ‖xn‖ ≤ C
valamilyen C > 0 számra. Legyen H0 := [(xn)] az (xn) által generált zárt
altér. Legyen H1 = H⊥0 , ı́gy a 2.16. tétel szerint H = H0 ⊕H1.
Az (〈x1, xn〉) számsorozat a CSB-egyenlőtlenség szerint korlátos, van tehát
olyan (x1

n) ⊂ (xn) részsorozat, hogy létezik lim
n→∞

〈
x1, x

1
n

〉
.

Az
(〈
x2, x

1
n

〉)
számsorozat szintén korlátos, van tehát olyan (x2

n) ⊂ (x1
n)

részsorozat, hogy létezik lim
n→∞

〈
x2, x

2
n

〉
.

Az eljárást folytatva egy olyan (xn) ⊃ (x1
n) ⊃ (x2

n) ⊃ . . . részsorozat-láncot
kapunk, melyre létezik lim

n→∞

〈
xk, x

k
n

〉
minden rögźıtett k = 1, 2, . . . esetén.

Legyen zn := xnn. A (zn) sorozat részsorozata (xn)-nek és a konstrukció szerint
(zn) minden rögźıtett k-ra az első néhány (legfeljebb k) tagtól eltekintve
részsorozata (xkn)-nak, ı́gy létezik lim

n→∞
〈xk, zn〉 minden k-ra. A határérték

nyilván a sorozat tagjainak tetszőleges véges lineáris kombinációjára is létezik.
Legyen φny := 〈y, zn〉 a [(xn)] lineáris burkon értelmezett lineáris funkcio-
nál, melyre ‖φn‖ ≤ C, tehát korlátos is n-től független korláttal. A φy :=
lim
n→∞

φny egyenlőséggel definiált φ funkcionál szintén lineáris és folytonos.

Terjesszük ki őket a 3.4. álĺıtás seǵıtségével Φn,Φ : H0 → C folytonos lineáris
funkcionálokká normatartó módon.
Ekkor a Φn ∈ H∗0 funkcionálok egyenletesen korlátosak és Φn → Φ ponton-
ként [(xn)]-en, ı́gy az 4.6. tétel szerint Φn → Φ pontonként egész H0-on,
speciálisan minden y ∈ H0 esetén létezik lim

n→∞
〈y, zn〉 = Φy. A Φ : H0 → C

funkcionál lineáris és folytonos is a H0 Hilbert-téren, ezért Riesz reprezentá-
ciós tétele szerint létezik z̃ ∈ H0, hogy lim

n→∞
〈y, zn〉 = 〈y, z̃〉 minden y ∈ H0

esetén, azaz zn
w−→ z̃ H0-on. Már csak az kell, hogy ez H-n is igaz. Legyen

tehát y ∈ H tetszőleges, y = y0 + y1, ahol y0 ∈ H0 és y1 ∈ H1. Ekkor
y1 = y − y0 ⊥ H0 miatt 〈zn − z̃, y − y0〉 = 0. Ezt kifejtve

0 = 〈zn, y〉 − 〈zn, y0〉 − 〈z̃, y〉+ 〈z̃, y0〉 ,

és felhasználva, hogy 〈y0, zn〉 → 〈y0, z̃〉, következik, hogy 〈zn, y〉 → 〈z̃, y〉
minden y ∈ H esetén, azaz zn = xnn

w−→ z̃. �



6. fejezet

Folytonos lineáris
operátorok Hilbert-térben

Ebben a részben A : H → H folytonos lineáris operátorokkal foglalkozunk.
A továbbiakban jelölje röviden B(H) a B(H,H) teret.

Hilbert-térben folytonos lineáris operátor esetén nem jelent megszoŕıtást,
hogy az egész téren értelmezzük, ugyanis ha eredetileg csak altéren értel-
meztük, akkor létezik természetes kiterjesztése az egész térre:

6.1. Álĺıtás. Ha A : H ⊃→ H folytonos lineáris operátor, akkor létezik
Ã : H → H folytonos lineáris, sőt normatartó kiterjesztése.

Bizonýıtás. (i) Először D(A) lezártjára terjesztjük ki az operátort az x 7→
lim
n→∞

Axn képlettel, ahol x ∈ D(A) esetén (xn) ⊂ D(A) olyan sorozat, melyre

xn → x. A 3.4 lemma mintájára könnyen belátható, hogy ez a limesz létezik
és nem függ az (xn) sorozat választásától, valamint a kiterjesztett operátor
lineáris és normája azonos A normájával.

(ii) Most már feltehető, hogy D(A) zárt. Legyen x ∈ H tetszőleges. A 2.16.
tétel alapján x feĺırható x = x1 + x2 alakban, ahol x1 ∈ D(A) és x2 ∈
D(A)⊥. Legyen Ãx := Ax1 (azaz a D(A)⊥ komplementeren 0 értéket adunk).
Nyilvánvaló, hogy Ã lineáris és kiterjesztése A-nak. Emellett a normáját sem
növelheti, mert

‖Ãx‖ = ‖Ax1‖ ≤ ‖A‖‖x1‖ ≤ ‖A‖‖x‖,

ahol a végén a 2.17. megjegyzést használtuk. �
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6.1. Adjungált operátor, speciális operátort́ıpu-
sok

6.2. Álĺıtás. Bármely A ∈ B(H) esetén létezik egyetlen olyan A∗ ∈ B(H),
melyre

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 (∀x, y ∈ H).

Ezt az A∗ operátort az A adjungáltjának nevezzük.

Bizonýıtás. Legyen y ∈ H rögźıtett. Ekkor a ψy : H → C, ψyx := 〈Ax, y〉
lineáris funkcionál korlátos is, mert

|ψyx| ≤ ‖Ax‖ ‖y‖ ≤ (‖A‖ ‖y‖) ‖x‖ (∀x ∈ H).

Riesz reprezentációs tétele szerint létezik egyetlen y∗ ∈ H, hogy ψyx = 〈x, y∗〉
minden x ∈ H-ra. Legyen A∗ : H → H az a leképezés, melyre A∗y := y∗,
erre igaz az 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 képlet. Igazolnunk kell még, hogy A∗ folytonos
lineáris. A linearitást a skalárszorzat tulajdonságaiból, a korlátosságot pedig
az

‖A∗y‖ = ‖y∗‖ = ‖ψy‖ ≤ ‖A‖ ‖y‖

becslésből kapjuk, ahol a középső lépés az 5.1. álĺıtásból következik. �

A bizonýıtásból az is kijött, hogy ‖A∗‖ ≤ ‖A‖, valójában azonban több is
igaz.

6.3. Álĺıtás. Bármely A ∈ B(H) esetén A∗∗ := (A∗)
∗

= A és ‖A∗‖ = ‖A‖.

Bizonýıtás. Mivel 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 = 〈A∗∗x, y〉 (∀x, y ∈ H), ezért Ax =
A∗∗x (∀x ∈ H), azaz A = A∗∗. A normákra vonatkozó egyenlőtlenséget
figyelembevéve

‖A‖ = ‖A∗∗‖ ≤ ‖A∗‖ ≤ ‖A‖ ,

azaz mindenhol egyenlőségnek kell teljesülnie. �

6.4. Álĺıtás. Ha A,B ∈ B(H), λ ∈ K, akkor

1. (A+B)
∗

= A∗ +B∗,

2. (λA)
∗

= λA∗,

3. (AB)
∗

= B∗A∗,

4. ‖A‖2 = ‖A∗A‖ (C∗-tulajdonság).
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Bizonýıtás. Az első három az adjungáltat definiáló egyenlőségből azonnal
adódik. A 4.-hez egyrészt

‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈x,A∗Ax〉 ≤ ‖x‖ ‖A∗Ax‖ ≤ ‖A∗A‖ ‖x‖2

adódik, amiből ‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖ következik; visszafelé, az előző álĺıtást hasz-
nálva

‖A∗A‖ ≤ ‖A∗‖ ‖A‖ = ‖A‖2 . �

6.5. Tétel. (Operátorokra vonatkozó ortogonális felbontás). Bármely A ∈
B(H) esetén H előáll

R(A)⊕ ker(A∗) = H

ortogonális direkt összeg alakjában.

Bizonýıtás. Mivel R(A) zárt altere H-nak, a 2.16. tétel miatt elég belátni,

hogy R(A)
⊥

= ker(A∗). Ez az alábbi ekvivalenciákból következik:

y ∈ R(A)
⊥
⇔ y ⊥ R(A) ⇔ y ⊥ R(A) ⇔ 〈y,Ax〉 = 0 ∀x ∈ H ⇔

⇔ 〈A∗y, x〉 = 0 ∀x ∈ H ⇔ A∗y = 0 ⇔ y ∈ ker(A∗). �

6.6. Defińıció. Egy A ∈ B(H) operátor

• önadjungált, ha A = A∗;

• izometrikus, ha ‖Ax‖ = ‖x‖ (∀x ∈ X);

• unitér, ha izometrikus és szuperjekt́ıv;

• projektor, ha van olyan K ⊂ H zárt altér, hogy minden x ∈ H esetén
Ax = xK ;

• normális, ha AA∗ = A∗A.

6.7. Megjegyzés. Minden önadjungált operátor normális. Emellett látni
fogjuk a 6.3 ill. 6.4. szakaszokban, hogy minden projektor önadjungált, továb-
bá A pontosan akkor unitér, ha A bijekció és A−1 = A∗. Így ezek is normális
operátorok.

6.8. Megjegyzés. (Adjungált különböző terek közt.) A 6.2. álĺıtás ugyan-
úgy igazolható különböző H,K Hilbert-terek között is, azaz bármely A ∈
B(H,K) esetén létezik egyetlen olyan A∗ ∈ B(K,H), melyre 〈Ax, y〉 =
〈x,A∗y〉 (∀x ∈ H, y ∈ K). (Sőt, bármely X,Y Banach-terek és A ∈ B(X,Y )
esetén is létezik egyetlen olyan A∗ ∈ B(Y ∗, X∗), melyre az analóg formula
teljesül, skalárszorzat helyett funkcionál alkalmazása értelmében; ezt az A∗-ot
Banach-adjungáltnak h́ıvjuk.)
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6.2. Önadjungált operátorok

Az önadjungált operátor defińıciója úgy ı́rható, hogy

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 (∀x ∈ H),

legtöbbször ezt használjuk. A következő jellemzésben fontos, hogy H komplex
Hilbert-tér.

6.9. Álĺıtás. Egy A ∈ B(H) operátor pontosan akkor önadjungált, ha kvad-
ratikus alakja valós, azaz ha 〈Ax, x〉 ∈ R (∀x ∈ H).

Bizonýıtás. Legyen A ∈ B(H) önadjungált. Ekkor

〈Ax, x〉 = 〈x,A∗x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉,

vagyis 〈Ax, x〉 valós.

Megford́ıtva, tegyük fel, hogy a kvadratikus alak valós értékű. Ekkor bármely
x, y ∈ H esetén

〈A(x+ y), x+ y〉︸ ︷︷ ︸
∈R

= 〈Ax, x〉︸ ︷︷ ︸
∈R

+ 〈Ax, y〉+ 〈Ay, x〉+ 〈Ay, y〉︸ ︷︷ ︸
∈R

,

tehát 〈Ax, y〉 + 〈Ay, x〉 valós. Emiatt a képzetes részük egymás ellentettje,
ı́gy

Im 〈Ax, y〉 = −Im 〈Ay, x〉 = Im 〈x,Ay〉 . (6.1)

Mivel x tetszőleges volt, ez érvényes ix-re is, azaz Im 〈A(ix), y〉 = Im 〈ix,Ay〉,
vagyis a Re z = Im (iz) azonosság révén

Re 〈Ax, y〉 = Im (i 〈Ax, y〉) = Im (i 〈x,Ay〉) = Re 〈x,Ay〉 . (6.2)

A két egyenlőségből adódik, hogy 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉, tehát A önadjungált. �

Ez az álĺıtás nyilvánvalóan nem igaz valós Hilbert-térben, hiszen ott sem
minden operátor önadjungált.

A következő fontos tétel előtt megemĺıtjük, hogy tetszőleges A ∈ B(H) ope-
rátor normája kifejezhető bilineáris formával, ami 2.4. álĺıtás operátorokra
való analógiája:

6.10. Álĺıtás. Bármely A ∈ B(H) esetén ‖A‖ = sup{| 〈Ax, y〉 | : x, y ∈
H, ‖x‖ = ‖y‖ = 1}.
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Bizonýıtás. Az ‖A‖ = sup{‖Ax‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1} egyenlőségben ‖Ax‖-ra
alkalmazzuk a 2.4. álĺıtást. �

(Ebből is levezethető az ‖A∗‖ = ‖A‖ azonosság.) Önadjungált operátor esetén
ugyanezt elég kvadratikus alakkal feĺırni:

6.11. Tétel. Ha A ∈ B(H) önadjungált, akkor

‖A‖ = sup {|〈Ax, x〉| : ‖x‖ = 1} .

Bizonýıtás. Legyen F1 := {x ∈ H : ‖x‖ = 1} az egységgömb felsźıne,
α := sup

F1

|〈Ax, x〉|. Be kell látnunk, hogy ‖A‖ = α.

Mivel minden x ∈ F1 esetén |〈Ax, x〉| ≤ ‖A‖ ‖x‖2 = ‖A‖, ezért szuprémumot
véve kapjuk, hogy α ≤ ‖A‖.
A másik irányhoz legyen x, y, z ∈ H tetszőleges. Ekkor

|〈Az, z〉| =
∣∣∣〈A( z

‖z‖

)
,
( z

‖z‖

)〉∣∣∣ ‖z‖2 ≤ α ‖z‖2 ,
illetve A önadjungáltságát használva

〈A(x+ y), x+ y〉 − 〈A(x− y), x− y〉 = 2(〈Ax, y〉+ 〈Ay, x〉) =

2(〈Ax, y〉+ 〈Ax, y〉) = 4Re 〈Ax, y〉 .
Ezekből és a parallelogramma-szabályból adódik a

Re 〈Ax, y〉 ≤ 1

4
α
(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

)
=

1

2
α
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
becslés. Amennyiben x, y ∈ F1, akkor az utolsó tag éppen α, azazRe 〈Ax, y〉 ≤
α. Legyen most x ∈ F1 tetszőleges, y := Ax

‖Ax‖ ∈ F1. Ekkor

Re 〈Ax, y〉 = Re
〈
Ax,

Ax

‖Ax‖

〉
= ‖Ax‖ ≤ α,

azaz ‖A‖ = sup{‖Ax‖ : ‖x‖ = 1} ≤ α. �

6.12. Következmény. Ha A ∈ B(H) olyan, hogy 〈Ax, x〉 = 0 minden x ∈
H-ra, akkor A = 0.

Bizonýıtás. A feltétel szerint 〈Ax, x〉 valós minden x ∈ H esetén, ı́gy a 6.9.
álĺıtás szerint A önadjungált, ezért a 6.11. tétel szerint ‖A‖ = 0, tehát A = 0.
�

Ennek A = B − C esetére való átfogalmazása:
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6.13. Következmény. Ha B,C ∈ B(H) és 〈Bx, x〉 = 〈Cx, x〉 minden x ∈
H-ra, akkor B = C.

Ez a két álĺıtás sem igaz valós Hilbert-térben: pl. R2-ben egy derékszögű
forgatás mátrixának kvadratikus alakja azonosan 0, hiszen a kép mindig me-
rőleges az eredeti vektorra.

A 6.11. tétel seǵıtségével rövid bizonýıtás adható a 6.4. tételben szereplő C∗-
tulajdonságra.

6.14. Álĺıtás. Tetszőleges A ∈ B(H) esetén ‖A∗A‖ = ‖A‖2.

Bizonýıtás. Mivel A∗A önadjungált, ı́gy

‖A∗A‖ = sup
x∈F1

|〈A∗A, x〉| = sup
x∈F1

|〈Ax,Ax〉| = sup
x∈F1

‖Ax‖2 = ‖A‖2 . �

6.15. Megjegyzés. Ha az operátor nem önadjungált, akkor a 6.11. tétel
helyett a következő mondható. Tetszőleges A ∈ B(H) esetén a W (A) :=
{〈Ax, x〉 : ‖x‖ = 1} ⊂ C halmazt az A operátor numerikus értékkészletének,
a w(A) := sup{|〈Ax, x〉| : ‖x‖ = 1} ∈ R számot A numerikus sugarának
nevezzük. Igazolható, hogy tetszőleges A ∈ B(H) esetén 1

2 ‖A‖ ≤ w(A) ≤
‖A‖, ha viszont A ∈ B(H) normális, akkor érvényben marad a 6.11. tétel,
azaz w(A) = ‖A‖, lásd [9].

6.16. Defińıció. Egy A ∈ B(H) operátor

• pozit́ıv, ha 〈Ax, x〉 ≥ 0 (∀x ∈ H),

• szigorúan pozit́ıv, ha 〈Ax, x〉 > 0 (∀x ∈ H, x 6= 0),

• egyenletesen pozit́ıv, ha van olyan m > 0, hogy 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2
(∀x ∈ H).

A fent definiált operátorok önadjungáltak, mert a kvadratikus alakjuk valós.
A pozit́ıv operátor elnevezés annak ellenére honosodott meg, hogy a kvadra-
tikus alakja csak nemnegat́ıv.

6.17. Defińıció. Legyen A,B ∈ B(H). Azt mondjuk, hogy A ≥ B, ha A−
B ≥ 0, azaz A−B pozit́ıv operátor.

6.18. Megjegyzés. Az A ≥ B egyenlőtlenség tehát azt jelenti, hogy 〈Ax, x〉
≥ 〈Bx, x〉 (∀x ∈ H). Ebből és a 6.13. következményből adódik, hogy a fenti
reláció részbenrendezést definiál B(H)-ban.
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6.19. Defińıció. Legyen A ∈ B(H) szigorúan pozit́ıv operátor. Ekkor az
〈x, y〉A := 〈Ax, y〉 skalárszorzatot az A operátorhoz tartozó energia-skalár-

szorzatnak, az indukált ‖x‖A = 〈Ax, x〉1/2 normát energianormának nevez-
zük. (Könnyen látható, hogy 〈., .〉A valóban skalárszorzat.)

Az energianorma mindig gyengébb az eredetinél, hiszen ‖x‖2A = 〈Ax, x〉 ≤
‖A‖ ‖x‖2. Egyenletesen pozit́ıv operátor esetén ez ford́ıtva is igaz, ugyanis ek-

kor ‖x‖2A = 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2, ı́gy a két norma ekvivalens. Az 1.10. álĺıtásból
fakad ekkor a

6.20. Következmény. Egyenletesen pozit́ıv operátor esetén (H, ‖·‖A) is Hil-
bert-tér.

Végül, a 2.4 álĺıtás energianormára is fennáll:

6.21. Álĺıtás. Legyen A ∈ B(H) szigorúan pozit́ıv operátor. Ekkor bármely
x ∈ H esetén ‖x‖A = sup{ | 〈x, y〉A | : y ∈ H, ‖y‖A = 1}.

Az egyenletes pozitivitás tulajdonsága a következőképp általánośıtható.

6.22. Defińıció. Egy A ∈ B(H) operátort koerćıvnek h́ıvunk, ha létezik
m > 0, hogy

Re 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2 (∀x ∈ H).

6.23. Megjegyzés. Ha H valós Hilbert-tér, akkor a fenti defińıcióban
”
Re”

elhagyható, de ilyenkor a koercivitás nem vonja maga után az önadjungáltsá-
got. A két eset megkülönböztetésére az

”
egyenletesen pozit́ıv” kifejezést valós

Hilbert-térben is csak akkor használjuk, ha az operátor egyidejűleg koerćıv
és önadjungált is.

Példa önadjungált, ill. pozit́ıv operátorra. (Integráloperátor)

Legyen I = [a, b], H := L2(I), valamint K ∈ L2(I × I) adott valós értékű
függvény és A : H → H a következő:

(Au) (x) =

∫ b

a

K(x, s)u(s)ds (u ∈ L2(I)).

6.24. Álĺıtás. A fenti feltételekkel

(1) A ∈ L2(I)→ L2(I) korlátos lineáris operátor.

(2) Ha K szimmetrikus, azaz K(x, y) = K(y, x), akkor A önadjungált.
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(3) Ha K úgynevezett pozit́ıv magfüggvény, azaz létezik N ∈ L2(I×I) valós
függvény, hogy

K(x, y) =

∫ b

a

N(x, s)N(y, s)ds,

akkor A pozit́ıv operátor.

Bizonýıtás. A linearitás könnyen látható, a folytonossághoz legyen u ∈
L2(I), ekkor a CSB-egyenlőtlenséget alkalmazva

‖Au‖2L2(I) =

∫ b

a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

K(x, s)u(s)ds

∣∣∣∣∣
2

dx ≤

≤
∫ b

a

(∫ b

a

K2(x, s)ds ·
∫ b

a

u2(s)ds

)
dx =

=

∫ b

a

∫ b

a

K2(x, s)ds dx · ‖u‖2L2(I) = ‖K‖2L2(I×I) · ‖u‖
2
L2(I) ,

azaz ‖Au‖ ≤ ‖K‖ ‖u‖, ı́gy A folytonos is. Ha K szimmetrikus, akkor

〈Au, v〉L2 =

∫ b

a

(Au)v =

∫ b

a

∫ b

a

K(x, s)u(s)ds v(x) dx =

=

∫ b

a

∫ b

a

K(x, s)u(s)v(x) dxds =

=

∫ b

a

u(s)

∫ b

a

K(s, x)v(x) dxds =

∫ b

a

u(s)(Av)(s)ds = 〈u,Av〉L2 .

Végül ha K pozit́ıv magfüggvény, akkor legyen (Cu)(x) :=
∫ b
a
N(x, s)u(s)ds.

Ekkor

〈Cu, v〉L2 =

∫ b

a

∫ b

a

N(x, s)u(s)ds v(x) dx =

∫ b

a

∫ b

a

N(x, s)u(s)v(x) dxds =

=

∫ b

a

u(s)

∫ b

a

N(x, s)v(x) dxds =
〈
u, Ĉv

〉
L2
,

ahol (Ĉv)(s) :=
∫ b
a
N(x, s)v(x) dx. Ez a Ĉ teljeśıti az adjungált defińıciós

egyenlőségét, ı́gy Ĉ = C∗. Végül vegyük észre, hogy

(Au)(x) =

∫ b

a

(∫ b

a

N(x, s)N(y, s)ds
)
u(y) dy =

=

∫ b

a

N(x, s)

∫ b

a

N(y, s)u(y) dyds = (CC∗u)(x),

ı́gy 〈Au, u〉L2 = 〈CC∗u, u〉L2 = ‖C∗u‖2L2 ≥ 0. �
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6.3. Projektorok

6.25. Defińıció. A P ∈ B(H) operátor projektor (vagy ortogonális projek-
ció), ha létezik K ⊂ H zárt altér, hogy minden x ∈ H esetén Px = xK , azaz
x vetülete K-ra. A K alteret is feltüntetve jelölje PK a K-ra való ortogonális
projekciót.

Azaz, ha x = xK + xK⊥ , ahol xK ∈ K és xK⊥ ∈ K⊥, akkor PK : x 7→ xK .

6.26. Álĺıtás. Ha K 6= {0} zárt altér, akkor ‖PK‖ = 1.

Bizonýıtás. Mivel ‖PKx‖ = ‖xK‖ ≤ ‖x‖, ezért ‖PK‖ ≤ 1, és ha 0 6= x ∈ K,
akkor ‖PKx‖ = ‖x‖, azaz ‖PK‖ = 1. �

6.27. Álĺıtás. Egy A ∈ B(H) operátor pontosan akkor projektor, ha idem-
potens (azaz A2 = A) és önadjungált (sőt pozit́ıv).

Bizonýıtás. Legyen először A = PK . Ekkor P 2
Kx = PK(PKx) = PK(xK) =

xK = PKx, tehát PK idempotens, valamint

〈PKx, x〉 = 〈xK , xK + xK⊥〉 = ‖xK‖2 + 〈xK , xK⊥〉 = ‖xK‖2 ≥ 0,

ı́gy PK pozit́ıv és ezért önadjungált.
Legyen most A idempotens és önadjungált. LegyenK := R(A), megmutatjuk,
hogyK zárt ésA = PK . A zártsághoz az kell, hogy ha egy (Axn) ⊂ K sorozat-
ra létezik y = limAxn ∈ H, akkor y ∈ K, ez pedig igaz, mert y = limAxn =
limA2xn = A(limAxn) = Ay ∈ K. Legyen most x ∈ H tetszőleges, igazol-
juk, hogy Ax = PKx, azaz Ax = xK . Itt Ax ∈ K, és a 2.17. megjegyzés (ii)
pontja szerint azt kell még belátnunk, hogy Ax−x ⊥ K, azaz 〈Ax−x,Ay〉 = 0
(∀y ∈ H). Ez igaz, mert 〈Ax,Ay〉 = 〈x,A∗Ay〉 = 〈x,A2y〉 = 〈x,Ay〉. �

6.4. Izometrikus és unitér operátorok

6.28. Defińıció. Az A ∈ B(H) operátor izometrikus, ha minden x ∈ H
esetén ‖Ax‖ = ‖x‖.

6.29. Megjegyzés. (i) Ha A ∈ B(H) izometrikus, akkor A injekt́ıv, ‖A‖ =
1 és A−1 is izometrikus R(A)-ról H-ra, ı́gy korlátos is.
(ii) AzR(A) képtér nem feltétlenül az egészH, például `2-n azA(x1, x2, x3, . . .)
:= (0, x1, x2, . . .) eltolás-operátor (shift) izometrikus, de nem szuperjekt́ıv.

6.30. Defińıció. Az U ∈ B(H) operátor unitér, ha izometrikus és szuper-
jekt́ıv is.
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Mivel egy izometrikus operátor eleve injekt́ıv, ı́gy egy unitér operátor valójá-
ban izometrikus bijekció.

6.31. Álĺıtás. Egy A ∈ B(H) izometrikus operátor skalárszorzattartó is,
azaz 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉 (∀x, y ∈ H).

Bizonýıtás. Írjuk fel a 2.13. álĺıtásban szereplő polarizációs egyenlőséget:

〈Ax,Ay〉 =
1

4

3∑
k=0

ik
∥∥Ax+ ikAy

∥∥2
=

=
1

4

3∑
k=0

ik
∥∥A(x+ iky

)∥∥2
=

1

4

3∑
k=0

ik
∥∥x+ iky

∥∥2
= 〈x, y〉 . �

Visszafelé, a skalárszorzattartásból triviálisan következik az izometria (x = y
helyetteśıtéssel), ı́gy e két tulajdonság ekvivalens.

6.32. Álĺıtás. Egy U ∈ B(H) operátor pontosan akkor unitér, ha U bijekció
és U−1 = U∗.

Bizonýıtás. A fentiek alapján az álĺıtás úgy fogalmazható át, hogy egy
U bijekció pontosan akkor izometrikus, ha U−1 = U∗, azaz ha U∗U = I.
Valóban, U pontosan akkor izometrikus, ha skalárszorzattartó, vagyis ha
〈U∗Ux, y〉 ≡ 〈Ux,Uy〉 = 〈x, y〉 (∀x, y ∈ H), ez pedig ekvivalens azzal, hogy
U∗U = I. �

Példa unitér operátorra: a Fourier-transzformáció

Fontos példa unitér operátorra a Fourier-transzformáció, melynek fogalmát
vázlatosan ismertetjük. E transzformáció tulajdonságai és alkalmazásai rész-
letesen olvashatók a [67] könyvben.

6.33. Defińıció. Legyen f ∈ L1(Rn). Ekkor az

f̂(x) :=
1

(2π)n/2

∫
Rn
eix·yf(y) dy (x ∈ Rn) (6.3)

összefüggéssel definiált f̂ függvényt az f Fourier-transzformáltjának nevez-
zük.

Az f ∈ L1(Rn) feltétel biztośıtja, hogy az integrál értelmes. A Fourier-
transzformációt ki lehet terjeszteni L2(Rn)-re is, ez az ún. Plancherel-tétel:
van olyan F : L2(Rn) → L2(Rn) leképezés (ún. Fourier-Plancherel-transz-

formáció), hogy minden f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) esetén Ff = f̂ . Itt az Ff
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függvényre is érvényben tartható a (6.3) képlet, ha mint Cauchy-főértéket
értjük, azaz origó közepű gömbökön vett integrálok limeszeként:

(Ff)(x) =
1

(2π)n/2
lim
r→∞

∫
Br(0)

eix·yf(y) dy.

6.34. Tétel. (1) Az F : L2(Rn)→ L2(Rn) leképezés lineáris bijekció, és

(F−1f)(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
e−ix·yf(y) dy (x ∈ Rn),

ha f ∈ L1(Rn)∩L2(Rn), amúgy pedig a fenti képlet szintén Cauchy-főértékként
értendő.

(2) F izometrikus, azaz ‖Ff‖L2(Rn) = ‖f‖L2(Rn) (∀f ∈ L2(Rn)).

Tehát az F leképezés unitér L2(Rn)-ben.

6.5. Sajátérték és spektrum

A spektrum, ezen belül a sajátértékek fogalma a lineáris operátorok fontos
jellemzője. Ennek seǵıtségével lehetséges ugyanis bizonyos operátorok olyan
előálĺıtása, amely analóg a szimmetrikus mátrixokra ismert főtengelytétellel:
az ezekről szóló eredményekről a 6.7.1. szakaszban lesz szó. (Megemĺıtjük a
sajátértékek egy fizikai interpretációját, bár ez elsősorban nem korlátos ope-
rátorokkal kapcsolatos: a kvantummechanikában a megfigyelhető mennyisé-
geket reprezentáló operátorok sajátértékei a mennyiség lehetséges értékei.)

Ebben a fejezetben legyen X komplex Banach-tér és A : X → X korlátos
lineáris operátor, azaz A ∈ B(X). A tételek nagy része ugyanis éppúgy igaz
lesz, mint Hilbert-térben; ott szoŕıtkozunk csak Hilbert-térre, ahol önadjun-
gált vagy más Hilbert-térbeli operátort́ıpusról esik szó.

6.5.1. Alaptulajdonságok

6.35. Defińıció. Egy A ∈ B(X) operátornak a λ ∈ C szám sajátértéke,
ha létezik 0 6= u ∈ X, hogy Au = λu; ekkor az u vektort (λ-hoz tartozó)
sajátvektornak nevezzük. Az A ∈ B(X) operátor sajátértékeinek halmazát
Eig(A)-val jelöljük.

6.36. Megjegyzés. (i) Ha u λ-hoz tartozó sajátvektor, akkor bármely c ∈ C
esetén cu is λ-hoz tartozó sajátvektor. Adott λ-hoz tartozhat több, lineárisan
független sajátvektor is, ekkor ezek lineáris kombinációi is λ-hoz tartozó sa-
játvektorok. Az összes λ-hoz tartozó sajátvektor ún. λ-hoz tartozó sajátalteret
alkot. A sajátaltérre megszoŕıtva az A operátor hatása a λ-val való szorzás.
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(ii) Egy λ ∈ C szám pontosan akkor sajátérték, ha A − λI nem injekt́ıv.
Ekkor ker(A− λI) a λ-hoz tartozó sajátaltér.

6.37. Álĺıtás. Hilbert-téren értelmezett speciális operátorok sajátértékeire az
alábbiak teljesülnek.

(1) Önadjungált operátor sajátértékei valósak, a különböző sajátértékekhez
tartozó sajátvektorok ortogonálisak.

(2) Pozit́ıv (szigorúan pozit́ıv) operátor sajátértékei nemnegat́ıvak (pozit́ı-
vak).

(3) Unitér operátor sajátértékeire |λ| = 1.

(4) Ha egy A normális operátorra λ ∈ Eig(A), akkor λ ∈ Eig(A∗) és ugyan-
azok a sajátvektorai.

Bizonýıtás. (1)-(2) Legyen Au = λu, u 6= 0. Ekkor

λ‖u‖2 = 〈λu, u〉 = 〈Au, u〉 .

Itt ‖u‖2 > 0, ı́gy ha A önadjungált/pozit́ıv/szigorúan pozit́ıv operátor, akkor
〈Au, u〉 és ı́gy λ is valós/nemnegat́ıv/pozit́ıv. Legyen most Av = µv, v 6= 0.
Ha A önadjungált, akkor

λ 〈u, v〉 = 〈λu, v〉 = 〈Au, v〉 = 〈u,Av〉 = µ 〈u, v〉 = µ 〈u, v〉 ,

tehát ha λ 6= µ, akkor 〈u, v〉 = 0.
(3) Ha A unitér, akkor ‖u‖ = ‖Au‖ = |λ| ‖u‖, tehát |λ| = 1.

(4) Mivel A normális, azaz AA∗ = A∗A, ı́gy ‖Ax‖ = 〈A∗Ax, x〉1/2 =

〈AA∗x, x〉1/2 = ‖A∗x‖ (∀x ∈ H). Ebből ‖(A− λI)u‖ =
∥∥(A∗ − λI)u

∥∥ (∀λ ∈
C, u ∈ H), ı́gy (A− λI)u = 0 ⇔ (A∗ − λI)u = 0. �

6.38. Defińıció. Legyen A ∈ B(X) adott operátor.

(1) Egy λ ∈ C szám A-nak

(i) reguláris értéke, ha A− λI : X → X bijekció;

(ii) szinguláris értéke, ha nem reguláris.

Az A operátor reguláris értékeinek halmazát jelölje %(A), a szinguláris
értékekét pedig σ(A).

(2) A σ(A) ⊂ C halmazt az A operátor spektrumának nevezzük.
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6.39. Megjegyzés. (i) Ha λ reguláris értéke A-nak, akkor (A− λI)
−1 ∈

B(X), mert a 4.14. következmény szerint korlátos lineáris bijekció inverze is
korlátos lineáris operátor.

(ii) Ha λ ∈ %(A), akkor az azt jelenti, hogy az Ax − λx = y ún. másodfajú
egyenlet minden y ∈ X esetén egyértelműen megoldható, továbbá a meg-
oldás folytonosan függ y-tól, vagyis az egyenlet korrekt kitűzésű (lásd 4.16.
defińıció).
Ez azt is jelenti, hogy a reguláris értékek kedvezőek a másodfajú egyenletek
viselkedése szempontjából; ennek ellenére, mint a bevezetőben is emĺıtettük,
a spektrum bizonyul fontosabb fogalomnak az operátorok további vizsgála-
tában.

6.40. Megjegyzés. (A sajátértékek és spektrum kapcsolata.)

(i) Egy A ∈ B(X) operátor sajátértékei – amennyiben egyáltalán vannak
neki – mind a spektrumban is vannak, azaz Eig(A) ⊂ σ(A). Egy λ ∈ C szám
sajátérték volta ugyanis azt jelenti, hogy A − λI nem injekt́ıv, akkor pedig
bijekció sem lehet, azaz λ szinguláris érték.

Megford́ıtva általában csak véges dimenziós térben igaz, vagyis ha dimX
véges, akkor az A ∈ B(X) operátorra (lényegében a mátrixokra) Eig(A) =
σ(A). Ha X végtelen dimenziós, akkor viszont λ lehet szinguláris érték úgy is,
hogy nem sajátérték, hiszen ha A−λI nem bijekció, attól még lehet injekt́ıv,
feltéve, ha nem szuperjekt́ıv. Erre a 6.88. megjegyzésben is mutatunk példát.
Az alábbi példa azt a szélső helyzetet illusztrálja, amikor egyáltalán nincs
sajátérték.

(ii) (Példa arra, hogy Eig(A) = ∅.) Legyen J := [a, b] intervallum, X =
H := L2(J) és A : H → H, (Af)(x) := x f(x). Könnyen látható, hogy
A ∈ B(H). Ha λ ∈ C adott szám, akkor az Af = λf egyenlet megoldására
(x− λ)f(x) = 0 m.m. x ∈ J , de mivel x 6= λ esetén a bal tényező nem 0, ı́gy
f(x) = 0 kell m.m. x ∈ J esetén, tehát f az L2(J) tér 0 eleme, ı́gy λ nem
sajátérték.

A fenti operátor spektruma viszont nem üres, hanem σ(A) = J . Ha ugyanis
λ ∈ J , akkor A − λI nem lehet bijekció, mert nem szuperjekt́ıv: pl. g ≡
1 ∈ L2(J), de az (A − λI)f = g egyenlet megoldása f(x) = 1

x−λ (m.m.

x ∈ J), ami nem L2(J)-beli, mert négyzetintegrálja végtelen. Így λ ∈ σ(A).
Ha λ /∈ J , akkor a fenti f korlátos, ı́gy L2(J)-beli is, tehát A−λI bijekció és
ı́gy λ ∈ %(A). A spektrum nem üres voltát a következő szakaszban általában
is bizonýıtjuk.

(iii) Hilbert-térben a spektrumra is igazolhatók a 6.37. álĺıtás sajátértékre ki-
mondott tulajdonságai. Ezeket legegyszerűbben a megoldhatósági tételekből
kaphatjuk meg, ı́gy a 7.1. szakaszban igazoljuk a 7.7. álĺıtásban.
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Ha A normális, akkor igazolható, hogy ha λ ∈ σ(A) nem sajátérték, akkor
van olyan (un) ⊂ H sorozat, melyre ‖un‖ = 1 (∀n ∈ N+) és Aun − λun → 0;
lásd szintén a 7.1. szakaszban a 7.8. álĺıtásban. Ilyenkor a λ számot szokás
általánośıtott sajátértéknek h́ıvni.

(iv) Hilbert-térben a spektrum szorosan kapcsolódik a 6.15. megjegyzésben
definiált W (A) halmazhoz, hiszen mindkettő tartalmazza a sajátértékeket,
és normális operátor esetén mindkettőt ‖A‖ sugarú körlap tartalmazza. Iga-
zolható [8], hogy ha A normális, akkor W (A) lezártja azonos σ(A) konvex
burkával.

6.41. Defińıció. Egy A ∈ B(X) operátor reguláris, ha A : X → X bijekció.
A reguláris operátorok halmazát B(X)-ban jelölje Reg(X).

Ismét hivatkozva a 4.14. következményre, ha A ∈ Reg(X), akkor nemcsak
A, hanem A−1 is folytonos lineáris operátor. A

”
reguláris” kifejezést kétfé-

le értelemben is bevezettük; a defińıciókból világos, hogy λ pontosan akkor
reguláris értéke A-nak, ha A− λI reguláris, azaz:

6.42. Álĺıtás. λ ∈ %(A) ⇐⇒ A− λI ∈ Reg(X).

A továbbiakban igazolni fogjuk, hogy bármely A ∈ B(X) operátor spektruma
kompakt, nem üres halmaz.

6.5.2. A spektrum kompaktsága

6.43. Tétel (Neumann-sor). Ha A ∈ B(X) és ‖A‖ < 1, akkor I − A ∈
Reg(X) és

(I −A)
−1

=

∞∑
n=0

An.

Bizonýıtás. A
∞∑
n=0

An sor azért konvergens B(X)-normában, mert ‖An‖ ≤

‖A‖n (∀n) és ı́gy

∞∑
n=0

‖An‖ ≤
∞∑
n=0

‖A‖n =
1

1− ‖A‖
<∞, (6.4)

ı́gy a Weierstrass-kritérium (1.12. álĺıtás) szerint az operátorsor is konvergens.
Legyen S ∈ B(X) az összege. Ekkor

(I −A)S = S(I −A) =

∞∑
n=0

(An −An+1) = I −A+A−A2 +A2 − · · · = I

(ui. a kapott sor szeletei váltakozva I és I−An, ahol ‖An‖ → 0). Tehát I−A
bijekció és S = (I −A)−1. �
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6.44. Következmény. Ha A ∈ B(X) és ‖A‖ < 1, akkor ‖(I − A)−1‖ ≤
1

1− ‖A‖
.

Bizonýıtás. ‖(I−A)−1‖ =
∥∥ ∞∑
n=0

An
∥∥ fölülről becsülhető a (6.4) egyenlőtlen-

séggel. �

6.45. Következmény. Reg(X) nýılt halmaz B(X)-ben. Éspedig, ha B ∈
Reg(X) és D ∈ B(X) olyan, hogy ‖D‖ < 1

‖B−1‖ , akkor B −D ∈ Reg(X).

Bizonýıtás. Itt
B −D = B(I −B−1D),

ahol az A := B−1D operátorra a feltétel szerint ‖A‖ ≤
∥∥B−1

∥∥ ‖D‖ < 1, ı́gy
I −A = I −B−1D bijekció, és akkor B −D is bijekció. �

6.46. Következmény. Ha B ∈ Reg(X) és C ∈ B(X) olyan, hogy ‖B − C‖ <
1

‖B−1‖ , akkor C ∈ Reg(X).

Bizonýıtás. Legyen D := B − C. Ekkor ‖D‖ < 1
‖B−1‖ , ı́gy az előző követ-

kezmény szerint C = B −D ∈ Reg(X). �

6.47. Megjegyzés. A fenti szituációban becslés is adható C−1 normájára:
a C = B−D = B(I−B−1D) azonosságból, a 6.44. következményt használva∥∥C−1

∥∥ =
∥∥(I −B−1D)−1B−1

∥∥ ≤ ∥∥(I −B−1D)−1
∥∥∥∥B−1

∥∥ ≤
≤

∥∥B−1
∥∥

1− ‖B−1D‖
≤

∥∥B−1
∥∥

1− ‖B−1‖ ‖B − C‖
.

Ebből látható, hogy ha C → B operátornormában, akkor
∥∥C−1

∥∥ korlátos
marad.

6.48. Álĺıtás. Az invertálás, mint a Reg(X) halmazon értelmezett inv :
B 7→ B−1 leképezés folytonos.

Bizonýıtás. Legyen B ∈ Reg(X) rögźıtett. Ha C ∈ Reg(X), akkor

C−1 −B−1 = C−1(B − C)B−1.

Ebből

lim
‖C−B‖→0

‖C−1 −B−1‖ ≤ lim
‖C−B‖→0

‖C−1‖‖B − C‖‖B−1‖ = 0,
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mert ‖B−1‖ rögźıtett, és ‖C − B‖ → 0 esetén a 6.47. megjegyzés szerint∥∥C−1
∥∥ korlátos. �

6.49. Tétel. Bármely A ∈ B(X) esetén %(A) nýılt. Éspedig, ha λ ∈ %(A) és

µ ∈ C olyan, hogy |µ| < 1

‖(A− λI)−1‖
, akkor λ+ µ ∈ %(A).

Bizonýıtás. Mivel A−(λ+µ)I = (A−λI)−µI, ezért a B = (A−λI), D = µI
szereposztással teljesülnek a 6.45. következmény feltételei, azaz A−(λ+µ)I =
B −D ∈ Reg(X), vagyis λ+ µ ∈ %(A). �

6.50. Következmény. Bármely A ∈ B(X) operátor σ(A) spektruma zárt.

6.51. Álĺıtás. Bármely A ∈ B(X) esetén σ(A) korlátos, éspedig ha λ ∈
σ(A), akkor |λ| ≤ ‖A‖.

Bizonýıtás. Legyen λ ∈ C, |λ| > ‖A‖. Ekkor λ reguláris érték, ugyanis

A− λI = −λ
(
I − 1

λ
A
)

= −λ(I −B),

ahol ‖B‖ < 1, tehát a 6.43. tétel szerint I−B ∈ Reg(X), ı́gy A−λI ∈ Reg(X),
azaz λ ∈ %(A).

�

6.52. Következmény. Bármely A ∈ B(X) esetén a σ(A) spektrum kompakt
(azaz korlátos és zárt) részhalmaza C-nek.

6.5.3. A spektrum nem üres volta, spektrálsugár

A spektrum fentiekben látott kompaktsága valós Banach-térben is igaz, a
spektrum nem üres volta igazolásakor viszont ki fogjuk használni, hogy H
komplex Banach-tér (lásd a 6.58 megjegyzést).

(a) Operátorhatványsorok

Itt olyan sorokkal foglalkozunk, ahol egy komplex szám hatványait operátor-
együtthatókkal látjuk el.

• Legyen s > 0 adott szám, és (Cn) ⊂ B(X) olyan operátorsorozat,
melyre a

∞∑
n=0

Cnµ
n (6.5)
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sor konvergensB(X)-normában bármely µ ∈ Bs(0) mellett, aholBs(0) :=
{µ ∈ C : |µ| < s} ⊂ C körlap. Ekkor az X = C esethez hasonlóan lát-
ható, hogy az

f : Bs(0)→ B(X), µ 7→
∞∑
n=0

Cnµ
n (6.6)

függvény akárhányszor differenciálható, és

f (n)(0) = n!Cn (∀n ∈ N). (6.7)

(Mivel f : C ⊃→ B(X) t́ıpusú függvény, ı́gy minden f (n) deriváltja is
ilyen, ı́gy ezek értékei is operátorok.)

• Egy g : C ⊃→ B(X) függvényt

– sorbafejthetőnek h́ıvunk egy λ ∈ Dg pont körül, ha a µ 7→ g(λ + µ)
függvény előáll konvergens (6.5) t́ıpusú hatványsor összegeként vala-
mely Bs(0) körlapon;

– analitikusnak h́ıvunk, ha minden λ ∈ Dg pont körül sorbafejthető.

• Az X = C esethez hasonlóan igazolható a

Liouville-tétel: ha f : C→ B(X) analitikus és korlátos, akkor konstans.

(b) Rezolvens, a spektrum nem üres volta

6.53. Defińıció. Legyen A ∈ B(X). Az

RA : %(A)→ B(X), λ→ (A− λI)−1

leképezést A rezolvensének h́ıvjuk.

6.54. Tétel. Bármely A ∈ B(X) esetén RA analitikus függvény.

Bizonýıtás. Legyen λ ∈ %(A) rögźıtett, s := 1
‖RA(λ)‖ . Igazoljuk, hogy f :

µ 7→ RA(λ+ µ) sorbafejthető a Bs(0) körlapon.
Legyen |µ| < s. A 6.49. tétel szerint λ+ µ ∈ %(A), és

A− (λ+ µ)I = (A− λI)
(
I − µ(A− λI)−1

)
.

Invertálva, valamint felhasználva, hogy ‖µRA(λ)‖ < s‖RA(λ)‖ = 1 és ı́gy
feĺırható a megfelelő Neumann-sor,

RA(λ+ µ) =
(
I − µRA(λ)

)−1

RA(λ) =
( ∞∑
n=0

(
µRA(λ)

)n)
RA(λ) =
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=

∞∑
n=0

µnRA(λ)n+1. �

Ekkor érvényes a (6.7) képlet, ahol most Cn = RA(λ)n+1.

6.55. Következmény. Bármely n ∈ N esetén R
(n)
A (λ) = n!RA(λ)n+1. Spe-

ciálisan, n = 1 esetén R′A(λ) = RA(λ)2.

6.56. Álĺıtás. Ha λ ∈ C és |λ| > ‖A‖, akkor ‖RA(λ)‖ ≤ 1

|λ| − ‖A‖
.

Bizonýıtás. Ha |λ| > ‖A‖, akkor λ ∈ %(A), emellett a 6.44. következményt
felhasználva

‖RA(λ)‖ =
∥∥(A− λI)−1

∥∥ =
1

|λ|

∥∥∥(I− 1

λ
A
)−1∥∥∥ ≤ 1

|λ|
1

1− 1
|λ|‖A‖

=
1

|λ| − ‖A‖
.

�

6.57. Tétel. Bármely A ∈ B(X) esetén σ(A) 6= ∅.

Bizonýıtás. Indirekt: tegyük fel, hogy %(A) = C. Ekkor RA : C → B(X)

analitikus függvény. Így RA folytonos is, ezért korlátos a B2‖A‖(0) zárt kör-
lapon, és azon ḱıvül is korlátos, mert ha |λ| > 2‖A‖, akkor a 6.56. álĺıtás

szerint ‖RA(λ)‖ < 1
‖A‖ . Így RA : C → B(X) analitikus és korlátos, ezért

a Liouville-tétel szerint konstans, amiből bármely λ ∈ C esetén R′A(λ) = 0.
Ekkor a 6.55. következmény szerint RA(λ)2 = 0, ami lehetetlen, mert RA(λ)
és ı́gy RA(λ)2 is bijekció. �

6.58. Megjegyzés. A fenti tétel nem igaz valós Banach-térben, Például R2-
ben az A(x, y) := (−y, x) forgatásnak nincs sajátértéke, és mivel véges dimen-
zióban Eig(A) = σ(A), ı́gy σ(A) üres.

Összefoglalva, bármely A ∈ B(X) operátor spektruma nem üres, kompakt
halmaz.

(c) Spektrálsugár

Láttuk, hogy a spektrum benne van az origó középpontú, ‖A‖ sugarú zárt
körlapban, azonban lehetséges, hogy ennél kisebb sugarú körlap is tartal-
mazza. A legkisebb ilyen körlapot a spektrálsugár fogalma ı́rja le, az ezzel
kapcsolatos eredményeket csak röviden vázoljuk.

6.59. Defińıció. Az A ∈ B(X) operátor spektrálsugara az r(A) := max
λ∈σ(A)

|λ|

szám.
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A 6.51. álĺıtás alapján r(A) ≤ ‖A‖. Mint látni fogjuk, Hilbert-térben egy tág
osztály esetén egyenlőség áll fenn, éspedig a normális (ezen belül az önadjun-
gált, speciálisan pozit́ıv, ill. unitér) operátorokra. Ilyenkor valójában nincs
szükség a spektrálsugár külön fogalmára.

6.60. Álĺıtás. r(A) ≤ inf
n∈N+

‖An‖1/n.

Bizonýıtás. Tekintsük az An−λnI = (A−λI)(An−1 +λAn−2 + · · ·+λn−1I)
azonosságot, amelyben a szorzat tényezői felcserélhetőek, és legyen λ ∈ C
adott. Ha |λn| > ‖An‖, akkor a 6.51. álĺıtás miatt λn ∈ %(An), azaz An−λnI
bijekció, ezért a fenti azonosságból A− λI is bijekció, azaz λ ∈ %(A). Ez azt
jelenti, hogy ha λ ∈ σ(A), akkor λn ∈ σ(An). Ismét a 6.51. álĺıtás miatt

(most An-re) ebből |λn| ≤ ‖An‖, azaz |λ| ≤ ‖An‖1/n. Mivel ez minden n-re
igaz, az álĺıtást igazoltuk. �

6.61. Megjegyzés. Az előzőnél több is igazolható, éspedig

r(A) = inf
n
‖An‖1/n = lim

n→∞
‖An‖1/n ,

lásd pl. [8]-ban.

6.62. Álĺıtás. Legyen H Hilbert-tér. Ha A ∈ B(H) normális operátor, akkor
r(A) = ‖A‖.

Bizonýıtás. Mivel A normális, a 6.37. tétel (4) részének bizonýıtásában lát-
tuk, hogy ‖Ax‖ = ‖A∗x‖ (∀x ∈ H). Ebben x-et Ax-re cserélve adódik, hogy∥∥A2x

∥∥ = ‖A∗Ax‖ minden x ∈ H esetén, azaz
∥∥A2

∥∥ = ‖A∗A‖, ekkor a C∗-
tulajdonság (6.14. álĺıtás) szerint∥∥A2

∥∥ = ‖A‖2 . (6.8)

A 6.4. álĺıtás 3. része szerint bármely n-re (An)
∗

= (A∗)
n
, emiatt ha A

normális, akkor An is az. Így a (6.8) tulajdonságot An-re is feĺırhatjuk. Ha A2-

re, majd A-ra alkalmazzuk, akkor
∥∥A4

∥∥ =
∥∥A2

∥∥2
= ‖A‖4. Ebből indukcióval

adódik, hogy minden n ∈ N esetén ‖A2n‖ = ‖A‖2
n

. Így

r(A) = lim
n→∞

‖An‖1/n = lim
n→∞

∥∥∥A2n
∥∥∥1/2n

= lim
n→∞

‖A‖ = ‖A‖ .

�
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6.6. Kompakt operátorok

6.6.1. Kompakt halmazok

Ebben a részben először röviden felidézzük a kompakt halmazok fogalomkö-
rét és alaptulajdonságait, lásd részletesen pl. a [37, 38] könyvekben. Továbbra
is Banach-tereket használunk, mivel az operátorokhoz csak erre lesz szüksé-
günk, de megemĺıtjük, hogy az alábbiak teljes metrikus térben is hasonlóan
értelmezhetők (sőt, részben topologikus terekben is). Ahol az eredetivel ek-
vivalens defińıciót adunk meg, amögött – értelemszerűen – az ekvivalenciát
kimondó álĺıtás áll, lásd szintén [37, 2.6. szakasz]. Legyen tehát X Banach-tér.

6.63. Defińıció. Egy K ⊂ X halmazt fedő véges ε-hálónak nevezünk egy
olyan {x1, . . . , x`} ⊂ X ponthalmazt, melyre bármely x ∈ K esetén van
olyan k ∈ {1, . . . , `}, hogy ‖x− xk‖ < ε.

6.64. Defińıció. Egy K ⊂ X halmaz teljesen korlátos vagy prekompakt, ha

(i) bármely ε > 0 számhoz található a K halmazt fedő véges ε-háló;

(ii) (ekvivalens defińıció) ha pre-sorozatkompakt, azaz minden K-beli sorozat-
nak van konvergens részsorozata X-ben.

6.65. Defińıció. Egy K ⊂ X halmaz kompakt, ha

(i) bármely nýılt fedéséből (azaz ha valamely Gγ nýılt halmazokra K ⊂
∪γ∈ΓGγ ) kiválasztható véges részfedés;

(ii) (ekvivalens defińıció) ha sorozatkompakt, azaz minden K-beli sorozatnak
van konvergens részsorozata K-ban.

A fenti defińıciók (ii) részéből adódik a

6.66. Következmény. Egy K ⊂ X halmaz pontosan akkor kompakt, ha
teljesen korlátos és zárt.

Példák.

(i) Véges dimenziós térben egy K ⊂ X halmaz pontosan akkor korlátos, ha
teljesen korlátos, és pontosan akkor kompakt, ha korlátos és zárt.
Az első tulajdonság a Bolzano–Weierstrass-tétel miatt igaz, a második a zárt
halmazok azon jellemzése miatt, hogy minden (xn) ⊂ K konvergens sorozat
limesze is K-beli kell legyen.

(ii) Végtelen dimenziós térben a B(0, 1) zárt egységgömb nem teljesen kor-
látos (́ıgy nem is kompakt), mert nem pre-sorozatkompakt: a 3.16. Riesz-
lemmában konstruált sorozatnak nincs konvergens részsorozata.

(iii) Végtelen dimenziós térben minden olyan korlátos és zárt halmaz kom-
pakt, amely véges dimenziós altérben fekszik. Ez azonban nem szükséges. Le-
gyen H Hilbert-tér és (en) ⊂ H TONR, ekkor pl. a T := {x ∈ H : |〈x, en〉| ≤



6.6. Kompakt operátorok 89

2−n} ún. Hilbert-tégla teljesen korlátos és zárt, ı́gy kompakt, lásd [37, 2.7.

szakasz]. Általában is könnyen látható, hogy ha K ⊂ H kompakt, akkor a
dn := sup{|〈x, en〉| : x ∈ K} (n ∈ N+) sorozatra (amely K átmérője az
n-edik koordináta irányában) lim dn = 0, azaz a K halmaz

”
egyre kevésbé

nyúlik az újabb dimenziókba”. (A Hilbert-tégla esetében dn = 2−n.)

(iv) A defińıció alapján teljesen korlátos halmaz bármely részhalmaza is tel-
jesen korlátos.

6.67. Álĺıtás. (1) Ha K ⊂ X teljesen korlátos, akkor korlátos.
(2) Ha K ⊂ X kompakt, akkor korlátos és zárt.
(3) A fenti álĺıtások megford́ıtása véges dimenziós térben igaz, végtelen di-
menziós térben viszont nem.

Bizonýıtás. Az (1) rész a defińıcióból következik, a (2) rész pedig az (1)
részből és a 6.66. következményből. A (3) rész első álĺıtását a fenti példában
indokoltuk, a második részre példa a zárt egységgömb, amely korlátos és zárt
halmaz, de (szintén a fenti példából) nem teljesen korlátos. �

6.68. Megjegyzés. A kompakt halmaz fogalma bizonyos szempontból a

”
korlátos és zárt” általánośıtása végtelen dimenzióra, pl. véges dimenzióban

korlátos és zárt halmazon folytonos függvényre ismert tételek (Heine-tétel az
egyenletes folytonosságról, Weierstrass tétele a maximum és minimum léte-
zéséről) végtelen dimenziós tér esetén kompakt halmazra érvényesek [38, 1.
fejezet].

6.6.2. Kompakt operátorok alaptulajdonságai normált tér-
ben

6.69. Defińıció. Egy A ∈ B(X) operátor kompakt, ha bármely korlátos hal-
mazt teljesen korlátosba visz.

Ekvivalens defińıciók:

– ha bármely (xn) ⊂ X korlátos sorozat esetén (Axn)-nek van konvergens
részsorozata X-ben;

– ha a B(0, 1) zárt egységgömb képe teljesen korlátos.

Itt az első ekvivalencia a halmazok pre-sorozatkompaktsága alapján követ-
kezik. A második formálisan gyengébb az operátor kompaktságánál, de ha
B(0, 1) képe teljesen korlátos, akkor lineáris transzformációval bármely gömb
képe is az, és akkor a gömbök bármely részhalmazának, vagyis bármely kor-
látos halmaznak a képe is teljesen korlátos.

6.70. Megjegyzés. Egy operátor kompaktsága erősebb, mint a korlátosság
(folytonosság), hiszen korlátos halmazt teljesen korlátosba visz, ami korlátos
is.
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1. példa kompakt operátorra: ha A ∈ B(X) véges rangú operátor, azaz ha
R(A) dimenziója véges. Ekkor ugyanis A korlátossága miatt korlátos halmaz
képe korlátos, de akkor teljesen korlátos is, hiszen véges dimenziós altérben
fekszik.

Ez a példa még triviális volt, de ez alapján könnyen adhatunk majd továb-
biakat is. Nem kompakt operátor megadására pedig többek között az alábbi
álĺıtás használható.

6.71. Álĺıtás. Legyen A ∈ B(X), (en) ⊂ X sorozat, melyre ‖en‖ = 1 (∀n ∈
N+). Ha van olyan δ > 0 szám, hogy ‖Aen −Aek‖ ≥ δ (∀k 6= n), akkor A
nem kompakt.

Bizonýıtás. Ekkor (en) ⊂ X olyan korlátos sorozat, melyre (Aen)-nek nincs
konvergens részsorozata. �

6.72. Következmény. Legyen H Hilbert-tér, A ∈ B(H), (en) ⊂ H orton-
ormált rendszer. Ha van olyan δ > 0 szám, hogy ‖Aen −Aek‖ ≥ δ (∀k 6= n),
akkor A nem kompakt.

Példa nem kompakt operátorra. Végtelen dimenziós térben az I identitás-
operátor nem kompakt. Hilbert-tér esetén ez egyszerűen látszik a 6.72. követ-
kezményből, mert a 2.3. szakaszban léırtak szerint létezik teljes ortonormált
rendszer H-ban, ı́gy

‖Ien − Iek‖2 = ‖en − ek‖2 = ‖en‖2 + ‖ek‖2 = 2.

Banach-tér esetén a 3.16. Riesz-lemma seǵıtségével választható ki olyan so-
rozat, melynek tagjai egyenletesen távol vannak egymástól.

6.73. Álĺıtás. Kompakt operátorok B(X)-beli limesze is kompakt.

Bizonýıtás. Legyen (An) ⊂ B(X) kompakt operátorokból álló sorozat és
lim
n→∞

‖An −A‖ = 0. Igazoljuk, hogy A is kompakt. Elég belátni, hogy

A(B(0, 1)) teljesen korlátos, azaz ha ε > 0 rögźıtett, akkor adjunk meg hozzá
egy véges ε-hálót. Mivel An → A operátornormában, ezért létezik N ∈ N,
hogy

‖AN −A‖ <
ε

2
.

Másrészt AN kompakt, ı́gy létezik y1, y2, . . . , y` ∈ X, hogy minden y ∈
AN (B(0, 1)) esetén

‖y − yk‖ <
ε

2
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valamely k indexre. Ez ugyanazt jelenti, mint hogy bármely x ∈ B(0, 1)
esetén van olyan yk, melyre

‖ANx− yk‖ <
ε

2
.

Ekkor tetszőleges x ∈ B(0, 1) esetén van olyan yk, hogy

‖Ax− yk‖ ≤ ‖Ax−ANx‖+ ‖ANx− yk‖ ≤ ‖A−AN‖ ‖x‖+ ‖ANx− yk‖ <

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

tehát az AN -hez tartozó ε/2-háló jó lesz ε-hálónak A-hoz. �

A sorozat tagjaiként vehetők például véges rangú operátorok, melyekről a
korábbi 1. példában láttuk, hogy kompaktak.

6.74. Következmény. Véges rangú operátorok B(X)-beli limesze is kom-
pakt.

Ez alapján gyakran könnyen belátható egy adott operátorról, hogy kompakt.

2. példa kompakt operátorra. Legyen I = [a, b], H := L2(I), valamint
K ∈ C(I × I) adott valós értékű függvény és A : H → H a következő:

(Au) (x) :=

∫ b

a

K(x, s)u(s)ds (u ∈ L2(I)).

Mivel K ∈ L2(I × I) is, a 6.24. álĺıtás alapján A : L2(I) → L2(I) korlátos
lineáris operátor.

6.75. Álĺıtás. A fenti A operátor kompakt.

Bizonýıtás. A Weierstrass-féle approximációs tétel szerint van olyan (Pn)
kétváltozós polinomsorozat, hogy max

I×I
|K − Pn| =: εn → 0, ha n → ∞.

Legyen

(Anu) (x) :=

∫ b

a

Pn(x, s)u(s)ds (u ∈ L2(I)).

Ekkor An véges rangú, hiszen ha Pn(x, s) =
n∑
i=0

n−i∑
j=0

cijx
isj , akkor

(Anu) (x) :=

n∑
i=0

(n−i∑
j=0

cij

∫ b

a

sju(s)ds
)
xi
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n-edfokú egyváltozós polinom. Emellett, felhasználva az 1.26. álĺıtást,

‖(A−An)u‖L2 ≤ c1‖(A−An)u‖L∞ ≤ c1 sup
x∈I
|(A−An)u(x)| ≤

≤ c1 sup
x∈I

∫ b

a

|K(x, s)− Pn(x, s)||u(s)|ds

≤ c1εn‖u‖L1 ≤ c2εn‖u‖L2 ∀u ∈ L2(I),

ı́gy ‖A − An‖ ≤ c2εn → 0. A 6.74. következmény szerint tehát A kompakt.
�

6.76. Megjegyzés. Általánosabban, ha K ∈ L2(I × I) magfüggvény, akkor
is igaz, hogy A kompakt operátor. A fenti bizonýıtásban ekkor polinomok
helyett alkalmas lépcsősfüggvényeket használunk.

6.6.3. Kompakt operátorok néhány további tulajdonsága

6.77. Álĺıtás. Kompakt operátorokra az alábbi tulajdonságok teljesülnek:

(1) A kompakt operátorok vektorteret alkotnak.

(2) A kompakt operátorok osztálya kétoldali ideált alkot a B(X) gyűrűben.
Azaz, kompakt és korlátos lineáris operátor szorzata kompakt operátor.

Bizonýıtás.
(1) Ha A kompakt és λ ∈ C, akkor λA triviálisan kompakt, elég tehát két
kompakt összegét vizsgálni. Legyenek A,B ∈ B(X) kompakt operátorok,
S ⊂ X korlátos halmaz. Ekkor (A + B)(S) ⊂ A(S) + B(S), ahol utóbbi két
teljesen korlátos halmaz összege, ı́gy maga is teljesen korlátos.
(2) Legyen K ∈ B(X) kompakt, A,B ∈ B(X), S ⊂ X korlátos halmaz. Iga-
zoljuk, hogy (KA)(S) és (BK)(S) teljesen korlátos halmazok. Tekintsük elő-
ször (KA)(S) = K(A(S))-t. Mivel A folytonos, ezért A(S) korlátos halmaz,
ı́gy K kompaktsága miatt K(A(S)) teljesen korlátos, tehát KA kompakt.
Ha most B(K(S))-et tekintjük, K(S) teljesen korlátos. Mivel teljesen korlá-
tos halmaz folytonos képe is teljesen korlátos, ezért B folytonossága miatt
B(K(S)) teljesen korlátos. �

6.78. Álĺıtás. Ha X végtelen dimenziós Banach-tér, akkor egy A ∈ B(X)
kompakt operátornak nem lehet korlátos inverze.

Bizonýıtás. Ha létezne A−1 ∈ B(X), akkor A−1A = I az ideáltulajdonság
miatt kompakt lenne, de végtelen dimenziós térben az identitás nem lehet
kompakt. �

Ennél több is igaz:
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6.79. Álĺıtás. Legyen X Banach-tér, A ∈ B(X) kompakt operátor. Ha R(A)
zárt, akkor szükségképpen véges dimenziós.

Bizonýıtás. Mivel R(A) zárt altér, ı́gy teljes is. Ekkor A ∈ B(X,R(A))
Banach-terek közötti szuperjekt́ıv operátor. A 4.11. tétel szerint A nýılt le-
képezés. Eszerint a B(0, 1) ⊂ X nýılt egységgömb képe nýılt halmaz, azaz
V := A(B(0, 1)) környezete a nullának R(A)-ban, másképpen mondva léte-
zik r > 0, hogy B(0, r) ⊂ V (ahol B(0, r)-et mint R(A)-beli gömböt értjük).
Viszont A kompakt, ı́gy V teljesen korlátos (és vele együtt V minden rész-
halmaza is), de ez B(0, r)-re csak véges dimenzióban teljesül. �

6.80. Következmény. Ha X végtelen dimenziós Banach-tér és A ∈ B(X)
kompakt operátor, akkor A nem lehet szuperjekt́ıv.

Mivel egy véges rangú operátor mindig kompakt, a 6.74. következmény szerint
ilyenek limesze is kompakt. Hilbert-térben ez ford́ıtva is igaz:

6.81. Tétel. Legyen H Hilbert-tér, ekkor a véges rangú operátorok sűrű al-
teret alkotnak az B(H)-beli kompakt operátorok halmazában.

Bizonýıtás. Belátjuk, hogy minden A ∈ B(H) kompakt operátor és ε > 0
esetén létezik A-tól operátornormában legfeljebb ε távolságra levő véges ran-
gú operátor. A kompakt, tehát A(B(0, 1)) ⊂ H teljesen korlátos. Nyilván
olyan ε-háló is létezik, amelynek pontjai A(B(0, 1))-beliek. Legyenek tehát
x1, . . . , xn ∈ B(0, 1) olyan elemek, hogy a Ax1, . . . , Axn pontok ε-hálót al-
kotnak A(B(0, 1))-re nézve.
Legyen M := span{Ax1, . . . , Axn}. Ez a H Hilbert-tér véges dimenziós al-
tere, legyen PM az M -re vett ortogonális projekció. Ekkor PM véges rangú,
folytonos és lineáris. Legyen x ∈ B(0, 1) tetszőleges, ekkor létezik xi, hogy
‖Ax−Axi‖ < ε. Ekkor

‖Ax− PMAx‖ = ‖Ax−Axi +Axi − PMAx‖ =

= ‖Ax−Axi + PMAxi − PMAx‖ =

‖(I − PM )(Ax−Axi)‖ ≤ ‖I − PM‖ ‖Ax−Axi‖ < ε,

mert (I − PM ) = PM⊥ szintén ortogonális projekció, ı́gy normája 1. Tehát
‖A− (PMA)‖ ≤ ε, ahol PMA véges rangú. �

6.82. Következmény. Ha H Hilbert tér, akkor minden A ∈ B(H) kompakt
operátor előáll véges rangú operátorok limeszeként.
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6.6.4. Kompakt önadjungált operátorok spektruma

Ha egy önadjungált operátor kompakt, akkor érvényes a szimmetrikus mát-
rixokra ismert főtengelytétel [24, II. 6.3] végtelen dimenziós általánośıtása.
Ezt az alábbi tétel és a 6.85. következmény mondja ki. (Ehhez kapcsolódik
utána a 6.92 előálĺıtási tétel is.)

6.83. Tétel (kompakt önadjungált operátorok főtétele). Legyen H
Hilbert-tér, A ∈ B(H) kompakt önadjungált operátor. Ekkor σ(A) megszám-
lálható, és σ(A) \ {0} csak sajátértékekből áll, melyek csak a 0-ban torlódhat-
nak. A λ 6= 0 sajátértékek rangja (azaz a ker(A−λI) sajátalterek dimenziója)
véges.
Ha H szeparábilis, akkor a sajátvektorokból teljes ortonormált rendszer vá-
lasztható H-ban.

Bizonýıtás. Feltehetjük, hogy H végtelen dimenziós, hiszen véges dimenzi-
óban álĺıtásunk a már emĺıtett főtengelytétel.

1. lépés. Igazoljuk, hogy σ(A) \ {0} csak sajátértékekből áll. Mivel a 6.40.
megjegyzés (iii) pontja szerint σ(A) ⊂ R, ı́gy ezt elég valós λ-ra. Legyen
tehát λ ∈ R, λ 6= 0, és tegyük fel, hogy λ nem sajátérték. Megmutatjuk, hogy
ekkor λ ∈ %(A), azaz reguláris érték.

Mivel λ nem sajátérték, ı́gy A − λI injekt́ıv; célunk, hogy szuperjekt́ıv is
legyen. Mivel ker(A − λI) = {0} és A − λI önadjungált is, a 6.5. tételből
H = R(A− λI), azaz R(A− λI) sűrű.

Legyen y ∈ H tetszőleges; célunk, hogy y ∈ R(A−λI). Mivel utóbbi sűrű, ı́gy
annyit már álĺıthatunk, hogy van olyan (xn) ⊂ H sorozat, hogy Axn−λxn →
y.

(i) Tegyük fel először, hogy (xn) korlátos, vagy legalábbis van korlátos rész-
sorozata. Mivel A kompakt, ı́gy (Axn)-nek van konvergens részsorozata, azaz
melyre Axnk → z valamely z ∈ H esetén. Mivel y = lim(Axnk − λxnk) és
limAxnk = z, ı́gy (xnk) is konvergens és y = z−λ limxnk , felhasználva, hogy
λ 6= 0. Ha x := limxnk , akkor y = z − λx. Másrészt A folytonossága miatt

Ax = limAxnk = z, ı́gy y = Ax− λx. Így tehát y ∈ R(A− λI).

(ii) Nézzük most a másik esetet, amikor (xn)-nek nincs korlátos részsorozata,
azaz ‖xn‖ → ∞. Igazoljuk, hogy ez lehetetlen. Legyen ugyanis ekkor un :=
xn
‖xn‖ , ez korlátos, ı́gy a fentiek miatt Aunk → z valamely z ∈ H esetén és

alkalmas részsorozatra. Most y = lim(Axnk − λxnk) = lim ‖xnk‖(Aunk −
λunk), ami csak akkor lehet, ha lim(Aunk − λunk) = 0, különben a szorzat
nem lehetne konvergens ‖xnk‖ → ∞ miatt. Mint az előbb, ekkor létezik u :=
limunk és fennáll z = λu, másrészt z = limAunk = Au, ezekből Au = λu.
Itt u 6= 0, mivel ‖u‖ = lim ‖unk‖ = 1, ı́gy λ sajátérték, ami ellentmond a
feltevésnek.
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2. lépés. Sorbarendezzük a sajátértékeket.

(i) Legyen először λ1 a legnagyobb abszolút értékű sajátérték. Mivel A ön-
adjungált, a 6.62. álĺıtás szerint tehát

|λ1| = max{|λ| : λ ∈ σ(A)} = ‖A‖.

Legyen e1 λ1-hez tartozó normált sajátvektor ésH1 := span{e1} (1-dimenziós
altér). Ekkor A|H⊥1 : H⊥1 → H⊥1 , azaz A invariánsan hagyja H⊥1 -et, mert ha

x ∈ H⊥1 , azaz 〈x, e1〉 = 0, akkor 〈Ax, e1〉 = 〈x,Ae1〉 = λ1〈x, e1〉 = 0, azaz
Ax ∈ H⊥1 .

(ii) Legyen λ2 az a sajátérték, melyre

|λ2| = max{|λ| : λ ∈ σ(A|H⊥1 )} = ‖A|H⊥1 ‖.

(Utóbbi azért igaz, mert A|H⊥1 is önadjungált.) Mivel λ2 A-nak is saját-

értéke, ı́gy |λ1| ≥ |λ2|. Legyen e2 λ2-hez tartozó normált sajátvektor és
H2 := span{e1, e2}. Ekkor A|H⊥2 : H⊥2 → H⊥2 , mert ha x ∈ H⊥2 , azaz

〈x, ei〉 = 0 (i = 1, 2), akkor 〈Ax, ei〉 = 〈x,Aei〉 = λi〈x, ei〉 = 0 (i = 1, 2),
azaz Ax ∈ H⊥2 .

(iii) Az eljárást folytatva, nyerünk egy λ1, λ2, . . . sajátérték-sorozatot, melyre

|λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ,

és egy megfelelő e1, e2, . . . sajátvektor-sorozatot, amely ortonormált rendszert
alkot. A megfelelő Hn := span{e1, . . . , en} alterekre

|λn+1| = max{|λ| : λ ∈ σ(A|H⊥n )} = ‖A|H⊥n ‖. (6.9)

3. lépés. Igazoljuk, hogy a fenti eljárással kapott λn-ek csak a 0-ban torlód-
hatnak, és az összes sajátvektorból TONR-t alkotható ker(A)⊥-ben.

(i) Ha minden lépésben |λn| > 0 marad, akkor

λ0 := inf |λn| = 0,

ugyanis bármely n 6= k esetén

‖Aen −Aek‖2 = ‖λnen − λkek‖2 = λ2
n + λ2

k ≥ 2λ2
0,

ı́gy λ0 > 0 esetén A nem lehetne kompakt a 6.72. következmény miatt. Így
λn → 0, és az összes nem 0 sajátértéket megkaptuk.
Emellett az en sajátvektor-sorozat teljes ortonormált rendszert (TONR-t)
alkot ∪Hn-ban. Mi a helyzet utóbbi ortokomplemetumában? Itt∥∥A|(∪Hn)⊥

∥∥ =
∥∥A|∩(H⊥n )

∥∥ = inf
∥∥A|H⊥n ∥∥ = inf |λn+1| = 0,
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tehát (∪Hn)⊥ = ker(A). Megford́ıtva,

∪Hn = ker(A)⊥,

tehát az en sajátvektor-sorozat TONR-t alkot ker(A)⊥-ben.

(ii) Ha az eljárás véges sok λ1, . . . , λn 6= 0 sajátértéket produkál (azaz λn+1

már nulla; ez akkor lehet, ha A véges rangú), akkor a megfelelő e1, . . . , en
vektorok ortonormált bázist (ONB-t) alkotnak ker(A)⊥-ben.

4. lépés. A fentiekből következik, hogy σ(A) megszámlálható, és csak a 0
lehet torlódási pontja. Emellett egy λ érték csak véges sokszor ismétlődhet,
ı́gy véges sok független sajátvektora van, tehát a λ 6= 0 sajátértékek rangja
véges.

5. lépés. Láttuk, hogy a kapott en sajátvektor-sorozat TONR-t vagy ONB-t
alkot ker(A)⊥-ben, annak dimenziójától függően. Ha H szeparábilis, akkor
ker(A) is az, ı́gy (ha ker(A) nem csak a 0 altér) választható benne is TONR
vagy ONB, most ker(A) dimenziójától függően. Ezek is sajátvektorok, a 0
sajátértékhez tartozóak. Ezeket is hozzávéve a ker(A)⊥-beli en sajátvekto-
rokhoz, a kapott sorozat TONR-t alkot H-ban. �

6.84. Megjegyzés. LegyenH tetszőleges (nem feltétlenül szeparábilis) Hilbert-
tér. Ekkor a fenti bizonýıtás 2. lépésének eljárásával a nem 0 sajátértékekhez
tartozó sajátvektorokból ker(A)⊥-ben alkotható teljes ortonormált rendszer,
ami a 6.83. tétel befejező álĺıtásának általánosabb megfelelője.

6.85. Következmény. Legyen H tetszőleges (nem feltétlenül szeparábilis)
Hilbert-tér, és (ek)k∈N+ az A operátor λk 6= 0 sajátértékeihez tartozó orton-
ormált sajátvektorrendszer. Ekkor

Ax =

∞∑
k=1

λk 〈x, ek〉 ek (x ∈ H). (6.10)

Bizonýıtás. Mivel az (ek)k∈N+ sorozat ker(A)⊥-beli TONR, az x ∈ H vektor
feĺırható x = x0 +

∑∞
k=1 〈x, ek〉 ek alakban, ahol x0 ∈ ker(A) és a második

tag a ker(A)⊥-beli komponens. Mivel A folytonos lineáris és Ax0 = 0, ezért
ha alkalmazzuk erre a sorra, akkor megkapjuk (6.10)-et. �

6.86. Megjegyzés. A 6.83. tételből következik, hogy Hilbert térben min-
den A ∈ B(H) kompakt önadjungált operátor előáll véges rangú operáto-
rok limeszeként, azaz a 6.82. következmény speciális esete. Legyen ugyanis
An ∈ B(H) a következő véges rangú operátor:

Anx :=

n∑
k=1

λk 〈x, ek〉 ek (x ∈ H), (6.11)
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ahol (ek)k∈N+ a λk 6= 0 sajátértékekhez tartozó ortonormált sajátvektorrend-

szer, amely ker(A)⊥-beli TONR. Ekkor (A− An)|Hn = 0 és (A− An)|H⊥n =
A|H⊥n , ahol Hn := span{e1, . . . , en}, ı́gy (6.9) alapján

‖A−An‖ =
∥∥A|H⊥n ∥∥ = |λn+1| → 0.

6.87. Megjegyzés. (i) A 6.83. tétel álĺıtásai kompakt normális operátor ese-
tén is igazak, lásd [42, Chap. 28].
(ii) A 6.83. tétel első fele X Banach-térben is igaz tetszőleges A ∈ B(X)
kompakt operátorra, lásd [38, 14. fejezet], ez a Riesz–Schauder-tétel. Azaz,
σ(A) megszámlálható, és σ(A) \ {0} csak sajátértékekből áll, melyek csak a
0-ban torlódhatnak, ill. a λ 6= 0 sajátértékek rangja véges.

6.88. Megjegyzés. (i) Ha A ∈ B(H) kompakt és H végtelen dimenziós,
akkor 0 ∈ σ(A), ugyanis az A − 0 · I = A operátornak a 6.78. álĺıtás miatt
nem lehet korlátos inverze.

(ii) A fentiek alapján egyszerű példák adhatók olyan operátorokra végtelen
dimenziós Hilbert-térben, hogy a spektrum megegyezik, ill. szigorúan bővebb
a sajátértékek halmazánál. Ha ugyanis egy kompakt önadjungált operátor
nem injekt́ıv, akkor 0 is sajátértéke, ı́gy Eig(A) = σ(A); ha viszont injekt́ıv,
akkor 0 nem sajátértéke, de a fentiek szerint spektrumpontja, ı́gy Eig(A) (
σ(A).

A 6.83. tétel eredménye lehetővé teszi másodfajú egyenletek konstrukt́ıv meg-
oldását az A sajátértékei és sajátvektorai ismeretében.

6.89. Tétel (Hilbert–Schmidt-sorfejtés). Legyen H szeparábilis Hilbert-
tér, A ∈ B(H) kompakt önadjungált operátor, λ ∈ C reguláris értéke A-nak.
Ekkor az

Ax− λx = y

másodfajú egyenlet az alábbi módon oldható meg.

Legyen (ek) a sajátvektorokból alkotott teljes ortonormált rendszer, (λk) a
megfelelő sajátértékek sorozata multiplicitással számolva. Ha

y =

∞∑
k=1

ckek ⇒ x =

∞∑
k=1

ck
λk − λ

ek.

Bizonýıtás. Mivel λ reguláris érték, ı́gy az x megoldás létezik és egyértelmű.

Legyen x =
∞∑
k=1

ξkek, ahol a ξk együtthatókat még nem ismerjük. Ekkor ck =

〈y, ek〉 = 〈Ax− λx, ek〉 = 〈x,Aek〉 − 〈λx, ek〉 = (λk − λ)〈x, ek〉 = (λk − λ)ξk.
Itt λk − λ 6= 0, ı́gy vele osztva következik az álĺıtás. �
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6.90. Megjegyzés. A módszer akkor is működik, ha H nem szeparábilis.

Ekkor ker(A)⊥-ben létezik TONR, ı́gy y = x0 +
∞∑
k=1

ckek alakban áll elő, ahol

x0 ∈ ker(A). A fenti eljárást kiegésźıtve ekkor x = − 1
λx0 +

∞∑
k=1

ck
λk−λ ek.

Lineáris algebrai egyenletrendszerek ismert tulajdonsága négyzetes mátrix
esetén, hogy a rendszernek pontosan akkor létezik tetszőleges jobboldal ese-
tén megoldása, ha a homogén rendszernek csak a 0 megoldása. (A megfelelő
lineáris leképezés tehát pontosan akkor szuperjekt́ıv, ha injekt́ıv: ez abból
következik, hogy a képtér és magtér dimenziója együtt kiadja az egész tér
– véges – dimenzióját.) A fenti tulajdonság nem igaz általában végtelen di-
menziós terekben, de kompakt operátorból képzett A−λI operátorokra igen,
amit az alábbi nevezetes tétel mond ki.

6.91. Tétel (Fredholm-féle alternat́ıvatétel). Legyen X Banach-tér, A ∈
B(X) kompakt operátor, λ ∈ C, λ 6= 0 adott szám. Ekkor az

Ax− λx = y

másodfajú egyenlet megoldhatóságára nézve két eset lehetséges:

(i) (ha λ nem sajátértéke A-nak:) bármely y ∈ X esetén az Ax − λx = y
egyenletnek egyértelműen létezik megoldása;

(ii) (ha λ sajátértéke A-nak:) az Ax − λx = 0 homogén egyenletnek létezik
x 6= 0 megoldása.

Ha H Hilbert-tér és A önadjungált, akkor a (ii) esetben az Ax − λx = y
egyenletnek pontosan akkor létezik megoldása, ha y ⊥ ker(A − λI), azaz ha
〈y, vi〉 = 0, ahol v1, . . . , vn bázis ker(A− λI)-ben.

Bizonýıtás. Ha λ 6= 0 nem sajátérték, akkor 6.87. megjegyzés (ii) része
alapján reguláris érték, ı́gy a 6.39. megjegyzés (ii) része szerint bármely y ∈ X
esetén az Ax − λx = y egyenletnek egyértelműen létezik megoldása. Ha λ
sajátérték, akkor a (ii) tulajdonság defińıció szerint teljesül.
Ha H Hilbert-tér, A önadjungált és λ ∈ Eig(A), akkor igazolnunk kell: y ∈
R(A−λI)⇔ y ⊥ ker(A−λI). A (⇒) irány következik a 6.5. tételből, ha azt
(A − λI)-re alkalmazzuk. A (⇐) irányhoz legyen λ = λj a j-edik sajátérték
és y ⊥ Vj := ker(A−λjI) adott vektor. Legyen először H szeparábilis, ekkor

y =
∞∑
k=1

dkek =
∑

ek⊥Vj
dkek, ahol (ek) a sajátvektorokból alkotott TONR. Ha

ck := dk
λk−λj (k ∈ N+), akkor a 2.26. álĺıtás alapján x :=

∑
ek⊥Vj

ckek értelmes,

mert minden k 6= j esetén |λk−λj | ≥ dist(σ(A)\{λj}, ı́gy δ := λj > 0 mellett
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∑
ek⊥Vj

|ck|2 ≤ 1
δ2

∑
ek⊥Vj

|dk|2 = 1
δ2 ‖y‖2 <∞. Emellett (A−λjI)x =

∑
ek⊥Vj

(λk−

λj)ckek =
∑

ek⊥Vj
dkek = y, ı́gy y ∈ R(A−λI). Ha H nem szeparábilis, akkor a

fenti x és y is kiegésźıthető alkalmas ker(A)-beli komponenssel, felhasználva,
hogy a ker(A) altérben A− λjI megegyezik −λjI-vel. �

6.7. Operátorok spektrális előálĺıtása, operátor-
függvények

6.7.1. Operátorok előálĺıtása spektrumuk alapján

6.92. Tétel (Hilbert–Schmidt). Legyen H Hilbert-tér. Ekkor bármely A ∈
B(H) kompakt önadjungált operátor előáll az

A =

∞∑
n=1

λnPn (6.12)

pontonként konvergens sor alakjában, ahol a |λ1| > |λ2| > . . . valós számsoro-
zatnak csak a nulla lehet torlódási pontja, és Pn (n ∈ N+) projektor (éspedig
az, amely az Sn := {x ∈ H : Ax = λnx} sajátaltérre vet́ıt).

Bizonýıtás. Tekintsük a (6.10) sorfejtést, ahol (ek)k∈N+ a sajátvektorokból

álló ker(A)⊥-beli TONR. Ha most a sajátértékeket átindexeljük úgy, hogy
csak a különböző sajátértékeket vesszük figyelembe, akkor legyen Pn az Sn
sajátaltérre vett ortogonális projekció. Ekkor

Pnx =
∑

i: ei∈Sn

〈x, ei〉 ei

és ı́gy

Ax =

∞∑
n=1

λnPnx (∀x ∈ H). �

6.93. Megjegyzés. (Kompakt normális operátor spektrálfelbontása.) A 6.87.
megjegyzés alapján a 6.92. tétel bármely A ∈ B(H) kompakt normális operá-

torra is igaz. Így tehát egy A ∈ B(H) kompakt normális operátor előálĺıtható
a sajátértékei és megfelelő projekciók szerinti (6.12) ún. spektrálfelbontással,
ahol |λ1| > |λ2| > . . . komplex számsorozat. Ez a tulajdonság a szimmetri-
kus, ill. normális mátrixok spektrálfelbontásának közvetlen általánośıtása, a
különbség csak az, hogy most nem véges sok projekció szerepel.
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Ilyen felbontás nemcsak kompakt operátorra lehetséges, hiszen tetszőleges
(en) ⊂ H TONR és (λn) ⊂ C korlátos számsorozat esetén definiálható az
alábbi operátor:

x =

∞∑
n=1

cnen esetén Ax :=

∞∑
n=1

λncnen (x ∈ H). (6.13)

Könnyen látható, hogy ‖Ax‖ ≤ (supn |λn|)‖x‖, ı́gy A ∈ B(H). Az A operá-
tornak ekkor (en) teljes sajátvektorrendszere. Itt A pontosan akkor kompakt,
ha λn → 0. Ha a 6.92. tétel bizonýıtásához hasonlóan átindexeljük a sajátér-
tékeket és bevezetjük a Pn projekciókat, akkor a (6.12) felbontáshoz jutunk.

A fenti konstrukcióval igazolható az alábbi tulajdonság, amely a 6.52. követ-
kezmény és 6.57. álĺıtás

”
megford́ıtása”:

6.94. Álĺıtás. Bármely K ⊂ C kompakt, nem üres halmazhoz van olyan
A ∈ B(H) operátor, hogy K = σ(A).

Bizonýıtás. Létezik olyan (λn) ⊂ C megszámlálható halmaz, amely sű-
rű K-ban. Ez korlátos számsorozat, ı́gy ha H szeparábilis Hilbert-tér és
benne (en) ⊂ H TONR, akkor értelmezhető a (6.13) operátor. Itt A sa-
játértékei a λn számok, ı́gy (λn)n∈N+ ⊂ σ(A), ebből σ(A) zártsága miatt
K = (λn)n∈N+ ⊂ σ(A). Ha viszont λ ∈ C \K, akkor λ reguláris érték, mivel

bármely y =
∞∑
n=1

dnen esetén az (A− λI)x = y egyenletnek x =
∞∑
n=1

dn
λn−λ en

egyértelmű megoldása. Itt az utóbbi sor konvergenciája a 2.26. álĺıtás alapján

a
∞∑
n=1
| dn
λn−λ |

2 ≤ 1
inf
n
|λn−λ|2

∞∑
n=1
|dn|2 = 1

dist(λ,K)2 ‖y‖2 < ∞ becslésből követ-

kezik. �

Mi mondható a (6.12) felbontás helyett, ha az A operátornak nincs teljes
sajátvektorrendszere? Vizsgáljuk meg ezt a 6.40. megjegyzés (ii) példája alap-
ján, amikor A-nak nincs egyetlen sajátértéke sem. Legyen most I = [0, 1],
H := L2(I) és A : H → H,

(Af)(x) := x f(x).

Láttuk, hogy ekkor σ(A) = I = [0, 1].

A fenti A operátor egyszerűen közeĺıthető olyan An operátorokkal, melyekre
érvényes a (6.12)-nek megfelelő felbontás. Legyen n ∈ N+, és bontsuk fel

[0, 1)-et az Ik ≡ I
(n)
k := [k−1

n , kn ) nemátfedő intervallumokra (k = 1, . . . , n).
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Legyen χk ≡ χ(n)
k az Ik karakterisztikus függvénye (amely Ik-ban 1-et, I \ Ik-

ban 0-t vesz fel) és λk ≡ λ
(n)
k := k

n (k = 1, . . . , n), valamint adott f ∈ L2(I)
esetén

(Anf)(x) := λk f(x) (ha x ∈ Ik), azaz Anf :=

n∑
k=1

λkχkf,

tehát An a
n∑
k=1

λkχk lépcsősfüggvénnyel való szorzás operátora. Könnyen lát-

ható, hogy a

Pk ≡ P (n)
k : L2(I)→ L2(I), Pkf := χkf

leképezés (amely Ik-ban helybenhagyja és azon ḱıvül lenullázza f -et) projek-
ció az Ik-n ḱıvül eltűnő L2-beli függvények alterére, ı́gy

An =

n∑
k=1

λkPk.

Megmutatjuk, hogy Anf → Af (∀f ∈ L2(I)) L2-normában, ha n → ∞. A
defińıcióból x ∈ Ik esetén |x−λk| = |x− k

n | ≤
1
n , ı́gy |(x−λk)f(x)| ≤ 1

n |f(x)|.
Ez minden k-ra igaz, ı́gy |(A − An)f | ≤ 1

n |f | pontonként az egész I-ben,
amiből ‖(A−An)f‖L2 ≤ 1

n‖f‖L2 → 0. Tehát

n∑
k=1

λkPk → A pontonként L2(I)-ben.

Vezessük be azt a P leképezést, amely az Ik intervallumhoz a Pk projektort
rendeli, azaz legyen P (Ik) := Pk, ekkor

n∑
k=1

λkP (Ik)→ A pontonként L2(I)-ben. (6.14)

Az operátorelőálĺıtás fő észrevétele az, hogy a fenti formula analóg egy egy-
változós integrállal: az id(λ) := λ valós függvényre, µ-vel jelölve a Lebesgue-
mértéket és

∫
. dµ(λ)-val a λ valós függvényeinek µ szerinti integrálját,

n∑
k=1

λkµ(Ik)→
∫ 1

0

λ dµ(λ).

Ez alapján a következőt mondhatjuk: jelölje B(I) az I intervallum Borel-
halmazait, és legyen

P : B(I)→ B(H)
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az a leképezés, amely egy ω ∈ B(I) halmazhoz a

P (ω) : f 7→ χωf

projektort rendeli. (Ez a projektor tehát ω-ban helybenhagyja és azon ḱıvül
lenullázza f -et; lényegében P (ω)f az f|ω leszűḱıtés, amit még 0 értékkel ter-
jesztünk vissza I-re. Speciálisan, ha ω = Ik, akkor P (Ik) éppen a fenti Pk
projektor.) Itt tehát P egy projektorértékű mérték. Ekkor a (6.14) formula
alapján az A operátort úgy értelmezhetjük, mint az id(λ) := λ identitásfügg-
vénynek a P projektorértékű mérték szerinti integrálját az I intervallumon,
azaz

A =

∫ 1

0

λ dP (λ) = lim
n→∞

n∑
k=1

λkP (Ik). (6.15)

A fenti konvergencia I-nek az Ik-kra való felbontása helyett tetszőleges ωk

Borel-részhalmazaira való felbontásai esetén is igazolható, ha a
n∑
k=1

λkχωk lép-

csősfüggvény egyenletesen tart az id(λ) := λ identitásfüggvényhez. A további
részletek tárgyalása nélkül most csak kimondjuk, hogy a kapott integrálfor-
mula általában is igaz bármely normális operátor esetén, ahol az I intervallum
helyére az adott operátor spektruma lép:

6.95. Tétel (spektráltétel). Legyen H Hilbert-tér, A ∈ B(H) normális
operátor. Ekkor létezik egyetlen olyan P : B(σ(A)) → B(H) projektorértékű
mérték az A spektrumának Borel-részhalmazain, hogy

A =

∫
σ(A)

λ dP (λ). (6.16)

A P mértéket az A operátor spektrálfelbontásának h́ıvjuk.

A tételben szereplő integrál tehát úgy értendő, hogy fennáll a (6.15)-beli
limesz megfelelője, azaz

A = lim
n→∞

n∑
k=1

λkP (ωk) (6.17)

σ(A)-nak tetszőleges ωk Borel-részhalmazaira való felbontásai esetén, ha a∑n
k=1 λkχωk lépcsősfüggvény egyenletesen tart az id(λ) = λ identitásfügg-

vényhez. A P mértékre a
”
spektrálfelbontás” elnevezés a kompakt esettel

analóg, lásd 6.93. megjegyzés. Sőt, a 6.92. tétel speciális esete a 6.95. tétel-
nek, ha a P mértéket a {λk} sajátértékekből álló egypontú halmazokon az Sk
sajátalterekre vet́ıtő PSk projektoroknak, a sajátértékek halmazának komp-
lementerén pedig a nulla operátornak definiáljuk (diszkrét tartójú mérték). A
spektráltétel bizonýıtása és a témakör részletes tárgyalása pl. a [62] könyvben
olvasható.
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6.7.2. Operátorfüggvények

Adott A ∈ B(H) operátor esetén értelmes A-nak az An hatványa bármely
n ∈ N esetén: Anx := A(A(. . . (Ax)..)) (ha n ≥ 1) és A0 := I (az identi-
tás). Ezekre érvényesek a szokásos számolási szabályok, pl. AnAm = An+m.
Természetes módon nyerhetjük ezekből A polinomjait is. Kérdés, hogy általá-
nosabb f valós függvény esetén hogyan értelmezhetjük egy operátor f(A) ∈
B(H) függvényét úgy, hogy ez kiterjessze a fentieket és érvényben maradja-
nak a számolási szabályok. A gyakorlatban fontos esetek között emĺıthetjük
egy pozit́ıv operátor négyzetgyökét, vagy egy operátor exponenciális függ-
vényét. Mátrixokra az utóbbi lineáris differenciálegyenleteknél bukkan fel,
aminek végtelen dimenziós megfelelője is értelmes, lásd a 9. fejezetben.

Ebben a szakaszban kétféle megközeĺıtést vázolunk.

(a) Operátorfüggvények hatványsorral

Az operátorpolinomok természetes általánośıtásai az operátorhatványsorok,
ezzel egy operátor analitikus függvényeit definiálhatjuk. A 6.5.3. szakasz-
ban láttunk ilyen példát a Neumann-sornál. A (6.6) defińıcióhoz képest vi-
szont más helyzetben vagyunk, mert ott számot hatványoztunk operátor-
együtthatókkal, most pedig adott operátort hatványozunk és az együtthatók
számok.

6.96. Álĺıtás. Legyen R > 0, (cn) ⊂ C, és legyen a
∞∑
n=0

cnz
n hatványsor

konvergens bármely z ∈ C, |z| < R esetén. Ekkor bármely A ∈ B(H) esetén,

melyre ‖A‖ < R, a
∞∑
n=0

cnA
n sor konvergens B(H)-normában.

Bizonýıtás. Az operátorsor abszolút konvergens:
∞∑
n=0
‖cnAn‖ ≤

∞∑
n=0
|cn|‖A‖n <

∞ az ‖A‖ < R feltétel és a hatványsor abszolút konvergenciája miatt, ı́gy az
1.12. álĺıtás szerint az operátorsor konvergens is. �

6.97. Defińıció. Legyen R > 0, f : C→ C, melyre f(z) =
∞∑
n=0

cnz
n (∀|z| <

R). Ha A ∈ B(H) és ‖A‖ < R, akkor

f(A) :=

∞∑
n=0

cnA
n.

Példák.

1. Operátor exponenciálisa. Tetszőleges A ∈ B(H) esetén legyen

eA :=

∞∑
n=0

An

n!
. (6.18)
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Mivel a megfelelő számsor mindenütt konvergens, a 6.96. álĺıtás szerint a fenti
operátorsor értelmes.

6.98. Álĺıtás. Legyenek A,B ∈ B(H).

(i) Ha AB = BA, akkor eA+B = eAeB.

(ii) e0 = I (ahol 0 a nulla-operátor és I az identitás).

(iii) eA invertálható és (eA)−1 = e−A.

(iv) ‖eA‖ ≤ e‖A‖.

Bizonýıtás. Ugyanúgy, mint a mátrixoknál. Az (i)-hez ı́rjuk fel hatványso-
rokkal az ea+b = eaeb (a, b ∈ R) azonosságot, majd cseréljük ki a-t és b-t
A-ra és B-re. A (ii) pont a defińıcióból következik. Az (i)-ben B = −A he-
lyetteśıtéssel kapjuk (iii)-at. A (iv) pont abból következik, hogy ‖eA‖ felső
becsléseként bevihetjük a normákat a szumma mögé, majd a hatványok alá.
�

2. Egyenletesen pozit́ıv operátor négyzetgyöke.

Először az identitásoperátor perturbációinak négyzetgyökét értelmezzük: az

(1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn (|x| < 1) sorfejtés alapján

(I + C)1/2 :=

∞∑
n=0

(
1/2

n

)
Cn, ha C ∈ B(H), ‖C‖ < 1.

Legyen most A ∈ B(H) egyenletesen pozit́ıv operátor. Ekkor tehát A önad-
jungált és léteznek olyan M ≥ m > 0 állandók, hogy

m ‖u‖2 ≤ 〈Au, u〉 ≤M ‖u‖2 (∀u ∈ H). (6.19)

(Itt a 6.11. tétel alapján ‖A‖ ≤M .) Némi számolással igazolható, hogy ekkor∥∥∥∥ 2

m+M
A− I

∥∥∥∥ ≤ M −m
M +m

< 1.

(A levezetést lásd a 16. fejezetben, a (16.5) formulánál, ahol erre általánosabb
helyzetben van szükség.) Ha tehát

C :=
2

m+M
A− I, akkor ‖C‖ < 1 és A =

m+M

2
(I + C).

Így értelmezhető

A1/2 :=

√
m+M

2
(I + C)1/2 =

√
m+M

2

∞∑
n=0

(
1/2

n

)( 2

m+M
A− I

)n
.
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6.99. Álĺıtás. Ha A ∈ B(H) egyenletesen pozit́ıv operátor, akkor (A1/2)
2

=
A, és A1/2 is önadjungált.

Bizonýıtás. Az (A1/2)
2

= A tulajdonsághoz ı́rjuk fel hatványsorokkal a
(
√

1 + c)2 = 1+c azonosságot (c ∈ R, |c| < 1), majd cseréljük ki c-t a fenti C-
re és szorozzuk meg az egyenlőséget m+M

2 -vel. A1/2 önadjungált volta abból
következik, hogy hatványsorának minden tagja önadjungált. �

(b) Operátorfüggvények spektrális előálĺıtással

Legyen most H szeparábilis és A ∈ B(H) olyan operátor, melynek létezik
(en)n∈N+ ⊂ H teljes sajátvektorrendszere, azaz (en) TONR és Aen = λnen
(n ∈ N+) valamely (λn) ⊂ C korlátos számsorozatra. (Ha például A kompakt
önadjungált, akkor ez teljesül, és (λn) valós nullsorozat, lásd 6.83. tétel).
Ekkor

x =

∞∑
n=1

cnen esetén Ax =

∞∑
n=1

λncnen (x ∈ H).

Ekkor A hatványai és ı́gy polinomjai is invariánsak a sajátirányokban, azaz

ha p(x) =
k∑
j=0

cjx
j adott polinom, akkor minden n-re p(A)en =

k∑
j=0

cjA
jen =

k∑
j=0

cjλ
j
nen = p(λn)en, ezért

x =

∞∑
n=1

cnen esetén p(A)x =

∞∑
n=1

p(λn)cnen (x ∈ H).

Ez az egyenlőség motiválja a következő defińıciót:

6.100. Defińıció. Ha H szeparábilis és az A ∈ B(H) operátornak létezik
(en)n∈N+ ⊂ H teljes sajátvektorrendszere λn sajátértékekkel, valamint ha f :
C → C korlátos a (λn)n∈N+ halmazon, akkor legyen f(A) ∈ B(H) az az
operátor, melyre

x =

∞∑
n=1

cnen esetén f(A)x :=

∞∑
n=1

f(λn)cnen (x ∈ H).

6.101. Megjegyzés. (i) Az f(A)x sorának konvergenciáját az (f(λn)) szám-
sorozat korlátossága garantálja.

(ii) A defińıcióból következik, hogy a függvényműveletek megőrződnek a meg-
felelő operátorokra, pl. (f · g)(A) = f(A)g(A) vagy (f ◦ g)(A) = f(g(A)).

(iii) Könnyen látható, hogy ha az A operátorra értelmes a 6.97. defińıció
is, akkor a kétféleképp definiált f(A) operátor ugyanaz (a hatványsort po-
linomok limeszeként ı́rjuk fel), ı́gy jogos, hogy mindkétszer az f(A) jelölést
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használtuk. Egyik defińıció sem speciális esete a másiknak, azaz előfordul,
hogy csak az egyik vagy csak a másik használható.

Mi mondható általánosabban, ha A olyan operátor, melynek nincs teljes
sajátvektorrendszere? Erre normális operátor esetén a 6.95. spektráltétel,
ill. a benne szereplő P projektorértékű mérték használható. Éspedig, ha
A ∈ B(H) normális operátor és P a spektrálfelbontása, azaz érvényes (6.16),
akkor adott f : σ(A)→ C korlátos, mérhető függvény esetén legyen

f(A) :=

∫
σ(A)

f(λ) dP (λ), (6.20)

ahol az integrált a (6.17)-nek megfelelő határátmenettel értelmezzük (λk he-
lyett f(λk) szerepel). Ez a defińıció kiterjesztése a fenti, teljes sajátvektorrend-
szerrel bevezetett fogalomnak, és a függvényműveletek itt is megőrződnek a
megfelelő operátorokra.

Az f(A) operátor és az f függvény (maximum)-normája szorosan kapcsolódik
egymáshoz:

6.102. Álĺıtás. Ha A ∈ B(H) normális operátor és f : σ(A)→ C korlátos,
mérhető függvény, akkor ‖f(A)‖ ≤ sup

σ(A)

|f |.

Bizonýıtás. Tegyük fel először, hogy A-nak van (en) teljes sajátvektorrend-

szere. Ha x =
∞∑
n=1

cnen ∈ H és ‖x‖2 =
∞∑
n=1
|cn|2 = 1, akkor

‖f(A)x‖2 =

∞∑
n=1

|f(λn)cn|2 ≤ sup
λ∈Eig(A)

|f(λ)|2
∞∑
n=1

|cn|2 =

= sup
λ∈Eig(A)

|f(λ)|2 ≤ sup
λ∈σ(A)

|f(λ)|2,

ı́gy ‖f(A)‖ ≤ sup
σ(A)

|f |. Ha A-nak nincs teljes sajátvektorrendszere, akkor a

fentebb emĺıtett határátmenetet alkalmazzuk, és a közeĺıtő összegeknél az
előbbi gondolatmenet megfelelőjét használjuk, a részleteket lásd [62]-ben. �

Az (6.20) integrállal értelmezett operátorfüggvények alaposabb tárgyalása
szintén [62]-ben olvasható. Megemĺıtjük innen, hogy a fenti álĺıtásban folyto-
nos f esetén egyenlőség áll fenn. (Ez teljes sajátvektorrendszer esetén rögtön
látszik, sőt itt elég f korlátossága is; ha ugyanis λkn a sajátértékek olyan
részsorozata, melyre |f(λkn)| → supλ∈Eig(A) |f(λ)|, és ekn jelöli a megfelelő
normált sajátvektorokat, akkor ‖f(A)ekn‖ = |f(λkn)| → supλ∈Eig(A) |f(λ)|.)
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A fenti defińıcióval például tetszőleges (nemcsak egyenletesen) pozit́ıv operá-
tor négyzetgyöke is értelmezhető:

A1/2 :=

∫
σ(A)

√
λ dP (λ),

ill. speciálisan, TSVR mellett

A1/2x :=

∞∑
n=1

√
λncnen.

Ekkor is igaz, hogy (A1/2)
2

= A.
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Lineáris
operátoregyenletek

elmélete Hilbert-térben
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7. fejezet

Operátoregyenletek
megoldhatósága korlátos
operátor esetén

Ebben a fejezetben operátoregyenletek megoldásának létezésére és egyértel-
műségére vonatkozó tételeket igazolunk koercivitási feltételekre alapozva. Ez
a témakör tartalmazza a Lax–Milgram-lemmát, amely alapvető fontosságú
számos alkalmazásban, elsősorban elliptikus feladatok gyenge megoldásánál
és az erre alapuló végeselemes megoldásoknál. Feléṕıtésünkben először ope-
rátoregyenletekkel foglalkozunk, és ezekre támaszkodva igazoljuk a bilineáris
formákat használó Lax–Milgram-lemmát és változatait.

Az I. részben alapértelmezésben komplexnek tekintettünk egy Hilbert-teret,
ahogy ebben a témakörben szokás. Ennek oka, hogy a funkcionálanaĺızis fejlő-
dése során a fő motivációt jelentő fizikai alkalmazásokban komplex térre volt
szükség. Néhány fontos álĺıtásnál, amely kihasználja a tér komplex voltát, ezt
külön megemĺıtettük; amúgy az I. rész többi fogalma és vizsgált tulajdonsága
általában érvényes valós térben is.

A továbbiakban, vagyis operátoregyenletek és numerikus módszerek esetén
már jóval nagyobb szerep jut a valós Hilbert-tereknek, sőt legtöbbször csak
ez használható kényelmesen. Így ebben és a következő fejezetekben mindig
szót ejtünk arról, milyen (valós és/vagy komplex) terekben dolgozunk; eleinte
legtöbbször mindkettőre érvényes tételeket látunk, később általában már csak
valós terekről lesz szó. A számtestre általánosan a K jelölést használjuk, azaz
K := R vagy C.

111
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Ezzel kapcsolatban célszerű előre tisztázni két rokon fogalom, az egyenletes
pozitivitás és a koercivitás kapcsolatát, utóbbinak ugyanis (bár a 6.2. szakasz-
ban ezt is bevezettük) eddig nem jutott érdemi szerep. Összefoglalva tehát:

• Egy A ∈ B(H) operátort egyenletesen pozit́ıvnak h́ıvunk

– H komplex Hilbert-tér esetén:

ha létezik m > 0, hogy 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2 (∀x ∈ H).

(Ekkor A szükségképpen önadjungált is.)

– H valós Hilbert-tér esetén:

ha A önadjungált és létezik m > 0, hogy 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2
(∀x ∈ H).

• Egy A ∈ B(H) operátort koerćıvnek h́ıvunk

– H komplex Hilbert-tér esetén:

ha létezik m > 0, hogy Re 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2 (∀x ∈ H).

– H valós Hilbert-tér esetén:

ha létezik m > 0, hogy 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2 (∀x ∈ H).

(Ekkor A nem feltétlenül önadjungált.)

Egy operátor tehát pontosan akkor egyenletesen pozit́ıv, ha koerćıv és
önadjungált.

7.1. Egyenletek koercivitási feltételek mellett

Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, A ∈ B(H). Ebben a szakaszban
arra adunk feltételeket, hogy egy Ax = y egyenletnek bármely y ∈ H esetén
létezzék egyetlen x∗ ∈ H megoldása. Ez ugyanazt jelenti, mint hogy A bi-
jekció H-ról H-ra. Az egyenletekkel való megfogalmazás elsősorban a tételek
alkalmazásai során lesz hasznos.

Az Ax = y alakú egyenleteket szokás elsőfajúnak, mı́g adott λ szám esetén az
Ax−λx = y alakúakat másodfajúnak nevezni. Utóbbira a 6.6. szakasz végén
láttunk példát, amikor A kompakt; ilyenkor – ha a tér végtelen dimenziós – az
elsőfajú egyenletnek nem is lehet minden jobboldalra megoldása, mert a 6.80.
következmény szerint kompakt operátor nem lehet szuperjekt́ıv. (Kompakt
elsőfajú operátoregyenletek kezelése gyakran épp másodfajú közeĺıtéseikkel
történik, amit a 17.2. szakaszban vázolunk.)

A megoldás létezése és egyértelműsége mellett az is fontos tulajdonság, hogy
az x megoldás folytonosan függjön az y jobboldaltól. A 4.17. következmény
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szerint ez esetünkben következik abból, hogy A bijekció, ı́gy nem kellene
külön igazolni, a folytonos függésben szereplő konstans konkrét értéke miatt
azonban többször mégis megfogalmazzuk.

7.1.1. Megoldhatósági tételek

7.1. Tétel. (
”

Első megoldhatósági tétel”.) Legyen A ∈ B(H) egyenletesen

pozit́ıv operátor, azaz A önadjungált és létezik m > 0, hogy 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2
(∀x ∈ H). Ekkor bármely b ∈ H esetén az Ax = b egyenletnek létezik egyetlen
x∗ ∈ H megoldása.

Bizonýıtás. Tekintsük a (H, ‖·‖A) energiateret, amely az egyenletes poziti-
vitás miatt maga is Hilbert-tér (lásd 6.20. Következmény). Rögźıtett b ∈ H
esetén legyen φ : H → K, φv = 〈v, b〉, amely nyilván lineáris és folytonos is,
mert

|φv| = |〈v, b〉| ≤ ‖v‖ ‖b‖ ≤ 1√
m
‖v‖A ‖b‖ =

(
1√
m
‖b‖
)
‖v‖A .

A Riesz-féle reprezentációs tétel szerint egyértelműen létezik egyetlen x∗ ∈ H,
melyre φv = 〈v, x∗〉A minden v ∈ H esetén. Utóbbi pedig ekvivalens azzal,
hogy x∗ megoldása az Ax = b egyenletnek, mert

〈v, b〉 = φv = 〈v, x∗〉A = 〈Av, x∗〉 = 〈v,Ax∗〉 (∀v ∈ H),

azaz b = Ax∗. �

A következő megoldhatósági tételben általánośıtjuk az egyenletes pozitivitás
feltételét. Idézzük fel a fejezet elejéről a koercivitás fogalmát: láttuk, hogy
ha H valós Hilbert-tér, akkor a defińıcióban

”
Re” elhagyható, de ilyenkor a

koercivitás nem vonja maga után az önadjungáltságot.

7.2. Tétel. (
”

Második megoldhatósági tétel”.) Legyen A ∈ B(H) koerćıv ope-
rátor. Ekkor bármely b ∈ H esetén az Ax = b egyenletnek létezik egyetlen
x∗ ∈ H megoldása.

Bizonýıtás. (1) Először megmutatjuk, hogy a tett feltevések esetén az alábbi
két tulajdonság teljesül:

(i) ‖Ax‖ ≥ m ‖x‖ (x ∈ H);

(ii) A∗ injekt́ıv.

Valóban, egyrészt az

m ‖x‖2 ≤ Re 〈Ax, x〉 ≤ |〈Ax, x〉| ≤ ‖Ax‖ ‖x‖ (7.1)
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egyenlőtlenségek miatt ‖Ax‖ ≥ m ‖x‖ (∀x ∈ H). Speciálisan, emiatt A
injekt́ıv is. Másrészt, itt A∗ is koerćıv:

Re 〈A∗x, x〉 = Re 〈x,Ax〉 = Re 〈Ax, x〉 = Re 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2 (∀x ∈ H),

ezért A∗ szintén injekt́ıv.
(2) Most megmutatjuk, hogy az (i)-(ii) tulajdonságokból következik a ḱıvánt
megoldhatóság. Mivel A injekt́ıv, ı́gy legfeljebb egy megoldás lehet, azaz elég
igazolni a megoldás létezését. Tekintsük az eredeti egyenlet szimmetrizáltját,
azaz az

A∗Ax = A∗b

ún. normálegyenletet. Ennek az operátora már önadjungált és egyenletesen
pozit́ıv, hiszen

〈A∗Ax, x〉 = ‖Ax‖2 ≥ m2 ‖x‖2 (∀x ∈ H).

A szimmetrizált egyenlet az előző tétel szerint egyértelműen megoldható, azaz
létezik x∗ ∈ H, melyre A∗Ax∗ = A∗b. Ebből pedig A∗ injektivitása révén
Ax∗ = b is következik. �

A fenti tétel ritkábban használt, de enyhébb feltételre épülő változata:

7.3. Tétel. Legyen A ∈ B(H), melyre van olyan m > 0, hogy | 〈Ax, x〉 | ≥
m ‖x‖2 (∀x ∈ H). Ekkor bármely b ∈ H esetén az Ax = b egyenletnek létezik
egyetlen x∗ ∈ H megoldása.

Bizonýıtás. Az előző tétel bizonýıtása most is működik: ott is az | 〈Ax, x〉 | ≥
m ‖x‖2 egyenlőtlenséget hoztuk ki és onnan folytattuk, lásd (7.1), valamint
ezt is örökli A∗, hiszen | 〈Ax, x〉 | = | 〈A∗x, x〉 |, ı́gy A∗ most is injekt́ıv. �

A 7.2. tétel bizonýıtása alapján már egyszerűen megadható az általános jel-
lemzés. (Megjegyezzük, hogy a gyakorlatban viszont legtöbbször az első két
tétel alkalmazható könnyebben.)

7.4. Tétel. (A megoldhatóság szükséges és elégséges feltétele.) Egy A ∈ B(H)
operátor pontosan akkor bijekció H-ról H-ra, ha az alábbi két tulajdonsággal
rendelkezik:

(i) létezik m > 0, hogy ‖Ax‖ ≥ m ‖x‖ (∀x ∈ H);

(ii) A∗ injekt́ıv.

Bizonýıtás. (⇐) A 7.2. tétel bizonýıtásának második részében éppen azt
igazoltuk, hogy az (i)-(ii) tulajdonságokból következik a ḱıvánt megoldható-
ság.
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(⇒) Ha A bijekció, akkor a Banach-féle homeomorfizmus-tétel (4.14. tétel)
szerint A−1 korlátos, azaz létezik M > 0, melyre ‖A−1y‖ ≤M‖y‖ (∀y ∈ H).
Ebből y = Ax és M = 1/m helyetteśıtésekkel épp az (i) feltételt kapjuk.
Másrészt, a 6.5 felbontási tételből R(A) = H miatt ker(A∗) = {0}, azaz A∗

injekt́ıv. �

A feladatok korrekt kitűzését (lásd 4.16. defińıció) a konkrét konstanssal fo-
galmazzuk meg.

7.5. Tétel. (A megoldás folytonos függése a jobboldaltól.) Ha teljesülnek a
7.1., 7.2., 7.3 vagy 7.4. tétel feltételei az Au = b operátoregyenletre, akkor
‖u‖ ≤ 1

m‖b‖.

Bizonýıtás. A 7.1–7.3. tételek feltételeiből következik a 7.4. tétel (i) feltétele,
amely szerint ‖b‖ = ‖Au‖ ≥ m ‖u‖. �

7.6. Megjegyzés. A 7.4. tétel elégséges iránya közvetlenül is bizonýıtható
az alábbi módon. Teljesüljenek az (i)-(ii) feltételek. Ekkor (ii) miatt ker(A∗) =
{0}, ı́gy a 6.5 felbontási tételből H = R(A) ⊕ ker(A∗) = R(A), azaz R(A)
sűrű. Másrészt R(A) zárt is, mert ha Axn → y ∈ H, akkor (Axn) Cauchy-
sorozat, és (i) miatt ‖xn − xm‖ ≤ 1

m‖Axn − Axm‖, ı́gy (xn) is Cauchy-
sorozat: tehát létezik x := limxn, amire viszont A folytonossága miatt Ax =
limAxn = y, azaz y ∈ R(A). Ezekből R(A) = H, és A triviálisan injekt́ıv is
(i) miatt, azaz bijekció.
Ez a bizonýıtás a 7.2 és 7.3. tételekre is működik, mivel azokat a fenti (i)-(ii)
tulajdonságokra vezettük vissza.

7.1.2. Néhány következmény

A megoldhatósági tételek seǵıtségével igazoljuk a spektrum néhány korábban
emĺıtett tulajdonságát.

7.7. Álĺıtás. Legyen A ∈ B(H). Ha A önadjungált operátor, akkor spektru-
ma valós, és ha A pozit́ıv operátor, akkor spektruma nemnegat́ıv.

Bizonýıtás. (i) Legyen A önadjungált és λ = α + iβ ∈ C \ R, azaz β 6= 0.
Ekkor bármely u ∈ H esetén 〈(A − λI)u, u〉 = 〈Au, u〉 − α‖u‖2 − iβ‖u‖2,
ebből kapjuk, hogy |〈(A − λI)u, u〉| ≥ |Im 〈(A − λI)u, u〉| = |β|‖u‖2, ı́gy a
7.3. tétel szerint A− λI bijekció, de akkor λ ∈ %(A).
(ii) Legyen A pozit́ıv operátor. A fentiek szerint spektruma valós, ı́gy elég
igazolni, hogy ha λ < 0, akkor λ ∈ %(A). A fentiek mintájára bármely u ∈ H
esetén 〈(A−λI)u, u〉 = 〈Au, u〉−λ‖u‖2 ≥ −λ‖u‖2 = |λ|‖u‖2, ı́gy most a 7.1.
tétel szerint A− λI bijekció. �
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7.8. Álĺıtás. Legyen A ∈ B(H) normális. Ha λ ∈ σ(A) nem sajátérték,
akkor van olyan (un) ⊂ H sorozat, melyre ‖un‖ = 1 (∀n ∈ N+) és Aun −
λun → 0.

Bizonýıtás. Legyen λ ∈ σ(A), azaz A− λI nem bijekció. Ekkor a 7.4. tétel
(i) vagy (ii) tulajdonsága nem teljesülhet (A− λI)-re. Ha λ nem sajátértéke
A-nak, akkor a 6.37. álĺıtás (iv) pontja szerint λ nem sajátértéke A∗-nak, azaz
A∗ − λI = (A − λI)∗ injekt́ıv, vagyis a (ii) tulajdonság teljesül (A − λI)-re.
Ezért az (i) tulajdonság sérül (A− λI)-re, ami azt jelenti, hogy inf

‖u‖=1
‖(A−

λI)u‖ = 0. Ez az infimum fogalma alapján épp azt jelenti, hogy létezik a
ḱıvánt (un) sorozat. �

Most egy hasznos álĺıtást igazolunk koerćıv operátorokra.

7.9. Álĺıtás. Ha egy A ∈ B(H) operátor koerćıv m > 0 konstanssal, azaz

Re 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2 (∀x ∈ H), akkor ‖A−1‖ ≤ 1
m .

Bizonýıtás. Itt m ‖x‖2 ≤ Re 〈Ax, x〉 ≤ ‖x‖ ‖Ax‖, ı́gy ‖x‖ ≤ 1
m ‖Ax‖ (∀x ∈

H), és mivel A bijekció, ı́gy v := Ax helyetteśıtéssel
∥∥A−1v

∥∥ ≤ 1
m ‖v‖ (∀v ∈

H), azaz ‖A−1‖ ≤ 1
m . �

Ennek megfelelője önadjungált esetben kvadratikus alakokra is érvényes, mind-
két irányból:

7.10. Álĺıtás. Egyenletesen pozit́ıv operátor inverze is egyenletesen pozit́ıv.
Éspedig, ha A önadjungált és

m ‖u‖2 ≤ 〈Au, u〉 ≤M ‖u‖2 (∀u ∈ H),

akkor
1

M
‖u‖2 ≤

〈
A−1u, u

〉
≤ 1

m
‖u‖2 (∀u ∈ H). (7.2)

Bizonýıtás. A 6.99. álĺıtást használva A1/2 önadjungált és

m ‖u‖2 ≤ ‖A1/2u‖2 ≤M ‖u‖2 (∀u ∈ H),

amiből a 7.4. tétel alapján A1/2 bijekció, ı́gy v := A1/2u helyetteśıtéssel

1

M
‖v‖2 ≤ ‖A−1/2v‖2 ≤ 1

m
‖v‖2 (∀v ∈ H),

ez éppen (7.2). �
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7.2. Bilineáris formák, Lax–Milgram-tételkör

Ebben a szakaszban szorzattéren értelmezett leképezésekkel foglalkozunk, és
átvisszük rájuk az előző szakaszbeli megoldhatósági tételeket. Itt a komplex
mellett a valós eset is fontos (és némileg különböző) lesz, ı́gy általában pár-
huzamosan megfogalmazott értelemszerű álĺıtásokkal vizsgáljuk a két esetet.

7.11. Defińıció. Egy B : H ×H → K (ahol K = C vagy R) leképezés

(a) bilineáris, ha mindkét változójában lineáris;

(b) konjugáltan bilineáris, ha első változójában lineáris, második változójában
konjugáltan lineáris;

(c) szimmetrikus, ha B(x, y) = B(y, x) (∀x, y ∈ H);

(d) konjugáltan szimmetrikus, ha B(x, y) = B(y, x) (∀x, y ∈ H);

(e) korlátos, ha létezik M > 0, hogy |B(x, y)| ≤M‖x‖ ‖y‖ (∀x, y ∈ H);

(f) koerćıv, ha létezik m > 0, hogy ReB(x, x) ≥ m‖x‖2 (∀x ∈ H).

7.12. Megjegyzés. (i) A (konjugáltan) bilineáris leképezéseket gyakran
(konjugáltan) bilineáris formának, a konjugáltan bilineáris leképezéseket pe-
dig néha szeszkvilineárisnak is h́ıvják.
(ii) A bilineáris/szimmetrikus leképezések értelemszerűen inkább a K = R,
mı́g a konjugáltan bilineáris/szimmetrikus leképezések inkább a K = C eset-
ben fordulnak elő. Tipikus példa a skalárszorzat.
(iii) A K = R esetben, azaz valós Hilbert-térben a koercivitás értelemszerűen
a B(x, x) ≥ m‖x‖2 feltétellé egyszerűsödik.

7.13. Tétel (korlátos formák Riesz-reprezentációja). Legyen H valós
(komplex) Hilbert-tér, és B : H × H → K korlátos, (konjugáltan) bilineáris
forma. Ekkor létezik egyetlen olyan A ∈ B(H) korlátos lineáris operátor,
melyre

B(x, y) = 〈Ax, y〉 (∀x, y ∈ H).

Bizonýıtás. Rögźıtett y ∈ H esetén legyen ψy : H → K, ψyx := B(x, y). Ez
nyilván lineáris és folytonos is, mert

|ψyx| = |B(x, y)| ≤M ‖x‖ ‖y‖ = (M ‖y‖) ‖x‖ (∀x ∈ H).

Sőt, ‖ψy‖ ≤ M ‖y‖. A Riesz-féle reprezentációs tétel szerint egyértelműen
létezik egyetlen y∗ ∈ H, melyre ψyx = 〈x, y∗〉 minden x ∈ H-ra, ami a
Cy := y∗ jelöléssel B(x, y) = 〈x,Cy〉. Igazoljuk, hogy C ∈ B(H). Nyilván
C lineáris, mivel B és a skalárszorzás is (konjugáltan) bilineáris. Emellett az
5.1. álĺıtásból

‖Cy‖ = ‖y∗‖ = ‖ψy‖ ≤M ‖y‖ (∀y ∈ H),
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azaz C korlátos is. VégülA := C∗ eseténB(x, y) = 〈x,Cy〉 = 〈Ax, y〉 (∀x, y ∈
H). �

Az A operátort gyakran a B forma Riesz-reprezentánsának h́ıvjuk. A tétel
megford́ıtva is triviálisan igaz: adott A ∈ B(H) esetén a fenti B forma kor-
látos és (konjugáltan) bilineáris.

7.14. Álĺıtás. Legyen H valós (komplex) Hilbert-tér, B : H × H → K
korlátos, (konjugáltan) bilineáris forma, és A ∈ B(H) a B forma Riesz-
reprezentánsa.

(1) B pontosan akkor (konjugáltan) szimmetrikus, ha A önadjungált.

(2) B pontosan akkor koerćıv, ha A koerćıv.

Bizonýıtás. Mindkettő a defińıciók közvetlen következménye. �

7.15. Megjegyzés. A 7.13. tétel akkor is igaz, ha két különböző Hilbert-
téren értelmezzük a B formát, azaz B : H ×K → K korlátos, (konjugáltan)
bilineáris forma. Ekkor létezik egyetlen olyan A ∈ B(H,K) korlátos lineáris
operátor, melyre

B(x, y) = 〈Ax, y〉 (∀x ∈ H, y ∈ K).

A bizonýıtás ugyanis szó szerint átvihető erre az esetre. Természetesen ekkor
nincs értelme a 7.14. álĺıtásnak.

A következő tétel alapvető fontosságú számos alkalmazásban. Elsősorban va-
lós térben használatos, ezért erre külön fogalmazzuk meg. Bár alaptételről
van szó, a szakirodalomban szokásos hagyomány szerint a

”
lemma” elneve-

zést viseli.

7.16. Tétel (Lax–Milgram-lemma, koerćıv változat). (1) Legyen H
valós Hilbert-tér, B : H × H → R korlátos, koerćıv bilineáris forma. Ek-
kor bármely φ : H → R korlátos lineáris funkcionálhoz létezik egyetlen olyan
u ∈ H, melyre

B(u, v) = φv (∀v ∈ H). (7.3)

(2) Ha H komplex Hilbert-tér, akkor R helyett C-be képező, bilineáris helyett
konjugáltan bilineáris formára és B(u, v) helyett B(v, u)-ra igaz a fenti álĺıtás.

Bizonýıtás. (1) A 7.13. tétel alapján legyen A ∈ B(H) a B forma Riesz-
reprezentánsa: B(u, v) = 〈Au, v〉 (∀u, v ∈ H). Legyen továbbá b ∈ H a φ
funkcionál Riesz-reprezentánsa: φv = 〈v, b〉 = 〈b, v〉 (∀v ∈ H). Azt kell
tehát igazolnunk, hogy létezik egyetlen olyan u ∈ H, melyre 〈Au, v〉 = 〈b, v〉
(∀v ∈ H), azaz melyre Au = b. Mivel A koerćıv, ez a 7.2. tétel szerint teljesül.
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(2) Hasonló, most a (7.3) egyenlőség az A∗u = b egyenletre vezethető vissza.
�

A fenti tétel ritkábban használt, de enyhébb feltételre épülő változata:

7.17. Tétel (Lax–Milgram-lemma, általános változat). Helyetteśıtsük
a 7.16. tétel feltételeiben B koercivitását az alábbi feltétellel: van olyan m > 0,
hogy |B(x, x)| ≥ m‖x‖2 (∀x ∈ H). Ekkor is igaz, hogy valós tér esetén bár-
mely φ : H → R korlátos lineáris funkcionálhoz létezik egyetlen olyan u ∈ H,
melyre B(u, v) = φv (∀v ∈ H). (Komplex tér esetén pedig a (2) álĺıtás igaz.)

Bizonýıtás. Ugyanúgy kell, mint az előzőt, de a 7.2 helyett a 7.3. tételt
használjuk. �

7.18. Megjegyzés. A 7.6. megjegyzés gondolatmenete a Lax–Milgram-lem-
ma esetében is, közvetlenül is alkalmazható, valójában ı́gy is szól az eredeti
bizonýıtás [42, Chap. 6]. Általunk adott bizonýıtása a Riesz-féle reprezentá-
ciós tételre és az A∗Ax = A∗y normálegyenletre vezette vissza, hogy ezek
széleskörű használhatóságát illusztrálja.

Legáltalánosabban az alábbi szükséges és elégséges feltétel adható, ez a ne-
vezetes eredmény [7] a Lax–Milgram-lemma kiterjesztésének tekinthető.

7.19. Tétel (Babuška-lemma). Legyen H valós Hilbert-tér, B : H×H →
R korlátos bilineáris forma. Ekkor az alábbi két álĺıtás ekvivalens:

(1) Bármely φ : H → R korlátos lineáris funkcionálhoz létezik egyetlen olyan
u ∈ H, melyre

B(u, v) = φv (∀v ∈ H). (7.4)

(2) A B formára az alábbi két tulajdonság teljesül:

(i) létezik m > 0, hogy inf
‖u‖=1

sup
‖v‖=1

B(u, v) ≥ m;

(ii) sup
‖u‖=1

B(u, v) > 0 (∀v 6= 0).

Bizonýıtás. Az előző tétel bizonýıtása szerint az (1) tulajdonság ekvivalens
az Au = b egyenlettel, ahol A ∈ B(H) a B forma Riesz-reprezentánsa és b ∈
H a φ funkcionál Riesz-reprezentánsa. Másrészt a (2)-ből az (i) rész jelentése:
inf
‖u‖=1

sup
‖v‖=1

〈Au, v〉 = inf
‖u‖=1

‖Au‖ ≥ m, azaz ‖Ax‖ ≥ m‖x‖ ∀x ∈ H, ami a

7.4. tétel (i) része. A (ii) rész jelentése pedig sup
‖u‖=1

〈Au, v〉 = sup
‖u‖=1

〈u,A∗v〉 =
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‖A∗v‖ > 0 (∀v 6= 0), azaz A∗ injekt́ıv, ami a 7.4. tétel (ii) része. Így a 7.4.
tétel alapján (1) és (2) valóban ekvivalens. � .

Végül a 7.5. tételből és az 5.1. álĺıtásból adódik a folytonos függés:

7.20. Következmény. Ha teljesülnek a 7.16. vagy 7.19. tétel feltételei a
(7.4) egyenletre, akkor ‖u‖ ≤ 1

m‖φ‖.

7.3. Nyeregpont-feladatok megoldhatósága, inf-
sup-feltétel

7.3.1. Operátorokkal megadott nyeregpont-feladatok

Számos alkalmazásban találkozhatunk az alábbi speciális alakú rendszerrel:{
Au + Bp = f

B∗u− Cp = g.
(7.5)

(Ilyen például a Stokes-feladat, lásd 10.3 fejezet, vagy elliptikus feladatok
elsőrendű rendszerré való át́ırása.) Itt feltesszük, hogy H,K valós Hilbert-
terek, f ∈ H, g ∈ K, A : H → H, B : K → H és C : K → K korlátos
lineáris operátorok, valamint A és C önadjungált, és van olyan m > 0, hogy

〈Au, u〉 ≥ m ‖u‖2 , 〈Cp, p〉 ≥ 0 (∀u ∈ H, p ∈ K). (7.6)

A (7.5) rendszer lényegében egy operátormátrixra vonatkozó egyenlet aH×K
szorzattéren.
A

”
nyeregpont-feladat” elnevezés abból származik, hogy a fenti rendszer meg-

oldása egy alkalmas kvadratikus t́ıpusú funkcionál nyeregpontjaként áll elő,
ezt a 14.1 fejezet végén tárgyaljuk.

Ha C is egyenletesen pozit́ıv:

〈Cp, p〉 ≥ σ ‖u‖2 (∀p ∈ K)

(ahol σ > 0), akkor érdemes beszorozni a második egyenletet (-1)-gyel. Így a
kapott operátormátrix ugyanis (bár már nem szimmetrikus) koerćıv a H×K
szorzattéren:〈(

A B
−B∗ C

)(
u
p

)
,

(
u
p

)〉
= 〈Au, u〉+ 〈Bp, u〉 − 〈B∗u, p〉+ 〈Cp, p〉

= 〈Au, u〉+ 〈Cp, p〉 ≥ min{m,σ} (‖u‖2 + ‖p‖2) ∀(u, p) ∈ H ×K,
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a 7.2. tétel szerint tehát bármely (f, g) ∈ H × K esetén a (7.5) feladatnak
létezik egyetlen (u, p) ∈ H ×K megoldása.

A továbbiakban azt az esetet vizsgáljuk, amikor C = 0, azaz{
Au + Bp = f

B∗u = g
(7.7)

(mint például az emĺıtett Stokes-feladat). Ekkor nem működik az előbbi eljá-
rás; ehelyett A bijekció voltát kihasználva átrendezzük az egyenletet. Fejezzük
ki az első egyenlőségből u-t:

u = A−1(f −Bp), (7.8)

és helyetteśıtsük a másodikba:

B∗A−1(f −Bp) = g, azaz B∗A−1Bp = B∗A−1f − g =: g̃. (7.9)

Legyen
S := B∗A−1B, (7.10)

ez az ún. Schur-féle komplementer-operátor. Itt a 6.8. megjegyzés alapján
B∗ : H → K, ı́gy S : K → K. Ha meg tudjuk oldani a (7.9)-ben kapott

Sp = g̃ (7.11)

egyenletet a K téren, akkor (7.8)-ből u-t is megkapjuk, ı́gy kész vagyunk.
A (7.11) egyenlet megoldhatósága nem nyilvánvaló, mivel B, ill. B∗ általában
nem bijekciók. Az S speciális alakjára támaszkodva a megoldhatóság kulcsa
az alábbi feltétel:

van olyan γ > 0, hogy ‖Bp‖ ≥ γ‖p‖ (∀p ∈ K). (7.12)

Ezt az alábbi alakban szokás feĺırni:

7.21. Defińıció. A (7.7) feladathoz tartozó inf-sup-feltétel:

inf
p∈K\{0}

sup
u∈H\{0}

〈Bp, u〉
‖p‖‖u‖

=: γ > 0. (7.13)

Könnyen látható, hogy (7.12) és (7.13) ekvivalens: a 2.4. álĺıtás alapján

‖Bp‖
‖p‖

= sup
v∈H
‖v‖=1

〈Bp, v〉
‖p‖

= sup
u∈H\{0}

〈Bp, u〉
‖p‖‖u‖

,
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tehát (7.12) és (7.13) is azt jelenti, hogy a fenti érték valamely közös γ > 0
korlát fölött van bármely p esetén. (A p = 0 eset érdektelen, ekkor (7.12)
triviális.)

Megjegyezzük, hogy itt a ‖.‖ jelölést a H és K terekben két különböző nor-
mára használjuk; bár lehetne a prećızség kedvéért ‖.‖H és ‖.‖K jelöléseket is
ı́rni, ezt – a kevesebb index érdekében – nem tesszük, mivel a környezetből
egyértelmű, melyik normáról van szó.

7.22. Álĺıtás. Ha B∗ : H → K szuperjekt́ıv, akkor teljesül a (7.13) inf-sup-
feltétel.

Bizonýıtás. A ḱıvánt inf-sup-feltétel úgy is ı́rható, hogy létezik γ > 0, melyre

sup
u∈H\{0}

〈Bp, u〉
‖u‖

≥ γ ‖p‖ (∀p ∈ K). (7.14)

Legyen most p ∈ K tetszőleges adott vektor. A feltevés szerint létezik w ∈ H,
melyre B∗w = p, emellett a 4.13. következmény alapján megadható olyan p-
től független γ > 0, melyre

‖p‖ ≥ γ‖w‖.

Ebből

sup
u∈H\{0}

〈Bp, u〉
‖u‖

≥ 〈Bp,w〉
‖w‖

=
〈p,B∗w〉
‖w‖

=
‖p‖2

‖w‖
≥ γ ‖p‖. �

7.23. Tétel. (Nyeregpont-feladat megoldhatósági tétele.) Legyenek H,K va-
lós Hilbert-terek, A ∈ B(H) és B ∈ B(K,H), ahol A önadjungált és teljesül
(7.6). Ha fennáll a (7.13) inf-sup-feltétel, akkor bármely (f, g) ∈ H × K
esetén a (7.7) feladatnak létezik egyetlen (u, p) ∈ H ×K megoldása.

Bizonýıtás. Először megmutatjuk, hogy a (7.10)-ben definiált S : K → K
Schur-féle komplementer-operátor bijekció. Ehhez a 7.1. tétel szerint elég S
egyenletes pozitivitása. Felhasználjuk, hogy A egyenletes (́ıgy szigorú) pozi-
tivitása miatt A−1 is szigorúan pozit́ıv: valóban, 〈A−1y, y〉 = 〈x,Ax〉 > 0
(∀y ∈ H, y = Ax helyetteśıtéssel). Emiatt értelmes az ‖.‖A−1 energianorma,
és teljeśıti a 6.21. álĺıtást. Ezekből

〈Sp, p〉 = 〈B∗A−1Bp, p〉 = 〈A−1Bp,Bp〉 = ‖Bp‖2A−1 = sup
‖h‖A−1=1

〈Bp, h〉2A−1 =

= sup
‖h‖A−1=1

〈Bp,A−1h〉2 = sup
‖z‖A=1

〈Bp, z〉2 = sup
u∈H\{0}

〈Bp, u〉2

‖u‖2A
≥
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≥ sup
u∈H\{0}

〈Bp, u〉2

‖u‖2‖A‖2
≥ γ2

‖A‖2
‖p ‖2,

ahol előbb a h = Az (és megfelelő ‖h‖2A−1 = 〈A−1h, h〉 = 〈z,Az〉 = ‖z‖2A),
majd a z = u

‖u‖A helyetteśıtésseket használtuk, és az inf-sup-feltétel (7.14)

alakját tekintettük. Így tehát S egyenletesen pozit́ıv, azaz bijekció.
Ebből már könnyen kész vagyunk: adott f és g esetén a (7.9), azaz (7.11)
egyenletnek pontosan egy p ∈ K megoldása van, ebből (7.8) alapján u-t
is egyértelműen megkapjuk, és a kapott (u, p) pár az eredeti (7.7) feladat
megoldása. �

Vegyük észre, hogy B∗ : H → K szuperjekt́ıv volta szükséges a (7.7) rendszer
megoldhatóságához a 2. egyenlet miatt. Ebből, a 7.22. álĺıtásból és a 7.23.
tételből következik az alábbi jellemzés:

7.24. Tétel. Legyenek H,K valós Hilbert-terek, A ∈ B(H) és B ∈ B(K,H),
ahol A önadjungált és teljesül (7.6). Ekkor az alábbi három álĺıtás ekvivalens:

(1) Bármely (f, g) ∈ H×K esetén a (7.7) feladatnak létezik egyetlen (u, p) ∈
H ×K megoldása.

(2) B∗ : H → K szuperjekt́ıv.

(3) Teljesül a (7.13) inf-sup-feltétel.

Most kiterjesztjük a 7.23. tételt arra az esetre, ha A nem önadjungált. Ehhez
szükséges az alábbi

7.25. Lemma. Ha A ∈ B(H) koerćıv operátor, akkor A−1 is koerćıv.

Bizonýıtás. A 7.2. tétel szerint A bijekció, ı́gy A−1 valóban létezik, és x =
A−1y helyetteśıtéssel

〈A−1y, y〉 = 〈x,Ax〉 ≥ m‖x‖2 ≥ m

‖A‖2
‖Ax‖2 =

m

‖A‖2
‖y‖2 (y ∈ H). �

7.26. Tétel. Legyenek H,K valós Hilbert-terek, A ∈ B(H) és B ∈ B(K,H),
ahol A koerćıv. Ha fennáll a (7.13) inf-sup-feltétel, akkor bármely (f, g) ∈
H ×K esetén a (7.7) feladatnak létezik egyetlen (u, p) ∈ H ×K megoldása.

Bizonýıtás. Hasonló a 7.23. tétel bizonýıtásához. Most is elég megmutat-
nunk, hogy a (7.10)-ban definiált S : K → K Schur-féle komplementer-
operátor bijekció. Ehhez most a 7.2 tételt használjuk, amihez S koercivitása
kell. A 7.25. lemma és 6.21. álĺıtás alapján

〈Sp, p〉 = 〈B∗A−1Bp, p〉 = 〈A−1Bp,Bp〉 ≥ m

‖A‖2
‖Bp‖2 =

m

‖A‖2
sup
‖z‖=1

〈Bp, z〉2
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=
m

‖A‖2
sup

u∈H\{0}

〈Bp, u〉2

‖u‖2
≥ mγ2

‖A‖2
‖p ‖2 (p ∈ K). �

7.27. Megjegyzés. A 7.5. tétel miatt a (7.7) feladat megoldása folytonosan
függ a jobboldalaktól, hiszen megoldhatóságát az S Schur-operátor koercivi-
tására vezettük vissza. Utóbbi miatt tehát p, majd (7.8) révén u is folytonosan
függ a jobboldalaktól.

7.3.2. Bilineáris formákkal megadott nyeregpont-feladatok

Legyenek továbbra is H,K valós Hilbert-terek. Legyenek A : H ×H → R és
B : K ×H → R korlátos bilineáris formák, ahol A koerćıv:

A(u, u) ≥ m ‖u‖2 (∀u ∈ H), (7.15)

legyenek továbbá φ : H → R és ψ : K → R korlátos lineáris funkcionálok.
Tekintsük az alábbi feladatot: keresendő (u, p) ∈ H ×K, melyre

A(u, v) + B(p, v) = φv (∀v ∈ H),

B(q, u) = ψq (∀q ∈ K).
(7.16)

Ennek megoldhatósága közvetlenül visszavezethető az előző szakaszra. A fő
tulajdonság most is a megfelelő inf-sup-feltétel:

inf
p∈K\{0}

sup
u∈H\{0}

B(p, u)

‖p‖‖u‖
= γ > 0. (7.17)

7.28. Megjegyzés. A (7.17) inf-sup-feltétel úgy is ı́rható, hogy

inf
‖p‖=1

sup
‖u‖=1

B(p, u) = γ > 0,

ami analóg a 7.19. tételbeli (i) feltétellel egy másik, rokon szituációban.

7.29. Tétel. Legyenek H,K valós Hilbert-terek, A : H × H → R és B :
K ×H → R korlátos bilineáris formák, ahol A koerćıv. Ha fennáll a (7.17)
inf-sup-feltétel, akkor bármely φ : H → R és ψ : K → R korlátos lineá-
ris funkcionálok esetén a (7.16) feladatnak létezik egyetlen (u, p) ∈ H × K
megoldása.

Bizonýıtás. A 7.13. tétel és 7.15. megjegyzés alapján legyen A ∈ B(H) és
B ∈ B(K,H) rendre a A és B forma Riesz-reprezentánsa:

A(u, v) = 〈Au, v〉 (∀u, v ∈ H), B(p, v) = 〈Bp, v〉 (∀p ∈ K, v ∈ H).
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Legyen továbbá f ∈ H és g ∈ K rendre a φ és ψ funkcionál Riesz-reprezentánsa:

φv = 〈f, v〉 (∀v ∈ H), ψq = 〈g, q〉 (∀q ∈ K).

Ekkor a (7.16) feladat úgy ı́rható, hogy

〈Au+Bp, v〉 = 〈f, v〉 (∀v ∈ H),

〈Bq, u〉 = 〈g, q〉 (∀q ∈ K),

ami ekvivalens a (7.7) feladattal (a fenti második egyenlőséget 〈q,B∗u〉 =
〈q, g〉 alakban ı́rva). A tett feltevések épp azt garantálják, hogy A koerćıv

és B-re teljesül a (7.13) inf-sup-feltétel. Így alkalmazható a 7.26. tétel, tehát
feladatunknak létezik egyetlen (u, p) ∈ H ×K megoldása. �

7.30. Megjegyzés. A 7.27. megjegyzésben elmondottak miatt a (7.16) fel-
adat megoldása is folytonosan függ a jobboldalaktól, hiszen a fenti bizonýı-
tásban a (7.7) feladatra vezettük vissza.





8. fejezet

Nem korlátos operátorok

A gyakorlatban természetes módon előforduló differenciáloperátorok gyakran
lineárisak ugyan, de nem folytonosak, ha adott térből önmagába képező ope-
rátorként vizsgáljuk. (Erre az 1.4. szakaszban láttunk példát, és más esetek-
ben is hasonlóan igazolható.) A megoldhatósági tételek kiterjesztéséhez ı́gy
a nem korlátos operátorok körében is értelmezünk néhány fontos fogalmat,
és megvizsgáljuk néhány minőségileg más tulajdonságukat. Ezek seǵıtségé-
vel általánośıthatóak a korábbi megoldhatósági eredmények. Megjegyezzük,
hogy a nem korlátos operátoroknak itt csak alaptulajdonságaira van szük-
ségünk; igen kiterjedt, részben fizikai modellek által motivált elméletükről a
[54, 59, 60, 62] könyvekben bővebben olvashatunk.

A továbbiakban legyen H Hilbert-tér. Az eredmények (ahol külön nem szó-
lunk róla) valós és komplex esetben is érvényesek.

8.1. Nem korlátos operátorok alaptulajdonsá-
gai

A nem korlátos operátorok általában nem az egész téren vannak értelmezve,
csak annak egy alterén. A korlátos esetben erről természetes módon meg
lehetett adni az egész térre való kiterjesztést (lásd 6.1. megjegyzés), ilyen
azonban most nincs. Sőt, az értelmezési tartomány fontos szerepet játszik az
operátor tulajdonságaiban.

8.1. Defińıció. Ha D(A) ⊂ D(B) és B kiterjesztése A-nak, akkor azt ı́rjuk,
hogy A ⊂ B.

Az értelmezési tartományok fontos esete az alábbi:

127
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8.2. Defińıció. Egy A : H ⊃→ H lineáris operátor sűrűn definiált, ha D(A)
sűrű H-ban.

8.1.1. Szimmetrikus és önadjungált operátorok

8.3. Defińıció. Egy A : H ⊃→ H lineáris operátor szimmetrikus, ha 〈Ax, y〉
= 〈x,Ay〉 teljesül minden x, y ∈ D(A) esetén.

Szimmetrikus operátorok számos esetben előfordulnak. Ilyenek például az
elliptikus differenciáloperátorok, melyek egy osztályát a 8.1.2 szakaszban is-
mertetjük, ill. a kvantummechanikában a megfigyelhető mennyiségeket rep-
rezentáló operátorok (sőt, utóbbiak önadjungáltak). A következő tétel szerint
egy nem korlátos szimmetrikus operátor nem lehet az egész téren értelmezett
operátor. Ez is jelzi, hogy nem korlátos operátorok esetén természetes (az
operátorokhoz hozzátartozó) tulajdonság az, hogy csak altéren értelmezzük.

8.4. Tétel (Hellinger–Toeplitz). Legyen A : H → H lineáris operátor,
D(A) = H és 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 minden x, y ∈ H esetén. Ekkor A ∈ B(H).

Bizonýıtás. Belátjuk, hogy a Γ(A) gráf zárt. Legyen (xn) ⊂ H, xn → x és
Axn → y. A skalárszorzás folytonossága miatt minden z ∈ H esetén

〈z, y〉 = lim
n→∞

〈z,Axn〉 = lim
n→∞

〈Az, xn〉 = 〈Az, x〉 = 〈z,Ax〉 ,

azaz 〈z, y −Ax〉 = 0 minden z ∈ H esetén, amiből következik, hogy y = Ax.
Tehát a zártgráf-tétel szerint A folytonos. �

Szimmetrikus operátorra is igaz, amit csak önadjungáltra mondtunk ki, ne-
vezetesen, a korábbi bizonýıtás szó szerinti megismétlésével kapjuk:

8.5. Álĺıtás. Ha H komplex Hilbert-tér, akkor

A : H ⊃→ H szimmetrikus ⇐⇒ 〈Ax, x〉 ∈ R ∀x ∈ D(A) esetén.

A folytonos esethez teljesen analóg módon definiálhatók a pozit́ıv operátorok:

8.6. Defińıció. Egy A : H ⊃→ H szimmetrikus operátor

• pozit́ıv, ha 〈Ax, x〉 ≥ 0 ∀x ∈ D(A),

• szigorúan pozit́ıv, ha 〈Ax, x〉 > 0 ∀x ∈ D(A), x 6= 0,

• egyenletesen pozit́ıv, ha létezik m > 0, hogy 〈Ax, x〉 ≥ m ‖x‖2 ∀x ∈
D(A).
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Komplex térben nem kell előre feltenni, hogy A szimmetrikus, mivel a 8.5.
álĺıtás miatt ez automatikusan fennáll, valós térben viszont a szimmetriát be-
leértjük a (szigorú/egyenletes) pozitivitás fogalmába. Ugyanúgy járunk tehát
el, mint a korlátos esetben a 7. fejezet elején.

8.7. Álĺıtás. Egy injekt́ıv szimmetrikus operátor inverze is szimmetrikus.

Bizonýıtás. Ha u, v ∈ R(A), akkor létezik x, y ∈ D(A), hogy Ax = u és
Ay = v. Ekkor 〈

A−1u, v
〉

= 〈x,Ay〉 = 〈Ax, y〉 =
〈
u,A−1v

〉
. �

Következő célunk az adjungált fogalmának értelmezése nem korlátos esetre.
Azaz, adott A operátorhoz olyan A∗ operátort keresünk, melyre

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 (∀x ∈ D(A), y ∈ D(A∗)) (8.1)

és A∗ értelmezési tartománya a lehető legbővebb. Ezt az alábbi defińıció
teljeśıti:

8.8. Defińıció. Legyen A : H ⊃→ H sűrűn definiált operátor. Ekkor A
adjungáltja az az operátor, melyre

(i) D(A∗) := {y ∈ H : ∃ y∗ ∈ H, hogy 〈Ax, y〉 = 〈x, y∗〉 ∀ x ∈ D(A)}, és

(ii) A∗y := y∗ (∀y ∈ D(A∗)).

Az adjungált operátor jóldefiniált, ugyanis ha y ∈ D(A∗)-hoz tartozna egy
y∗1 és egy y∗2 is, akkor minden x ∈ D(A) esetén 〈x, y∗1〉 = 〈x, y∗2〉 teljesülne,
ami D(A) sűrűsége miatt azt jelenti, hogy y∗1 = y∗2 .

8.9. Megjegyzés. D(A∗) a legbővebb olyan halmaz, amelyen az adjungált
(8.1) defińıciós egyenlősége teljesül. Ez valójában megegyezik azon y ∈ H
vektorok halmazával, melyekre az x 7→ 〈Ax, y〉 lineáris funkcionál korlátos,
azaz melyekre létezik olyan my ≥ 0, hogy | 〈Ax, y〉 | ≤ my‖x‖ (∀x ∈ H). Az
utóbbi elvben ellenőrizhető feltétel (szemben a nemkonstrukt́ıv defińıcióval).

8.10. Defińıció. Az A : H ⊃→ H operátor önadjungált, ha A = A∗.

8.11. Álĺıtás. Egy A : H ⊃→ H sűrűn definiált operátor pontosan akkor
szimmetrikus, ha A ⊂ A∗.

Bizonýıtás. A szimmetria azt jelenti, hogy 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 teljesül minden
x, y ∈ D(A) esetén. Ez viszont azt jelenti, hogy y ∈ D(A∗), mert Ay jó lesz
y∗-nak. Más szóval D(A) ⊂ D(A∗) és A∗y = y∗ = Ay, azaz A ⊂ A∗. �
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8.12. Álĺıtás. Legyen A : H ⊃→ H sűrűn definiált, szimmetrikus és szuper-
jekt́ıv. Ekkor A önadjungált.

Bizonýıtás. Elég, ha belátjuk, hogy A∗ ⊂ A, ennek ford́ıtott irányát ugyanis
már tudjuk. Legyen y ∈ D(A∗), kell, hogy y ∈ D(A) szintén teljesül. Mivel
A szuperjekt́ıv, létezik x ∈ D(A), hogy Ax = A∗y. Ekkor minden z ∈ D(A)
esetén 〈Ax, z〉 = 〈A∗y, z〉 is teljesül, ı́gy a szimmetria miatt

〈x,Az〉 = 〈Ax, z〉 = 〈A∗y, z〉 = 〈y,Az〉 ⇐⇒ 〈x− y,Az〉 = 0

teljesül minden z ∈ D(A) esetén. Itt Az befutja H-t, ı́gy y = x ∈ D(A). �

A fenti bizonýıtásból mellesleg az is kijött, hogy A injekt́ıv. Legyenek x1, x2 ∈
D(A) ⊂ D(A∗), ekkor A∗x1 = Ax1, ill. ha Ax1 = Ax2, azaz A∗x1 = Ax2,
akkor a bizonýıtottak szerint x1 = x2.

8.13. Álĺıtás. Legyen A : H ⊃→ H sűrűn definiált lineáris operátor. Ekkor
ker(A∗) = R(A)⊥.

Bizonýıtás. y ∈ R(A)⊥ ⇐⇒ 〈Ax, y〉 = 0 minden x ∈ D(A) esetén. Ez
y∗ := 0 választásssal pontosan azt jelenti, hogy 〈Ax, y〉 = 〈x, y∗〉 minden
x ∈ D(A) esetén ⇐⇒ y ∈ D(A∗) és A∗y = y∗ = 0 ⇐⇒ y ∈ ker(A∗). �

8.14. Következmény. Ha egy A : H ⊃→ H sűrűn definiált lineáris operá-
tor szimmetrikus, akkor ker(A) ⊂ R(A)⊥.

Bizonýıtás. Az 8.11. álĺıtás szerint A ⊂ A∗. Ezt az előző álĺıtással kombi-
nálva kapjuk, hogy ker(A) ⊂ ker(A∗) = R(A)⊥. �

Ebből következik, hogy ha egy szimmetrikus operátor nem injekt́ıv, akkor
szuperjekt́ıv sem lehet, sőt a képtér sűrű sem lehet H-ban.

8.15. Álĺıtás. Ha egy A : H ⊃→ H operátor egyenletesen pozit́ıv m > 0
konstanssal, valamint A szuperjekt́ıv, akkor ‖A−1‖ ≤ 1

m .

Bizonýıtás. Mivel A injekt́ıv, a feltétel miatt bijekció, azaz létezik A−1 :
H → H. Így megismételhető a 7.9. álĺıtás bizonýıtása. �

Példa szimmetrikus operátorra. Legyen H = L2(R) és Au = iu′, ahol
D(A) := C1

0 (R) a kompakt tartójú u ∈ C1(R) függvényekből áll, azaz melyek
egy kompakt halmazon ḱıvül azonosan nullák. Ekkor

〈Au, v〉 =

∫ +∞

−∞
iu′v = i

[
uv
]+∞
−∞
− i
∫ +∞

−∞
uv′ =

∫ +∞

−∞
u(iv′) = 〈u,Av〉
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(∀u, v ∈ C1
0 (R)),

azaz A szimmetrikus.
Ez az A nevezetes operátor. Legyen ugyanis M : L2(R) → L2(R), Mu :=
id · u, azaz (Mu)(x) = xu(x) (x ∈ R). Ekkor

AMu−MAu = i(id · u)′ − id · iu′ = iu

(∀u ∈ D(A)),

azaz A és M teljeśıti a kvantummechanikában alapvető

AM −MA = iI

Heisenberg-féle felcserélési relációt. (Sőt, igazolható, hogy lényegében, azaz
unitér transzformáció erejéig csak ezek az operátorok teljeśıthetik, lásd [42,
Chap. 35].)

8.1.2. Elliptikus operátorok

Legyen Ω ⊂ Rn korlátos tartomány, p ∈ C1(Ω), p(x) ≥ m > 0, Lu :=
−div(p∇u), u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω). Peremértékfeladat alatt egy{

Lu ≡ −div (p∇u) = f,
+ peremfeltétel

(8.2)

t́ıpusú egyenletet értünk, ahol a peremfeltétel az alábbi három lehetőség va-
lamelyike:

1. u|∂Ω = 0 (Dirichlet-peremfeltétel),

2. ∂νu|∂Ω = 0 (Neumann-peremfeltétel),

3. g ∂νu+ hu|∂Ω = 0, ahol g, h ≥ 0, g2 + h2 6= 0 (Robin-peremfeltétel).

(Az L operátor most egyszerűség kedvéért nem tartalmaz alacsonyabbrendű
tagot.)

A számı́tások alapja legtöbbször a nevezetes

8.16. Tétel (Green-formula). [67] Legyen Ω ⊂ Rn korlátos tartomány,
melyre ∂Ω ∈ PC1, és p ∈ C1(Ω). Legyen L a következő differenciáloperátor:
Lu = − div(p∇u). Ekkor minden u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), v ∈ C1(Ω) függvényre
érvényes: ∫

Ω

(Lu) v =

∫
Ω

p ∇u · ∇v −
∫
∂Ω

p ∂νu v dσ. (8.3)
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8.17. Álĺıtás. Legyen H = L2(Ω), és legyen az Lu := − div(p∇u) operátor
értelmezési tartománya

1. D(L) = {u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) : u|∂Ω = 0}, vagy

2. D(L) = {u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) : ∂νu|∂Ω = 0}.

Mindkét esetben L szimmetrikus és pozit́ıv operátor, sőt az 1. esetben szigo-
rúan pozit́ıv is.

Bizonýıtás. A Green-formula alapján bármely u ∈ D(L) esetén

〈Lu, u〉L2(Ω) =

∫
Ω

(Lu)u =

∫
Ω

p |∇u|2 −
∫
∂Ω

p ∂νuu︸ ︷︷ ︸
0

≥ 0.

Ha 〈Lu, u〉L2(Ω) = 0, akkor ∇u = 0, azaz u ≡ c. Az első peremfeltétel esetén
ebből az is következik, hogy u ≡ 0. �

Most példákat adunk szimmetrikus/önadjungált operátorokra, ill. adjungált-
ra.

1. példa: közönséges differenciáloperátorok. Legyen mindvégig I = [a, b],
H = L2(I).

(i) Legyen Lu := −u′′. Ha D(L) := H2(I) ∩ H1
0 (I) = {u ∈ H2(I) :

u(a) = u(b) = 0}, akkor L önadjungált operátor L2(I)-ben.

Itt D(L) sűrű részhalmaza H-nak. A 8.12. álĺıtás szerint elég megmu-
tatnunk, hogy L szimmetrikus és szuperjekt́ıv. A defińıció alapján az
értelmezési tartomány elemei olyan u ∈ C1(I) függvények, melyekre
u′ m. m. differenciálható, u′′ ∈ L2(I) és u(a) = u(b) = 0. Parciális
integrálással kapjuk, hogy

〈Lu, u〉L2(I) = −
∫ b

a

u′′u = [−u′ · u]
b
a︸ ︷︷ ︸

0

+

∫ b

a

|u′|2 ≥ 0.

(A 8.17. álĺıtás az n = 1, p ≡ 1 speciális esetben ugyanezt adja, de

csak C2-beli u esetén.) Így L pozit́ıv (és ezért szimmetrikus) operátor.
Legyen most f ∈ L2(I) tetszőleges. Kell, hogy létezik u ∈ D(L), melyre

Lu = f , azaz megoldandó a −u′′ = f egyenlet. Legyen F (t) :=
∫ t
a
f ,

ekkor F ∈ H1(I). Kétszer integrálva

u(x) = −
∫ x

a

F + cx+ d,
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ahol u ∈ H2(I). A c és d konstansok az u(a) = u(b) = 0 peremfelté-
telekből egyértelműen meghatározhatók. Tehát L szuperjekt́ıv, amiből
következően önadjungált is.

(ii) Legyen Lu := − (pu′)
′
, ahol p ∈ C1(I,R), p(x) ≥ m > 0. Ha D(L) :=

H2(I) ∩H1
0 (I), akkor L önadjungált operátor L2(I)-ben.

Ez az előző példa általánośıtása, hasonlóan adódik.

(iii) Legyen Lu := − (pu′)
′
, ahol p ∈ C1(I,C). Legyen D(L) := H2(I) ∩

H1
0 (I). Ekkor L∗v = − (pv′)

′
(v ∈ H2(I) ∩H1

0 (I)).

Ugyanis, ha u ∈ H2(I) ∩H1
0 (I), akkor

〈Lu, v〉L2(I) =

∫ b

a

(
− (pu′)

′
)
v =

∫ b

a

u
(
−(pv′)

′)
(8.4)

(∀v ∈ H2(I) ∩H1
0 (I)).

(iv) Legyen Lu := − (pu′)
′
, és újból p ∈ C1(I,R), p(x) ≥ m > 0, de most

D(L) = {u ∈ C2(I) : u(a) = u(b) = 0}. Ekkor minden u ∈ D(L)-re
és minden v ∈ H2(I) ∩ H1

0 (I)-re teljesül (8.4) (ahol p fölött nem kell
konjugált), ı́gy L∗v = − (pv′)

′
(∀v ∈ H2(I) ∩ H1

0 (I)). Ez azt jelenti,
hogy L ( L∗, azaz L szimmetrikus, de nem önadjungált.

Teljesen hasonlók igazolhatóak magasabb dimenzióban:

2. példa: parciális differenciáloperátorok. Legyen mindvégig Ω ⊂ Rn kor-
látos tartomány, amely egy konvex tartomány C2-diffeomorf képe, és H =
L2(Ω). Legyen Lu := −div(p∇u).

(i) Ha p ∈ C1(Ω,R), p(x) ≥ m > 0 és D(L) = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), akkor L

szimmetrikus és szuperjekt́ıv, ı́gy önadjungált is.

(ii) Ha p ∈ C1(Ω,C) és D(L) = H2(Ω)∩H1
0 (Ω), akkor L∗v = − div(p ·∇v).

(iii) Ha pedig p ∈ C1(Ω,R), p(x) ≥ m > 0, D(L) = {u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) :
u|∂Ω = 0}, akkor L szimmetrikus, de nem önadjungált.

8.1.3. Sajátértékek, kompakt inverzű operátorok

8.18. Defińıció. Legyen A : H ⊃→ H lineáris operátor. A λ ∈ C szám
sajátértéke A-nak, ha létezik 0 6= u ∈ D(A), hogy Au = λu.

A korlátos önadjungált esetre vonatkozó tétel bizonýıtásának megismétlésével
kapjuk:
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8.19. Álĺıtás. Ha A : H ⊃→ H szimmetrikus lineáris operátor, akkor a
sajátértékei valósak és a különböző sajátértékekhez tartozó sajátvektorok or-
togonálisak.

8.20. Álĺıtás. Legyen A : H ⊃→ H lineáris operátor, amely injekt́ıv. Ekkor
λ ∈ Eig(A) ⇐⇒ 1/λ ∈ Eig(A−1), és ugyanazon sajátvektorok tartoznak
hozzájuk.

Bizonýıtás. Az injektivitás miatt λ 6= 0. Ekkor

Au = λu ⇐⇒ 1

λ
u = A−1u. �

A következő tétel a kompakt önadjungált operátorok főtételéből és a fenti
álĺıtásból következik.

8.21. Tétel. Legyen H szeparábilis és A : H ⊃→ H lineáris operátor, amely
injekt́ıv, szimmetrikus és R(A) = H. Ezenḱıvül legyen A−1 : H → H kom-
pakt. Ekkor A-nak megszámlálhatóan sok sajátértéke van, melyek valósak,
+∞-hez tartanak és a normált sajátvektorokból teljes ortonormált rendszer
(TONR) alkotható.

Példák. (a) Ha I = [0, b], H = L2(I), Lu = −u′′, D(L) = {u ∈ C2(I) :
u(0) = u(b) = 0}, akkor L inverze a Green-függvényt tartalmazó folytonos

magú integráloperátor, amely a 6.75. álĺıtás szerint kompakt. Így L-re igaz a
8.21. tétel. Valójában itt L sajátértékei és (normált) sajátvektorai expliciten
is ismertek:

λk =
(kπ
b

)2

, uk(x) =

√
2

b
· sin

(kπ
b
x
)

(k ∈ N+). (8.5)

(b) Legyen Ω ⊂ Rn korlátos tartomány, amely egy konvex tartomány C2-
diffeomorf képe, és H = L2(Ω). Legyen Lu := −div(p∇u), D(L) = H2(Ω)∩
H1

0 (Ω). Az előző szakaszban láttuk, hogy L szimmetrikus, injekt́ıv (hiszen
szigorúan pozit́ıv), R(L) = L2(Ω) = H. Ezenḱıvül az is teljesül, hogy L−1

kompakt. (Ez következik [67, 9.3.]-ból, mert az ottani G operátor esetünkben

éppen L−1.) Így L-re igaz a 8.21. tétel.
Ha speciálisan L = −∆ és Ω = [0, a]× [0, b], akkor L sajátértékei és (normált)
sajátvektorai ismertek:

λkl = π2
(k2

a2
+
l2

b2

)
, ukl(x, y) =

2√
ab

sin
(kπ
a
x
)

cos
( lπ
b
y
)

(k, l ∈ N+).
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Alkalmazások.

(a) Hilbert–Schmidt sorfejtés. A sajátvektorok TONR volta seǵıtségével
az Au = f egyenlet megoldása feĺırható a sajátvektorok szerinti sorfejtéssel.
Éspedig, ha (ek) a normált sajátvektorok rendszere, akkor

f =

∞∑
k=1

ckek, u =

∞∑
k=1

ξkek.

Ekkor az u ismeretlen függvény ξk együtthatókra a

ck = 〈f, ek〉 = 〈Au, ek〉 = 〈u,Aek〉 = λk 〈u, ek〉 = λkξk

egyenletből adódik, hogy

ξk =
ck
λk
.

(b) Az első sajátérték variációs tulajdonsága.

8.22. Álĺıtás. Legyen H szeparábilis és A : H ⊃→ H szigorúan pozit́ıv ope-
rátor, melyre R(A) = H és A−1 kompakt. Ekkor

〈Au, u〉 ≥ λ1 ‖u‖2 (u ∈ D(A))

(ahol λ1 = λ1(A) a legkisebb sajátérték), azaz A egyenletesen pozit́ıv is.

Bizonýıtás. A feltétel szerint A normált {en}n∈N sajátvektorai TONR-t
alkotnak. Az előző bizonýıtásban láttuk, hogy 〈Au, ek〉 = λkξk, ebből

〈Au, u〉 =

〈
Au,

∞∑
k=1

ξkek

〉
=

∞∑
k=1

ξk 〈Au, ek〉 =

∞∑
k=1

λk |ξk|2 ≥

≥ λ1

∞∑
k=1

|ξk|2 = λ1 ‖u‖2 . �

A tételből következik, hogy minden u ∈ D(A) \ {0} esetén

λ1 ≤
〈Au, u〉
‖u‖2

≡ %(u),

sőt, mivel u = e1 esetén egyenlőség van, ezért

λ1 = min
u∈D(A)\{0}

〈Au, u〉
‖u‖2

. (8.6)
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A %(u) kifejezést az u-hoz tartozó Rayleigh-hányadosnak nevezzük.

(c) Operátorfüggvények

Kompakt inverzű operátor esetén adaptálható az operátorfüggvények 6.100.
defińıciója:

8.23. Defińıció. Legyen H szeparábilis és A : H ⊃→ H szigorúan pozit́ıv
operátor, melyre R(A) = H és A−1 kompakt. Jelölje (λn) és (en) a sajátér-
tékek és megfelelő sajátvektorok sorozatát. Ekkor f : R → R adott függvény
esetén legyen f(A) : H ⊃→ H az az operátor, melyre

D(f(A)) :=
{
x =

∞∑
n=1

cnen ∈ H :

∞∑
n=1

|f(λn)cn|2 <∞
}
,

f(A)x :=

∞∑
n=1

f(λn)cnen.

Legyen például α > 0 szám és f(x) := e−αx. Ekkor bármely x =
∞∑
n=1

cnen ∈ H

esetén
∞∑
n=1

|f(λn)cn|2 =

∞∑
n=1

|e−αλncn|2 ≤
∞∑
n=1

|cn|2 = ‖x‖2 <∞,

mivel λn > 0 miatt e−αλn < 1. Így

D(e−αA) = H, e−αAx :=

∞∑
n=1

e−αλncnen. (8.7)

(Az f(A) tehát lehet bővebben értelmezve, mint A.)

A korlátos esethez hasonlóan a függvényműveletek megőrződnek a megfelelő
operátorokra (most a megfelelő értelmezési tartomány erejéig). Például, ha
α, β > 0 számok, akkor (8.7) alapján

e−(α+β)A = e−αAe−βA.

8.2. Energiatér és gyenge megoldás szimmetri-
kus operátor esetén

8.24. Defińıció. Legyen A : H ⊃→ H szigorúan pozit́ıv operátor. Az 〈u, v〉A
:= 〈Au, v〉 formát az A-hoz tartozó energia-skalárszorzatnak nevezzük, az A-
hoz tartozó energiatér pedig HA := [D(A), 〈·, ·〉A], azaz D(A) teljessé tétele
az energia-skalárszorzattal.
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Ha speciálisan A egyenletesen pozit́ıv, azaz A szimmetrikus és A ≥ p I vala-
milyen p > 0 számra, akkor

‖u‖2A = 〈u, u〉A = 〈Au, u〉 ≥ p ‖u‖2 ∀ u ∈ D(A).

8.25. Álĺıtás. Ha A egyenletesen pozit́ıv, akkor HA ⊂ H, azaz HA azonośı-
tás erejéig beágyazható H-ba.

Bizonýıtás. Legyen u ∈ HA, ekkor HA defińıciója szerint létezik (un) ⊂
D(A) sorozat, melyre ‖u− un‖A → 0. Ekkor (un) Cauchy-sorozat ‖·‖A-ban.
Az egyenletes pozitivitás miatt

‖un − um‖ ≤
1
√
p
‖un − um‖A ,

azaz (un) Cauchy-sorozat ‖·‖-ban is, azaz létezik ũ ∈ H, hogy un → ũ ‖·‖-
ban. Megmutatjuk, hogy a ψ : u 7→ ũ hozzárendelés injekt́ıv. Mivel ψ lineáris,
ı́gy elég belátni, hogy ha ũ = 0, akkor u = 0. Tekintsük ũ = 0 esetén a fenti
(un) sorozatot. Ekkor, felhasználva, hogy un → ũ ‖·‖-ban és un → u ‖·‖A-
ban,

0 = 〈ũ, Av〉 = lim〈un, Av〉 = lim〈un, v〉A = 〈u, v〉A (∀v ∈ D(A)),

azaz u merőleges a HA-ban sűrű D(A) halmazra, ı́gy u = 0. Így tehát ψ
injekt́ıv, azaz bijekciót léteśıt HA és H egy részhalmaza között. �

8.26. Következmény. Ha A ≥ p I, akkor az

‖u‖2A ≥ p ‖u‖
2

(8.8)

becslés minden u ∈ HA esetén is fennáll.

Bizonýıtás. Vegyünk egy un → u D(A)-beli sorozatot, ahol a konvergencia
‖·‖A szerint értendő. Az előzőek szerint ‖·‖ szerint is igaz a konvergencia.

Az ‖un‖2A ≥ p ‖un‖2 egyenlőtlenségből határátmenettel következik a ḱıvánt

‖u‖2A ≥ p ‖u‖
2

egyenlőtlenség. (Ezt a gondolatmenetet sűrűségi érvnek szok-
tuk h́ıvni, és a későbbiekben is többször használjuk.) �

8.27. Álĺıtás. Ha A egyenletesen pozit́ıv, R(A) = H és A−1 kompakt, akkor
a (8.8) becslésben az éles p határ az A operátor λ1 legkisebb sajátértéke. Azaz,

‖u‖2A ≥ λ1 ‖u‖2 (∀u ∈ HA) (8.9)

és ez a konstans nem jav́ıtható.
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Bizonýıtás. A 8.22. álĺıtás és (8.6) szerint a fenti igaz u ∈ D(A) esetén, és
ı́gy (a 8.26. következménybeli sűrűségi érvet megismételve) u ∈ HA esetén is.
�

Példa. Legyen Ω ⊂ Rn korlátos tartomány, H = L2(Ω), A = −∆, ahol
D(A) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω). Ekkor

〈u, v〉A = −
∫

Ω

(∆u) v =

∫
Ω

∇u · ∇v = 〈u, v〉H1
0 (Ω) ,

vagyis a Laplace-operátor energiatere H1
0 (Ω).

Emellett a 8.27. álĺıtás alapján kapjuk az ún. Poincaré–Friedrichs-egyenlőt-
lenséget:

‖∇u‖2L2(Ω) ≥ λ1 ‖u‖2L2(Ω) (∀u ∈ H1
0 (Ω)), (8.10)

ahol λ1 a −∆ operátor legkisebb sajátértéke Ω-n Dirichlet-peremfeltétel mel-
lett. Itt emĺıtést érdemel λ1 egyszerű becslése:

λ1 ≥
nπ2

diam(Ω)2
, (8.11)

ahol n a tér dimenziója és diam(Ω) a tartomány átmérője, lásd [67].

Ha ugyanitt az operátor a 8.1.2. szakasz elején bevezetett Au := −div (p∇u),
akkor az energiatér szintén H1

0 (Ω), most a súlyozott

〈u, v〉A =

∫
Ω

p ∇u · ∇v

skalárszorzattal.

Ha A egyenletesen pozit́ıv, akkor értelmezhető operátoregyenlet gyenge meg-
oldásának fogalma az elliptikus feladatoknál megszokottak analógiájára:

8.28. Defińıció. Legyen f ∈ H adott vektor. Az u ∈ HA vektor az Au = f
feladat gyenge megoldása, ha

〈u, v〉A = 〈f, v〉 (∀ v ∈ HA). (8.12)

Világos, hogy u ∈ D(A) esetén a gyenge megoldás teljeśıti az Au = f egyen-
lőséget, ı́gy ennek általánośıtásáról van szó az f /∈ R(A) esetre.

8.29. Tétel. Ha A egyenletesen pozit́ıv, akkor minden f ∈ H esetén az Au =
f egyenletnek egyértelműen létezik u ∈ HA gyenge megoldása.
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Bizonýıtás. Legyen φ : HA → C, φv := 〈v, f〉 lineáris funkcionál. Ekkor a

|φv| = |〈v, f〉| ≤ 1
√
p
‖f‖ ‖v‖A (∀ v ∈ HA)

becslés miatt φ korlátos is HA-ban. Riesz reprezentációs tétele szerint egyér-
telműen létezik u ∈ HA, hogy φv = 〈v, f〉 = 〈v, u〉A, ezt konjugálva megkap-
juk (8.12)-t. �

8.30. Megjegyzés. Az Au = f egyenlet gyenge megoldására az

‖u‖A ≤
1
√
p
‖f‖

folytonos függés teljesül, hiszen (8.12)-ben v = u helyetteśıtéssel, majd a (8.8)
becslés alapján

‖u‖2A = 〈u, u〉A = 〈f, u〉 ≤ ‖f‖‖u‖ ≤ 1
√
p
‖f‖‖u‖A.

Fontos példaként szolgál ismét a Laplace-operátor. Erre a fenti tétel a H1
0 (Ω)

térben szokásos értelemben vett gyenge megoldást adja, mellyel a 10.2.2 sza-
kaszban foglalkozunk.

A gyenge megoldás egy szép elméleti alkalmazásaként kapjuk az ún. Friedrichs-
féle kiterjesztést. Itt az alapprobléma az, hogy egy szimmetrikus operátornak
van-e önadjungált kiterjesztése. Ez általában nem igaz, de egyenletesen pozi-
t́ıv esetre igen, és egyszerűen következik a fentiekből:

8.31. Álĺıtás. Ha az A szimmetrikus operátor egyenletesen pozit́ıv, akkor
van Ã önadjungált kiterjesztése. Erre R(Ã) = H.

Bizonýıtás. A 8.12. lemma alapján elég igazolnunk, hogy A-nak van szuper-
jekt́ıv, szintén szimmetrikus kiterjesztése. Legyen Ã : H ⊃→ H a következő:
D(Ã) := {u ∈ HA ⊂ H : ∃f ∈ H, hogy u az Au = f egyenlet gyenge
megoldása, Ãu := f . Ekkor a 8.29. tétel szerint Ã szuperjekt́ıv. Másrészt a
gyenge megoldás fogalma alapján 〈Ãu, v〉 = 〈f, v〉 = 〈u, v〉A (∀u, v ∈ D(Ã)),

ı́gy 〈Ãu, v〉 = 〈u, v〉A = 〈v, u〉A = 〈Ãv, u〉 = 〈u, Ãv〉, azaz Ã is szimmetrikus.
�
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8.3. Gyenge megoldás nem szimmetrikus ope-
rátor vagy nyeregpont-feladat esetén

A szimmetrikus operátor energiatere seǵıtségével két további feladatra értel-
mezzük a gyenge megoldást, valamint bizonýıtjuk létezését és egyértelműsé-
gét.

8.3.1. Nem szimmetrikus operátor esete

Legyen ismét H valós Hilbert-tér, és tekintsük az

Lu = g (8.13)

operátoregyenletet, ahol L : H ⊃→ H nem szimmetrikus, nem korlátos ope-
rátor. Szeretnénk ismét értelmezni a gyenge megoldás fogalmát a g /∈ R(L)
esetre, de most L nem generál energia-skalárszorzatot, mivel nem szimmet-
rikus. Így a feladatot egy alkalmas másik S operátor energiaterére vezetjük
vissza, ahol S már szimmetrikus. Ez a feléṕıtés és alkalmazásai [6]-ból szár-
maznak.

8.32. Defińıció. Legyen S : H ⊃→ H egyenletesen pozit́ıv operátor. Azt
mondjuk, hogy az L : H ⊃→ H lineáris operátor S-korlátos és S-koerćıv, ha

(i) D(L) ⊂ HS és D(L) sűrű HS-ben (az energianormában);

(ii) létezik M > 0 állandó, hogy

|〈Lu, v〉| ≤M‖u‖S‖v‖S (∀u, v ∈ D(L));

(iii) létezik m > 0 állandó, hogy

〈Lu, u〉 ≥ m‖u‖2S (∀u ∈ D(L)).

8.33. Defińıció. Legyen L : H ⊃→ H S-korlátos és S-koerćıv. Ekkor LS ∈
B(HS) az a korlátos lineáris operátor a HS téren, melyre

〈LSu, v〉S = 〈Lu, v〉 (∀u, v ∈ D(L)).

8.34. Álĺıtás. Az LS operátor jóldefiniált.

Bizonýıtás. Az u, v 7→ 〈Lu, v〉 bilineáris forma folytonos a HS-normára néz-
ve a 8.32. defińıció (ii) pontja szerint, ı́gy egyértelműen kiterjeszthető HS-re
a folytonosság (és az M korlát) megtartásával. A kiterjesztett formának a
7.13. tétel által megadott Riesz-reprezentánsa épp az LS operátor lesz. �
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8.35. Megjegyzés. (a) Mivel D(L) sűrű HS-ben, a 8.32. defińıció (ii) és
(iii) pontja öröklődik az LS operátorra:

|〈LSu, v〉S | ≤M‖u‖S‖v‖S , 〈LSu, u〉S ≥ m‖u‖2S (u, v ∈ HS).
(8.14)

Utóbbi szerint tehát LS koerćıv a HS téren.

(b) Ha R(L) ⊂ R(S), akkor az LS operátor D(L)-re vett leszűḱıtése fel-
bontható az alábbi módon:

LS
∣∣
D(L)

= S−1L. (8.15)

Ekkor ugyanis a D(L) sűrű altérre nézve

〈LSu, v〉S = 〈Lu, v〉 = 〈SS−1Lu, v〉 = 〈S−1Lu, v〉S (∀u, v ∈ D(L)).

(Megjegyezzük, hogy itt az R(L) ⊂ R(S) feltétel nem nagy megszoŕıtás,
mert a 8.31. álĺıtás szerint vehetjük S helyett a Friedrichs-kiterjesztését,
amelyre R(S̃) = H.)

8.36. Defińıció. Legyen L : H ⊃→ H S-korlátos és S-koerćıv. Az u ∈ HS

vektor a (8.13) egyenlet gyenge megoldása, ha

〈LSu, v〉S = 〈g, v〉 (∀v ∈ HS). (8.16)

8.37. Tétel. Bármely g ∈ H esetén az (8.13) egyenletnek egyértelműen lé-
tezik gyenge megoldása.

Bizonýıtás. Legyen

B(u, v) := 〈LSu, v〉S és φv := 〈g, v〉 (∀u, v ∈ HS).

Ekkor (8.14) alapján B : HS ×HS → R korlátos és koerćıv bilineáris forma,
ill. a 8.29. tétel bizonýıtásával megegyező módon φ : HS → R korlátos lineáris
funkcionál. Így alkalmazhatjuk a 7.16. tételt (Lax–Milgram-lemma). �

8.38. Megjegyzés. Világos, hogy u ∈ D(L) esetén a gyenge megoldás tel-
jeśıti az Lu = g egyenlőséget, ı́gy ennek általánośıtásáról van szó a g /∈ R(L)
esetre.

8.39. Megjegyzés. E szakaszban foglaltak komplex térben is érvényesek,
ekkor az S-koercivitásnál a 8.32. defińıció (iii) pontját értelemszerűen a

Re 〈Lu, u〉 ≥ m‖u‖2S (∀u ∈ D(L))

feltétellel helyetteśıtjük.
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8.3.2. Nyeregpont-feladat esete

Tekintsük a (7.7) rendszer megfelelőjét nem korlátos operátorokkal:{
Su + Np = f

N∗u = g,
(8.17)

ahol H,K valós Hilbert-terek, S : H ⊃→ H és N : K ⊃→ H sűrűn definiált
operátorok, valamint S szimmetrikus és egyenletesen pozit́ıv. Tegyük fel még,
hogy D(N∗) ⊃ HS , ahol HS az S energiatere. A (8.17) feladathoz tartozó
inf-sup-feltételt az S-normára nézve ı́rjuk elő:

inf
p∈D(N)\{0}

sup
u∈HS\{0}

〈Np, u〉
‖p‖‖u‖S

= γ > 0. (8.18)

Értelmezzük a gyenge megoldás fogalmát! Tegyük fel először, hogy (u, p) erős
megoldás (azaz u ∈ D(S) ∩D(N∗), p ∈ D(N)) és szorozzuk be az első, ill.
második egyenletet tetszőleges v ∈ H, ill q ∈ K vektorral:{

〈Su, v〉 + 〈Np, v〉 = 〈f, v〉 (∀v ∈ H),

〈N∗u, q〉 = 〈g, q〉 (∀q ∈ K).

A D(N∗) ⊃ HS feltevés miatt itt v ∈ HS esetén 〈Np, v〉 = 〈p,N∗v〉. Ez
alapján bevezethető:

8.40. Defińıció. Az (u, p) ∈ HS×K pár a (8.17) feladat gyenge megoldása,
ha {

〈u, v〉S + 〈p,N∗v〉 = 〈f, v〉 (∀v ∈ HS),

〈N∗u, q〉 = 〈g, q〉 (∀q ∈ K).
(8.19)

8.41. Tétel. Legyenek H,K valós Hilbert-terek, S : H ⊃→ H és N : K ⊃
→ H, ahol S szimmetrikus és egyenletesen pozit́ıv. Tegyük fel még, hogy
D(N∗) ⊃ HS és N∗ : HS → K korlátos az S-normában. Ha fennáll a (8.18)
inf-sup-feltétel, akkor bármely (f, g) ∈ H ×K esetén a (8.17) feladatnak lé-
tezik egyetlen (u, p) ∈ HS ×K gyenge megoldása.

Bizonýıtás. Legyen A(u, v) := 〈u, v〉S , B(p, v) := 〈p,N∗v〉, ill. φf := 〈f, v〉,
ψg := 〈g, q〉; ezzel feladatunk (7.16) alakú. Célunk, hogy alkalmazzuk a 7.29.
tételt, H helyett a HS térrel. Itt A : HS × HS → R triviálisan korlátos
és koerćıv bilineáris forma, hisz ez maga a HS tér skalárszorzata. Másrészt
B : K×HS → R is korlátos bilineáris forma, mert N∗ : HS → K korlátossága
révén |B(p, v)| ≤ ‖p‖‖N∗‖‖v‖ (∀p ∈ K, v ∈ HS). Ellenőriznünk kell még a
(7.17) inf-sup-feltételt B-re, H helyett a HS térrel: D(N) sűrűségét használva,

inf
p∈K\{0}

sup
u∈HS\{0}

B(p, u)

‖p‖‖u‖S
= inf
p∈K\{0}

sup
u∈HS\{0}

〈p,N∗u〉
‖p‖‖u‖S
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= inf
p∈D(N)\{0}

sup
u∈HS\{0}

〈p,N∗u〉
‖p‖‖u‖S

= inf
p∈D(N)\{0}

sup
u∈HS\{0}

〈Np, u〉
‖p‖‖u‖S

= γ > 0.

(8.20)
Végül, φ : HS → R korlátos lineáris funkcionál a 8.29. tétel bizonýıtása sze-
rint, ill. ψ : K → R triviálisan korlátos lineáris, hiszen K-beli skalárszorzat.
Így tehát teljesülnek a HS × K térben a 7.29. tétel feltételei, amiből már
következik a ḱıvánt megoldhatóság. �





9. fejezet

Operátor-
differenciálegyenletek

Ebben a fejezetben
u̇(t) = Au(t) (9.1)

alakú lineáris operátor-differenciálegyenletek megoldhatóságáról lesz szó né-
hány egyszerű esetben, érintve a témakörben alapvető félcsoportok fogalmát.
A félcsoportok elmélete igen kiterjedt, gyors fejlődésben lévő terület, amely
a (9.1) egyenleten túli (ill. (9.1)-re is az itt tárgyaltnál általánosabb) ese-
tek vizsgálatának is hatékony eszköze, ennek részletes összefoglalását adják
a [22, 53] könyvek.

A (9.1) egyenlet vizsgálata előtt motivációként érdemes a skalár analógiáját
felidézni. Legyen a 6= 0 valós szám és tekintsük az alábbi közönséges differen-
ciálegyenlet kezdetiérték-feladatát:

ẋ(t) = ax(t), x(0) = x0.

Ennek megoldása x(t) = eatx0, amit ı́rjunk az exponenciális függvényt expa-
val jelölve, x(t) = expa(t)x0 alakban. Ekkor az expa függvény tulajdonképpen
a fenti feladat megoldó-operátora, az alábbi tulajdonságokkal:

expa(0) = 1, expa(t+ s) = expa(t) expa(s) (∀t, s ≥ 0). (9.2)

Ezek bármely exponenciális függvényre igazak, az a számot az

exp′a(0) = a (9.3)

deriváltból kapjuk meg. A (9.2) azonosságok félcsoport-tulajdonságnak te-
kinthetők, a deriváltból visszakapott a szám pedig a megoldó-operátor gene-
rátorának, mivel meghatározza, melyik exponenciális függvényről van szó. A

145
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félcsoportok absztrakt fogalma ezeket ülteti át normált terekbe, megviláǵıtva
a skalár és a normált térbeli feladat hasonló szerkezetét.

Először a félcsoportok fogalmát és a (9.1) egyenlettel való kapcsolatát vázol-
juk, majd ez alapján két megoldhatósági tételt adunk meg.

9.1. Félcsoportok és operátor-differenciálegyen-
letek

Az előző fejezetektől eltérően itt először nem csak Hilbert-térben nézzük a fel-
adatot, mert egyes alkalmazásokban X szerepét a C(I) vagy C(Ω) tér játssza,
a tárgyalásban pedig egy darabig nincs különbség a Banach- és Hilbert-tér
esete közt. Legyen tehát X Banach-tér, A : X ⊃→ X sűrűn definiált operá-
tor, u0 ∈ D(A) adott vektor, és tekintsük az alábbi kezdetiérték-feladatot:
keresendő olyan u : [0,∞)→ X függvény, melyre

u̇(t) = Au(t), u(0) = u0. (9.4)

Mivel a keresett függvény u : R ⊃→ X t́ıpusú, ı́gy a megoldásnak (a kezdeti
feltételen túl) egyszerűen azt kell teljeśıtenie, hogy

lim
h→0

u(t+ h)− u(t)

h
= Au(t) (∀t ≥ 0), (9.5)

ahol t = 0 esetén csak h→ 0+ esetén kell a limesz.

Először (9.2)-(9.3) mintájára értelmezzük a félcsoport és a generátor fogal-
mát, majd ebből származtatjuk a (9.4) feladat megoldását. Egyszerűség ked-
véért feltesszük a félcsoport folytonos függését a paramétertől a pontonkénti
konvergenciára nézve (erről lásd később a 9.3. megjegyzést).

9.1. Defińıció. Legyen X Banach-tér, T : [0,∞)→ B(X) leképezés, melyre

(i) T (0) = I;

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) (∀t, s ≥ 0);

(iii) bármely x ∈ H esetén t 7→ T (t)x folytonos mint [0,∞)→ X leképezés.

Ekkor a {T (t)}t≥0 operátorhalmazt (egyparaméteres, erősen folytonos) fél-
csoportnak h́ıvjuk.

9.2. Defińıció. Legyen X Banach-tér, {T (t)} adott félcsoport, A : X ⊃→ X
sűrűn definiált operátor. Azt mondjuk, hogy A a {T (t)} félcsoport generátora
(vagy A generálja a {T (t)} félcsoportot), ha

D(A) =
{
x ∈ H : ∃ x̂ = lim

h→0+

T (h)− I
h

x
}

és Ax = x̂ (∀x ∈ D(A)).
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9.3. Megjegyzés. (i) A félcsoport fenti defińıciójában a (iii) pont helyett
szokás csak a t = 0 pontbeli folytonosságot feltenni (azaz, hogy T (t) → I
pontonként X-en, ha t→ 0). Ebből ui. már igazolható a folytonosság minden
t-ben, vagyis a (iii) pontban feltett alakban, ezt a hosszabb levezetést azon-
ban elhagytuk, lásd pl. [62]. A takarékosabb defińıció esetén is ilyenkor erő-
sen folytonos félcsoportnak h́ıvják {T (t)}-t. A félcsoport folytonossága azért
fontos, mert ebből igazolható, hogy mindig létezik a fenti defińıció szerinti
generátora, lásd szintén [62]-ben.
(ii) A generátor fogalma alapján

lim
h→0+

T (h)− I
h

u0 = Au0 (∀u0 ∈ D(A)), (9.6)

ami értelmezhető úgy, hogy T ′(0) = A (D(A)-ban pontonként), tehát (9.3)
megfelelőjeként.

9.4. Lemma. Ha az A : X ⊃→ X sűrűn definiált operátor egy {T (t)} fél-
csoportot generál, akkor bármely u0 ∈ D(A), t ≥ 0 esetén T (t)u0 ∈ D(A)
és

AT (t)u0 = T (t)Au0.

Bizonýıtás. A félcsoport-tulajdonságok miatt bármely t, h ≥ 0 esetén

T (t)
T (h)− I

h
u0 =

T (h)− I
h

T (t)u0, (9.7)

mivel mindkét oldal megegyezik T (t+h)−T (t)
h u0-lal. A generátor fogalma sze-

rint limh→0
T (h)−I

h u0 = Au0, ı́gy h→ 0 esetén, T (t) ∈ B(X) miatt (9.7) bal
oldalának limesze T (t)Au0. Ekkor (9.7) jobb oldalának limesze is T (t)Au0,
ami viszont a generátor defińıciója szerint azt jelenti, hogy T (t)u0 ∈ D(A) és
AT (t)u0 megegyezik ezzel a limesszel, T (t)Au0-lal. �

9.5. Tétel. Ha az A : X ⊃→ X sűrűn definiált operátor egy {T (t)} félcso-
portot generál, akkor bármely u0 ∈ D(A) esetén az

u(t) := T (t)u0 (t ≥ 0) (9.8)

függvény megoldása a (9.4) feladatnak.

Bizonýıtás. A T (0) = I tulajdonság miatt a kezdeti feltétel triviálisan tel-
jesül, ı́gy csak az egyenletet kell igazolnunk. Először jobbról vesszük a deri-
váltat: felhasználva rendre a félcsoport-tulajdonságot, hogy T (t) ∈ B(X), a
(9.6) egyenletet és a 9.4. lemmát,

u̇+(t) = lim
h→0+

u(t+ h)− u(t)

h
= lim
h→0+

T (t+ h)− T (t)

h
u0 =
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lim
h→0+

T (t)
T (h)− I

h
u0 = T (t) lim

h→0+

T (h)− I
h

u0 =

= T (t)Au0 = AT (t)u0 = Au(t).

A balról vett deriválthoz (amire csak t > 0 esetén van szükség) legyen

Ahu0 := T (h)−I
h u0, ekkor limh→0+ Ahu0 = Au0. Ebből

u̇−(t) = lim
h→0+

u(t)− u(t− h)

h
= lim
h→0+

T (t)− T (t− h)

h
u0 =

= lim
h→0+

T (t− h)Ahu0.

Ha megmutatjuk, hogy

lim
h→0+

T (t− h)Ahu0 = T (t)Au0, (9.9)

akkor kész vagyunk, mert az előbb már láttuk, hogy T (t)Au0 = Au(t). Való-
ban,

T (t− h)Ahu0 − T (t)Au0 =
(
T (t− h)− T (t)

)
Au0 + T (t− h)

(
Ahu0 −Au0

)
,

itt az első tag a félcsoport folytonossága miatt tart 0-hoz (lásd (iii) pont),
a második tagban pedig Ahu0 → Au0, ı́gy elég belátnunk, hogy ‖T (t − h)‖
korlátos, ha h a 0 egy elég kis környezetéből való. Utóbbi ekvivalens azzal,
hogy bármely tn → t sorozatra ‖T (tn)‖ korlátos, ezt pedig a 4.2 Banach–
Steinhaus-tételből tudjuk, mert (ismét a félcsoport folytonossága miatt, most
t-ben) T (tn) pontonként konvergál T (t)-hez, ı́gy pontonként korlátos. �

9.6. Megjegyzés. Mivel T (t) az egész téren van értelmezve, bármely u0 ∈
X esetén értelmes az u(t) := T (t)u0 (t ≥ 0) függvény, ezt a (9.4) feladat
általánośıtott megoldásának tekinthetjük.

9.2. Két megoldhatósági eredmény

Ebben a szakaszban legyen H Hilbert-tér. Tekintsük először a (9.1) egyen-
letet, amikor A ∈ B(H). Ennek megoldása teljesen analóg a közönséges
differenciálegyenlet-rendszerekből ismert módszerrel, amit most félcsoportok-
kal fogalmazunk meg.

9.7. Tétel. Legyen A ∈ B(H) korlátos lineáris operátor. Ekkor A félcsopor-
tot generál, éspedig

T (t) = eAt (t ≥ 0)

félcsoport B(H)-ban és generátora A.
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Bizonýıtás. Az eAt :=
∞∑
n=0

Antn

n! operátorokat a 6.7.2. szakasz (a) pontja

alapján definiálhatjuk, lásd (6.18). Megmutatjuk, hogy teljesül rájuk a 9.1.
defińıció. Az (i) és (ii) pont a 6.98. álĺıtásból következik, hiszen T (0) = e0 = I,
ill. T (t + s) = eA(t+s) = eAteAs = T (t)T (s) (∀t, s ≥ 0). A folytonosság itt
normában is igaz, azaz limh→0 ‖T (t+ h)− T (t)‖ = 0 (∀t ≥ 0). Ugyanis

‖T (t+ h)− T (t)‖ = ‖eAt(eAh − I)‖ ≤ e‖A‖t‖eAh − I‖,

itt a második tényezőre

‖eAh− I‖ =
∥∥∥ ∞∑
n=1

Anhn

n!

∥∥∥ ≤ ∞∑
n=1

‖A‖n|h|n

n!
= e‖A‖|h|−1 → 0, ha h→ 0.

Végül igazoljuk, hogy {T (t)} generátora A. A (9.6) pontonkénti limesz helyett
ez is igaz normában:

lim
h→0+

∥∥∥eAh − I
h

−A
∥∥∥ = lim

h→0+

∥∥∥ ∞∑
n=2

Anhn−1

n!

∥∥∥ ≤ lim
h→0+

∞∑
n=2

‖A‖nhn−1

n!

≤ lim
h→0+

h

∞∑
n=2

‖A‖n

n!
≤ e‖A‖ lim

h→0+
h = 0,

felhasználva, hogy 0 ≤ h ≤ 1 esetén 0 ≤ hn−1 ≤ h (∀n ≥ 2). �

Így érvényes a 9.5. tétel.

9.8. Következmény. Bármely A ∈ B(H) és u0 ∈ H esetén az u : [0,∞)→
X,

u(t) = eAtu0

függvény megoldása az

u̇(t) = Au(t), u(0) = u0

kezdetiérték-feladatnak.

9.9. Álĺıtás. Bármely A ∈ B(H) és u0 ∈ H esetén az u̇(t) = Au(t), u(0) =
u0 kezdetiérték-feladat megoldása egyértelmű, és az ‖u(t)‖ ≤ e‖A‖t‖u0‖ (t ≥
0) folytonos függés teljesül (Gronwall-t́ıpusú egyenlőtlenség).

Bizonýıtás. Először az egyenlőtlenséget igazoljuk:

‖u(t)‖ = ‖eAtu0‖ =
∥∥∥ ∞∑
n=0

Antn

n!
u0

∥∥∥ ≤ ∞∑
n=0

‖A‖ntn

n!
‖u0‖ = e‖A‖t‖u0‖.
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Az egyértelműséghez a linearitás miatt elég megmutatnunk, hogy u0 = 0
esetén u(t) ≡ 0, ez pedig a kapott egyenlőtlenségből következik. �

Legyen most H szeparábilis és tekintsük a (9.1) egyenletet akkor, ha A = −L,
ahol L-nek kompakt pozit́ıv inverze van.

9.10. Tétel. Legyen L : H ⊃→ H sűrűn definiált szigorúan pozit́ıv operátor,
melyre R(L) = H és L−1 kompakt. Jelölje (λn) és (en) az L operátor saját-
értékeinek és megfelelő sajátvektorainak sorozatát, ahol λ1 ≤ λ2 ≤ . . . és a
sajátvektorok TONR-t alkotnak. Ekkor −L egy {T (t)}t≥0 félcsoportot generál
B(H)-ban, éspedig

T (t) = e−Lt (t ≥ 0),

ahol (8.7) alapján e−Lt ∈ B(H),

x =

∞∑
n=1

cnen ∈ H esetén e−Ltx :=

∞∑
n=1

e−λntcnen. (9.10)

Bizonýıtás. Megmutatjuk, hogy teljesül a 9.1. defińıció. Az (i) és (ii) pont
e−Lt defińıciójából következik. A (iii) ponthoz legyen x ∈ H, igazoljuk, hogy
t 7→ T (t)x folytonos, azaz ha t ≥ 0 rögźıtett, akkor limh→0 ‖(T (t + h) −
T (t))x‖ = 0. Valóban, itt a (9.10) sorfejtések alapján

‖(T (t+ h)− T (t))x‖2 =

∞∑
n=1

(e−(t+h)λn − e−tλn)2|cn|2.

Mivel r, s ≥ 0 esetén |e−r− e−s| ≤ |r− s| és |e−r− e−s| ≤ 1, ı́gy |e−(t+h)λn −
e−tλn | ≤ min{λn|h|, 1}, amiből

‖(T (t+ h)− T (t))x‖2 ≤
∞∑
n=1

min{λ2
nh

2, 1}|cn|2.

Legyen h ∈ R. Ha λn ≤ 1/
√
|h|, akkor λ2

nh
2 ≤ |h|, ı́gy min{λ2

nh
2, 1} ≤ |h|,

ha pedig λn > 1/
√
|h|, akkor min{λ2

nh
2, 1} ≤ 1. Ezekből

‖(T (t+ h)− T (t))x‖2 ≤ |h|
∑

λn≤ 1√
|h|

|cn|2 +
∑

λn>
1√
|h|

|cn|2.

Ha h → 0, akkor az első tag 0-hoz tart, mert |h|‖x‖2-tel becsülhető, és a
második tag is 0-hoz tart, mert ‖x‖2 konvergens sorából egyre nagyobb indexű
szeleteket vonunk le.
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Végül igazoljuk, hogy {T (t)} generátora −L, azaz teljesül (9.6). Ha u0 =
∞∑
n=1

cnen ∈ D(L), akkor

∥∥∥T (h)− I
h

u0 + Lu0

∥∥∥2

=
∥∥∥ ∞∑
n=1

(e−hλn − 1

h
+ λn

)
cnen

∥∥∥2

=

=

∞∑
n=1

(e−hλn − 1

hλn
+ 1
)2

λ2
n|cn|2

Legyen f(r) := e−r−1
r +1 (r > 0). Elemi deriválással igazolható, hogy 1−r ≤

e−r ≤ 1 − r + r2

2 , amiből 0 ≤ f(r) ≤ r
2 (∀r > 0). Emellett lim0 f = 0

és lim∞ f = 1, ı́gy f korlátos. Legyen M := sup f , ekkor tehát |f(r)| ≤
min{ r2 , M}. Ebből∥∥∥T (h)− I

h
u0 + Lu0

∥∥∥2

≤
∞∑
n=1

min
{1

4
h2λ2

n, M
2
}
λ2
n|cn|2 .

Itt Lu0 =
∞∑
n=1

λncnen. A korábbi gondolatmenethez hasonlóan, ha h > 0,

akkor λn ≤ 1/
√
h esetén λ2

nh
2 ≤ h, ı́gy a fenti minimum legfeljebb h/4, ha

pedig λn > 1/
√
h, akkor a fenti minimum legfeljebb M2. Ezekből∥∥∥T (h)− I

h
u0 + Lu0

∥∥∥2

≤ h

4

∑
λn≤ 1√

h

λ2
n|cn|2 + M2

∑
λn>

1√
h

λ2
n|cn|2, (9.11)

és ha h→ 0, akkor az első tag 0-hoz tart, mert h
4 ‖Lu0‖2-tel becsülhető, és a

második tag is 0-hoz tart, mert M2‖Lu0‖2 konvergens sorából egyre nagyobb
indexű szeleteket vonunk le. �

9.11. Következmény. Legyen L : H ⊃→ H sűrűn definiált szigorúan pozi-
t́ıv operátor, melyre R(L) = H és L−1 kompakt. Bármely u0 ∈ D(L) esetén
az u : [0,∞)→ X,

u(t) = e−Ltu0

függvény megoldása az

u̇(t) + Lu(t) = 0, u(0) = u0 (9.12)

kezdetiérték-feladatnak.

Bár itt a megoldhatóságot u0 ∈ D(L) esetén mondtuk ki, a t 7→ e−Ltu0 függ-
vény bármely u0 ∈ H esetén értelmes, mivel e−Lt ∈ B(H). Ezzel motiválható
az alábbi
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9.12. Defińıció. A 9.11. következménybeli L operátor esetén, u0 ∈ H\D(L)
mellett az u(t) := e−Ltu0 (t ≥ 0) függvényt a (9.12) kezdetiérték-feladat
általánośıtott megoldásának h́ıvjuk.

Igazoljuk, hogy az általánośıtott megoldás csak annyival tud kevesebbet a
korábbinál, hogy a 0-ban nem értelmes az egyenlet. (Ott nem is lehet, hiszen
u̇(0) + Lu0 nem értelmezhető, ha u0 /∈ D(L).)

9.13. Tétel. Legyen L a 9.11. következménybeli operátor, és tegyük fel, hogy

maximális értelmezési tartománnyal láttuk el, azaz D(L) =
{
x =

∞∑
n=1

cnen ∈

H :
∞∑
n=1

λ2
n|cn|2 <∞

}
és ilyen x-re Lx :=

∞∑
n=1

λncnen.

Legyen u0 ∈ H tetszőleges, u(t) := e−Ltu0. Ekkor bármely t > 0 esetén
u̇(t) + Lu(t) = 0.

Bizonýıtás. Először megmutatjuk, hogy u(t) ∈ D(L) (∀t > 0). Ha ugyanis

u0 =
∞∑
n=1

cnen, akkor

u(t) := e−Ltu0 =

∞∑
n=1

e−λntcnen ≡
∞∑
n=1

dnen,

ı́gy

∞∑
n=1

λ2
n|dn|2 =

∞∑
n=1

λ2
ne
−2λnt|cn|2 ≤

1

t2
max
r≥0

(r2e−2r)

∞∑
n=1

|cn|2 =
µ

t2
‖x‖2 <∞,

ahol az f(r) := r2e−2r függvényre µ := max
[0,∞)

f azért létezik, mert f(0) =

lim
∞
f = 0.

Adott t > 0 esetén a u̇(t) + Lu(t) = 0 egyenlőség azt jelenti, hogy

lim
h→0

(u(t+ h)− u(t)

h
+ Lu(t)

)
= lim
h→0

(T (h)− I
h

u(t) + Lu(t)
)

= 0.

Felhasználva, hogy u(t) ∈ D(L), a fenti limesz a (9.11)-nél látottakhoz ha-
sonlóan igazolható. �

9.14. Álĺıtás. A 9.11. következménybeli L operátor esetén a (9.12) kezdeti-
érték-feladat megoldása egyértelmű, és az ‖u(t)‖ ≤ e−λ1t‖u0‖ (t ≥ 0) folyto-
nos függés teljesül, ahol λ1 > 0 az L legkisebb sajátértéke.
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Bizonýıtás. Ha u0 =
∞∑
n=1

cnen, akkor λ1 ≤ λ2 ≤ . . . miatt

‖u(t)‖2 = ‖e−Ltu0‖2 =

∞∑
n=1

e−2λnt|cn|2 ≤ e−2λ1t
∞∑
n=1

|cn|2 = e−2λ1t‖u0‖2,

ennek négyzetgyöke a ḱıvánt becslés. Az egyértelműség ebből a 9.9. álĺıtáshoz
hasonlóan következik. �





10. fejezet

A megoldhatósági tételek
alkalmazásai

Ebben a fejezetben többféle példával szemléltetjük az eddigi megoldhatósági
tételek alkalmazási körét. Utóbbiak feléṕıtése azt is megmutatja, hogyan ve-
zethetők vissza a koercivitásra ezek a megoldhatósági eredmények. A vizsgált
modellekről részletesebben olvashatunk az [59, 67, 69], ill. a [40] könyvekben.
További, itt nem vizsgált hasonló alkalmazások közül megemĺıtjük még a line-
áris rugalmassági modellt [3] és a tartományfelbontási módszerekben fellépő
Poincaré–Sztyeklov-operátort [56].

10.1. Integrálegyenletek

Ebben a szakaszban az alábbi integráloperátorra vonatkozó másodfajú egyen-
letekkel foglalkozunk: legyen I = [a, b], H := L2(I), valamint K ∈ L2(I × I)
adott valós értékű függvény és B : H → H a következő:

(Bu) (x) =

∫ b

a

K(x, s)u(s)ds (u ∈ L2(I)).

A 6.24. álĺıtásban láttuk, hogy

(1) B ∈ L2(I)→ L2(I) korlátos lineáris operátor.

(2) Ha K szimmetrikus, azaz K(x, y) = K(y, x), akkor B önadjungált.

(3) Ha K úgynevezett pozit́ıv magfüggvény, azaz létezik N ∈ L2(I × I)
valós függvény, hogy

K(x, y) =

∫ b

a

N(x, s)N(y, s)ds,

155
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akkor B pozit́ıv operátor.

10.1. Tétel. Legyen K ∈ L2(I × I) pozit́ıv magfüggvény. Ekkor az

u(x) +

∫ b

a

K(x, y)u(y) dy = f(x) (x ∈ I)

integrálegyenletnek bármely f ∈ L2(I) esetén egyértelműen létezik u∗ ∈ L2(I)
megoldása.

Bizonýıtás. Az egyenlet u+Bu = f alakú, ahol az I +B ∈ B(H) operátor
önadjungált, sőt

〈(I +B)u, u〉 = ‖u‖2 + 〈Bu, u〉 ≥ ‖u‖2

miatt egyenletesen pozit́ıv is. Ekkor a 7.1. tétel szerint egyértelműen létezik
megoldás az L2(I) térben. �

A fenti feladatra általánosabb esetben (ahol a magfüggvény pozitivitását sem
kell feltennünk) a Fredholm-féle alternat́ıvatétel érvényes:

10.2. Tétel. Legyen K ∈ L2(I × I) magfüggvény, µ ∈ C. Ekkor a

µu(x) +

∫ b

a

K(x, y)u(y) dy = f(x) (x ∈ I) (10.1)

integrálegyenlet megoldhatóságára nézve két eset lehetséges:

(i) bármely f ∈ L2(I) esetén egyértelműen létezik u∗ ∈ L2(I) megoldása;

(ii) az f ≡ 0 jobboldal (azaz homogén egyenlet) esetén létezik u∗ ∈ L2(I),
u∗ 6= 0 megoldása.

Bizonýıtás. Legyen λ := −µ. Ekkor az egyenlet Bu− λu = f alakú, ahol B
a 6.24. álĺıtásbeli operátor, amely a 6.76. megjegyzés szerint kompakt. Így a
6.91. tétel alkalmazható az L2(I) térben. �

10.3. Megjegyzés. AB integráloperátort Volterra-t́ıpusúnak h́ıvjuk, ha ben-
ne csak a-tól x-ig integrálunk, ami akkor van ı́gy, ha bármely x < y ≤ b esetén
K(x, y) = 0. Ekkor igazolható, hogy σ(B) csak a 0 pontból áll, ı́gy a (10.1)
egyenlet bármely µ ∈ C esetén egyértelműen megoldható minden f ∈ L2(I)
mellett, sőt ez egyenesen következik a Banach-fixponttételből, lásd [37, 43].
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10.2. Peremértékfeladatok gyenge megoldása

10.2.1. Egydimenziós peremértékfeladatok (Sturm–Liou-
ville-probléma)

(a) A H1
0 (I) Szoboljev-tér

E fejezetben szükségünk lesz az 1.3.3. szakaszban bevezetett Szoboljev-terekre
és további tulajdonságaikra. Mint láttuk, a Szoboljev-terek közül Hilbert-
teret alkotnak a

HN (I) := WN,2(I) =

=
{
u ∈ CN−1(I) : u(N−1) abszolút folytonos, u(N) ∈ L2(I)

}
(általában komplex értékű) függvényterek az

〈u, v〉HN =

∫ b

a

N∑
k=0

u(k)v(k)

skalárszorzattal. Ha ezen belül N = 1, akkor tehát a

H1(I) := W 1,2(I) =
{
u : I → C abszolút folytonos, u′ ∈ L2(I)

}
Szoboljev-térről van szó, melynek skalárszorzata, ill. az indukált norma

〈u, v〉H1 =

∫ b

a

(uv + u′v′) , ‖u‖2H1 =

∫ b

a

(
|u′|2 + |u|2

)
. (10.2)

A peremértékfeladatokban szükség lesz az alábbi speciálisabb Szoboljev-térre:

H1
0 (I) = {u ∈ H1(I) : u(a) = u(b) = 0}.

10.4. Álĺıtás. H1
0 (I) Hilbert-tér a H1(I)-ből örökölt 〈·, ·〉H1 skalárszorzattal.

Bizonýıtás. Az 1.3.3. szakaszban bevezetett ‖.‖∗ norma seǵıtségével könnyen
látható, hogy a normában konvergens sorozatok megőrzik a homogén perem-
feltételt, azaz H1

0 (I) zárt altere H1(I)-nek, ı́gy maga is Hilbert-tér. �

Vezessük most be a H1
0 (I) téren az alábbi új skalárszorzatot:

〈u, v〉H1
0 (I) =

∫ b

a

u′v′. (10.3)

A peremfeltétel miatt könnyen látható, hogy ez valóban skalárszorzat.
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10.5. Álĺıtás. (Sztyeklov-egyenlőtlenség) Létezik olyan c > 0 konstans, hogy

‖u‖L2(I) ≤ c ‖u
′‖L2(I) (u ∈ H1

0 (I)).

Bizonýıtás. Bármely x ∈ I esetén a Newton–Leibniz-tétel, az u(a) = 0
peremfeltétel és a Cauchy-Schwarz-egyenlőség felhasználásával

|u(x)|2 =
∣∣∣∫ x

a

u′
∣∣∣2 ≤ ∫ x

a

|u′|2 ·
∫ x

a

12 ≤ ‖u′‖2L2(I) (b− a),

ezt integrálva: ‖u‖2L2(I) =

∫ b

a

|u(x)|2dx ≤ ‖u′‖2L2(I) (b− a)2. �

10.6. Megjegyzés. (i) A Sztyeklov-egyenlőtlenség valójában a (8.10) Poin-
caré–Friedrichs-egyenlőtlenség speciális esete. Sőt, utóbbiból az éles c kons-
tanst is megkapjuk: c = 1√

λ1
, ahol λ1 az Lu := −u′′ operátor legkisebb

sajátértéke I-n Dirichlet-peremfeltétel mellett. Ismeretes (lásd pl. (8.5)-ból
eltolással), hogy λk = ( kπ

b−a )2 (k ∈ N+), ı́gy az éles konstans c = b−a
π .

(ii) A Sztyeklov-egyenlőtlenségben fontos, hogy csak homogén peremfeltételt
teljeśıtő u szerepelhet. Amúgy nem mindig teljesül, pl. ha u ≡ c 6= 0 kons-
tansfüggvény.

10.7. Álĺıtás. A H1
0 (I)-n értelmezett új és a H1(I)-től örökölt régi skalár-

szorzat által generált normák ekvivalensek.

Ezt alább általánosabban igazoljuk a 10.9 álĺıtásban. Ebből és az 1.10. álĺı-
tásból kapjuk:

10.8. Következmény.
(
H1

0 (I), 〈·, ·〉H1
0

)
Hilbert-tér.

10.9. Álĺıtás. Legyenek p, q ∈ L∞(I), p(x) ≥ m > 0 és q(x) ≥ 0 minden
x ∈ I-re. Ekkor

[u, v] :=

∫ b

a

(pu′v′ + quv) (10.4)

skalárszorzat a H1
0 (I) téren, és az [[u]] := [u, u]1/2 norma ekvivalens a H1-

normával.

Bizonýıtás. A formulából nyilvánvaló, hogy [., .] teljeśıti a skalárszorzás (i)-
(ii) axiómáit, a (iii) pedig következni fog a még bizonýıtandó ekvivalenciából.
Itt

[[u]]2 =

∫ b

a

(
p|u′|2 + q|u|2

)
≤ max{‖p‖L∞ , ‖q‖L∞}

∫ b

a

(
|u′|2 + |u|2

)
(10.5)
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= M ‖u‖2H1 ,

ahol M := max{‖p‖L∞ , ‖q‖L∞}. Másrészt a Sztyeklov-egyenlőtlenség alap-
ján

‖u‖2H1 ≤ (1 + c2)

∫ b

a

|u′|2 =
1 + c2

m

∫ b

a

m|u′|2 ≤

≤ 1 + c2

m

∫ b

a

(
p|u′|2 + q|u|2

)
= M̃ [[u]]2,

ahol M̃ := 1+c2

m . �

Az 1.10. álĺıtás alapján:

10.10. Következmény.
(
H1

0 (I), [., .]
)

Hilbert-tér.

(b) Peremértékfeladatok és a megoldásfogalom problémája

Legyen I = [a, b] adott intervallum. Tekintsük az alábbi ún. Sturm–Liouville-
féle peremértékfeladatot:

(PF)

{
Lu ≡ − (pu′)

′
+ qu = f

u(a) = u(b) = 0,
(10.6)

ahol q(x) ≥ 0, p(x) ≥ m > 0.

Ismeretes a közönséges differenciálegyenletek elméletéből, hogy ha p ∈ C1(I)
és q, f ∈ C(I), akkor létezik u ∈ C2(I) megoldás. Ezt gyakran klasszikus
megoldásnak h́ıvjuk. Előfordul azonban, hogy csak ennél gyengébb simasági
feltételek teljesülnek a p és q függvényekre, úgy, hogy nem létezhet klasszikus
megoldás.

Tekintsük példaképpen a {
−(pu′)′ = f

u(a) = u(b) = 0
(10.7)

feladatot, azaz amikor q = 0, kétféle esetben.

(i) Legyen továbbra is p ∈ C1(I), de f /∈ C(I). Ekkor nem létezhet u ∈
C2(I) megoldás, mert akkor pu′ ∈ C1(I) és ı́gy −(pu′)′ = f ∈ C(I)
lenne.

Létezhet viszont u ∈ H2(I) megoldás, azaz u ∈ C1(I), melyre u′ abszo-
lút folytonos, u′′ ∈ L2(I), és −u′′ = f m. m. teljesül. Például a p ≡ 1
esethez tartozó {

−u′′ = f

u(a) = u(b) = 0
(10.8)
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feladat esetén bármely f ∈ L2(I) esetén létezik u ∈ H2(I) megoldás,
melyre u′′ = −f m.m., ezt a 8.1.2 szakasz 1.(i) példájában igazoltuk.
Konkrét példaként, ha [a, b] = [−1, 1] és f(x) := sgn(x), akkor u(x) =
1
2x(1− |x|) egy olyan C1-beli függvény, amelynek a második deriváltja
majdnem mindenütt létezik (csak x = 0-ban nem) és egyenlő az sgn
függvénnyel, ill. a peremfeltételeket is teljeśıti.

(ii) Legyen most ismét f ∈ C(I), viszont p szakaszonként konstans. (Ilyen
függvény lehet egy különböző állandó ellenállásokat tartalmazó anyag-
együttható, pl. mágnességi feladatokban.) Ekkor általában u ∈ H2(I)
megoldás sem létezik amiatt, hogy u ∈ C1(I) nem teljesül, azaz u′ nem
folytonos. Az egyenletben ugyanis −pu′ deriváltja az f ∈ C(I) függ-
vény, azaz pu′ ∈ C1(I) kell legyen. Ha azonban u′ folytonos lenne és p
szakaszonként konstans, akkor pu′ is szakadásos kell legyen (kivéve ha
u′ épp a szakadási pontokban 0), ı́gy pláne nem lehet C1(I)-beli.

Ezért e megoldásfogalmak helyett egy további – gyengébb – fogalmat
kell bevezetni.

(c) Az egydimenziós peremértékfeladat gyenge megoldása

A gyenge megoldás fogalmához a következő megfontolásból indulunk ki. Ameny-
nyiben u klasz- szikus megoldás, azaz u ∈ C2(I), szorozzuk be a (10.6) egyen-
letet egy v ∈ H1

0 (I) függvény konjugáltjával és integráljunk:∫ b

a

(
− (pu′)

′
v + quv

)
=

∫ b

a

fv .

Ebből parciális integrálás után, a peremfeltételeket felhasználva az∫ b

a

(pu′v′ + quv) =

∫ b

a

fv

egyenlőséget kapjuk. Ez azért hasznos, mert ebben már csak u első deriváltja
szerepel, és az is elég, ha m.m. létezik és L2-beli: azaz u ∈ H1

0 (I) esetén is
értelmes kifejezést kaptunk.

A fenti egyenlőséget tehát egy u klasszikus megoldás teljeśıti, de ha ilyen nem
létezik, akkor az egyenlőség u ∈ H1

0 (I) esetén is értelmes követelmény. Erre
alapul a ḱıvánt fogalom.

10.11. Defińıció. Az u ∈ H1
0 (I) függvényt a (10.6) peremértékfeladat gyen-

ge megoldásának nevezzük, ha∫ b

a

(pu′v′ + quv) =

∫ b

a

fv (∀v ∈ H1
0 (I)). (10.9)
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10.12. Tétel. Legyenek p, q ∈ L∞(I), p(x) ≥ m > 0, q(x) ≥ 0 m. m.
x ∈ I-re. Ekkor a (10.6) peremértékfeladatnak bármely f ∈ L2(I) esetén
egyértelműen létezik u ∈ H1

0 (I) gyenge megoldása.

Bizonýıtás. Vezessük be a H1
0 (I) térben a (10.4) egyenlőségben definiált

[u, v] =
∫ b
a

(pu′v′+quv) skalárszorzatot, és jelölje most is [[u]] az indukált nor-
mát. A 10.10. következmény szerint H1

0 (I) Hilbert-tér az új skalárszorzattal
ellátva is, hiszen az utóbbi által indukált norma ekvivalens az eredeti H1(I)-
normával. Az ekvivalencia miatt létezik K > 0, hogy

‖v‖L2(I) ≤ ‖v‖H1(I) ≤ K[[v]] (∀v ∈ H1
0 (I)).

Legyen φ : H1
0 (I)→ C a φv :=

∫ b
a
vf funkcionál. Ez lineáris, másrészt

|φv| ≤ ‖v‖L2(I) ‖f‖L2(I) ≤
(
K ‖f‖L2(I)

)
[[v]] (∀v ∈ H1

0 (I)),

azaz φ folytonos is a fenti Hilbert-térben. Riesz reprezentációs tétele szerint
∃! u ∈ H1

0 (I), melyre φv = [v, u] minden v ∈ H1
0 (I)-re. Ez éppen azt jelenti,

hogy ∫ b

a

(pv′u′ + qvu) =

∫ b

a

vf (∀v ∈ H1
0 (I)), (10.10)

ezt konjugálva pedig éppen a gyenge megoldás defińıciójához jutunk. �

10.13. Megjegyzés. A fenti tétel más úton is igazolható, felhasználva a
(szintén a Riesz-tételből levezetett) korábbi Hilbert-térbeli megoldhatósági
tételeket.

(i) (A Lax–Milgram-lemma alkalmazása.) A (10.9) egyenlőség bal oldalán álló
[., .] skalárszorzat egy B : H1

0 (I) ×H1
0 (I) → C konjugáltan bilineáris forma,

amelyre a [[.]] és ‖.‖H1 normák ekvivalenciája épp azt jelenti, hogy B korlátos
és koerćıv: valóban, (10.5) alapján

|B(u, v)| =
∣∣[u, v]

∣∣ ≤ [[u]][[v]] ≤M‖u‖H1‖v‖H1 ,

B(u.u) = [[u]]2 ≥ (1/M̃)‖u‖2H1 .

Tekintsük most (10.9) konjugáltját, azaz a (10.10) egyenlőséget. Az ennek
jobb oldalán álló kifejezés a 10.12. tétel bizonýıtása szerint folytonos lineáris
funkcionál. Ezekből az egyenlőség

B(v, u) = φv (∀v ∈ H1
0 (I))

alakban ı́rható, ahol tehát B korlátos és koerćıv konjugáltan bilineáris forma,
ill. φ folytonos lineáris funkcionál, ı́gy alkalmazható a Lax–Milgram-lemma
komplex alakja (a 7.16. tétel (2) pontja).
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(ii) A (10.6)-ben definiált Lu ≡ − (pu′)
′
+qu nem korlátos operátor a Dirichlet-

peremfeltételek mellett egyenletesen pozit́ıv. (Ez a 8.17. álĺıtás alapján kö-
vetkezik n = 1 dimenzióban, itt a qu tag hozzáadása q ≥ 0 miatt megőrzi a
pozitivitást.) Itt L energiatere a H1

0 (I) tér a [., .] skalárszorzattal, ı́gy a 8.29.
tétel esetünkben éppen a 10.12. tételt adja.

10.2.2. Többdimenziós elliptikus peremértékfeladatok

(a) Szimmetrikus feladatok

Most többdimenziós esetre vázoljuk fel a gyenge megoldás fogalmát egy Ω ⊂
Rn korlátos tartományon, melyről feltesszük, hogy pereme szakaszonként si-
ma. A többdimenziós Szoboljev-terek és gyenge megoldás témakörének rész-
letes tárgyalása a [67] könyvben olvasható. A H1

0 (Ω) Szoboljev-tér olyan
u ∈ L2(Ω) függvényekből áll, amelynek minden elsőrendű disztribúciós par-
ciális deriváltja létezik és L2(Ω)-ban van, továbbá u|∂Ω = 0 is fennáll nyom-
értelemben. A (10.2), ill. (10.3) skalárszorzatok megfelelői:

〈u, v〉H1 =

∫
Ω

(∇u · ∇v + uv) , 〈u, v〉H1
0

=

∫
Ω

∇u · ∇v.

Tekintsük példaként a (8.2) feladatot Dirichlet-peremfeltétellel:{
Lu ≡ −div (p∇u) = f,
u|∂Ω = 0.

(10.11)

A gyenge megoldás fogalmát (az egyváltozós esetben részletezettekhez hason-
lóan) az motiválja, hogy a feladatnak nem mindig van u ∈ C2(Ω) klasszikus
megoldása, sőt u ∈ H2(Ω) sem mindig teljesül. Az utóbbi a többdimenzi-
ós esetben nemcsak p szakadásos volta esetén, hanem a tartomány miatt is
előfordulhat, pl. ha

”
konkáv sarok” van a peremen, lásd [69, III., 15.2 fej.].

A gyenge megoldás fogalmához (az egyváltozós esethez hasonlóan) abból in-
dulunk ki, hogy egy u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) klasszikus megoldásra∫

Ω

p ∇u · ∇v =

∫
Ω

fv ∀ v ∈ C1(Ω), v|∂Ω = 0. (10.12)

A fenti egyenlőség tehát minden v ∈ C1
0 (Ω) ún. tesztfüggvényre teljesül. Mivel

a H1
0 (Ω) Szoboljev-tér a C1

0 (Ω) teljessé tétele – azaz C1
0 (Ω) sűrű halmaz ebben

a térben – , ı́gy az egyenlőség minden v ∈ H1
0 (Ω) esetén is teljesül.

A (10.12) alak haszna, hogy akkor is értelmes, ha u-nak csak első deriváltja
létezik m.m. és L2-beli, azaz u ∈ H1

0 (I) esetén is értelmes kifejezést kaptunk.
Most is ez lesz a gyenge megoldás követelménye:
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10.14. Defińıció. Az u ∈ H1
0 (Ω) függvényt a (10.11) peremértékfeladat

gyenge megoldásának nevezzük, ha (10.12) teljesül minden v ∈ H1
0 (I) ese-

tén.

A létezés és az egyértelműség az egyváltozós esethez hasonlóan adódik, itt is
elég a p ∈ L∞(Ω), p(x) ≥ m > 0 (m. m. x ∈ Ω) feltétel. Vezessük be az

[u, v] :=

∫
Ω

p ∇u · ∇v (u, v ∈ H1
0 (Ω))

skalárszorzatot. Az ez által indukált [[.]] norma a p-re tett feltétel és a (8.10)
Poincaré–Friedrichs-egyenlőtlenség miatt ekvivalens a ‖.‖H1 normával, ı́gy
H1

0 (Ω) ezzel is Hilbert-tér.

10.15. Tétel. Legyen p ∈ L∞(Ω), p(x) ≥ m > 0 (m. m. x ∈ Ω). Ekkor a
(10.6) peremértékfeladatnak bármely f ∈ L2(Ω) esetén egyértelműen létezik
u∗ ∈ H1

0 (Ω) gyenge megoldása.

Bizonýıtás. Tekintsük a
(
H1

0 (Ω), [., .]
)

Hilbert-teret. Legyen φ : H1
0 (Ω) →

C, φv :=
∫

Ω
fv. Ekkor φ lineáris funkcionál, és korlátos is, mert

|φv| ≤ ‖f‖L2 ‖v‖L2 ≤ K ‖f‖L2 [[v]] (∀ v ∈ H1
0 (Ω)).

A Riesz-féle reprezentációs tételből egyértelműen létezik u∗ ∈ H1
0 (Ω), hogy

[v, u∗] = φv (∀ v ∈ H1
0 (Ω)).

Ezt konjugálva, [., .] és φ defińıciója alapján u∗ gyenge megoldás. �

10.16. Megjegyzés. (i) A 10.13. megjegyzésben elmondottakhoz hasonlóan
a fenti tétel más utakon is igazolható.
Használhatjuk egyrészt a Lax–Milgram-lemmát. A (10.12) egyenlőség bal ol-
dalán álló [., .] skalárszorzat egy B : H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω) → C konjugáltan bili-

neáris forma, amelyre a [[.]] és ‖.‖H1 normák ekvivalenciája épp azt jelenti,
hogy B korlátos és koerćıv: az m ≤ p(x) ≤M := max p korlátok révén

|B(u, v)| =
∣∣[u, v]

∣∣ ≤ [[u]][[v]] ≤M‖u‖H1
0
‖v‖H1

0
,

B(u.u) = [[u]]2 ≥ m‖u‖2H1
0
.

A (10.12) egyenlőség konjugáltja most is

B(v, u) = φv (∀v ∈ H1
0 (Ω))

alakban ı́rható, ahol teljesülnek a Lax–Milgram-lemma komplex alakjának
feltételei.
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Alkalmazható másik indoklásként a 8.29. tétel is az Lu ≡ −div (p∇u) ope-
rátorra.

(ii) A p ≥ m feltétel, a 8.30. megjegyzés és a (8.10) Poincaré–Friedrichs-
egyenlőtlenség alapján a ‖∇u∗‖L2 ≤ 1√

mλ1
‖f‖L2 folytonos függést kapjuk.

(iii) Az f ∈ L2(Ω) feltétel enyh́ıthető, mivel (10.12)-ben
∫

Ω
fv helyett ál-

talában φv is szerepelhet, ahol φ : H1
0 (Ω) → C tetszőleges korlátos lineáris

funkcionál. (Utóbbit úgy szokás jelölni, hogy φ ∈ H−1(Ω).) A bizonýıtás ui.
csak ezt használja ki φ-ről. Ha például φv :=

∫
Γ
βv, ahol Γ ⊂ Ω sima fe-

lület és β ∈ L2(Γ), akkor (a Γ-ra vett nyomoperátor folytonossága miatt)
φ ∈ H−1(Ω). Ez formálisan az Lu = β δΓ egyenletnek felel meg, ahol δΓ a Γ
felületre koncentrált Dirac-féle

”
függvény”.

A tétel emellett nulladrendű taggal együtt, azaz Lu := −div (p∇u) + qu
esetén is igazolható, ha q ∈ L∞(Ω), q ≥ 0; ekkor csak a [[.]] és ‖.‖H1 normák
ekvivalenciájához kell több (de az egydimenziós esettel analóg) számolás.

(b) Nem szimmetrikus feladatok

Legyen Ω ⊂ Rn korlátos tartomány szakaszonként sima peremmel, és tekint-
sük az alábbi feladatot:{

Lu ≡ −div (p∇u) + b · ∇u = f,
u|∂Ω = 0.

(10.13)

10.2.2. feltételek.

(i) p ∈ L∞(Ω), p(x) ≥ m > 0 (m. m. x ∈ Ω);

(ii) b ∈ C1(Ω, Rn), div b = 0 (azaz b divergenciamentes vektormező).

A gyenge megoldás fogalmát az előző szakaszhoz hasonlóan értelmezzük. Most
azonban egyszerűbb, ha valós Hilbert-térben vizsgáljuk a feladatot, legyen
tehát H1

0 (Ω) valós értékű függvényekből álló Hilbert-tér az

〈u, v〉H1
0

:=

∫
Ω

∇u · ∇v (u, v ∈ H1
0 (Ω))

skalárszorzattal. Ekkor olyan u ∈ H1
0 (Ω) függvényt keresünk, melyre∫

Ω

(
p ∇u · ∇v + (b · ∇u)v) =

∫
Ω

fv (∀v ∈ H1
0 (Ω)). (10.14)

10.17. Tétel. Ha teljesülnek a 10.2.2. feltételek, akkor a (10.13) peremér-
tékfeladatnak bármely f ∈ L2(Ω) esetén egyértelműen létezik u∗ ∈ H1

0 (Ω)
gyenge megoldása.
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Bizonýıtás. A Lax–Milgram-lemmát szeretnénk használni (most a 7.16. tétel
(1) pontja). Legyen B : H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)→ R az alábbi bilineáris forma:

B(u, v) :=

∫
Ω

(
p ∇u · ∇v + (b · ∇u)v).

Ekkor

|B(u, v)| ≤ ‖p‖L∞‖u‖H1
0
‖v‖H1

0
+ ‖b‖L∞‖u‖H1

0
‖v‖L2 ≤ (10.15)

≤
(
‖p‖L∞ +K2‖b‖L∞

)
‖u‖H1

0
‖v‖H1

0
,

ahol a (8.10) Poincaré–Friedrichs-egyenlőtlenséget használtuk ésK2 := λ
−1/2
1 .

Így B korlátos bilineáris forma. A koercivitáshoz felhasználjuk az alábbi azo-
nosságokat:

div(bu2) = (div b)u2 + b · ∇(u2) = (div b)u2 + 2(b · ∇u)u = 2(b · ∇u)u

(a div b = 0 feltevésből), ı́gy a Gauss–Osztrogradszkij-tételből és u|∂Ω = 0
révén

0 =

∫
∂Ω

(bu2) · ν ds =

∫
Ω

div(bu2) =

∫
Ω

2(b · ∇u)u.

Tehát
∫

Ω
(b · ∇u)u = 0. Ebből

〈Bu, u〉H1
0

=

∫
Ω

(
p |∇u|2 + (b · ∇u)u) =

∫
Ω

p |∇u|2 ≥ m ‖u‖2H1
0

(10.16)

(∀u ∈ H1
0 (Ω)),

ı́gy B koerćıv is. Másrészt φv :=
∫

Ω
fv korlátos lineáris funkcionál a H1

0 (Ω)

téren, ami ugyanúgy adódik, mint a 10.15. tétel bizonýıtásában. Így a Lax–
Milgram-lemma alapján egyértelműen létezik olyan u∗ ∈ H1

0 (Ω), amely tel-
jeśıti (10.14)-t. �

10.18. Megjegyzés. A tétel nulladrendű taggal együtt is igazolható a bi-
zonýıtás értelemszerű módośıtásával: egyrészt, ha Lu := −div (p∇u) + b ·
∇u + cu, ahol c ∈ L∞(Ω) és c ≥ 0; általánosabban pedig, ha a div b = 0 és
c ≥ 0 feltételek helyett a c− 1

2 div b ≥ 0 egyenlőtlenség teljesül.
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10.3. A Stokes-feladat

Áramlási feladatokban lép fel az alábbi PDE-rendszer:
−∆u +∇p = f

div u = 0

u|∂Ω = 0 ,

(10.17)

ahol Ω ⊂ RN (N = 2 vagy 3) korlátos tartomány szakaszonként sima perem-
mel, u : Ω → RN az áramlás sebességvektora és p : Ω → R a nyomás. Az
f : Ω→ RN adott függvény a külső erőkből származtatható. A −∆u kifejezés
és az u|∂Ω = 0 peremfeltétel koordinátánként értendő.

A (10.17) rendszer időben stacionárius lassú áramlást ı́r le. (Időben változó
áramlás esetén a megfelelő első egyenletet időben diszkretizálva a fentihez
hasonló feladatot kapunk, de az első egyenlet kiegészül egy 1

τ u taggal, ahol
τ > 0. A megoldhatóságról alább elmondottak erre az esetre is értelemszerűen
átvihetők.) A Stokes-feladat a 7.3. szakaszban vizsgált nyeregpont-feladatok
tipikus esete, további részletek olvashatók róla pl. a [21, 69] könyvekben.
A gyenge megoldásnál az u függvényt (a −∆u kifejezés és az u|∂Ω = 0 perem-
feltétel miatt) a H1

0 (Ω)N szorzattérben keressük, melyet most is valós értékű
függvényekkel definiálunk, ı́gy valós Hilbert-tér. A p nyomásnál is szeretnénk
a deriválttól megszabadulni és csak L2(Ω)-ban keresni. Mivel a (10.17) egyen-
letek a p függvényt csupán addit́ıv konstans erejéig határozzák meg, ı́gy az
egyértelműség érdekében bevezetjük az alábi teret:

L̇2(Ω) := {p ∈ L2(Ω) :

∫
Ω

p = 0} (10.18)

a szokásos L2-skalárszorzattal. A gyenge megoldás defińıciójához az előző
szakaszhoz hasonlóan indulunk ki: a két egyenletet rendre beszorozzuk v =
(v1, v2, ..., vN ) ∈ H1

0 (Ω)N és q ∈ L̇2(Ω) tesztfüggvényekkel, majd alkalmaz-
zuk a Green-formulát, ill. Gauss–Osztrogradszkij-tételt. A kapott kifejezés
értelmes akkor is, ha u csak H1

0 (Ω)N -ben és p csak L̇2(Ω)-ben van. Itt a vek-

torértékű esetben használjuk a ∇u · ∇v :=
∑N
i=1∇ui · ∇vi jelölést, ill. majd

az 〈u,v〉H1 :=
∫

Ω
∇u · ∇v skalárszorzatot a H1

0 (Ω)N téren. Így az alábbihoz
jutunk:

10.19. Defińıció. Az (u, p) ∈ H1
0 (Ω)N × L̇2(Ω) függvénypárt a (10.17) fel-

adat gyenge megoldásának nevezzük, ha
∫

Ω

∇u · ∇v −
∫

Ω

p (div v) =

∫
Ω

f · v (∀v ∈ H1
0 (Ω)N ),∫

Ω

q (div u) = 0 (∀q ∈ L̇2(Ω)).

(10.19)
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A (10.17) feladat gyenge megoldhatóságához a 7.29. tételt szeretnénk felhasz-
nálni. Vezessük be az alábbi bilineáris formákat:

A : H1
0 (Ω)N ×H1

0 (Ω)N → R, A(u,v) :=

∫
Ω

∇u · ∇v,

B : L̇2(Ω)×H1
0 (Ω)N → R, B(p,v) := −

∫
Ω

p (div v).

(10.20)

Ekkor a (10.19) rendszer éppen (7.16) alakú.

10.20. Álĺıtás. A fenti B formára teljesül az inf-sup-feltétel:

inf
p∈L̇2(Ω)
p6≡0

sup
u∈H1

0(Ω)N

u 6≡0

B(p,u)

‖p‖L2‖u‖H1
0

= γ > 0. (10.21)

Bizonýıtás. Ez a divergencia-operátor szuperjektivitásának köszönhető: [48]
alapján bármely p ∈ L̇2(Ω) esetén van olyan u ∈ H1

0 (Ω)N , melyre p =
−div u. Ekkor ugyanis a 4.13. következmény szerint ‖p‖L2 ≥ γ‖u‖H1

0
al-

kalmas γ > 0 állandóval, és ezzel az u-val

B(p,u) = −
∫

Ω

p (div u) =

∫
Ω

p2,

ı́gy
B(p,u)

‖p‖L2‖u‖H1
0

=
‖p‖L2

‖u‖H1
0

≥ γ. �

10.21. Tétel. Bármely f ∈ L2(Ω)N függvény esetén a (10.17) feladatnak
létezik egyetlen (u, p) ∈ H1

0 (Ω)N × L̇2(Ω) gyenge megoldása.

Bizonýıtás. Itt A : H1
0 (Ω)N × H1

0 (Ω)N → R korlátos és koerćıv bilineáris
forma, hiszen ez épp a H1

0 (Ω)N tér skalárszorzata. Másrészt B : L̇2(Ω) ×
H1

0 (Ω)N → R korlátos bilineáris forma, hiszen

|B(p,v)| ≤ ‖p‖L2‖ div v‖L2 ≤
√
N‖p‖L2‖v‖H1

0
,

felhasználva, hogy

‖div v‖2L2 =

∫
Ω

( N∑
i=1

∂ivi
)2 ≤ N ∫

Ω

N∑
i=1

(∂ivi)
2 ≤ N

∫
Ω

N∑
i,j=1

(∂ivj)
2 =

= N‖∇v‖2L2 = N‖v‖2H1
0
.

Mivel a 10.20. álĺıtás alapján fennáll a (10.21) inf-sup-feltétel, a 7.29. tételből
nyerjük a ḱıvánt megoldhatóságot. �
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10.4. A Maxwell-egyenletek időharmonikus ese-
tének megoldása

A Maxwell-egyenletek a fizika egyik legnevezetesebb modelljét alkotják, és
bőséges matematikai vizsgálatban részesültek. Itt [40] alapján azzal a speciális
esettel foglalkozunk, amikor az elektromos ill. mágneses mezők az

E(x1, x2, x3, t) = Re (E(x1, x2, x3)eiωt) és

H(x1, x2, x3, t) = Re (H(x1, x2, x3)eiωt)

(x := (x1, x2, x3) ∈ R3, t ∈ R) ún. időharmonikus alakot veszik fel valamely
ω > 0 adott állandó frekvencia mellett, és az elektromos áramsűrűség időtől
független. Az egyszerűség kedvéért legyen emellett a vezetőképesség és a per-
meabilitás állandó: σ, µ > 0 adott konstansok. Ekkor a Maxwell-egyenletek
az alábbi egyszerűbb alakra hozhatók:{

rotH = σE

rotE = −iωµH .

Itt a második egyenletből H kiküszöbölhető és csak E-re kapunk összefü-
gést. A H-ra elhagyott egyenlőséget a fenti első egyenletből kapott divE =
1
σ div rotH = 0 egyenlettel helyetteśıtjük (mivel div rot ≡ 0), ı́gy az eredetivel
ekvivalens rendszerhez jutunk. Emellett adott Ω ⊂ R3 (szakaszonként sima
peremű) tartományon az E mezőre a szokásos (ún. elektromos) peremfeltétel
a külső normálissal való vektorszorzat megadása: ezekből a

rot rotE + iωµσE = 0

divE = 0

E × ν |∂Ω = Ẽ × ν |∂Ω

feladathoz jutunk, ahol Ẽ adott vektormező. Végül vezessük be az u := E−Ẽ
új ismeretlen függvényt és rendezzük az Ẽ-os tagokat a jobb oldalakra. A
kapott rendszer alakja 

rot rot u + iωµσu = f

div u = g

u× ν |∂Ω = 0

(10.22)

(ahol f és g tartalmazza az Ẽ-os tagokat). Ennek megoldhatóságát vezetjük
most le alkalmas függvénytérben.
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A gyenge megoldás fogalmát (az előző szakaszokhoz hasonlóan) a klasszi-
kus megoldásra teljesülő, kevesebb simaságot követelő formulából kapjuk,
most értelemszerűen komplex Szoboljev-terekben. Az első szabály a Gauss–
Osztrogradszkij-tételből némi számolással adódik:

10.22. Lemma. Ha u,v ∈ C1(Ω,C3), akkor∫
Ω

rot u · v =

∫
Ω

u · rot v +

∫
∂Ω

u (ν × v).

Ezután szorozzuk be (10.22) első egyenletét olyan v ∈ C1(Ω,C3) függvény
konjugáltjával, amely teljeśıti a v×ν |∂Ω = 0 peremfeltételt, valamint szoroz-
zuk be (10.22) második egyenletét div v-vel, integráljunk, végül adjuk össze
ezeket. Ekkor∫

Ω

(
rot u · rot v + (div u)(div v) + iωµσuv

)
=

∫
Ω

(f · v + g div v). (10.23)

A megfelelő függvénytér defińıcióját az motiválja, hogy a rot u és div u le-
gyen értelmes mint L2-beli függvény. Ez a természetes minimális követelmény
(10.23) értelmezhetőségéhez. Vezessük be az alábbi tereket:

H(div) := {v ∈ L2(Ω)3 : div v ∈ L2(Ω) disztribúció-értelemben},

H(rot) := {v ∈ L2(Ω)3 : rot v ∈ L2(Ω)3 disztribúció-értelemben},

H0(rot) := {v ∈ H(rot) : v × ν |∂Ω = 0 nyom-értelemben},

ahol ν a külső normálvektor. (A v × ν |∂Ω nyom létezése egy megfelelő tétel
következménye [40].) Végül legyen

H := H(div) ∩H0(rot)

az alábbi skalárszorzattal:

〈u,v〉H :=

∫
Ω

(
rot u · rot v + (div u)(div v) + uv

)
. (10.24)

A defińıciók és az L2 terek teljessége alapján igazolható, hogy H teljes. Va-
lójában H nem más, mint C∞0 (Ω) teljessé tétele a fenti skalárszorzattal.

10.23. Defińıció. Az u ∈ H(div)∩H0(rot) függvényt a (10.22) feladat gyen-
ge megoldásának nevezzük, ha (10.23) teljesül bármely v ∈ H(div)∩H0(rot)
esetén.

A megoldhatóság igazolásához két lemmára van szükség. Az első a 10.20.
álĺıtás bizonýıtásában szereplő szuperjektivitás megfelelője div helyett rot-ra
(lényegében a div rot ≡ 0 azonosság megford́ıtása):
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10.24. Lemma. [40] Legyen w ∈ H(div), melyre div w = 0. Ekkor létezik
olyan s ∈ H(rot), melyre w = rot s, sőt melyre ‖w‖L2 ≥ γ‖s‖L2 alkalmas
γ > 0 állandóval.

10.25. Lemma. Az

〈u,v〉0 :=

∫
Ω

(
rot u · rot v + (div u)(div v)

)
skalárszorzat a (10.24) skalárszorzatéval ekvivalens normát indukál a H =
H(div) ∩H0(rot) téren.

Bizonýıtás. Legyen v ∈ H adott. Nyilván ‖v‖H ≥ ‖v‖0, a visszairányhoz
pedig elég igazolnunk, hogy ‖v‖L2 ≤ c̃ ‖v‖0, ahol c̃ > 0 független v-től.
Tekintsük a {

−∆z = −div v,
z|∂Ω = 0

feladatot, melynek a 10.15. tétel szerint egyértelműen létezik z ∈ H1
0 (Ω)

gyenge megoldása. Itt div∇z = ∆z ∈ L2(Ω), ı́gy ∇z ∈ H(div). Legyen
w := v −∇z. Ekkor

‖v‖L2 ≤ ‖w‖L2 + ‖∇z‖L2 ,

ahol utóbbira a 10.16. megjegyzés alapján van olyan c > 0, hogy ‖∇z‖L2 ≤
c‖ div v‖L2 . Másrészt w ∈ H(div) és div w = div v−∆z = 0, ı́gy a 10.24. lem-
ma szerint létezik olyan s ∈ H(rot), melyre w = rot s, sőt ‖w‖L2 ≥ γ‖s‖L2 .
Itt a z|∂Ω = 0 peremfeltétel miatt ∇z párhuzamos ν-vel, ı́gy ∇z × ν|∂Ω = 0,
másrészt a v ∈ H feltételből v × ν|∂Ω = 0, ı́gy w × ν|∂Ω = 0. Ebből a

10.22. lemma alapján ‖w‖2L2 =
∫

Ω
rot s · w =

∫
Ω

s · rot w. Így ‖w‖2L2 ≤
‖s‖L2‖ rot w‖L2 ≤ 1

γ ‖w‖L2‖ rot w‖L2 , azaz ‖w‖L2 ≤ 1
γ ‖ rot w‖L2 =

1
γ ‖ rot v‖L2 , felhasználva, hogy w = v−∇z és hogy rot∇ ≡ 0. Együtt tehát

‖v‖L2 ≤ 1

γ
‖ rot v‖L2 + c‖ div v‖L2 ≤ c̃

(
‖ rot v‖2L2 + ‖div v‖2L2

)1/2
= c̃ ‖v‖0.

�

10.26. Tétel. Bármely f ∈ L2(Ω)3 és g ∈ L2(Ω) esetén a (10.22) feladatnak
létezik egyetlen u ∈ H(div) ∩H0(rot) gyenge megoldása.

Bizonýıtás. Legyen

B(u,v) :=

∫
Ω

(
rot u · rot v + (div u)(div v) + iωµσuv

)
(∀u,v ∈ H)

és φv :=

∫
Ω

(f · v + g div v) (∀v ∈ H).
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Ekkor a (10.23) gyenge alak B(u, v) = φv (∀v ∈ H) alakban ı́rható. Itt

ReB(u,u) =

∫
Ω

(
| rot u|2 + |div u|2) = ‖u‖20 (∀u ∈ H),

ı́gy a 10.25. lemma szerint

ReB(u,u) ≥ m ‖u‖2H (∀u ∈ H)

alkalmas m > 0 u-tól független konstanssal, azaz B koerćıv bilineáris forma.
B korlátossága a (10.24) skalárszorzat defińıciójából nyilvánvaló. Emellett

|φv| ≤ ‖f‖L2‖v‖L2 +‖g‖L2‖ div v‖L2 ≤ c̃ (‖f‖L2 +‖g‖L2) ‖v‖H (∀v ∈ H),

azaz φ : H → C korlátos lineáris funkcionál. Így alkalmazhatjuk a Lax–
Milgram-lemmát (7.16. tétel), amely a ḱıvánt u ∈ H megoldást adja. �

10.27. Megjegyzés. Ha v ∈ H1(Ω)3, akkor eleme H(div)-nek és H0(rot)-

nak is. Értelemszerű a kérdés: megford́ıtva, ha div v és rot v is értelmes mint
L2-beli függvény, abból nem következik-e már, hogy v ∈ H1(Ω)3; ekkor
ugyanis

H ≡ H(div) ∩H0(rot) = {v ∈ H1(Ω)3 : v × ν |∂Ω = 0 nyom-értelemben}
(10.25)

lenne, ami fölöslegessé tenné a fent használt bonyolultabb defińıciót. Való-
ban, ha Ω konvex, vagy pereme elég sima, akkor a fenti egyenlőség igaz; az
Ω-ra való pontos feltételek és a háttéreredmények a [41, 64] cikkekben találha-

tók. Általában (bonyolultabb, pl. konkáv sarkokat tartalmazó tartományokra,
amik tipikusak az elektromágneses feladatokban) viszont nem ismeretes ez az
azonosság, ı́gy nem kerülhető el a H := H(div) ∩H0(rot) defińıció.

10.5. Parabolikus Cauchy-feladat

Tekintsük az alábbi parabolikus Cauchy- (vagy kezdetiérték-)feladatot:
∂tu−∆u = 0 (Ω× R+-ban)

u(x, 0) = u0(x) (∀x ∈ Ω)

u|∂Ω×R+ = 0 ,

(10.26)

ahol Ω ⊂ RN korlátos tartomány. Megmutatjuk, hogy ennek megoldhatósága
egyszerűen következik a 9.2. szakasz eredményeiből. A fenti feladat természe-
tesen általánosabb adatokkal is megoldható, lásd pl. [67].



172 10. A megoldhatósági tételek alkalmazásai

Legyen H := L2(Ω) és L := −∆, ahol D(L) := H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω). Ekkor L

teljeśıti a 9.11. következmény feltételeit, azaz szigorúan pozit́ıv és inverze
kompakt. Jelölje (λn) és (en) a −∆ operátor sajátértékeinek és megfelelő
sajátvektorainak sorozatát, ahol utóbbiak TONR-t alkotnak L2(Ω)-ban. A
9.11. következmény és 9.14. álĺıtás szerint ı́gy a (10.26) feladatnak bármely
u0 ∈ D(L) esetén egyértelműen létezik megoldása, és ha

u0(x) =

∞∑
n=1

cnen(x) (x ∈ Ω),

akkor a megoldás előáll

u(x, t) =

∞∑
n=1

e−λntcnen(x) (x ∈ Ω, t > 0) (10.27)

alakban.

Megjegyezzük, hogy a 9.2. szakasz alapján a megoldás a (9.5) egyenlőséget tel-
jeśıti L2(Ω)-normában, amiből még nem következik, hogy (10.26) pontonként
teljesül, utóbbit a (10.27) sorfejtésből lehet levezetni. Emellett a 9.13. tétel
alapján bármely u0 ∈ L2(Ω) esetén is igaz a megoldhatóság, ami klasszikus ér-
telemben szintén a (10.27) sorfejtésből vezethető le. Végül, a 9.14. megjegyzés
szerint most a megoldás L2-normája 0-hoz tart, amit szokás disszipativitás-
nak h́ıvni, ez a konstans 0 megoldás stabilitását fejezi ki.
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11. fejezet

Nemlineáris operátorok
alaptulajdonságai

Az eddigiekben vizsgált lineáris feladatok sokszor egyszerűśıtett modellekből
származnak, melyek pontosabb léırása már nemlineáris operátorokat tartal-
maz. A lineáris struktúra elhagyása jelentősen módośıtja a megfelelő ope-
rátorok elméletét. Ebben és a következő fejezetben a nemlineáris operáto-
rok egyes alapfogalmait és tulajdonságait tárgyaljuk, melyekre majd szükség
lesz a megoldhatósági eredményekben és közeĺıtő módszereknél. A témakörről
részletesebben olvashatunk a [3, 19, 23, 76] könyvekben.

A nemlineáris operátorokról szóló részekben a szereplő Hilbert-terek (és ezen
belül a Lebesgue- és Szoboljev-terek) valósak lesznek, szemben a lineáris eset-
tel, ahol alaphelyzetben a komplex esetre volt szükség.

11.1. Egy elliptikus operátor

A fejezet bevezetéseként egy fontos példát ismertetünk nemlineáris operá-
torra, amely a későbbi alkalmazásokban is felmerül, valamint a fejezet fő
fogalmait is ezen szemléltetjük majd. Először a jobb érthetőség érdekében
ennek is egy speciális esetét adjuk meg.

Legyen Ω ⊂ Rn korlátos tartomány. Tekintsük a{
−div

(
a(|∇u|2)∇u

)
= g,

u|∂Ω = 0
(11.1)

peremértékfeladatot, ahol a : R+ → R+ adott folytonos, korlátos függvény.
Ez a feladat a (10.11)-belihez hasonló, de most ∇u együtthatója maga is ∇u-

175
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tól függ, ettől a feladat nemlineáris. Legyen T : L2(Ω) ⊃→ L2(Ω) a feladatban
szereplő operátor, D(T ) := H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) értelmezési tartománnyal:

T (u) := −div
(
a(|∇u|2)∇u

)
,

ekkor tehát a (11.1)-beli egyenlet a

T (u) = g

alakban ı́rható fel.

A lineáris esethez hasonlóan célszerű értelmezni a fenti feladat gyenge alakját.
Ehhez a szokásos módon jutunk: a formális egyenletet szorozzuk egy v ∈
H1

0 (Ω) tesztfüggvénnyel, majd integrálunk. Egy u ∈ H1
0 (Ω) függvényt tehát

a (11.1) feladat gyenge megoldásának nevezünk, ha∫
Ω

a(|∇u|2)∇u · ∇v =

∫
Ω

gv (∀ v ∈ H1
0 (Ω)). (11.2)

Korábban a gyenge megoldás létezése azon múlt, hogy a bal oldalon szereplő
formula egy skalárszorzatot definiált, most azonban T nemlineáris, ı́gy ez az
út nem járható. Ehelyett a (11.2) egyenletet olyan operátoregyenlet alakjában
szeretnénk feĺırni, ahol a szereplő operátor jobb tulajdonságú az eredeti T -
nél, amely az L2(Ω) térben értelmezve nem is folytonos. Célunk tehát az,
hogy találjunk egy olyan F : H1

0 (Ω)→ H1
0 (Ω) operátort, melyre

〈F (u), v〉H1
0

=

∫
Ω

a(|∇u|2)∇u · ∇v (∀ v ∈ H1
0 (Ω)). (11.3)

A Riesz-féle reprezentációs tétel alapján ugyanis (11.2) jobb oldalát is hasonló
alakban ı́rhatjuk fel: létezik olyan b ∈ H1

0 (Ω), hogy∫
Ω

gv = 〈b, v〉H1
0

(∀ v ∈ H1
0 (Ω)).

Ha tehát létezik a (11.3)-ban ḱıvánt F , akkor

〈F (u), v〉H1
0

= 〈b, v〉H1
0

(∀ v ∈ H1
0 (Ω)),

ami ekvivalens az

F (u) = b

operátoregyenlettel H1
0 (Ω)-ban.

Megjegyezzük, hogy a fejezet elején emĺıtettek szerint most H1
0 (Ω) valós ér-

tékű függvényekből áll és valós Hilbert-tér, melyben a skalárszorzat

〈u, v〉H1
0

=

∫
Ω

∇u · ∇v. (11.4)
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11.1. Álĺıtás. A (11.3) egyenlőség egyértelműen meghatároz egy F : H1
0 (Ω)→

H1
0 (Ω) operátort.

Bizonýıtás. Legyen u ∈ H1
0 (Ω) rögźıtett és legyen ψu : H1

0 (Ω) → R a
következő funkcionál:

ψuv :=

∫
Ω

a(|∇u|2)∇u · ∇v.

Ekkor ψu lineáris, illetve a

|ψuv| ≤
∫

Ω

∣∣∣a(|∇u|2)
∣∣∣ |∇u| |∇v| ≤ (sup a) ‖∇u‖L2 ‖∇v‖L2 =

= (sup a) ‖u‖H1
0
‖v‖H1

0

becslés miatt ψu korlátos. Ekkor egyértelműen létezik olyan ũ ∈ H1
0 (Ω), hogy

ψuv = 〈ũ, v〉H1
0

(∀ v ∈ H1
0 (Ω)).

Jelöljük F -fel azt a hozzárendelést, ami az u-hoz ũ-t rendeli, ami az eddigiek
szerint jóldefiniált leképezés. Erre az F -re

〈F (u), v〉H1
0

= 〈ũ, v〉H1
0

= ψuv =

∫
Ω

a(|∇u|2)∇u · ∇v (∀ v ∈ H1
0 (Ω)). �

A fenti F operátor általánosabb helyzetben is értelmezhető. Legyen f ∈
C1(Ω × Rn,Rn), és T (u) := −div f(x,∇u). (Ez a szokásos jelölés a prećı-
zebb T (u) := −div

(
f ◦ (id,∇u)

)
helyett.) Tegyük fel, hogy létezik M > 0,

hogy ∥∥∥∥∂f∂η (x, η)

∥∥∥∥ ≤M (∀ (x, η) ∈ Ω× Rn), (11.5)

ahol ‖.‖ az euklideszi norma által indukált mátrixnormát jelenti. Ha például∣∣(a(r2)r
)′∣∣ ≤M , akkor az f(x, η) = a

(
|η|2
)
η függvény teljeśıti ezt a feltételt

(ami a későbbi (13.4.1) egyenlőtlenséghez hasonlóan látható); erre az f -re

f(x,∇u) = a(|∇u|2)∇u, azaz visszakapjuk az előbbi példabeli operátor szer-
kezetét. Az általánosabb esetben is értelmezhető olyan F : H1

0 (Ω) → H1
0 (Ω)

operátor, melyre most

〈F (u), v〉H1
0

=

∫
Ω

f(x,∇u) · ∇v (∀ v ∈ H1
0 (Ω)), (11.6)

ez a 11.1. álĺıtás mintájára, némileg több számolással igazolható. Most meg-
mutatjuk, hogy (az eredeti T -vel szemben) F folytonos.

11.2. Álĺıtás. Ha teljesül (11.5), akkor F Lipschitz-folytonos a H1
0 (Ω) téren.
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Bizonýıtás. A feltételből a Lagrange-egyenlőtlenség miatt f Lipschitz-foly-
tonos η-ban:

|f(x, η)− f(x, η′)| ≤M |η − η′| , (11.7)

ahol |.| az Rn-beli euklideszi távolságot jelöli. Ezt örökli F :

‖F (u)− F (v)‖H1
0

=

= sup
‖z‖

H1
0

=1

〈F (u)− F (v), z〉H1
0

= sup
‖z‖

H1
0

=1

∫
Ω

(f(x,∇u)− f(x,∇v)) · ∇z ≤

≤ sup
‖z‖

H1
0

=1

∫
Ω

|f(x,∇u)− f(x,∇v)| |∇z| ≤

≤ sup
‖z‖

H1
0

=1

M

∫
Ω

|∇u−∇v| |∇z| ≤ sup
‖z‖

H1
0

=1

M ‖∇u−∇v‖L2 ‖∇z‖L2 =

= sup
‖z‖

H1
0

=1

M ‖u− v‖H1
0
‖z‖H1

0
= M ‖u− v‖H1

0
. �

Most differenciálhatósági tulajdonságokra térünk át, amelyekre szükség lesz
az operátoregyenletek vizsgálatához.

11.2. Gâteaux-derivált

11.2.1. Alapfogalmak

11.3. Defińıció. Legyenek X,Y normált terek. Egy F : X → Y (nemlineá-
ris) operátor Gâteaux-deriválható az u ∈ X pontban, ha

(i) bármely v ∈ X esetén létezik

∂vF (u) := lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)

t
;

(ii) a v 7→ ∂vF (u) hozzárendelés folytonos lineáris operátor X-ből Y -ba.

A második tulajdonság szerinti operátort F ′(u)-val jelölve

F ′(u)v = ∂vF (u) és F ′(u) ∈ B(X,Y ).

Idézzük fel a szokásos deriválhatóság fogalmát is, melyet szokás Fréchet-
deriválhatóságnak is h́ıvni. Az F : X → Y operátor Fréchet-deriválható az
u ∈ X pontban, ha van olyan A ∈ B(X,Y ) folytonos lineáris operátor, hogy

lim
‖h‖→0

‖F (u+ h)− F (u)−Ah‖
‖h‖

= 0.
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Ekkor A egyértelmű, és szintén F ′(u)-val jelöljük. (Ez az alábbiak miatt nem
okoz félreértést.)

11.4. Megjegyzés. (i) A Fréchet-deriválhatóságból következik a Gâteaux-
deriválhatóság, és a kétféle derivált egybeesik. Visszafelé viszont nem követke-
zik, már R2 → R függvények esetén is előfordul, hogy f Gâteaux-deriválható,
de nem Fréchet-deriválható.
(ii) Magasabbrendű deriváltak a defińıció ismételt alkalmazásával értelmezhe-
tők. Ha például Φ : X → R Gâteaux-deriválható és Φ′ : X → B(X,R) = X∗

is Gâteaux-deriválható valamely u ∈ X pontban, akkor Φ′′(u) := (Φ′)′(u) ∈
B(X,X∗).

Példa Gâteaux-deriváltra. Tekintsük a (11.6)-beli operátort, azaz legyen
Ω ⊂ Rn korlátos tartomány, H a H1

0 (Ω) valós Hilbert-tér a (11.4) skalárszor-
zattal, és F : H1

0 (Ω)→ H1
0 (Ω),

〈F (u), v〉H1
0

=

∫
Ω

f(x,∇u) · ∇v (∀u, v ∈ H1
0 (Ω)), (11.8)

ahol f ∈ C1(Ω × Rn,Rn). Tegyük fel még, hogy a ∂f(x,η)
∂η deriváltmátrixok

szimmetrikusak és sajátértékeik közös korlát alá esnek. Mivel szimmetrikus
mátrix euklideszi vektornorma által indukált normája a maximális abszolút
értékű sajátértéke, ı́gy az előzőek miatt teljesül (11.5).
Megmutatjuk, hogy ekkor F Gâteaux-deriválható. Legyen u ∈ H1

0 (Ω) tetsző-
leges. Rögźıtett h, v ∈ H1

0 (Ω) esetén

lim
t→0

1

t
〈F (u+ th)− F (u), v〉H1

0
= lim
t→0

∫
Ω

1

t
((f(x,∇u+ t∇h)− f(x,∇u)) · ∇v.

Az f ∈ C1 feltétel miatt a fenti integrandus m. m. pontonként konvergál, és
limesze

lim
t→0

1

t
((f(x,∇u+ t∇h)− f(x,∇u)) · ∇v =

∂f

∂η
(x,∇u)∇h · ∇v,

ı́gy ha ∂hF (u) létezik, akkor

〈∂hF (u), v〉H1
0

= 〈D(h, u), v〉H1
0

:=

∫
Ω

∂f

∂η
(x,∇u)∇h·∇v (∀h, v ∈ H1

0 (Ω)).

Itt adott u ∈ H1
0 (Ω) eseténD(h, u) ∈ H1

0 (Ω) létezését a Riesz-tétel garantálja,
mivel a fenti integrál folytonos lineáris funkcionálja v-nek: (11.5) miatt az
integrandus M |∇h| |∇v|-vel, az integrál pedig M‖h‖H1

0
‖v‖H1

0
-val becsülhető.

Ahhoz, hogy D(h, u) = ∂hF (u) legyen (azaz a fent definiált D(h, u) függvény
valóban iránymenti derivált legyen), az kell, hogy alábbi limesz nulla:

lim
t→0

∥∥1

t
(F (u+ th)− F (u))−D(h, u)

∥∥
H1

0
=
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= lim
t→0

sup
‖v‖

H1
0

=1

〈1

t
(F (u+ th)− F (u))−D(h, u), v

〉
= lim
t→0

sup
‖v‖

H1
0

=1

∫
Ω

(
1

t

(
(f(x,∇u+ t∇h)− f(x,∇u)

)
− ∂f

∂η
(x,∇u)∇h

)
· ∇v

= lim
t→0

sup
‖v‖

H1
0

=1

∫
Ω

(∂f
∂η

(x,∇u+ θt∇h)− ∂f

∂η
(x,∇u)

)
∇h · ∇v

≤ lim
t→0

∥∥∥(∂f
∂η

(id,∇u+ θt∇h)− ∂f

∂η
(id,∇u)

)
∇h
∥∥∥
L2
,

ahol |θ| ≤ 1. A kapott L2-normában olyan integrál szerepel, melyben az
integrandus t→ 0 esetén ∂f

∂η folytonossága miatt maga is 0-hoz tart. Emellett

az integrandus (11.5) miatt bármely t esetén felülről becsülhető (2M |∇h|)2-

tel, ami a h ∈ H1
0 (Ω) feltétel miatt L1-beli majoráns. Így a Lebesgue-tétel

alapján az integrál is 0-hoz tart, tehát D(h, u) = ∂hF (u).
Itt h 7→ ∂hF (u) lineáris operátor, és korlátos is, hiszen (szintén (11.5) miatt)

‖∂hF (u)‖ = sup
‖v‖

H1
0

=1

〈∂hF (u), v〉H1
0
≤ sup
‖v‖

H1
0

=1

M

∫
Ω

|∇h| |∇v| ≤

≤ sup
‖v‖

H1
0

=1

M‖h‖H1
0
‖v‖H1

0
= M‖h‖H1

0
.

Így tehát F Gâteaux-deriválható és

〈F ′(u)h, v〉H1
0

=

∫
Ω

∂f

∂η
(x,∇u)∇h · ∇v (∀u, h, v ∈ H1

0 (Ω)). (11.9)

11.2.2. Gâteaux-deriválható funkcionálok

Legyen Φ : X → R számértékű leképezés (funkcionál). Ekkor a Gâteaux-
derivált defińıciójában Y = R, és Φ′(u) ∈ B(X,R) = X∗. Itt a 3.3 szakasz
jelölésével

〈Φ′(u), v〉 := Φ′(u)v,

ami Hilbert-tér esetén valóban skalárszorzat.

11.5. Defińıció. Legyen X normált tér, u, v ∈ X. Ekkor

(i) [u, v] = {u+ t(v − u) : t ∈ [0, 1]} az u-t és v-t összekötő szakasz;

(ii) ha Φ : X → R, akkor φu,v : [0, 1]→ R, φu,v(t) := Φ(u+ t(v − u)).

11.6. Álĺıtás (Lagrange-középértéktétel). Legyen Φ : X → R Gâteaux-
differenciálható, u, v ∈ X. Ekkor létezik ξ ∈ [u, v], hogy Φ(v) − Φ(u) =
〈Φ′(ξ), v − u〉.
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Bizonýıtás. Legyen φ = φu,v, ekkor φ : [0, 1]→ R differenciálható és

φ′(t) = lim
h→0

φ(t+ h)− φ(t)

h
=

= lim
h→0

Φ(u+ t(v − u) + h(v − u))− Φ(u+ t(v − u))

h
=

= ∂v−uΦ(u+ t(v − u)) = 〈Φ′(u+ t(v − u)), v − u〉 .

A valós függvényekre vonatkozó Lagrange-középértéktétel szerint létezik η ∈
[0, 1], hogy φ(1)−φ(0) = φ′(η). A ξ := u+η(v−u) vektorral a ḱıvánt álĺıtást
kapjuk. �

11.7. Álĺıtás (másodrendű Taylor-formula). Legyen Φ : X → R kétszer
Gâteaux-differenciálható, u, v ∈ X. Ekkor létezik ξ ∈ [u, v], hogy

Φ(v)− Φ(u) = 〈Φ′(u), v − u〉+
1

2
〈Φ′′(ξ)(v − u), v − u〉 .

Bizonýıtás. Az előzőekhez hasonlóan belátható, hogy φ = φu,v kétszer diffe-
renciálható és φ′′(t) = 〈Φ′′(u+ t(v − u))(v − u), v − u〉. A másodrendű valós
Taylor-formulát φ-re feĺırva kapjuk, hogy φ(1)−φ(0) = φ′(0)+ 1

2φ
′′(η), ahon-

nan ismét a ξ = u+ η(v − u) választással adódik az álĺıtás. �

11.8. Defińıció. Legyenek X,Y és Z normált terek, A : X → B(Y, Z) leké-
pezés. Azt mondjuk, hogy

(i) A hemifolytonos, ha minden u, v ∈ X és minden w ∈ Y esetén a t 7→
A(u+ tv)w leképezés folytonos R-ből Z-be;

(ii) A bihemifolytonos, ha minden u, v, w ∈ X, z ∈ Y esetén az (s, t) 7→
A(u+ tv + sw)z leképezés folytonos R2-ből Z-be.

A fenti defińıció általánossága arra jó, hogy többféle szokásos helyzetben is
értelmezhessünk (bi)hemifolytonosságot. Legyen például Φ : X → R adott
funkcionál.

• Ha Y = Z = R, akkor B(Y,Z) = B(R,R) = R, ı́gy értelmezhető
Φ : X → R (bi)hemifolytonossága.

• Ha X = Y és Z = R, akkor B(Y,Z) = B(X,R) = X∗, ı́gy értelmezhető
a Φ′ : X → X∗ Gâteaux-derivált (bi)hemifolytonossága.

• Ha X = Y és Z = X∗, akkor B(Y, Z) = B(X,X∗), ı́gy értelmezhető a
Φ′′ : X → B(X,X∗) második Gâteaux-derivált (bi)hemifolytonossága.

11.9. Tétel (Newton–Leibniz). Legyen Φ : X → R, u, v ∈ X.
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(1) Ha Φ Gâteaux-deriválható és Φ′ hemifolytonos, akkor

Φ(v)− Φ(u) =

∫ 1

0

〈Φ′(u+ t(v − u)), v − u〉 dt.

(2) Ha Φ kétszer Gâteaux-deriválható és Φ′′ hemifolytonos, akkor

Φ′(v)− Φ′(u) =

∫ 1

0

Φ′′(u+ t(v − u))(v − u)dt,

amin azt értjük, hogy minden z ∈ X esetén

〈Φ′(v)− Φ′(u), z〉 =

∫ 1

0

〈Φ′′(u+ t(v − u))(v − u), z〉 dt.

Bizonýıtás.
(1) Legyen φ = φu,v, azaz φ(t) = Φ(u + t(v − u)), ekkor φ′(t) =
〈Φ′(u+ t(v − u)), v − u〉. Itt Φ′ hemifolytonossága miatt φ′ folytonos, emi-
att φ-re érvényes a közönséges Newton-Leibniz szabály. Azaz φ(1) − φ(0) =∫ 1

0
φ′(t)dt, ami épp a ḱıvánt egyenlőség.

(2) Legyen z ∈ X is rögźıtett és ψ = ψu,v,z, ψ(t) := 〈Φ′(u+ t(v − u)), z〉.
Ekkor a fentihez hasonlóan ψ′(t) = 〈Φ′′(u+ t(v − u))(v − u), z〉. Itt t 7→
Φ′′(u+ t(v − u))(v − u) folytonos, mert Φ′′ hemifolytonos, emiatt ψ′ is foly-

tonos. Így ψ(1)− ψ(0) =
∫ 1

0
ψ′(t)dt, azaz

〈Φ′(v)− Φ′(u), z〉 = 〈Φ′(v), z〉 − 〈Φ′(u), z〉 =

=

∫ 1

0

〈Φ′′(u+ t(v − u))(v − u), z〉dt. �

11.10. Megjegyzés. A 11.2.1 szakaszban Gâteaux-deriváltra adott példa
olyan, hogy a derivált bihemifolytonos. Éspedig, láttuk, hogy a (11.8)-beli
F : H1

0 (Ω)→ H1
0 (Ω) operátor Gâteaux-deriváltja a (11.9) operátor. Itt a ∂f

∂η

derivált folytonossága miatt bármely u, v, w, z ∈ H1
0 (Ω) esetén az

(s, t) 7→ ∂f

∂η
(x,∇u+ t∇v + s∇w)∇z

leképezés folytonos R2-ből Rn-be. Ebből bármely u, v, w, z ∈ H1
0 (Ω) esetén

lim
s,t→0

‖F ′(u+tv+sw)z−F ′(u)z‖ = lim
s,t→0

sup
‖v‖

H1
0

=1

〈F ′(u+tv+sw)z−F ′(u)z, v〉

= lim
s,t→0

sup
‖v‖

H1
0

=1

∫
Ω

(∂f
∂η

(x,∇u+ t∇v + s∇w)∇z · ∇v − ∂f

∂η
(x,∇u)∇z · ∇v

)
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≤ lim
s,t→0

∥∥∂f
∂η

(id,∇u+ t∇v + s∇w)∇z − ∂f

∂η
(id,∇u)∇z

∥∥ = 0

az emĺıtett példához hasonló megfontolásból (az integrandus pontonként 0-
hoz tart, és 2M |∇z|2 L1-beli majoráns). Ez épp azt jelenti, hogy az (s, t) 7→
F ′(u + tv + sw)z leképezés folytonos R2-ből H1

0 (Ω)-ba, azaz F ′ bihemifoly-
tonos.

11.3. Monoton operátorok és konvex funkcioná-
lok

Most néhány, a valós függvényekével analóg fogalommal és ezek kapcsolatá-
val foglalkozunk. A konvexitás és monotonitás fogalma megfelelő analógiával
áthozható, a nemnegativitás szerepét pedig a pozit́ıv szemidefinitség játssza
majd.

11.11. Defińıció. A Φ : X → R funkcionál

(i) konvex, ha minden u, v ∈ X esetén φu,v konvex;

(ii) szigorúan konvex, ha minden u, v ∈ X esetén φu,v szigorúan konvex.

11.12. Álĺıtás. Ha Φ : X → R konvex és Gâteaux-deriválható, akkor minden
u, v ∈ X esetén Φ(v)− Φ(u) ≥ 〈Φ′(u), v − u〉.

Bizonýıtás. Legyen φ = φu,v. Mivel φ konvex, ezért φ(1)−φ(0) ≥ φ′(0)(1−
0) = φ′(0), ami éppen a ḱıvánt Φ(v)−Φ(u) ≥ 〈Φ′(u), v − u〉 álĺıtást adja. �

A konvexitás után szeretnénk a monotonitás fogalmát is kiterjeszteni normált
térre. Ezt a φ : R → R valós monoton növő függvényeket jellemző (φ(v) −
φ(u))(v − u) ≥ 0 (∀u, v ∈ R) egyenlőtlenség alapján tehetjük meg X → X∗

leképezésekre.

11.13. Defińıció. Azt mondjuk, hogy F : X → X∗

(i) monoton operátor, ha

〈F (v)− F (u), v − u〉 ≥ 0 (∀u, v ∈ X);

(ii) szigorúan monoton operátor, ha

〈F (v)− F (u), v − u〉 > 0 (∀u 6= v ∈ X);

(iii) egyenletesen monoton operátor, ha létezik m > 0, hogy

〈F (v)− F (u), v − u〉 ≥ m‖u− v‖2 (∀u, v ∈ X).
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11.14. Álĺıtás. Legyen Φ : X → R kétszer Gâteaux-deriválható. Ekkor az
alábbi három álĺıtás ekvivalens:

(i) Φ konvex;

(ii) Φ′ : X → X∗ monoton operátor;

(iii) Φ′′(u) ≥ 0 minden u ∈ X-re, azaz 〈Φ′′(u)h, h〉 ≥ 0 minden h ∈ X-re.

Bizonýıtás.
(i) ⇒ (ii). Legyen u, v ∈ X rögźıtett és φ = φu,v, ami a feltétel szerint
konvex, ı́gy φ′ monoton növő. Ebből φ′(1)− φ′(0) ≥ 0, ami azt jelenti, hogy
〈Φ′(v)− Φ′(u), v − u〉 ≥ 0.

(ii)⇒ (iii). A defińıciókból, v := u+ th mellett

〈Φ′′(u)h, h〉 = 〈∂hΦ′(u), h〉 =

〈
lim
t→0

Φ′(u+ th)− Φ′(u)

t
, h

〉
=

= lim
t→0

1

t
〈Φ′(u+ th)− Φ′(u), h〉 =

= lim
t→0

1

t2
〈Φ′(u+ th)− Φ′(u), (u+ th)− u〉 ≥ 0.

(iii)⇒ (i). Legyen u, v ∈ X tetszőleges és φ = φu,v, ekkor létezik φ′′ és

φ′′(t) = 〈Φ′′(u+ t(v − u))(v − u), v − u〉 ≥ 0

a feltétel szerint (a h = v − u vektorral). Így φ konvex, amiből következik,
hogy Φ konvex. �

11.15. Megjegyzés. A 11.10. megjegyzéshez hasonlóan igazolhatóak az aláb-
bi, speciális esetekről szóló álĺıtások:

(1) Φ pontosan akkor szigorúan konvex, ha Φ′ : X → X∗ szigorúan monoton
operátor. Ilyenkor Φ′ injekt́ıv is.

(2) Φ′ : X → X∗ pontosan akkor egyenletesen monoton operátor, ha Φ′′

egyenletesen pozit́ıv, azaz létezik m > 0, hogy 〈Φ′′(u)h, h〉 ≥ m‖h‖2 (∀u, h ∈
X). Ilyenkor Φ-t egyenletesen konvexnek h́ıvjuk.

11.16. Megjegyzés. Az (i) és (ii) tulajdonságok ekvivalenciájához elég, ha
Φ egyszer Gâteaux-deriválható. A (ii)⇒ (i) irány ekkor az (i)⇒ (ii) mintá-
jára következik.

Konvex funkcionálra. ill. monoton operátorra a 13.4.1. szakaszban látunk
majd tipikus példát.



12. fejezet

Potenciáloperátorok

12.1. A potenciál fogalma és létezése

12.1. Defińıció. Legyen X Banach-tér. Egy A : X → X∗ (nemlineáris)
operátort potenciáloperátornak nevezünk, ha van olyan J : X → R Gâteaux-
deriválható funkcionál, melyre J ′ = A, azaz J ′(u) = A(u) minden u ∈ X
esetén. Ekkor a J funkcionált A potenciáljának h́ıvjuk.

12.2. Megjegyzés. (i) Ha létezik potenciál, akkor addit́ıv konstans erejé-
ig egyértelmű. (Ez a Lagrange-középértéktételből következik, és nemcsak az
egész X-en, hanem egyszeresen összefüggő halmazon értelmezett operátorok-
ra is igaz.)

(ii) Egyszerű példa: ha f ∈ X∗ adott elem, akkor az A(u) ≡ f konstans leké-
pezésnek a J(u) = 〈f, u〉 ∀u ∈ X (azaz J = f) lineáris funkcionál potenciálja.

Véges dimenzióban ismeretes annak szükséges és elégséges feltétele, hogy egy
egyszeresen összefüggő halmazon értelmezett C1-függvénynek létezzen pri-
mit́ıv függvénye. Ehhez hasonló feltétel most is létezik, amit az egyszerűség
kedvéért az egész téren értelmezett leképezésre adunk meg.

12.3. Tétel. Legyen A : X → X∗ Gâteaux-deriválható és A′ bihemifolyto-
nos. Ekkor A pontosan akkor potenciáloperátor, ha A′ szimmetrikus, azaz

〈A′(u)v, h〉 = 〈A′(u)h, v〉 (∀u, h, v ∈ X). (12.1)

Bizonýıtás. (i) Tegyük fel, hogy A potenciáloperátor, és legyen J egy po-
tenciálja. Legyenek u, h, v ∈ X adott vektorok, és vezessük be a

G : R2 → R, G(s, t) := J(u+ sh+ tv)

185
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függvényt. Itt J kétszer Gâteaux-deriválható, hiszen a J ′ = A operátor
Gâteaux-deriválható, emellett J ′′ = A′ bihemifolytonos. Így G második par-
ciális deriváltjai is léteznek, speciálisan

∂t∂sG(s, t) = 〈J ′′(u+ sh+ tv)h, v〉 = 〈A′(u+ sh+ tv)h, v〉

és ugyańıgy ∂s∂tG(s, t) = 〈A′(u+ sh+ tv)v, h〉,

valamintGmásodik parciális deriváltjai folytonosak is, ı́gy igaz a Young-tétel,
amiből

〈A′(u)h, v〉 = ∂t∂sG(0, 0) = ∂s∂tG(0, 0) = 〈A′(u)v, h〉 .

(ii) Tegyük fel most, hogy A′ szimmetrikus, igazolnunk kell, hogy létezik
potenciál. Utóbbi szerepére feĺırható a szóbajövő képlet, mivel ha J potenciál,
akkor

J(u) = J(0)+

∫ 1

0

〈J ′(0+r(u−0)), u−0〉dr = J(0)+

∫ 1

0

〈A(ru), u〉dr (u ∈ X).

Itt J(0) nullának választható. Legyen tehát mostantól

J(u) :=

∫ 1

0

〈A(ru), u〉dr (u ∈ X), (12.2)

és igazolnunk kell, hogy ez a J potenciálja A-nak, azaz hogy 〈J ′(u), v〉 =
〈A(u), v〉 (∀u, v ∈ X).
Legyenek u, v ∈ X adott vektorok, és vezessük be a

K : R2 → R, K(s, t) := J(su+ tv)

függvényt. Ha J ′ = A, amit szeretnénk, akkor

K ′(s, t) = (∂sK(s, t), ∂tK(s, t)) = (〈J ′(su+ tv), u〉, 〈J ′(su+ tv), v〉)

= (〈A(su+ tv), u〉, 〈A(su+ tv), v〉) =: k(s, t) (s, t ∈ R).

Megford́ıtva, ha K ′ = k, akkor speciálisan

∂tK(1, 0) = k2(1, 0), azaz 〈J ′(u), v〉 = 〈A(u), v〉.

Így J ′ = A pontosan akkor, ha K ′ = k bármely u, v esetén. Megmutatjuk,
hogy utóbbi igaz. Itt k-nak van primit́ıv függvénye, mivel a feltevésből

∂2k1(s, t) = ∂tk1(s, t) = 〈A′(su+ tv)v, u〉 =

= 〈A′(su+ tv)u, v〉 = ∂sk2(s, t) = ∂1k2(s, t)
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(∀s, t ∈ R). Sőt, mint ismeretes, ekkor a primit́ıv függvények megadhatók
k-nak (egy rögźıtett pontból a változó pontba haladó görbe menti) vonalin-
tegráljaként, ahol a görbe tetszőleges lehet. Ha (s, t) adott pont, akkor tehát
egy primit́ıv függvény előáll a (0, 0) pontból (s, t)-be húzott szakaszon vett
vonalintegrálként, melynek értéke∫ 1

0

k(rs, rt) · (s, t)dr =

∫ 1

0

(〈A(r(su+ tv)), u〉, 〈A(r(su+ tv)), v〉) · (s, t)dr

=

∫ 1

0

〈A(r(su+ tv)), su+ tv〉dr = J(su+ tv) = K(s, t),

azaz K valóban primit́ıv függvénye k-nak. Tehát, mint láttuk, a (12.2)-ben
definiált J potenciálja A-nak. �

12.4. Megjegyzés. A (12.1) feltétel valós Hilbert-térben A′(u) önadjungált-
ságát jelenti.

Példa potenciáloperátorra. Tekintsük a 11.2.1 szakaszban Gâteaux-deri-
váltra adott példát, azaz a (11.8)-beli F : H1

0 (Ω) → H1
0 (Ω) operátort. Meg-

mutatjuk, hogy F potenciáloperátor.
Éspedig, láttuk, hogy F Gâteaux-deriválható, ill. a 11.10. megjegyzés szerint
F ′ bihemifolytonos. A (11.9) képlet szerint F Gâteaux-deriváltjára

〈F ′(u)h, v〉H1
0

=

∫
Ω

∂f

∂η
(x,∇u)∇h · ∇v (u, h, v ∈ H1

0 (Ω)). (12.3)

Mivel feltettük, hogy ∂f(x,η)
∂η deriváltmátrixok szimmetrikusak, a fenti kép-

letből rögtön következik, hogy F ′ is szimmetrikus (azaz önadjungált, mivel
most Hilbert-térben vagyunk), ı́gy a 12.3. tétel szerint F potenciáloperátor.
Esetünkben a potenciál megadható expliciten is. Az f -re tett feltételek alap-
ján ugyanis maga f is olyan, hogy minden x ∈ Ω esetén van primit́ıv függvé-
nye η szerint, vagyis olyan C1-beli ψ : Ω× RN → R függvény, melyre

∂ψ

∂η
(x, η) = f(x, η) (∀x ∈ Ω, η ∈ Rn).

Tekintsük az alábbi J : H1
0 (Ω)→ R funkcionált:

J(u) :=

∫
Ω

ψ(x,∇u) (u ∈ H1
0 (Ω)). (12.4)

Hasonlóan, mint ahogy F Gâteaux-deriválhatóságát igazoltuk, belátható,
hogy

〈J ′(u)v〉H1
0

=

∫
Ω

∂ψ

∂η
(x,∇u) · ∇v =

∫
Ω

f(x,∇u) · ∇v = 〈F (u), v〉H1
0
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(∀u, v ∈ H1
0 (Ω)), azaz J ′(u) = F (u), ami azt jelenti, hogy J potenciálja

F -nek.

12.2. Funkcionálok minimumhelye

Ha A monoton, azaz Φ konvex, abból még nem következik, hogy Φ-nek van
minimumhelye. Egyszerű példa az X = R esetben a Φ(x) = ex függvény,
amely szigorúan konvex, de nincs minimumhelye. Ennek többváltozós megfe-
lelője pl. a Φ : R2 → R, Φ(x, y) = ex + ey függvény: ekkor Φ′(x, y) = (ex, ey)
és Φ′ szigorúan monoton, mert

〈Φ′(x, y)− Φ′(u, v), (x− u, y − v)〉 = (ex − eu) (x−u)+(ey − ev) (y−v) > 0,

ha (x, y) 6= (u, v). Ebből következik, hogy Φ szigorúan konvex, ugyanakkor
Φ-nek nincs minimumhelye.

12.5. Tétel. Legyen X reflex́ıv Banach-tér és tegyük fel, hogy Φ : X → R
Gâteaux-deriválható, konvex és lim

‖u‖→∞
Φ(u) = ∞. Ekkor Φ-nek létezik mini-

muma.

Bizonýıtás. Legyen α = infX Φ ≥ −∞. Ekkor van olyan (un) ⊂ X sorozat,
hogy Φ(un)→ α. Emiatt a (Φ(un)) sorozat felülről korlátos, amiből követke-
zik, hogy (un) ⊂ X korlátos sorozat. Ha ugyanis nem lenne korlátos, akkor
‖un‖ nem lenne korlátos, azaz lenne egy végtelenhez tartó részsorozata; erre
a részsorozatra Φ(un) → α teljesülne, ellentmondva a lim‖u‖→∞Φ(u) = ∞
feltételnek.
A reflexivitás miatt a 3.17. tétel alapján kiválasztható gyengén konvergens
részsorozat, azaz létezik (unk) ⊂ (un) részsorozat és u∗ ∈ X, hogy 〈ψ, unk〉 →
〈ψ, u∗〉 minden ψ ∈ X∗ esetén. Speciálisan 〈Φ′(u∗), unk〉 → 〈Φ′(u∗), u∗〉,
amiből Φ konvexitását felhasználva kapjuk, hogy

Φ(unk)− Φ(u∗) ≥ 〈Φ′(u∗), unk − u∗〉 → 0,

amiből következik, hogy Φ(u∗) ≤ α = inf Φ, vagyis Φ(u∗) = min Φ. �

12.6. Megjegyzés. Ha a fenti tételben Φ szigorúan konvex is, akkor a mi-
nimumhely egyértelmű.



13. fejezet

Nemlineáris
operátoregyenletek
megoldhatósága

Legyen X reflex́ıv Banach-tér, A : X → X∗ adott (nemlineáris) operátor.
Ebben a fejezetben – a 7.1. szakasz nemlineáris megfelelőjeként – arra adunk
feltételeket, hogy egy A(u) = b egyenletnek bármely b ∈ X∗ esetén létezzék
egyetlen u∗ ∈ X megoldása. Ez ugyanazt jelenti, mint hogy A bijekció X-
ről X∗-ra; az egyenletekkel való megfogalmazásra főleg az alkalmazások során
lesz szükség. Elsősorban azzal az esettel foglalkozunk, amikor X = H Hilbert-
tér.

13.1. A variációs elv

Ha az adott A operátor potenciáloperátor, az A(u) = b egyenletek megold-
hatósága átfogalmazható a potenciállal, és ez gyakran hasznosnak bizonyul.
Legyen tehát A : X → X∗ potenciáloperátor, és J : X → R egy potenciálja:
J ′(u) = A(u) (u ∈ X). Vezessük be a

Φ : X → R, Φ(u) := J(u)− 〈b, u〉 (13.1)

funkcionált. Ez potenciálja az u 7→ A(u) − b leképezésnek (ld. 12.2.(ii) meg-
jegyzés), azaz

Φ′(u) = A(u)− b (u ∈ X).

Ez azt jelenti, hogy Φ ún. kritikus pontjai (ahol deriváltja 0) megegyeznek
az A(u) = b egyenlet megoldásaival.

189
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Sok esetben a Φ funkcionál minimumhelyeire van szükség, pl. amikor Φ ener-
gia jellegű mennyiséget ı́r le. Ha u∗ minimumhelye Φ-nek, akkor Φ′(u∗) = 0,
ı́gy u∗ megoldása az egyenletnek: A(u∗) = b. Monoton potenciáloperátorok
esetén a kettő egybeesik:

13.1. Álĺıtás. Legyen A : X → X∗ monoton potenciáloperátor, J egy po-
tenciálja és Φ a (13.1)-beli funkcionál. Az u∗ ∈ H vektor pontosan akkor
megoldása az A(u) = b egyenletnek, ha minimumhelye Φ-nek.

Bizonýıtás. Legyen először A(u∗) = b, azaz Φ′(u∗) = 0. Itt A monotoni-
tása miatt, a 11.14. álĺıtás és 11.16. megjegyzés alapján J konvex, és mivel
u 7→ 〈b, u〉 lineáris, ı́gy Φ is konvex. A 11.12. álĺıtásból ı́gy Φ(u) − Φ(u∗) ≥
〈Φ′(u∗), u− u∗〉 = 0 (u ∈ X), azaz u∗ minimumhely.
A másik irányt már az előbb láttuk. �

A (13.1) funkcionált gyakran minimalizáló funkcionálnak h́ıvják. A következő
szakaszban a fenti elv alapján adunk megoldhatósági tételeket, vagyis az adott
egyenlet megoldása helyett a megfelelő Φ funkcionált minimalizáljuk.

13.2. Monoton operátoregyenletek potenciálope-
rátorral

13.2. Tétel. Legyen H valós Hilbert-tér, A : H → H adott operátor. Tegyük
fel, hogy

(i) A Gâteaux-deriválható, A′ bihemifolytonos,

(ii) minden u ∈ H esetén A′(u) ∈ B(H) önadjungált,

(iii) létezik m > 0, hogy

〈A′(u)h, h〉 ≥ m ‖h‖2 (∀u, h ∈ H).

Ekkor bármely b ∈ H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelműen létezik
u∗ ∈ H megoldása.

Bizonýıtás. A 12.3. álĺıtás szerint az első két feltétel biztośıtja, hogy A
potenciáloperátor. Legyen Φ : H → R, Φ(u) = J(u) − 〈b, u〉, ahol J ′ = A.
Ekkor Φ′(u) = A(u) − b. Mivel Φ kétszer Gâteaux-deriválható, a Taylor-
formula szerint minden u ∈ H esetén

Φ(u) = Φ(0) + 〈Φ′(0), u〉+
1

2
〈Φ′′(θu)u, u〉 ,
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alkalmas θ ∈ [0, 1] mellett, amiből a (iii) feltétel és Φ′′ = A′ miatt azt kapjuk,
hogy

Φ(u) ≥ Φ(0)− ‖Φ′(0)‖ ‖u‖+
m

2
‖u‖2 =

= Φ(0) + ‖u‖
(
−‖Φ′(0)‖+

m

2
‖u‖
)
→∞, ha ‖u‖ → ∞.

Másrészt a 11.15. megjegyzésből következik, hogy Φ szigorúan konvex. A
12.5. tétel és 12.6. megjegyzés szerint egyértelműen létezik u∗ minimumhelye
Φ-nek, ami a 13.1. álĺıtás szerint pontosan akkor igaz, ha A(u∗) = b. �

A fenti tétel feltételeiben a közös m alsó határ létezése enyh́ıthető:

13.3. Tétel. Legyen H valós Hilbert-tér, A : H → H adott operátor. Telje-
süljön a 13.2.tétel (i)-(ii) feltétele, és tegyük fel, hogy

(iii)’ létezik olyan m : R+ → R+ monoton csökkenő függvény, melyre

lim
r→∞

m(r)r = +∞, és 〈A′(u)h, h〉 ≥ m(‖u‖) ‖h‖2 (∀u, h ∈ H).

Ekkor bármely b ∈ H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelműen létezik
u∗ ∈ H megoldása.

Bizonýıtás. A fenti bizonýıtásban csak Φ alsó becslését kell módośıtani:

Φ(u) ≥ Φ(0)− ‖Φ′(0)‖ ‖u‖+
1

2
m(‖u‖) ‖u‖2 =

= Φ(0) + ‖u‖
(
−‖Φ′(0)‖+

1

2
m(‖u‖) ‖u‖

)
→∞,

ha ‖u‖ → ∞. �

Mindkét fenti tétel a 12.5. tételre és 12.6. megjegyzésre alapul; ellenőrizhető
elégséges feltételeket adnak az A operátorra nézve ezek alkalmazhatóságára.
A potenciált is a feltevésekbe éṕıtve egyszerűbb tétel mondható ki:

13.4. Tétel. Legyen X reflex́ıv Banach-tér, A : X → X∗ szigorúan monoton

potenciáloperátor, J egy potenciálja. Ha lim
‖u‖→∞

J(u)
‖u‖ = ∞, akkor bármely

b ∈ X∗ esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelműen létezik megoldása.

Bizonýıtás. A 13.1. álĺıtás alapján azt kell igazolnunk, hogy a Φ(u) := J(u)−
〈b, u〉 funkcionálnak egyértelműen létezik minimumhelye. Mivel A szigorúan
monoton, a 11.15. megjegyzés szerint J és ı́gy Φ is szigorúan konvex. Emellett

Φ(u) ≥ J(u)− ‖b‖‖u‖ =
(J(u)

‖u‖
− ‖b‖

)
‖u‖ → ∞, ha ‖u‖ → ∞,

ı́gy érvényes a 12.5. tétel. �
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13.3. Operátoregyenletek nem potenciálos ope-
rátorral

13.3.1. Monoton operátoregyenletek nem potenciálos ope-
rátorral

Most kiterjesztjük az előző szakasz eredményeit arra az esetre, ha A nem
potenciáloperátor. Ekkor a megoldhatóság a Banach-féle fixponttételre ve-
zethető vissza. Itt az egyenletes monotonitást derivált nélkül fogalmazhatjuk
meg, viszont megfelelő felső becslés (Lipschitz-folytonosság) is kell.

13.5. Tétel. Legyen H valós Hilbert-tér, A : H → H adott operátor. Tegyük
fel, hogy

(i) A egyenletesen monoton: létezik m > 0, hogy

〈A(u)−A(v), u− v〉 ≥ m ‖u− v‖2 (∀u, v ∈ H);

(ii) A Lipschitz-folytonos: létezik M > 0, hogy

‖A(u)−A(v)‖ ≤M ‖u− v‖ (∀u, v ∈ H).

Ekkor bármely b ∈ H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelműen létezik
u∗ ∈ H megoldása.

Bizonýıtás. Ha α > 0 állandó, akkor az A(u) = b egyenlet ekvivalens az u =

u−α(A(u)− b) =: G(u) egyenlettel. Így azt kell belátnunk, hogy megfelelő α
esetén G-nek egyértelműen létezik fixpontja. Ehhez a Banach-féle fixponttétel
szerint elég, ha G kontrakció. Itt

‖G(u)−G(v)‖2 = ‖u− v − α(A(u)−A(v))‖2

= ‖u− v‖2 − 2α〈A(u)−A(v), u− v〉+ α2‖A(u)−A(v)‖2 ≤
≤ (1− 2αm+ α2M2) ‖u− v‖2.

Az α 7→ 1 − 2αm + α2M2 függvény 0-ban 1-et vesz fel és deriváltja −2m,
ı́gy elég kis α > 0 esetén értéke 1-nél kisebb, azaz ilyen α-ra a megfelelő G
kontrakció. �

13.6. Megjegyzés. A bizonýıtásban szereplő G leképezésre az optimális
kontrakciós konstans a ϕ(α) := 1−2αm+α2M2 másodfokú függvény minimu-
mának négyzetgyöke, ami az αopt := m

M2 mellett kapott qopt :=
√
ϕ(αopt) =√

1− m2

M2 érték.

Néha hasznos ennek egyszerűbb becslése: a
√

1− t ≤ 1− t
2 (t ≤ 1) egyenlőt-

lenség alapján qopt ≤ 1− m2

2M2 = 1− m
2 αopt.



13.3. Operátoregyenletek nem potenciálos operátorral 193

13.7. Megjegyzés. Ha a fenti tételben A Gâteaux-deriválható is, akkor
(a 11.15. megjegyzés (2) pontjához hasonlóan) az (i) feltételbeli egyenletes

monotonitásból következik, hogy 〈A′(u)h, h〉 ≥ m ‖h‖2 (∀u, h ∈ H), ami a
13.2.tétel (iii) feltétele. Ekkor azonban az utóbbi nem jelenti azt, hogy A ön-
adjungált is, mivel valós térben vagyunk. (Komplex térben a fenti tétel (i)
feltételében elég lenne a bal oldali kifejezés valós részét venni.)

A tételbeli egyenletes Lipschitz-feltétel enyh́ıthető:

13.8. Tétel. A 13.5. tételben a (ii) feltétel helyett tegyük fel, hogy

(ii)’ A lokálisan Lipschitz-folytonos: létezik olyan M : R+ → R+ monoton
növő függvény, melyre

‖A(u)−A(v)‖ ≤M(r) ‖u− v‖ (∀u, v ∈ H, ‖u‖ ≤ r, ‖v‖ ≤ r).

Ekkor bármely b ∈ H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelműen létezik
u∗ ∈ H megoldása.

Bizonýıtás. A 13.5. tétel bizonýıtását úgy módośıtjuk, hogy megmutatjuk:
van olyan R > 0, hogy ha BR jelöli az origó közepű R sugarú zárt gömböt és
M := M(R), akkor az αopt := m

M2 értékhez tartozó G(u) := u−αopt(A(u)−b)
leképezés kontrakció BR-ből BR-be. Ekkor is igaz, hogy G-nek egyértelműen
létezik fixpontja.
Legyen először R > 0 tetszőleges. A megfelelő G leképezés kontrakció volta
ugyanúgy jön ki, mint az előbb, ekkor ‖G(u) − G(v)‖ ≤ qopt‖u − v‖, ahol

qopt =
√

1− m2

M(R)2 függ R-től. Belátjuk, hogy ha R elég nagy, akkor G BR-

ből BR-be képez. Legyen ‖u‖ ≤ R. Ekkor

‖G(u)‖ ≤ ‖G(0)‖+ ‖G(u)−G(0)‖ ≤ ‖G(0)‖+ qopt‖u‖.

Itt ‖G(0)‖ = αopt‖A(0) − b‖, valamint ‖u‖ ≤ R és a 13.6. megjegyzésből
qopt ≤ 1− m

2 αopt, ı́gy

‖G(u)‖ ≤ αopt‖A(0)−b‖+(1−m
2
αopt)R = R−αopt(

mR

2
−‖A(0)−b‖) ≤ R,

ha a második zárójelben álló kifejezés nemnegat́ıv, ami fennáll elég nagy R
esetén. �

13.3.2. Nem monoton operátoregyenletek

Ebben a rövid fejezetben csak kimondunk egy általánosabb tételt, amely jelzi,
hogy monotonitás nélkül is elérhető a megoldhatóság.
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13.9. Tétel. [55] Legyenek X, Y Banach-terek, A : X → Y Fréchet-derivál-
ható, melyre bármely u, h ∈ X esetén A′(u) : X → Y bijekció és

‖A′(u)h‖ ≥ m‖h‖, (13.2)

ahol m > 0 független u, h-tól. Ekkor bármely b ∈ X esetén az A(u) = b
egyenletnek egyértelműen létezik u∗ ∈ X megoldása.

13.10. Megjegyzés. A (13.2) egyenlőtlenségnek

(i) következménye az alábbi hasznos becslés:

‖A′(u)−1‖ ≤ 1
m (u ∈ X);

(ii) elégséges feltétele X = Y = H Hilbert-tér esetén a korábbiakban szereplő
becslés:

〈A′(u)h, h〉 ≥ m ‖h‖2 (∀u, h ∈ H).

13.4. Alkalmazások nemlineáris elliptikus perem-
értékfeladatokra

13.4.1. Főrészében nemlineáris egyenletek

Legyen Ω ⊂ Rn korlátos tartomány, és tekintsük a{
−div f(x,∇u) = g,

u|∂Ω = 0
(13.3)

peremértékfeladatot az alábbi tulajdonságokkal:
13.4.1. feltételek.

(i) f ∈ C1(Ω× Rn, Rn);

(ii) a ∂f(x,η)
∂η deriváltmátrixok szimmetrikusak (ha x ∈ Ω, η ∈ Rn);

(iii) léteznek olyan M ≥ m > 0 állandók, hogy

m|ξ|2 ≤ ∂f(x, η)

∂η
ξ · ξ ≤M |ξ|2 (x ∈ Ω, η, ξ ∈ Rn). (13.4)

A 11.1. fejezet alapján átfogalmazzuk a feladatot. Először értelmezzük a fenti
feladat gyenge alakját: egy u ∈ H1

0 (Ω) függvény gyenge megoldás, ha∫
Ω

f(x,∇u) · ∇v =

∫
Ω

gv (∀ v ∈ H1
0 (Ω)). (13.5)
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A (iii) feltétel azt jelenti, hogy a deriváltmátrixok sajátértékei közös pozit́ıv
konstansok közé esnek, ı́gy teljesül (11.5) is. Láttuk, hogy ekkor értelmes az
F : H1

0 (Ω)→ H1
0 (Ω) operátor, melyre

〈F (u), v〉H1
0

=

∫
Ω

f(x,∇u) · ∇v (u, v ∈ H1
0 (Ω)) (13.6)

(ahol H1
0 (Ω) valós Hilbert-tér a (11.4) skalárszorzattal), és hogy ı́gy a (13.3)

feladat ekvivalens az
F (u) = b (13.7)

operátoregyenlettel H1
0 (Ω)-ban, ahol 〈b, v〉H1

0
=
∫

Ω
gv (∀ v ∈ H1

0 (Ω)).

A (13.3) feladat gyenge megoldását a (13.7) operátoregyenletre alkalmazott
13.2. tételből nyerjük.

13.11. Tétel. Ha teljesülnek a 13.4.1. feltételek, akkor bármely g ∈ L2(Ω)
esetén a (13.3) peremértékfeladatnak egyértelműen létezik u∗ ∈ H1

0 (Ω) gyenge
megoldása.

Bizonýıtás. Igazolnunk kell, hogy fennállnak a 13.2.tétel feltételei. A 11.2.1
szakaszban adott példa és a 11.10. megjegyzés alapján F Gâteaux-deriválható
és F ′ bihemifolytonos. A deriváltra

〈F ′(u)h, v〉H1
0

=

∫
Ω

∂f

∂η
(x,∇u)∇h · ∇v (u, h, v ∈ H1

0 (Ω)) (13.8)

teljesül (11.9) szerint. Ebből, mint a 12.1. szakasz végén is láttuk, rögtön
következik, hogy F ′ önadjungált. Végül a (iii) feltételből

〈F ′(u)h, h〉H1
0

=

∫
Ω

∂f

∂η
(x,∇u)∇h · ∇h ≥ m

∫
Ω

|∇h|2 = m ‖h‖2H1
0

(∀u, h ∈ H1
0 (Ω)). �

Példa. Tekintsük a (11.1) feladatot:{
−div

(
a(|∇u|2)∇u

)
= g,

u|∂Ω = 0,
(13.9)

ahol a : R+ → R+ adott C1-beli függvény, és tegyük fel, hogy léteznek olyan
M ≥ m > 0 konstansok, hogy

0 < m ≤ a(r2) ≤
(
a(r2)r

)′ ≤M (∀r ≥ 0). (13.10)

Ez a feladat olyan alakú, mint (13.3), ha

f(x, η) = a
(
|η|2
)
η (x ∈ Ω, η ∈ Rn),

sőt, itt f független x-től. Megmutatjuk, hogy teljesülnek a 13.4.1. feltételek.
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(i) Itt f : Ω × Rn → Rn, és az a ∈ C1(R+) feltétel miatt f ∈ C1(Ω ×
Rn, Rn).

(ii) Kiszámı́tjuk a ∂f(x,η)
∂η deriváltmátrixokat. Itt fi(x, η) = a

( n∑
j=1

η2
j

)
ηi, ı́gy

∂fi(x, η)

∂ηk
= a

( n∑
j=1

η2
j

)
δik + 2a′

( n∑
j=1

η2
j

)
ηiηk, azaz

∂f(x, η)

∂η
= a

(
|η|2
)
I + 2a′

(
|η|2
)

(ηηT ),

ahol I ∈ Rn×n az identitásmátrix és az ηηT ∈ Rn×n mátrix az η és ηT

diadikus szorzata. Ebből látható, hogy ∂f(x,η)
∂η szimmetrikus.

(iii) A deriváltmátrixok kvadratikus alakja

∂f(x, η)

∂η
ξ ·ξ = a(|η|2)|ξ|2 + 2 a′(|η|2) (η · ξ)2 (ξ, η ∈ Rn). (13.11)

A (13.10) feltétel részletesebben azt jelenti, hogy bármely r ≥ 0 esetén

m ≤ a(r2), 0 ≤ a′(r2), a(r2) + 2a′(r2)r2 ≤M.

Így a (13.11) képletből és a Cauchy–Schwarz-egyenlőségből

m|ξ|2 ≤ a(|η|2)|ξ|2 ≤ ∂f(x, η)

∂η
ξ · ξ ≤(

a(|η|2) + 2 a′(|η|2) |η|2
)
|ξ|2 ≤M |ξ|2. (13.12)

Így tehát érvényes a (13.9) feladatra a 13.11 megoldhatósági tétel.

A fenti példa általánośıtható úgy, hogy f függhet x-től is:

f(x, η) = a
(
x, |η|2

)
η, ahol 0 < m ≤ a(x, r2) ≤ ∂

∂r

(
a(x, r2)r

)
≤M

(∀x ∈ Ω, η ∈ Rn, r ≥ 0). Az iméntihez hasonló számolással igazolhatók a
13.11. tétel feltételei.

Nevezetes példa (13.9) alakú feladatra a stacionárius Maxwell-egyenletekből
származtatható mágneses potenciál egyenlete, amikor az elektromos és mág-
neses tér közt nemlineáris összefügés áll fenn. Ekkor az r 7→ a(r) nemlineari-

tás teljeśıti a (13.10) feltételeket, pl. a(r) = rk+%
rk+τ

, ahol %, τ > 0 és k ∈ N+

állandók [40].
Egy másik fontos példa (13.9) alakú feladatra a képlékeny torzió egyenlete,
ahol a feszültség és nýırás erőssége között (13.10) t́ıpusú nemlineáris összefü-
gés áll fenn [31].
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13.12. Megjegyzés. A 12.1. szakasz végén láttuk, hogy a (11.8) operátor
J : H1

0 (Ω)→ R potenciálja megadható

J(u) :=

∫
Ω

ψ(x,∇u) alakban, ahol
∂ψ

∂η
(x, η) = f(x, η)

(∀x ∈ Ω, η ∈ Rn). Ebből (13.1) alapján a minimalizáló funkcionál Φ(u) :=
J(u)− 〈b, u〉, azaz

Φ(u) =

∫
Ω

(ψ(x,∇u)− gu) (u ∈ H1
0 (Ω)). (13.13)

A (13.3) feladat gyenge megoldása tehát ezt a Φ funkcionált minimalizálja.

Megemĺıtjük, hogy itt

〈Φ′′(u)h, h〉H1
0

= 〈F ′(u)h, h〉H1
0

=

∫
Ω

∂f

∂η
(x,∇u)∇h · ∇h ≥ m ‖h‖2H1

0

(∀u, h ∈ H1
0 (Ω)), azaz Φ egyenletesen konvex. Ez a tulajdonság volt az alapja

a megoldhatósághoz felhasznált 13.2. tételnek is.

A (13.9)-beli speciális esethez tartozó Φ funkcionál alakja

Φ(u) =

∫
Ω

(1

2
A(|∇u|2)− gu

)
,

ahol A′(r) = a(r) (r ≥ 0). Ekkor ugyanis a ψ(x, η) := 1
2 A(|η|2) függvényre

∂ψ
∂η (x, η) = a

(
|η|2
)
η (η ∈ Rn).

A fenti példa a lineáris esetet is tartalmazza speciális esetként, amikor az
egyenlet −∆u = g, ekkor a minimalizáló funkcionál

Φ(u) =

∫
Ω

(1

2
|∇u|2 − gu

)
.

Ez az ún. Dirichlet-integrál, amire a 14.1. szakaszban is visszatérünk.

13.4.2. Szemilineáris feladatok

Legyen Ω ⊂ R2 korlátos śıkbeli tartomány, és tekintsük az alábbi feladatot:{
−div (a∇u) + b · ∇u+ q(x, u) = g,
u|∂Ω = 0.

(13.14)
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13.4.2. feltételek.

(i) a ∈ L∞(Ω), a(x) ≥ m > 0 (m. m. x ∈ Ω);

(ii) b ∈ C1(Ω, R2), div b = 0 (azaz b divergenciamentes vektormező);

(iii) q ∈ C1(Ω× R), és léteznek olyan p ≥ 2, α, β ≥ 0 állandók, hogy

0 ≤ ∂q(x, ξ)

∂ξ
≤ α+ β|ξ|p−2 (∀x ∈ Ω, ξ ∈ R). (13.15)

A (13.14) modellekben általában az operátor három tagja rendre a diffúziót,
konvekciót és kémiai reakciót ı́rja le, melyekből, mint itt is, legtöbbször az
első kettő lineáris. (További részleteket ld. majd a 13.14. megjegyzésben.)

A (13.14) feladat gyenge megoldása olyan u ∈ H1
0 (Ω) függvény, melyre∫

Ω

(
a ∇u · ∇v + (b · ∇u)v + q(x, u)v

)
=

∫
Ω

gv ∀ v ∈ H1
0 (Ω). (13.16)

13.13. Tétel. Ha teljesülnek a 13.4.2. feltételek, akkor bármely g ∈ L2(Ω)
esetén a (13.14) peremértékfeladatnak egyértelműen létezik u∗ ∈ H1

0 (Ω) gyen-
ge megoldása.

Bizonýıtás. Először igazoljuk, hogy értelmes az az F : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω)
operátor, melyre

〈F (u), v〉H1
0

=

∫
Ω

(
a ∇u · ∇v + (b · ∇u)v + q(x, u)v

)
(u, v ∈ H1

0 (Ω)).

(13.17)
Könnyen látható, hogy a (13.15) feltételből |q(x, ξ)| ≤ α1 + β1|ξ|p−1, ahol
α1, β1 ≥ 0 alkalmas állandók. Ebből, a Hölder-egyenlőtlenség alapján∣∣∣∫

Ω

q(x, u)v
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

(
α1|v|+ β1|u|p−1|v|

)
≤ α1‖v‖L1 + β1

∥∥∥|u|p−1
∥∥∥
Lq
‖v‖Lp ,

ahol 1
p + 1

q = 1. Ekkor p− 1 = p
q , ı́gy

∥∥∥|u|p−1
∥∥∥
Lq

=
∥∥∥|u| pq ∥∥∥

Lq
=
(∫

Ω

|u|p
) 1
q

=
(∫

Ω

|u|p
) p−1

p

= ‖u‖p−1
Lp .

Emellett az Ω ⊂ R2 tartományon a Szoboljev-féle beágyazási tétel révén
[1, 67] bármely p ≥ 2 esetén van olyan Kp > 0 állandó, hogy

H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω), ‖u‖Lp ≤ Kp‖u‖H1

0
(∀u ∈ H1

0 (Ω)). (13.18)
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Így ∣∣∣∫
Ω

q(x, u)v
∣∣∣ ≤ (α1K1 + β1K

p
p ‖u‖

p−1
H1

0

)
‖v‖H1

0
.

A többi tag könnyebben becsülhető: a (10.15) becslésből∣∣∣∫
Ω

(
a ∇u · ∇v + (b · ∇u)v

)∣∣∣ ≤ (‖a‖L∞ +K2‖b‖L∞
)
‖u‖H1

0
‖v‖H1

0
. (13.19)

Legyen u ∈ H1
0 (Ω) rögźıtett, ekkor a (13.17)-beli integrál v-ben lineáris, és

felülről becsülhető az alábbival:(
‖a‖L∞‖u‖H1

0
+K2‖b‖L∞‖u‖H1

0
+ α1K1 + β1K

p
p ‖u‖

p−1
H1

0

)
‖v‖H1

0
,

ı́gy korlátos lineáris funkcionálja v-nek. A Riesz-tétel tehát megadja azt az
F (u) ∈ H1

0 (Ω) elemet, melyre (13.17) teljesül.
Megmutatjuk, hogy F teljeśıti a 13.5. tétel feltételeit. Először belátjuk, hogy
F egyenletesen monoton. Ehhez felbontjuk lineáris és nemlineáris részre F =
B +N alakban, ahol

〈Bu, v〉H1
0

=

∫
Ω

(
a ∇u · ∇v + (b · ∇u)v

)
, 〈N(u), v〉H1

0
=

∫
Ω

q(x, u)v.

Itt (10.16) alapján

〈Bh, h〉H1
0

=

∫
Ω

(
a |∇h|2 + (b · ∇h)h

)
≥ m ‖h‖2H1

0
(∀h ∈ H1

0 (Ω)),

ı́gy a B operátor koerćıv, ami lineáris esetben (h = u−v helyetteśıtéssel) azt is
jelenti, hogy egyenletesen monoton. Emellett a (13.15) feltételből ξ 7→ q(x, ξ)
monoton növő, ı́gy N is monoton operátor:

〈N(u)−N(v), u−v〉H1
0

=

∫
Ω

(q(x, u)−q(x, v))(u−v) ≥ 0 (∀u, v ∈ H1
0 (Ω)).

Összegezve, F egyenletesen monoton.
Ezután belátjuk, hogy F lokálisan Lipschitz-folytonos, ehhez is a fenti fel-
bontást használjuk. A lineáris B rész Lipschitz-folytonos, mert korlátos, ami
(13.19)-ból következik. Az N részhez ismét a (13.15) feltételből és a Lagrange-
egyenlőtlenségből

|q(x, ξ)− q(x, ξ̃)| ≤ max
ζ∈[ξ,ξ̃]

|∂ξq(x, ζ)| |ξ − ξ̃| ≤
(
α+ βmax{|ξ|, |ξ̃|}p−2

)
|ξ − ξ̃|,

ebből az F létezésénél használt számoláshoz hasonlóan kapjuk, hogy

‖N(u)−N(v)‖ = sup
‖z‖

H1
0

=1

〈N(u)−N(v), z〉H1
0

= sup
‖z‖

H1
0

=1

∫
Ω

(q(x, u)−q(x, v)) z
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≤ sup
‖z‖

H1
0

=1

∫
Ω

(
α+ βmax{|u|, |v|}p−2

)
|u− v| |z|

≤ sup
‖z‖

H1
0

=1

(
αK2

2 + βKp
p max{‖u‖H1

0
, ‖v‖H1

0
}p−2

)
‖u− v‖H1

0
‖z‖H1

0

≤M(r)‖u− v‖H1
0

(‖u‖H1
0
≤ r, ‖v‖H1

0
≤ r),

ahol M(r) := αK2
2 + βKp

p r
p−2 (r ≥ 0). Így N , és végül F is lokálisan

Lipschitz-folytonos.

Innen ugyanúgy kapjuk az eredményt, mint a 13.4.1. szakaszban, mivel a
(13.16) feladat jobboldala most is 〈b, v〉H1

0
alakban ı́rható, maga (13.16) pedig

F (u) = b alakban. Itt F teljeśıti a 13.5. tétel feltételeit, ı́gy a feladatnak
egyértelműen létezik gyenge megoldása. �

13.14. Megjegyzés. (i) A megoldhatósági tétel 3 vagy több dimenzióban
is érvényes, ha q-ra szigorúbb növekedési feltételt ı́runk elő: a felhasznált
Szoboljev-féle beágyazási tétel n ≥ 3 dimenzióban a 2 ≤ p ≤ 2n

n−2 feltétel
esetén érvényes.
(ii) A (13.14) feladatban az u függvény a vizsgált anyag koncentrációját adja
meg. A (iii) feltétel azt fejezi ki, hogy a reakció autokatalitikus, azaz nagyobb
koncentráció gyorsabb reakciót indukál. A kapott megoldhatósági tétel azt az
esetet is lefedi, amikor b = 0 (reakció-diffúzió-egyenlet monoton nemlineari-
tással), ilyen egyenlet ı́rja le pl. sugárzó test lehűlését, ill. egyes enzimek által
katalizált reakció-diffúzió stacionárius állapotát, lásd pl. [23, Chap. 1].

(iii) A kapott megoldhatósági tétel igaz a (13.14) egyenletnél általánosabb,
hasonló feladatokra is. A reakció-konvekció-diffúziós modellekben általában
több komponens szerepel, ı́gy PDE-rendszer ı́rja le a keresett koncentrációkat,
emellett a div b feltétel enyh́ıthető. E rendszerek (13.14)-hez hasonló alakúak:

− div(ai∇ui) + bi · ∇ui + qi(x, u1, . . . , ul) = gi

ui |∂Ω = 0

}
(i = 1, . . . , l).

(13.20)

A feltételek értelemszerűen átvihetők. A ∂q(x,ξ)
∂ξ deriváltak most Jacobi-mát-

rixok, ı́gy a felső becslést normájukra tesszük:∥∥∥∥∂q(x, ξ)∂ξ

∥∥∥∥ ≤ c3 + c4|ξ|p−2 (∀(x, ξ) ∈ Ω× Rl).

A ∂q(x,ξ)
∂ξ derivált nemnegativitása helyett pozit́ıv szemidefinitséget tehetünk

fel, ill. koordinátánként ı́rhatjuk elő a div bi = 0 feltételt. E kettő helyett
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azonban a közös, általánosabb

∂q(x, ξ)

∂ξ
η · η − 1

2

(
max
i

div bi(x)
)
|η|2 ≥ 0

(∀(x, ξ) ∈ Ω × Rl, η ∈ Rl) feltétel is elég, lásd pl. [2]. Ezek alapján a 13.13.
tételhez hasonlóan igazolható a megoldhatóság, lásd pl. [23, Chap. 6].





IV. rész

Közeĺıtő módszerek
normált terekben
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14. fejezet

Közeĺıtő módszerek és a
variációs elv

Könyvünk IV. részének tárgya az eddig vizsgált operátoregyenletekre vonat-
kozó közeĺıtő módszerek konstrukciója és konvergenciaanaĺızise. A módszerek
legtöbbjét Hilbert-térben értelmezzük, amely általában valós lesz.

A 13.1. fejezetben láttuk, hogy operátoregyenletek egy fontos osztálya esetén
az egyenlet megoldhatósága átfogalmazható megfelelő Φ minimalizáló funkci-
onállal, éspedig az egyenlet megoldása ekvivalens azzal, hogy a Φ funkcionált
minimalizáljuk. Ez az ún. variációs elv az adott operátoregyenletek közeĺıtő
megoldására is gyakran jól használható. Most konkrétabban megvizsgáljuk
néhány esetre a minimalizáló funkcionált.

14.1. Lineáris egyenletek és kvadratikus funkci-
onál

Legyen először H komplex Hilbert-tér, A : H ⊃→ H szigorúan pozit́ıv ope-
rátor, f ∈ H adott vektor.

14.1. Defińıció. Az Au = f egyenlethez tartozó kvadratikus funkcionál az
alábbi Φ : H → R funkcionál:

Φ(u) := 〈Au, u〉 − 2Re 〈f, u〉 . (14.1)

14.2. Álĺıtás. Ha létezik u∗ ∈ D(A), amelyre Au∗ = f , akkor Φ-nek ponto-
san egy minimumhelye van, és ez éppen u∗.

205
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Bizonýıtás. Tetszőleges u ∈ D(A), u 6= u∗ esetén

Φ(u) = 〈Au, u〉 − 〈f, u〉 − 〈u, f〉 = 〈Au, u〉 − 〈Au∗, u〉 − 〈u,Au∗〉

= 〈A(u− u∗), u− u∗〉 − 〈Au∗, u∗〉

= 〈A(u− u∗), u− u∗〉+ Φ(u∗) > Φ(u∗). �

A kvadratikus funkcionál tehát minimalizáló annyiban, hogy az Au = f
egyenlet megoldása ekvivalens Φ minimalizálásával. Tudnunk kell viszont azt,
hogy az egyenletnek létezik-e egyáltalán megoldása, ehhez némileg erősebb
feltételek kellenek.

1. Ha A egyenletesen pozit́ıv és korlátos is, akkor a 7.1. megoldhatósági
tétel szerint egyértelműen létezik u∗ megoldás.

2. Ha A egyenletesen pozit́ıv, de nem korlátos, akkor a 8.29. tétel szerint
egyértelműen létezik u∗ ∈ HA gyenge megoldás. Ekkor a variációs elvet
úgy tudjuk használni, ha áttérünk az energiatérre, azaz Φ-t kiterjesztjük
D(A)-ról HA-ra. Legyen Φ̃ : HA → R,

Φ̃(u) := ‖u‖2A − 2Re 〈f, u〉 .

Ekkor a 14.2. álĺıtás bizonýıtását megismételve kapjuk, hogy Φ̃-nak
egyértelműen létezik minimumhelye, és ez a gyenge megoldás, hiszen
u ∈ HA, u 6= u∗ esetén

Φ̃(u) = ‖u− u∗‖2A − ‖u
∗‖2A = ‖u− u∗‖2A + Φ̃(u∗) > Φ̃(u∗). (14.2)

Legyen most H valós Hilbert-tér, A : H ⊃→ H szimmetrikus, szigorúan
pozit́ıv operátor, f ∈ H adott vektor. Az Au = f egyenlethez tartozó eredeti,
ill. kiterjesztett kvadratikus funkcionál ekkor

Φ(u) := 〈Au, u〉 − 2 〈f, u〉 , Φ̃(u) := ‖u‖2A − 2 〈f, u〉 .

Ezekre is értelemszerűen igazak a fenti minimumeredmények.

Példa kvadratikus funkcionálra. Legyen H := L2(Ω) mint komplex Hil-
bert-tér, A := −∆, D(A) := H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω), f ∈ L2(Ω) adott. Mint a 8.2.
szakasz példájában láttuk, ekkor HA = H1

0 (Ω). A megfelelő funkcionálok

Φ(u) = −
∫

Ω

(∆u)u− 2Re

∫
Ω

fu (u ∈ D(A))

és

Φ̃(u) =

∫
Ω

|∇u|2 − 2Re

∫
Ω

fu
(
u ∈ H1

0 (Ω)
)
.
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Az előzőek szerint a
−∆u = f
u|∂Ω = 0

}
feladat gyenge megoldása minimalizálja a Φ̃ funkcionált a H1

0 (Ω) téren. Gyak-
ran 1

2 -es szorzóval ı́rjuk fel a funkcionált:

E(u) :=
1

2
Φ(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 −Re (fu)

)
, (14.3)

ami fizikai modellekben a megfelelő energiát jelenti. (Emiatt, az általános
Hilbert-térbeli esetben is, szokták a kvadratikus funkcionált energiafunkcio-
nálnak is h́ıvni.)

14.3. Megjegyzés. A (14.1) funkcionál esetén megengedhető, hogy A csak
(nem feltétlenül szigorúan) pozit́ıv operátor, de ekkor természetesen csak a
Φ(u) ≥ Φ(u∗) egyenlőtlenség garantálható u 6= u∗ esetén is.

A fenti kvadratikusokkal rokon a (7.5) feladathoz tartozó Ψ : H ×K → R,

Ψ(u, p) = 〈Au, u〉+ 2〈Bp, u〉 − 〈Cp, p〉 − 2〈f, u〉 − 2〈g, p〉 (14.4)

funkcionál, ahol A ≥ mI (m > 0) és C ≥ 0. (Ez is kvadratikus bizonyos érte-
lemben, hiszen u-nak kvadratikus és lineáris kifejezéseiből áll.) Megmutatjuk,
hogy a (7.5) feladat (u∗, p∗) megoldása Ψ nyeregpontja.

14.4. Álĺıtás. Legyen (u∗, p∗) ∈ H × K a (7.5) feladat megoldása. Ekkor
bármely (u, p) ∈ H ×K esetén

Ψ(u∗, p) ≤ Ψ(u∗, p∗) ≤ Ψ(u, p∗).

(Sőt, ha u 6= u∗, akkor a második egyenlőtlenség szigorú, ill. ha még C is
szigorúan pozit́ıv, akkor az első egyenlőtlenség is.)

Bizonýıtás. (i) Igazoljuk, hogy Ψ(u∗, p∗) ≤ Ψ(u, p∗) (u ∈ H). Az

u 7→ Ψ(u, p∗) = 〈Au, u〉+ 2〈Bp∗, u〉 − 〈Cp∗, p∗〉 − 2〈f, u〉 − 2〈g, p∗〉

=
(
〈Au, u〉 − 2〈f −Bp∗, u〉

)
−
(
〈Cp∗, p∗〉+ 2〈g, p∗〉

)
funkcionál az Au = f − Bp∗ egyenlethez tartozó kvadratikus funkcionál és
egy konstans összege, ı́gy szigorú minimumát ennek az egyenletnek a megol-
dásában, tehát u∗-ban veszi fel.

(ii) Hasonlóan jön ki, hogy Ψ(u∗, p) ≤ Ψ(u∗, p∗) (p ∈ K). A

p 7→ Ψ(u∗, p) = 〈Au∗, u∗〉+ 2〈Bp, u∗〉 − 〈Cp, p〉 − 2〈f, u∗〉 − 2〈g, p〉

=
(
〈Au∗, u∗〉 − 2〈f, u∗〉

)
−
(
〈Cp, p〉 − 2〈p,B∗u∗ + g〉

)
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funkcionál egy konstans és a Cp = B∗u∗+ g egyenlethez tartozó kvadratikus
funkcionál különbsége, ı́gy maximumát ennek az egyenletnek a megoldásá-
ban, tehát p∗-ban veszi fel. (Ha C szigorúan pozit́ıv is, akkor ez a maximum
szigorú.) �

14.2. Nemlineáris egyenletek minimalizáló funk-
cionáljai

Legyen H valós Hilbert-tér. Először tekintsük azt az esetet, amikor az A :
H → H nemlineáris operátor potenciáloperátor. Ekkor az A(u) = f egyen-
lethez, mint a 13.1. fejezetben láttuk, bizonyos esetekben igen egyszerűen
konstruálható minimalizáló funkcionál

Φ : X → R, Φ(u) := J(u)− 〈f, u〉 (14.5)

alakban, ahol J egy potenciálja A-nak. Itt ugyanis A(u∗) = f pontosan akkor
áll fenn, ha Φ′(u∗) = 0, ı́gy ha Φ konvex (azaz A monoton), akkor ez azt
jelenti, hogy u∗ minimumhelye Φ-nek (13.1. álĺıtás).
Mint imént a lineáris esetben, garantálnunk kell azt, hogy az egyenletnek lé-
tezzék megoldása, amihez némileg erősebb feltételek kellenek. Használjuk fel
a 13.2. tételt, amely elégséges feltételt ad egyenletesen konvex potenciál léte-
zésére és ezáltal az A(u) = f egyenlet egyértelmű megoldhatóságára. Ebből
adódik a

14.5. Következmény. Tegyük fel, hogy az A : H → H operátor

(i) Gâteaux-deriválható, és A′ bihemifolytonos,

(ii) minden u ∈ H esetén A′(u) ∈ B(H) önadjungált,

(iii) létezik m > 0, hogy 〈A′(u)h, h〉 ≥ m ‖h‖2 (∀u, h ∈ H).

Legyen J egy potenciálja A-nak. Ekkor bármely f ∈ H esetén a (14.5) funk-
cionálnak egyértelműen létezik minimumhelye, és ez az A(u) = f egyenlet
megoldása.

Emĺıtést érdemel, hogy itt a (14.5)-beli Φ maga is potenciál, de nem A-nak,
hanem az u 7→ A(u)− f operátornak.

14.6. Megjegyzés. Érdemes megvizsgálni, hogy a fenti tétel lefedi-e a line-
áris esetet, azaz az előző szakaszbeli kvadratikus funkcionál potenciálja-e az
u 7→ Au− f operátornak. Itt valós Hilbert-tér esetén

Φ(u+ tv) = 〈Au, u〉+ 2t 〈Au, v〉+ t2 〈Av, v〉 − 2 〈f, u〉 − 2t 〈f, v〉
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= Φ(u) + 2t 〈Au− f, v〉+ t2 〈Av, v〉 (∀u, v ∈ H, t ∈ R), (14.6)

ı́gy létezik

∂vΦ(u) = lim
t→0

1

t

(
Φ(u+ tv)− Φ(u)

)
=

= lim
t→0

(
t 〈Av, v〉+ 2 〈Au− f, v〉

)
= 2 〈Au− f, v〉 .

Emellett v 7→ 2 〈Au− f, v〉 folytonos lineáris funkcionálja v-nek, ı́gy Φ Gâteaux-
deriválható és

Φ′(u) = 2(Au− f),

kérdésünkre tehát igen a válasz (eltekintve a 2-es szorzótól, amit persze meg-
szüntethetünk (14.3) mintájára).

Ha viszont a Hilbert-tér komplex, akkor a fenti számolás mintájára

∂vΦ(u) = 2Re 〈Au− f, v〉

adódik. Ez, mivel valós értékű, a komplex térben nem lineáris funkcionálja v-
nek, hanem (mint könnyen látható) csak valós-lineáris, azaz addit́ıv, de csak
valós konstanssal való szorzó vihető ki belőle.

Ez azt is mutatja, miért a valós Hilbert-terek alkalmasabbak a nemlineáris
operátoregyenletek vizsgálatára: mivel csak valós értékű minimalizáló funk-
cionálnak van értelme, ezek v iránymenti deriváltjai is valós értékű funkcio-
náljai v-nek, ı́gy a komplex tér értelmében nem tekinthetnénk őket Gâteaux-
deriválhatónak.

Legyen H ismét valós Hilbert-tér, és tekintsük most azt az esetet, amikor
A : H → H nem potenciáloperátor. Tegyük fel, hogy az A(u) = f egyen-
letnek egyértelműen létezik u∗ megoldása (ez pl. a 13.5 vagy a 13.9. tétel
feltételeivel garantálható), valamint hogy A Gâteaux-deriválható. Ekkor ter-
mészetes minimalizáló funkcionált adhatunk meg a legkisebb négyzetek elve
alapján: legyen

Φ(u) := ‖A(u)− f‖2 (u ∈ H). (14.7)

Nyilvánvaló, hogyA(u∗) = f pontosan akkor áll fenn, ha u∗ minimumhelye Φ-
nek (és ekkor Φ értéke 0). Ugyanez a norma négyzet nélkül is minimalizálna,

de akkor u∗-ban sérülhetne Φ Gâteaux-deriválhatósága. Így viszont:

14.7. Álĺıtás. Ha A Gâteaux-deriválható, akkor a (14.7) funkcionál is Gâte-
aux-deriválható, és

Φ′(u) = 2A′(u)∗(A(u)− f) (u ∈ H).
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Bizonýıtás. Felhasználva az ‖x‖2−‖y‖2 = 〈x+y, x−y〉 azonosságot, bármely
u, v ∈ H esetén

∂vΦ(u) = lim
t→0

1

t

(
‖A(u+ tv)− f‖2 − ‖A(u)− f‖2

)
=

= lim
t→0

1

t

〈
A(u+ tv) +A(u)− 2f,A(u+ tv)−A(u)

〉
〈

lim
t→0

A(u+tv)+A(u)−2f, lim
t→0

1

t
(A(u+tv)−A(u))

〉
=
〈

2(A(u)−f), A′(u)v
〉

= 2〈A′(u)∗(A(u)− f), v〉,

ami folytonos lineáris funkcionálja v-nek. �

14.8. Megjegyzés. (i) Ha A Gâteaux-deriválható, akkor az emĺıtett 13.5.
vagy 13.9. tétel feltételei esetén A′(u) bijekció, ı́gy A′(u)∗ is, tehát a Φ′(u) =
2A′(u)∗(A(u) − f) = 0 egyenlet ekvivalens az eredeti A(u) = f egyenlet-
tel. Az eljárás tehát úgy is felfogható, hogy ha az eredeti operátornak nincs
potenciálja, akkor A′(u)∗-gal beszorozva már van.

(ii) Ha speciálisan A lineáris, azaz Φ(u) = ‖Au−f‖2, akkor Φ′(u) = 2A∗(Au−
f), azaz a Φ′(u) = 0 egyenletből az

A∗Au = A∗f

egyenletet kapjuk, ami az eredeti egyenlet szimmetrizáltja (ún. normálegyen-
let). A normálegyenlet haszna, mint pl. a 7.2. tételben is láttuk, hogy az
eredetivel ekvivalens, de már szimmetrikus (azaz a szereplő operátor önad-
jungált).



15. fejezet

Ritz–Galjorkin-féle
projekciós módszerek

Egy végtelen dimenziós térben feĺırt operátoregyenlet közeĺıtő megoldásá-
nak természetes alapgondolata, hogy az alapteret véges dimenziós altereivel
helyetteśıtjük, és az eredeti egyenletet megfelelő értelemben vet́ıtjük erre a
térre. A kapott véges dimenziós feladat (algebrai egyenletrendszer) ugyanis
már a numerikus anaĺızis módszereivel megoldható, az alterek megfelelő soro-
zatának választásával pedig a közeĺıtő megoldások az eredetihez tartanak. A
Ritz–Galjorkin-módszer ezt az elvet valóśıtja meg. Az itt tárgyaltnál bővebb
elméleti, ill. gyakorlati alkalmazásai találhatók a [14, 67, 76] könyvekben.

15.1. Ritz–Galjorkin-módszer szimmetrikus li-
neáris egyenletekre

Legyen H valós Hilbert-tér, A : H ⊃→ H szimmetrikus és egyenletesen pozi-
t́ıv: A ≥ pI (ahol p > 0). Legyen f ∈ H, és tekintsük az

Au = f

operátoregyenletet. A 8.29. tétel szerint egyértelműen létezik u∗ ∈ HA gyenge
megoldás, azaz

〈u∗, v〉A = 〈f, v〉 (∀v ∈ H), (15.1)

a 14.1. szakaszból pedig tudjuk, hogy u∗ a

Φ(u) := ‖u‖2A − 2 〈f, u〉

kvadratikus funkcionál egyetlen minimumhelye H-n.

211
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Legyenek φ1, φ2, . . . lineárisan független vektorok, melyek lineáris burka sűrű
HA-ban, azaz totális rendszert alkotnak HA-ban. Rögźıtett n ∈ N+ esetén
legyen

Hn := span{φ1, φ2, . . . , φn}.

A közeĺıtő módszer alapgondolata, hogy Φ minimumhelyét az egész H tér
helyett csak Hn-en keressük. A pontos megoldást tehát egy véges dimenziós
altéren előálĺıtott közeĺıtő megoldással approximáljuk. Ezt az eljárást Ritz–
Galjorkin-módszernek nevezik.

Jelölje a Hn-en vett minimumhelyet un ∈ Hn, tehát itt

Φ(un) = min
Hn

Φ.

Ekkor

un =

n∑
i=1

ciφi

alakú. Itt un létezése és egyértelműsége ugyanúgy következik, mint u∗-é, hi-
szen a kvadratikus funkcionálnak a Hn véges dimenziós téren is egyetlen
minimumhelye van.

15.1.1. Konstrukció

Először megvizsgáljuk, hogyan álĺıtható elő un. Legyen

Φ̂ : Rn → R, Φ̂(c) := Φ
( n∑
i=1

ciφi

)
.

Nyilván Φ u-ban való minimalizálása egyenértékű Φ̂ c-ben való minimalizá-
lásával. Ez utóbbit deriválással kapjuk, éspedig Φ̂ konvexitása miatt a mini-
mumhely a derivált zérushelye. Itt

Φ̂(c) =
〈 n∑
i=1

ciφi,

n∑
j=1

cjφj

〉
A
− 2
〈
f,

n∑
i=1

ciφi

〉
=

=

n∑
i,j=1

cicj 〈φi, φj〉A − 2

n∑
i=1

ci 〈f, φi〉 .

Ekkor

∂kΦ̂(c) = 2

n∑
i=1

ci 〈φi, φk〉A − 2 〈f, φk〉 ,
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amiből következik, hogy

Φ̂′(c) = 0 ⇐⇒
n∑
i=1

〈φi, φk〉A ci = 〈f, φk〉 (∀k = 1, . . . , n).

Bevezetve a

Gik = Gki := 〈φi, φk〉A és bk := 〈f, φk〉

(i, k = 1, . . . , n) jelöléseket, azt kapjuk, hogy un keresett együtthatóit a

Gc = b (15.2)

lineáris algebrai egyenletrendszer megoldásával kapjuk, ahol c ∈ Rn a ci-kből
képzett oszlopvektor. Itt aG = {Gik}ni,k=1 ∈ Rn×n mátrix neve Gram-mátrix.
(Természetesen itt G, c és b is függ n-től, de ezt az egyszerűség kedvéért nem
jelöltük.)

15.1.2. Konvergencia és jellemzés

A kapott un megoldásoktól azt várjuk, hogy a valódi megoldást közeĺıtsék,
ha n-et növeljük.

15.1. Álĺıtás. A fent konstruált un vektorokra un → u∗ ‖·‖A-normában,
ha n→∞.

Bizonýıtás. Mivel ∪nHn sűrű HA-ban és Φ folytonos HA-n, ezért min
Hn

Φ→

min
HA

Φ, azaz Φ(un)→ Φ(u∗). Így (14.2) alapján

‖un − u∗‖2A = Φ(un)− Φ(u∗)→ 0. �

Az un ∈ Hn vektort mint Φ Hn-en vett minimumhelyét definiáltuk, de még
két fontos tulajdonsággal rendelkezik. Valójában e három tulajdonság bár-
melyikével bevezethető a Ritz–Galjorkin módszer.

15.2. Tétel. A Ritz–Galjorkin módszerrel kapott un-re az alábbi tulajdonsá-
gok teljesülnek:

(1) (Közeĺıtő minimalizálás:) un a Φ|Hn minimumhelye.

(2) (Vetületi egyenlet:) 〈un, v〉A = 〈f, v〉 (∀v ∈ Hn).

(3) (A hiba ortogonalitása:) 〈un − u∗, v〉A = 0 (∀v ∈ Hn).
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Bizonýıtás.
(1) Ez defińıció szerint igaz.
(2) Ahhoz, hogy minden v ∈ Hn esetén fennálljon a vetületi egyenlet, elég,
ha a bázisvektorokra belátjuk az egyenlőséget, ez pedig a konstrukcióból kö-
vetkezik:

〈un, φk〉A =

〈
n∑
i=1

ciφi, φk

〉
A

=

n∑
i=1

ci 〈φi, φk〉A = 〈f, φk〉 .

(3) A (15.1) és a vetületi egyenletből bármely v ∈ Hn esetén

〈un, v〉A − 〈u
∗, v〉A = 〈f, v〉 − 〈f, v〉 = 0. �

15.3. Megjegyzés. A (2) tulajdonságot azért h́ıvjuk vetületi egyenletnek,
mert un a (15.1)-beli bármely v ∈ H helyett csak bármely v ∈ Hn esetén
teljeśıti az egyenlőséget, ami olyan, mintha Hn-re vet́ıtenénk a (15.1) egyen-
letet.
A (3) tulajdonság azt mondja ki, hogy az un−u∗ hibavektor merőleges a Hn

altérre, ez az ún. Galjorkin-ortogonalitás.
Mindkét tulajdonság azt jelenti, hogy un éppen u∗ vetülete Hn-re.

15.1.3. Klasszikus speciális esetek

Nagyon egyszerű esetet kapunk, ha {φi} teljes ortonormált rendszer (TONR)
HA-ban. Ekkor Gik = 〈φi, φk〉A = δik, azaz G = I és ı́gy ci = 〈f, φi〉. Ebből
következően

un =

n∑
i=1

ciφi =

n∑
i=1

〈f, φi〉φi.

Ha például a {φi} függvények A sajátfüggvényei és A−1 kompakt, akkor
(ld. 8.21. tétel) {φi} TONR H-ban és ı́gy HA-ban is. Ekkor φi ∈ D(A).
Ennek az esetnek az általánośıtása, ha D(A)-ban nem ortonormált rendszert
választunk, ekkor a HA-beli teljesség a következőképp garantálható:

15.4. Álĺıtás. Legyen {φj} ⊂ D(A) olyan lineárisan független rendszer,
hogy {Aφj} totális rendszer H-ban. Ekkor {φj} totális rendszer HA-ban.

Bizonýıtás. Be kell látni, hogy span{φj : j ∈ N} sűrű HA-ban. Ehhez elég,
ha csak D(A)-ban sűrű (mert D(A) sűrű HA-ban). Legyen v ∈ D(A). Az
{Aφj} rendszer teljessége szerint minden ε > 0-hoz léteznek olyan i1, . . . , ik
indexek és ci1 , . . . , cik konstansok, hogy

‖Av − (ci1Aφi1 + . . .+ cikAφik)‖ < √p ε.
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Ekkor a 8.26. következmény alapján∥∥∥∥v − k∑
n=1

cinφin

∥∥∥∥
A

≤ 1√
p

∥∥∥∥A(v − k∑
n=1

cinφin

)∥∥∥∥ =

1√
p

∥∥∥∥Av − k∑
n=1

cinAφin

∥∥∥∥ < ε. �

Gyakorlati szempontból a φi ∈ D(A) feltétel nagyon erős, ehelyett a φi ∈ HA

gyenǵıtést nagyon is célszerű kihasználni, sőt az eddigi módszerhez képest
lényegesen jobban használható az az eset, ha a Hn altereket nem egymásba
ágyazva, hanem függetlenül definiáljuk. Erről szól a következő szakasz.

15.1.4. A Ritz–Galjorkin módszer általánośıtása

A Ritz–Galjorkin módszer egy lehetséges általánośıtása, ha minden egyes n-

re új bázisfüggvényeket választunk, azaz Hn = span
{
φ

(n)
1 , φ

(n)
2 , . . . , φ

(n)
n

}
⊂

HA, ahol az elemek lineárisan függetlenek. Ekkor tehát nem követeljük meg
a Hn alterek egymásba ágyazottságát, ami jóval nagyobb szabadsági fokot
ad.

Az un közeĺıtést ugyanúgy álĺıthatjuk elő, mint az eredeti esetben: un együtt-
hatóit a (15.2) lineáris algebrai egyenletrendszer megoldásával kapjuk. (A kü-
lönbség csak annyi, hogy most a különböző n-ekhez tartozó Gram-mátrixok
sincsenek egymásba ágyazva.) Érvényes a 15.2. tételben adott jellemzés is,
hiszen ott nem használtuk ki a Hn alterek egymásba ágyazottságát.

A konvergenciához szükség van megfelelő feltételre ahelyett, hogy az eredeti
módszerben φ1, φ2, . . . totális rendszert alkot HA-ban. Itt nem elég felten-
ni, hogy ∪iHi legyen sűrű HA-ban, mert ez csak ahhoz elég, hogy un egy
részsorozata tartson u∗-hoz. Ehelyett a következő tulajdonságra van szükség:

15.1.4. feltétel. Bármely u ∈ HA esetén

distA(u,Hn) := min{‖u− vn‖A : vn ∈ Hn} → 0, ha n→∞.

A távolságban a 2.15. tétel alapján ı́rhatunk infimum helyett minimumot. A
feltétel annyiban erősebb ∪iHi sűrűségénél, hogy egy u ∈ HA vektor olyan
sorozattal közeĺıthető, melynek tagjai nemcsak valamelyik Hi-ben vannak,
hanem az n-edik tag éppen Hn-ből való.

15.5. Álĺıtás. Ha teljesül a 15.1.4. feltétel, akkor un → u∗ ‖·‖A-normában,
ha n→∞.

Bizonýıtás. A hiba Galjorkin-ortogonalitása, azaz az un − u∗⊥Hn tulaj-
donság (15.2. tétel (3) pont) azt jelenti, hogy un éppen u∗ vetülete Hn-re.
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Így un van Hn-ből legközelebb u∗-hoz, tehát

‖u∗ − un‖A = min{‖u∗ − vn‖A : vn ∈ Hn} → 0. �

15.2. Ritz–Galjorkin-módszer nem szimmetrikus
lineáris egyenletekre, Céa-lemma

Most nem szimmetrikus lineáris operátoregyenleteket tekintünk a 8.3.1. sza-
kasz alapján. Legyen tehát H ismét valós Hilbert-tér, L : H ⊃→ H adott
lineáris operátor, amely S-korlátos és S-koerćıv valamely S : H ⊃→ H egyen-
letesen pozit́ıv operátorra nézve. Legyen g ∈ H és tekintsük az

Lu = g (15.3)

operátoregyenletet. A 8.37. tétel szerint ennek egyértelműen létezik gyenge
megoldása, azaz olyan u∗ ∈ HS , melyre

〈LSu∗, v〉S = 〈g, v〉 (∀v ∈ HS). (15.4)

A Ritz–Galjorkin módszert most rögtön a 15.1.4. szakasznak megfelelő általá-
nosabb helyzetben definiáljuk, emellett alaptérnek HS-et vesszük. Legyenek
tehát

Hn = span
{
φ

(n)
1 , φ

(n)
2 , . . . , φ(n)

n

}
⊂ HS

alterek (n ∈ N+), ahol minden n-re a φ
(n)
1 , φ

(n)
2 , . . . , φ

(n)
n elemek lineárisan

függetlenek. (A továbbiakban a kevesebb index kedvéért megmaradunk a

φk := φ
(n)
k jelölésnél.) A 15.1.4. feltétel mintájára teljesüljön a

15.2. feltétel. Bármely u ∈ HS esetén

distS(u,Hn) := min{‖u− vn‖S : vn ∈ Hn} → 0, ha n→∞.

Az un közeĺıtés előálĺıtásához most nem használhatunk kvadratikus funkci-
onált, de vetületi egyenletet ugyanúgy értelmezhetünk, mint a szimmetrikus
esetben, ı́gy ez lesz a módszer defińıciója. Az

un =

n∑
i=1

ciφi ∈ Hn (15.5)

közeĺıtő megoldást tehát az

〈LSun, v〉S = 〈g, v〉 (∀v ∈ Hn) (15.6)

egyenlőség definiálja. (Ennek létezését és egyértelműségét a 8.37. tétel garan-
tálja a Hn véges dimenziós térben.)
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Az un együtthatóit a szimmetrikus esethez hasonlóan egy lineáris algebrai
egyenletrendszer megoldásával kapjuk: ha

Gki := 〈LSφi, φk〉S és bk := 〈g, φk〉

(i, k = 1, . . . , n), akkor a ci-kből képzett c ∈ Rn oszlopvektort a

Gc = b (15.7)

rendszer megoldása adja meg. Ez most abból következik, ha a (15.5) alakot
és a v := φk függvényeket a (15.6) egyenletbe helyetteśıtjük.

15.6. Megjegyzés. (A reziduális hiba ortogonalitása.) A Galjorkin-ortogo-
nalitás most nem az un−u∗, hanem az LS(un−u∗) vektorra teljesül: a (15.4)
és (15.6) egyenletekből

〈LS(un − u∗), v〉S = 0 (∀v ∈ Hn), (15.8)

azaz LSun−LSu∗⊥Hn. Ha b ∈ HS jelöli (15.4) jobboldalának Riesz-reprezen-
tánsát, azaz 〈b, v〉S = 〈g, v〉 (∀v ∈ HS), akkor LSu

∗ = b, ı́gy LSun − b⊥Hn,
ı́gy az LSun − b ”

gyenge” reziduális vektor ortogonális Hn-re.

A módszer konvergenciája az alábbi nevezetes eredményre alapul:

15.7. Álĺıtás. (Céa-lemma) Bármely n ∈ N+ esetén

‖u∗ − un‖S ≤
M

m
min{‖u∗ − vn‖S : vn ∈ Hn}.

Bizonýıtás. A (8.14) és (15.8) összefüggésekből bármely vn ∈ Hn esetén

m‖u∗ − un‖2S ≤ 〈LS(u∗ − un), u∗ − un〉S = 〈LS(u∗ − un), u∗ − vn〉S
≤M‖u∗ − un‖S‖u∗ − vn‖S ,

ı́gy ‖u∗ − un‖S ≤ M
m ‖u

∗ − vn‖S . �

Más szóval ‖u∗ − un‖S ≤ M
m · distS(u∗, Hn).

15.8. Következmény. Ha teljesül a 15.2. feltétel, akkor un → u∗ ‖·‖S-
normában, ha n→∞.

15.3. Ritz–Galjorkin-módszer bilineáris formá-
val megfogalmazott feladatokra

Ebben a szakaszban röviden vázoljuk a Ritz–Galjorkin-módszer konstrukció-
ját és konvergenciáját további két, ezúttal bilineáris formával megfogalmazott
feladatt́ıpusra.
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15.3.1. A Lax–Milgram-lemmára alapuló feladatok

A Ritz-Galjorkin-módszer az előző szakasszal teljesen analóg módon tárgyal-
ható a Lax–Milgram-lemmában (7.16. tétel) tételben szereplő, bilineáris for-
mával megfogalmazott feladatokra. Ez a 7.13. tételnek köszönhető, amellyel
visszavezethető operátoregyenletre.

Legyen B : H×H → R korlátos, koerćıv bilineáris forma, ` : H → R korlátos
lineáris funkcionál. Tekintsük a

B(u, v) = `v (∀v ∈ H)

feladatot, melynek a 7.16. tétel szerint egyértelműen létezik megoldása. Ekkor
az un ∈ Hn közeĺıtő megoldást a

B(un, v) = `v (∀v ∈ Hn)

egyenlőséggel értelmezzük, és a

Gki := B(φk, φi), bk := `φk

(i, k = 1, . . . , n) alapján definiált Gc = b lineáris egyenletrendszer megoldá-
sából kapjuk. Az un ∈ Hn elem létezését és egyértelműségét szintén a 7.16.
tétel garantálja, most a Hn véges dimenziós térben, mivel a Hn ×Hn-re le-
szűḱıtett B forma örökli H ×H-ról a korlátosságot és koercivitást: mindkét
egyenlőtlenség nyilvánvalóan fennáll akkor is, ha tetszőleges H-beli vektor
helyett csak Hn-belieket helyetteśıtünk.

A (15.8) ortogonalitás helyére a B(un − u∗, v) = 0 (∀v ∈ Hn) azonosság lép,
ebből a fentivel azonosan igazolható a Céa-lemma és ı́gy a konvergencia:

15.9. Következmény. Ha bármely u ∈ H esetén dist(u,Hn) := min{‖u −
vn‖ : vn ∈ Hn} → 0, akkor ‖un − u∗‖ → 0.

15.3.2. Nyeregpont-feladatok LBB-feltétellel

Tekintsük a 7.3.2. szakasz feladatát: legyenek H,K valós Hilbert-terek, A :
H×H → R és B : K×H → R korlátos bilineáris formák, ahol A koerćıv, azaz
fennáll (7.15), valamint teljesül a (7.17) inf-sup-feltétel. Legyenek továbbá
` : H → R és κ : K → R korlátos lineáris funkcionálok, és keresendő (u, p) ∈
H ×K, melyre

A(u, v) + B(p, v) = `v (∀v ∈ H),

B(q, u) = κq (∀q ∈ K).
(15.9)

A 7.29. tétel szerint egyértelműen létezik (u∗, p∗) ∈ H ×K megoldás.
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LegyenekHn = span
{
φ

(n)
1 , φ

(n)
2 , . . . , φ

(n)
mn

}
⊂ H ésKn = span

{
ψ

(n)
1 , ψ

(n)
2 , . . . ,

ψ
(n)
kn

}
⊂ K alterek (n ∈ N+), ahol minden n-re a φ

(n)
1 , φ

(n)
2 , . . . , φ

(n)
mn ill.

ψ
(n)
1 , ψ

(n)
2 , . . . , ψ

(n)
kn

elemek lineárisan függetlenek, valamint

bármely u ∈ H esetén dist(u,Hn) := min{‖u− vn‖ : vn ∈ Hn} → 0,

bármely p ∈ K esetén dist(p,Kn) := min{‖p− qn‖ : qn ∈ Kn} → 0.
(15.10)

Az (un, pn) ∈ Hn ×Kn közeĺıtő megoldást a

A(un, v) + B(pn, v) = `v (∀v ∈ Hn),

B(q, un) = κq (∀q ∈ Kn).
(15.11)

feladat megoldásaként keressük. (A közeĺıtő megoldások együtthatóira most
(7.7) alakú lineáris egyenletrendszer áll fenn.)

A korábbi szakaszokhoz képest azonban a fenti diszkrét feladat nem örökli
automatikusan az eredeti feladat megoldhatóságát. A problémát az okozza,
hogy a (7.17) inf-sup-feltétel nem öröklődik tetszőleges Hn és Kn alterekre.
Ez könnyen látható, ha a B forma B reprezentáló operátorával ı́rjuk fel rájuk
az inf-sup-feltételt (7.14) szerint:

sup
u∈Hn\{0}

〈Bp, u〉
‖u‖

≥ γ ‖p‖ (∀p ∈ Kn). (15.12)

Ha ugyanis Hn-et például úgy választjuk, hogy valamely p ∈ Kn mellett
Hn⊥Bp, akkor a fenti számlálóban 〈Bp, u〉 = 0 bármely u ∈ Hn \ {0} esetén.

Ezt csak azzal oldhatjuk meg, ha az inf-sup-feltételt külön elő́ırjuk a Hn és
Kn alterek esetén is. Ezt a későbbiek miatt egyenletesen, azaz n-től független
konstanssal kell:

15.10. Defińıció. A Hn és Kn alterek teljeśıtik a (15.11) feladathoz tarto-
zó LBB-feltételt (Ladüzsenszkaja-Babuška-Brezzi-feltételt) vagy diszkrét
inf-sup-feltételt, ha van olyan γ0 > 0 n-től független állandó, hogy

inf
p∈Kn\{0}

sup
u∈Hn\{0}

B(p, u)

‖p‖‖u‖
≥ γ0. (15.13)

A gyakorlatban tehát Hn és Kn nem választható egymástól függetlenül. Az
LBB-feltételben az u-ra vett supremum pozit́ıv korlát fölöttisége azt követeli
meg, hogy adott Kn esetén a Hn altér

”
elég nagy” legyen.

15.11. Megjegyzés. Az LBB-feltételt Babuška lemmája (7.19. tétel) alap-
ján Brezzi dolgozta ki nyeregpont-feladatokra [11]. Az elterjedt elnevezés La-
düzsenszkaja korábbi kapcsolódó munkájára is utal.



220 15. Ritz–Galjorkin-féle projekciós módszerek

Ha teljesül az LBB-feltétel, akkor tehát a (15.11) feladatnak egyértelműen
létezik (un, pn) ∈ Hn ×Kn megoldása. Az LBB-feltétel alapján emellett iga-
zolható a Céa-lemma megfelelője: létezik olyan c > 0 állandó, hogy

‖u∗ − un‖+ ‖p∗ − pn‖ ≤ c
(

min
vn∈Hn

‖u∗ − vn‖+ min
qn∈Kn

‖p∗ − qn‖
)

bármely n esetén. (A c állandó nem függ n-től, de függ γ0-tól. A bizonýıtás
megtalálható a [21, 69] könyvekben.) Ebből adódik a konvergencia:

15.12. Következmény. Ha teljesül (15.10) és az LBB-feltétel, akkor ‖un−
u∗‖+ ‖pn − p∗‖ → 0, ha n→∞.

15.4. Ritz–Galjorkin-módszer nemlineáris egyen-
letekre

Most nemlineáris operátoregyenletekkel foglalkozunk a 13.3.1. szakasz alap-
ján. A lineáris esettel ellentétben most folytonos operátort nézünk, mivel
(mint a 13.4. szakasz gyenge alakú példái is mutatják) az alkalmazások ál-
talában már erre az esetre épülnek. Legyen tehát H ismét valós Hilbert-tér,
A : H → H adott nemlineáris operátor, amely egyenletesen monoton és
Lipschitz-folytonos: létezik M ≥ m > 0, hogy bármely u, v ∈ H esetén

〈A(u)−A(v), u−v〉 ≥ m ‖u− v‖2 , ‖A(u)−A(v)‖ ≤M ‖u− v‖ . (15.14)

Tekintsük az
A(u) = b (15.15)

operátoregyenletet, ahol b ∈ H, ennek a 13.5. tétel szerint egyértelműen léte-
zik u∗ ∈ H megoldása. Írjuk fel ezt a vele ekvivalens tesztfüggvényes alakban:

〈A(u∗), v〉 = 〈b, v〉 (∀v ∈ H). (15.16)

Legyenek Hn = span
{
φ

(n)
1 , φ

(n)
2 , . . . , φ

(n)
n

}
⊂ H alterek (n ∈ N+), ahol min-

den n-re a φ
(n)
1 , φ

(n)
2 , . . . , φ

(n)
n elemek lineárisan függetlenek és bármely u ∈ H

esetén

dist(u,Hn) := min{‖u− vn‖ : vn ∈ Hn} → 0, ha n→∞. (15.17)

(A továbbiakban a kevesebb index kedvéért ismét megmaradunk a φk := φ
(n)
k

jelölésnél.)

Az un ∈ Hn közeĺıtés előálĺıtásához most sem használhatunk potenciált, de
vetületi egyenletet ugyanúgy értelmezhetünk, mint a lineáris esetben, ı́gy
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most is ez lesz a módszer defińıciója. Az

un =

n∑
i=1

ciφi ∈ Hn (15.18)

közeĺıtő megoldást tehát az

〈A(un), v〉 = 〈b, v〉 (∀v ∈ Hn) (15.19)

egyenlőség definiálja, létezését és egyértelműségét pedig a 13.5. tétel garan-
tálja a Hn térben.

Az un együtthatóit a következőképp kapjuk. Helyetteśıtsük a (15.18) alakot
és a v := φk függvényeket a (15.19) egyenletbe:〈

A
( n∑
i=1

ciφi
)
, φk

〉
= 〈b, φk〉 (k = 1, . . . , n).

Vezessük be az

Ak : Rn → R, Ak(c) = Ak(c1, . . . , cn) :=
〈
A
( n∑
i=1

ciφi
)
, φk

〉
valós függvényeket és legyen βk := 〈b, φk〉 (k = 1, . . . , n). Az ezekből össze-
rakott A : Rn → Rn függvény és β ∈ Rn vektor mellett tehát un együtthatóit
az

A(c) = β

nemlineáris algebrai egyenletrendszer megoldásával kapjuk.

15.13. Megjegyzés. (A reziduális hiba ortogonalitása.) A (15.16) és (15.19)
egyenletekből következik, hogy

〈A(u∗)−A(un), v〉 = 0 (∀v ∈ Hn), (15.20)

azaz A(u∗) − A(un) ⊥ Hn. Jelölje most rn := A(un) − b a reziduális vek-
tort (más néven maradékvektort). Mivel A(u∗) = b, a fentiekből 〈rn, v〉 = 0
minden v ∈ Hn esetén, azaz rn ortogonális Hn-re.

A módszer konvergenciája a Céa-lemma (15.7. álĺıtás) megfelelőjére alapul:

15.14. Álĺıtás. (Nemlineáris Céa-lemma) Bármely n ∈ N+ esetén

‖u∗ − un‖ ≤
M

m
min{‖u∗ − vn‖ : vn ∈ Hn}.

Bizonýıtás. A (15.14) és (15.20) összefüggésekből bármely vn ∈ Hn esetén

m‖u∗ − un‖2 ≤ 〈A(u∗)−A(un), u∗ − un〉 = 〈A(u∗)−A(un), u∗ − vn〉

≤ ‖A(u∗)−A(un)‖‖u∗ − vn‖ ≤M‖u∗ − un‖‖u∗ − vn‖,

ı́gy ‖u∗ − un‖ ≤ M
m ‖u

∗ − vn‖. �

15.15. Következmény. Ha teljesül a (15.17) feltétel, akkor ‖un−u∗‖ → 0.
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15.5. A végeselem-módszer elméleti háttere

A Ritz–Galjorkin-módszernek, pontosabban a 15.1.4. szakaszban léırt általá-
nosabb alakjának fő alkalmazása a végeselem-módszer (FEM – finite element
method), amely (elsősorban parciális) differenciálegyenletek peremértékfela-
datainak egyik legelterjedtebb megoldási módszere. A FEM lényege, hogy a
tartományt felosztjuk véges sok kis egyszerűbb résztartományra (

”
elemekre”,

melyek általában háromszögek/tetraéderek vagy téglalapok/téglatestek). A
ḱıvánt véges dimenziós alterek olyan függvényekből állnak, amelyek leszűḱı-
tései egy-egy ilyen

”
elemre” valamilyen megadott fokú polinomok, melyeket

az egész tartományon folytonosság (vagy valahányszori folytonos differenciál-
hatóság) köt össze. Az alterek jelölésére a végeselem-módszernél megszokott
jelölést használjuk, és n ∈ N+ egész helyett a h > 0 ún. rácsparaméterrel
indexeljük, amely általában az

”
elemek” maximális átmérőjével (azaz a rács-

finomsággal) arányos. (Ekkor n ford́ıtottan arányos h-nak a térdimenziótól
függő hatványával. A Vh-beli közeĺıtő megoldásra az uh jelölést használjuk.)

Így a korábbi Hn helyett most a Vh jelölést használjuk. Azaz

Vh := {u ∈ Ck(Ω) : u|Ti ∈ Pm ∀i = 1, . . . , n}, (15.21)

ahol k,m ≥ 0 és n ≥ 1 adott egészek, Pm a legfeljebb m-edfokú polinomok
halmaza és T1, . . . , Tn az

”
elemek”. A legegyszerűbb, de igen elterjedt eset,

amikor az elemek háromszögek/tetraéderek, k = 0 és m = 1, azaz szakaszon-
ként lineáris polinomokból álló folytonos függvények alkotják Vh-t.

A Vh altér bázisfüggvényeit úgy szokás megadni, hogy függvényértékeik (és
esetleg bizonyos deriváltjaik értéke) adott pontokban 0 vagy 1, úgy, hogy
már egyértelműen meghatározzák az adott fokú polinomot. A fenti egyszerű
példákban a függvényértékekre egy-egy csúcspontban 1-et, az összes többiben
0-t ı́runk elő.

A FEM konstrukciója a peremértékfeladat gyenge alakjára támaszkodik, a
Gram-mátrix elemei megfelelő integrálok (a FEM során a Gram-mátrixra a
merevségi mátrix elnevezés terjedt el). A módszer előnyös tulajdonsága, hogy
akkor is konvergál, ha nem tételezünk fel semmilyen regularitást a gyenge
megoldásról. A konvergencia rendjének becslése már megḱıván valamilyen
(általában H2-beli) regularitási feltételt. Ennek és a konkrét végeselemes fel-
bontásoknak, ill. a módszer megvalóśıtási technikáinak rendḱıvül kiterjedt
elmélete van, lásd pl. [14, 69]. Nem célunk ezek ismertetése, itt csak azt il-
lusztráljuk egy egyszerű példán, hogyan illeszkedik a FEM az eddigiekben
tárgyalt absztrakt elméletbe.

Tekintsük példaként a (10.11) feladatot:{
−div (p∇u) = f,
u|∂Ω = 0,

(15.22)
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ahol Ω ⊂ Rn korlátos tartomány, p ∈ L∞(Ω), p(x) ≥ m > 0 (m. m. x ∈ Ω),
f ∈ L2(Ω). Ennek a 10.15. tétel szerint egyértelműen létezik u∗ ∈ H1

0 (Ω)
gyenge megoldása, ahol most a H1

0 (Ω) teret valós értékű függvényekkel defi-
niáljuk. Ekkor ∫

Ω

p ∇u∗ · ∇v =

∫
Ω

fv (∀ v ∈ H1
0 (Ω)). (15.23)

A FEM feĺırásakor a 15.1.4. szakasz feléṕıtését használhatjuk a H := L2(Ω)
térben. Itt az Au := − div (p∇u) operátor a Dirichlet-peremfeltétel mellett
szimmetrikus és egyenletesen pozit́ıv, és HA = H1

0 (Ω) az

〈u, v〉A =

∫
Ω

p ∇u · ∇v (u, v ∈ H1
0 (Ω)) (15.24)

skalárszorzattal (lásd pl. a 8.2. szakasz példájában). Ekkor (15.23) megegyezik
(15.1)-gyel. Legyen Vh valamely (15.21) t́ıpusú altér. Ekkor az uh közeĺıtő
megoldás együtthatóit a

Gc = b (15.25)

lineáris algebrai egyenletrendszer megoldásával kapjuk, ahol

Gik = Gki =

∫
Ω

p ∇φi · ∇φk és bk =

∫
Ω

fφk (15.26)

(i, k = 1, . . . , n). Ez az uh függvény teljeśıti az∫
Ω

p ∇uh · ∇v =

∫
Ω

fv (∀ v ∈ Vh)

vetületi egyenletet.

A 15.1-beli kiindulási defińıció szerint emellett uh minimalizálja az (energiát
kifejező) kvadratikus funkcionált Vh-en: a (14.3) egyenlőséghez hasonlóan,
1
2 -es szorzóval feĺırva∫

Ω

(
1

2
p |∇uh|2 − fuh

)
= min
u∈Vh

∫
Ω

(
1

2
p |∇u|2 − fu

)
.

A hibafüggvény Galjorkin-ortogonalitása (15.2. tétel) ebben a helyzetben:∫
Ω

p ∇(uh − u∗) · ∇v = 0 (∀ v ∈ Vh).

Végül, a végeselemes alterek egy {Vh}h>0 családja esetén, ha a felbontás
finomsága (azaz az elemek maximális átmérője) 0-hoz tart, akkor az elemekre
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és a polinomokra tett nem túl szigorú feltételekkel [14, 69] elérhető, hogy
bármely u ∈ H1

0 (Ω) esetén

distH1
0
(u, Vh) = min{‖u− vh‖H1

0
: vh ∈ Vh} → 0, ha h→ 0. (15.27)

Ekkor a H1
0 (Ω)-norma és a (15.24)-hoz tartozó súlyozott norma ekvivalenciája

miatt teljesül a 15.1.4. feltétel. Ebből a 15.5. álĺıtás alapján következik a
végeselem-módszer konvergenciája:

‖uh − u∗‖H1
0
→ 0.

Egyszerű példa. Triviális szemléltetésként tekintsük az alábbi egydimenziós
feladatot a [−1, 1] intervallumon:{

−u′′ = 1
u(−1) = u(1) = 0.

Osszuk fel az intervallumot négy egyenlő részre, és a φi függvények legyenek
az úgynevezett kalapfüggvények: azok a szakaszonként lineáris függvények,
melyek egy adott belső osztópontban 1-et vesznek fel, a többiben nullát. Ek-
kor

Gik = Gik = 〈φi, φj〉A =

∫ 1

−1

φ′iφ
′
k, bk = 〈f, φk〉 =

∫ 1

−1

1·φk (i, k = 1, 2, 3).

Ebben a konkrét példában kiszámolható, hogy

G = 2

 2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 2

 , b =
1

2

1
1
1

 ,

és a Gc = b egyenletet megoldva megkapjuk az együtthatóvektort:

c =
1

8

3
4
3

 .

A kapott töröttvonal-megoldásra még az is igaz, hogy a ± 1
2 és 0 rácspontok-

ban megegyezik az u∗(x) = 1−x2

2 pontos megoldással.

Végül, a fentiekhez hasonlóan éṕıthető fel a végeselemes megoldás a (13.3)
nemlineáris feladatra: {

− div f(x,∇u) = g,

u|∂Ω = 0
(15.28)



15.5. A végeselem-módszer elméleti háttere 225

a 13.4.1. feltételekkel. Ennek u∗ ∈ H1
0 (Ω) gyenge megoldására∫

Ω

f(x,∇u∗) · ∇v =

∫
Ω

gv (∀ v ∈ H1
0 (Ω)). (15.29)

Legyen Vh ugyanolyan végeselemes altér, mint az előbbi lineáris esetben. Ek-
kor az uh ∈ Vh közeĺıtő megoldás teljeśıti az∫

Ω

f(x,∇uh) · ∇v =

∫
Ω

gv (∀ v ∈ Vh)

vetületi egyenletet, és uh együtthatóit az

A(c) = β

nemlineáris algebrai egyenletrendszer megoldásával kapjuk, ahol

A : Rn → Rn,

Ak(c) = Ak(c1, . . . , cn) =

∫
Ω

f(x,
n∑
i=1

ci∇φi) · ∇φk
(k = 1, . . . , n)

és βk :=

∫
Ω

gφk (k = 1, . . . , n). A megfelelő A operátorra igazak a (15.14)

tulajdonságok, ı́gy ha teljesül (15.27), akkor a 15.15. következmény szerint

‖uh − u∗‖H1
0
→ 0.





16. fejezet

Iterációs módszerek
lineáris
operátoregyenletekre

Ebben a fejezetben kiderül, hogy egyes, véges dimenzióban jól ismert iterációs
módszerek értelemszerűen átvihetők a végtelen dimenziós esetre. A gyakor-
latban ennek az a fő jelentősége, hogy a kapott elvi iterációk jellemzik a véges
dimenziós módszerek aszimptotikus viselkedését a közeĺıtés finomı́tása során.
A tárgyalt módszerekről részletesen esik szó a [25, 33, 74] könyvekben.

Az iterációk vizsgálatához idézzük fel a konvergencia legfontosabb rendjeinek
fogalmát, lásd pl. [69]: egy iteráció elsőrendben vagy lineárisan konvergál, ha
van olyan 0 < q < 1 állandó, hogy az εn hibákra εn+1 ≤ q εn teljesül (∀n ∈ N;
ekkor εn ≤ ε0 q

n ∀n ∈ N), ill. másodrendben vagy kvadratikusan konvergál,
ha van olyan c > 0 állandó, hogy εn+1 ≤ c ε2

n (∀n ∈ N).

16.1. A gradiens-módszer korlátos önadjungált
operátorra

16.1.1. A gradiens-módszer alapgondolata minimalizálási
feladatra

A gradiens-módszer (GM) alapelvét először általánosan ismertetjük, mint
funkcionálok minimalizálására alkalmas módszert. Ezt most lineáris egyenle-
tek esetén a kvadratikus funkcionálra használjuk fel, de egy későbbi fejezetben
ugyanezt az elvet alkalmazzuk majd nemlineáris egyenletek megoldására is.

227
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Legyen X Banach-tér, Φ : X → R adott funkcionál. Szeretnénk meghatá-
rozni Φ egy lokális minimumhelyét. Ennek természetes módja egy olyan ite-
ráció, melynek minden lépésében a legnagyobb csökkenés irányában lépünk
tovább (emiatt szokás az ilyen eljárást a leggyorsabb ereszkedés módszerének
is h́ıvni). Formálisan ez a következőképp ı́rható le: tegyük fel, hogy minden
u, v ∈ X esetén létezik a ∂vΦ(u) iránymenti derivált. Definiáljuk a következő
sorozatot:

• legyen u0 ∈ X tetszőleges;

• ha n ∈ N és un már megvan, akkor

un+1 := un + αnvn,

ahol αn > 0 konstans és a vn ∈ X vektor eleget tesz a

∂vnΦ(un) = min{∂vΦ(un) : v ∈ X, ‖v‖ = 1}

feltételnek. Itt vn létezését is feltesszük.

Ha X = H Hilbert-tér és Φ Gâteaux-deriválható, akkor

∂vΦ(un) = 〈Φ′(un), v〉 ≥ −‖Φ′(un)‖ ‖v‖ ,

és itt akkor van egyenlőség, ha vn = − Φ′(un)
‖Φ′(un)‖ , tehát a leggyorsabb ereszkedés

iránya −Φ′(un) számszorosa. Végeredményben ilyenkor a GM iterációs lépése

un+1 := un − tn Φ′(un) (16.1)

alakban ı́rható, ahol tn > 0 állandó.

A GM-t legtöbbször olyankor használják, amikor egyértelműen létezik Φ-nek
minimumhelye, és megfelelő feltételekkel elérhető, hogy un ehhez tartson. Az
emĺıtett két eset – az alábbi lineáris és későbbi nemlineáris – is ilyen lesz a
vizsgált funkcionálok egyenletes konvexitásának köszönhetően. (Több lokális
minimumhellyel rendelkező funkcionálokra való alkalmazások olvashatók pl.
a [49] könyvben.)

16.1.2. A gradiens-módszer korlátos lineáris önadjungált
operátorra

Legyen H Hilbert-tér, A ∈ B(H) egyenletesen pozit́ıv operátor. Ekkor tehát
A önadjungált és léteznek olyan M ≥ m > 0 állandók, hogy

m ‖u‖2 ≤ 〈Au, u〉 ≤M ‖u‖2 (∀u ∈ H), (16.2)
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itt a 6.11. tétel alapján vehető M = ‖A‖.
Legyen f ∈ H tetszőleges és tekintsük az

Au = f

operátoregyenletet. Ennek a 7.1. tétel szerint egyértelműen létezik u∗ ∈ H
megoldása. Szeretnénk iteráció seǵıtségével megoldani az egyenletet, azaz u∗-
hoz közeĺıtő sorozatot konstruálni.

A 14.2. álĺıtás szerint a

Φ(u) := 〈Au, u〉 − 2Re 〈f, u〉

kvadratikus funkcionál a fenti egyenlethez tartozó minimalizáló funkcionál,
azaz Φ(u∗) = min

H
Φ. (Ha H valós tér, akkor Re elhagyható.) Alkalmazzuk te-

hát a gradiens-módszert Φ minimalizálására! Ennek konstrukciójához először
ki kell számı́tanunk a leggyorsabb ereszkedés v irányát adott u pontban.

Legyenek u, v ∈ H tetszőlegesek. A 14.6. megjegyzés alapján valós Hilbert-tér
esetén létezik a Φ′(u) = 2(Au − f) Gâteaux-derivált, ı́gy a keresett v irány
−(Au− f) számszorosa. Ha H komplex, akkor pedig

∂vΦ(u) = 2Re 〈Au− f, v〉 ,

ami a Cauchy-Schwarz-egyenlőtlenség alapján szintén akkor minimális, ha v a
−(Au−f) vektor számszorosa (le kell normálni). A GM során a lenormálásból
származó értéket beéṕıthetjük az αn konstansokba, ı́gy az alábbi algoritmust
kapjuk:

• legyen u0 ∈ X tetszőleges;

• ha n ∈ N és un már megvan, akkor

un+1 := un − tn(Aun − f),

ahol tn > 0 állandó.

A lépésirány tehát épp az rn := Aun − f reziduális hibavektor (amiről azt
szeretnénk hogy 0-hoz tartson). Ezzel a jelöléssel az iterációs lépés

un+1 := un − tnrn .

Hogyan válasszuk meg a tn konstansokat (a lépésközt)? Két természetes vá-
lasztás van:

i) állandó lépésköz: tn ≡ t > 0 konstans;



230 16. Iterációs módszerek lineáris operátoregyenletekre

ii) optimális lépésköz: tn legyen olyan, hogy Φ(un − tnrn) = min
t>0

Φ(un −
trn).

(i) A legjobb állandó lépésköz. A közeĺıtő sorozat ekkor

un+1 := un − t(Aun − f) (n ∈ N). (16.3)

Szeretnénk úgy választani a t értéket, hogy lépésenként a legjobban csökken-
jen az un − u∗ hibavektor hossza. Itt

un+1 − u∗ = un − u∗ − t (Aun −Au∗) = (I − tA)(un − u∗),

ebből
‖un+1 − u∗‖ ≤ ‖I − tA‖ ‖un − u∗‖ .

A t konstanst tehát úgy kell megválasztani, hogy ‖I − tA‖ a legkisebb legyen.
Mivel A önadjungált (mert egyenletesen pozit́ıv), ezért I − tA is az, ı́gy a
normája az

‖I − tA‖ = sup
‖x‖=1

|〈(I − tA)x, x〉|

képlettel számolható (6.11. tétel). Felhasználva azA-ra vonatkozó becsléseket,
ha ‖x‖ = 1, akkor

〈(I − tA)x, x〉 = ‖x‖2− t 〈Ax, x〉 ≤ ‖x‖2− tm ‖x‖2 = (1− tm) ‖x‖2 = 1− tm,

és ugyańıgy 〈(I − tA)x, x〉 ≥ ‖x‖2 − tM ‖x‖2 = (1− tM) ‖x‖2 = 1− tM.

Ebből következik, hogy

‖I − tA‖ ≤ max{|1− tm| , |1− tM |}, (16.4)

és ez a maximum minimális, ha tM − 1 = 1− tm. Így

topt =
2

m+M
és ekkor

∥∥∥∥I − 2

m+M
A

∥∥∥∥ ≤ 1− 2

m+M
·m =

M −m
M +m

.

(16.5)
Ebből

‖un+1 − u∗‖ ≤
M −m
M +m

‖un − u∗‖ ≤ · · · ≤
(
M −m
M +m

)n
‖u0 − u∗‖ ,

tehát a sorozat mértani sebességgel, azaz lineárisan konvergál. A becslésben
nem szerencsés, hogy tartalmazza az ismeretlen u∗-ot. Felhasználva, hogy
A ≥ mI esetén ‖Au‖ ≥ m ‖u‖ (∀u ∈ H, lásd a 7.2. tétel bizonýıtásában),

m ‖u0 − u∗‖ ≤ ‖A(u0 − u∗)‖ = ‖Au0 − f‖ .

Összefoglalva:
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16.1. Tétel. Legyen A ∈ B(H) önadjungált és teljesüljön (16.2). Ekkor tet-
szőleges u0 ∈ H esetén az

un+1 := un −
2

m+M
(Aun − f) (n ∈ N)

iteráció lineárisan konvergál, éspedig

‖un − u∗‖ ≤
1

m
‖Au0 − f‖

(
M −m
M +m

)n
.

16.2. Megjegyzés. Ha nem az optimális t értéket keressük, akkor (16.4)
szerint olyan t-re konvergál a GM, vagyis ‖I − tA‖ < 1 akkor teljesül, ha
q(t) := max{|1− tm| , |1− tM |} < 1. Könnyen látható, hogy ez 0 < t < 2

M
esetén áll fenn, tehát ilyen t esetén ‖un − u∗‖ ≤ 1

m ‖Au0 − f‖ q(t)n.

(ii) Az optimális lépésköz. Kiszámı́tjuk, melyik az optimális tn konstans
az egyes lépésekben. Itt (14.6) alapján, u = un és v = −rn helyetteśıtéssel
Φ(un − trn) a következő másodfokú polinom t-ben:

Φ(un − trn) = Φ(un)− 2t 〈Aun − f, rn〉+ t2 〈Arn, rn〉 =

= Φ(un)− 2t ‖rn‖2 + t2 〈Arn, rn〉 .

Ez akkor minimális, ha

t = tn :=
‖rn‖2

〈Arn, rn〉
.

Megemĺıtjük, hogy a (tn) sorozat korlátos, nevezetesen

1

M
≤ tn ≤

1

m
∀n ∈ N,

valamint az optimális állandó lépésköz ennek az alsó és felső korlátnak a
harmonikus közepe.

16.3. Megjegyzés. Az optimális lépésköz esetén is csak az állandó lépés-
közre kapott konvergenciahányadossal becsülhető a hiba, azaz

‖un − u∗‖ ≤ C ·
(
M −m
M +m

)n
(lásd [33, Chap. XV]). Az optimális lépésköz több számı́tást igényel, mint
az állandó, előnye viszont az, hogy ez a tn akkor is kiszámı́tható, ha nem
ismerjük m-et és M -et.
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16.4. Defińıció. Ha egy A ∈ B(H) operátor invertálható, akkor az operátor
kond́ıciószáma

κ ≡ cond(A) := ‖A‖
∥∥A−1

∥∥ .
(A kond́ıciószám a mátrixokhoz hasonlóan megjelenik akkor, ha a jobboldal
hibája esetén a megoldás hibáját becsüljük.) Most a GM konvergenciahá-
nyadosát ı́rjuk át a kond́ıciószámmal. Itt ugyanis az operátor önadjungált
és (16.2) teljesül. Ha ebben az m és M határok élesek, akkor, mint láttuk,

M = ‖A‖, és ezzel analóg módon 1/m =
∥∥A−1

∥∥. Így egyenletesen pozit́ıv
operátorra

κ =
M

m
,

ez a pozit́ıv definit mátrixokra ismert κ = λmax/λmin egyenlőség megfelelője.
(Ha (16.2) fennáll, de nem tudjuk az élességét, akkor κ ≤ M/m). A GM
konvergenciahányadosa tehát

q =
M −m
M +m

=
κ− 1

κ+ 1
.

Ez annál kisebb, minél közelebb van κ 1-hez, nagy kond́ıciószám esetén vi-
szont q ≈ 1.

16.2. A konjugált gradiens-módszer korlátos ön-
adjungált operátorra

16.2.1. A KGM konstrukciója

Legyen H valós Hilbert-tér, A ∈ B(H) egyenletesen pozit́ıv operátor, azaz
teljesüljön ismét (16.2). A gradiens-módszer általános lépése a következő volt:

un+1 := un − tnrn,

ahol rn := Aun − f a reziduális hibavektor, másképpen rn = Φ′(un), ahol
Φ(u) = 1

2 〈Au, u〉 − 〈f, u〉. Rekurzióval látható, hogy ekkor un+1-et az u0 és
az r0, r1, . . . , rn vektorok fesźıtik ki, utóbbiak negat́ıv együtthatókkal. Ebből
(véges dimenziós szemlélet alapján, az ott szokásos megfontolással) annál
nagyobb halmazon kereshetjük az újabb közeĺıtést, minél

”
függetlenebbek”

az ri vektorok, pontosabban, minél nagyobb szöget zárnak be páronként.
Ebből adódik az ún. konjugált gradiens-módszer (KGM) alapgondolata: az rn
helyett a pn, úgynevezett konjugált irányokban keresünk, ahol a pn vektorok
merőlegesek az A-skalárszorzatban:

〈Api, pj〉 = 0 (∀i 6= j). (konj)
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Ezután a sorozat a GM-hez hasonló: legyen u0 ∈ H tetszőleges, és ha un
megvan, akkor

un+1 = un − αnpn,
ahol αn > 0 állandó.

Néhány előzetes megjegyzés:

1. Ha Hn := span{p0, p1, . . . , pn}, akkor a fentihez hasonló rekurzióval
un+1 ∈ u0 +Hn.

2. Az αn > 0 számot optimálisan akarjuk megválasztani abban az érte-
lemben, hogy

Φ(un+1) = min Φ|u0+Hn .

A Φ konvexitása miatt ez ekvivalens azzal, hogy

∂pΦ(un+1) = 〈Φ′(un+1), p〉 = 0 (∀p ∈ Hn)

ami azt jelenti, hogy

〈rn+1, pi〉 = 0 (i = 1, 2, . . . , n). (ort)

A cél tehát úgy megválasztani az αn konstansokat és a pn vektorokat, hogy
a (konj) és (ort) tulajdonságok teljesüljenek. Erre több lehetőség is van, a
legelterjedtebb az úgynevezett

Kn := span
{
r0, Ar0, A

2r0, . . . , A
nr0

}
Krylov-alterekkel történik, amelyek láthatóan csak u0-tól függnek. Éspedig,
mint látni fogjuk, elérhető, hogy Kn = Hn, azaz a pn irányok Kn-ben vannak.
Ekkor:

A konjugált gradiens-módszer (KGM) algoritmusa:

• Legyen u0 ∈ H tetszőleges, p0 := r0(= Au0 − f);

• ha n ∈ N és un, pn ismert, akkor

un+1 := un − αnpn, ahol αn =
〈rn, pn〉
〈Apn, pn〉

, (16.6)

pn+1 := rn+1 − βnpn, ahol βn =
〈Arn+1, pn〉
〈Apn, pn〉

. (16.7)

Megemĺıtjük, hogy a fenti képletekből vezethetők le a KGM elméleti tulaj-
donságai, viszont programozási szempontból inkább a 16.6. megjegyzésben
alább emĺıtett alakot érdemes használni.

Néhány hasznos megjegyzés:
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1. Az első egyenletre alkalmazva A-t és mindkét oldalból kivonva f -et, azt
kapjuk, hogy

rn+1 = rn − αnApn. (16.8)

2. Látható, hogy αn defińıciója miatt

〈rn+1, pn〉 = 〈rn, pn〉 − αn 〈Apn, pn〉 = 0, (16.9)

hasonlóan βn defińıciójából

〈Apn+1, pn〉 = 〈Arn+1, pn〉 − βn 〈Apn, pn〉 = 0 (16.10)

adódik. Így egymást követő indexekre (konj) és (ort) teljesül.

3. Ha βn = 0 lenne, akkor visszakapnánk a gradiens-módszert.

16.5. Tétel. Legyen n ∈ N, ekkor

1. pn ∈ Kn, rn ∈ Kn;

2. Hn = Kn;

3. 〈rn+1, pi〉 = 0 i = 0, 1, . . . , n, azaz (ort) teljesül;

4. 〈rn+1, Api〉 = 0 i = 0, 1, . . . , n− 1;

5. 〈Apn+1, pi〉 = 0 i = 0, 1, . . . , n, azaz (konj) is teljesül.

Bizonýıtás. Legyen n = 0. Ekkor defińıció szerint p0 = r0, ı́gy 1. és 2.
triviálisan teljesül. A 3. és 5. az előző megjegyzés miatt teljesül, mert i = n-
re (16.9) és (16.10) szerint igaz, de most n = 0. Legyen most n ∈ N tetszőleges
és tegyük fel, hogy 1., 2., 3. és 5. teljesül n− 1-ig.
1. Az indukciós feltevés szerint rn−1 ∈ Kn−1 és pn−1 ∈ Kn−1, ezért a mara-
dékvektorra kapott (16.8) rekurziót használva

rn = rn−1︸︷︷︸
∈Kn−1⊂Kn

− αn−1 · Apn−1︸ ︷︷ ︸
∈A(Kn−1)⊂Kn

∈ Kn,

pn = rn︸︷︷︸
∈Kn

− βn−1 · pn−1︸ ︷︷ ︸
∈Kn−1⊂Kn

∈ Kn.

2. Tudjuk, hogy pi ∈ Ki (i = 1, . . . , n−1) az indukciós feltevés szerint, i = n-
re a most bizonýıtott 1. rész szerint. Ekkor Hn = span{p0, p1, . . . , pn} ⊂ Kn,
ahol Kn legfeljebb n+1 dimenziós, Hn viszont az 5. indukciós feltevése szerint
pontosan n+ 1 dimenziós, ı́gy Hn = Kn.
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3. Ha i = n, akkor (16.9)-et kapjuk, ami teljesül. Ha i ≤ n− 1, akkor 3. és 5.
indukciós feltevését felhasználva

〈rn+1, pi〉 = 〈rn − αnApn, pi〉 = 〈rn, pi〉︸ ︷︷ ︸
0

−αn 〈Apn, pi〉︸ ︷︷ ︸
0

= 0.

4. Ez az álĺıtás a többiből indukció nélkül következik: be kell látni, hogy
〈rn+1, Api〉 = 0 (i = 0, 1, . . . , n − 1). Ha i ≤ n − 1, akkor Api ∈ A(Ki) ⊂
Ki+1 ⊂ Kn. A 3. rész miatt rn+1 ⊥ Kn, mert minden báziselemére merőleges.
5. A (16.10) szerint i = n-re teljesül az álĺıtás. Ha i ≤ n− 1, akkor 4.-et és 5.
indukciós feltevését felhasználva

〈Apn+1, pi〉 = 〈Arn+1 − βnApn, pi〉 = 〈Arn+1, pi〉︸ ︷︷ ︸
〈rn+1,Api〉=0

−βn 〈Apn, pi〉︸ ︷︷ ︸
0

= 0. �

16.6. Megjegyzés. Az αn és βn értékeket gyakran másik alakban hasz-
nálják. Egyrészt, az algoritmusból pn := rn − βn−1pn−1, ı́gy rn ⊥ pn−1

miatt 〈rn, pn〉 = ‖rn‖2 és αn =
‖rn‖2

〈Apn, pn〉
. Ebből, és felhasználva, hogy

αnApn = rn − rn+1 és hogy rn ∈ Kn ⊥ rn+1:

βn =
〈Arn+1, pn〉
‖rn‖2

αn =
〈rn+1, αnApn〉
‖rn‖2

= −‖rn+1‖2

‖rn‖2
.

Emellett fontos észrevenni, hogy lépésenként szükség van az rn értékekre is,
amiket rn := Aun−f kiszámı́tása helyett a (16.8) rekurzióval kapunk. Végül,
gyakran a korrekciós tagokat plusz előjellel ı́rjuk és a mı́nuszt áttesszük a
konstansokba. (Nem okoz félreértést, ha ugyanazokkal a betűkkel jelöljük.)
Ezekből a KGM algoritmusa az

lun+1 := un + αnpn és rn+1 := rn + αnApn, ahol αn = − ‖rn‖2

〈Apn, pn〉
, (16.11)

pn+1 := rn+1 + βnpn, ahol βn =
‖rn+1‖2

‖rn‖2
(16.12)

alakban ı́rható.

16.7. Megjegyzés. Konjugált irányok egy másik nevezetes konstrukciója a
magyar Lánczos Kornél nevéhez fűződik, a Lánczos-algoritmus mind egyenlet-
rendszerek megoldásában, mind sajátértékek és sajátvektorok kiszámı́tásában
felhasználható, lásd pl. [4, 46].
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16.2.2. A KGM konvergenciája

A konvergenciatulajdonságok a KGM minimalizáló tulajdonságából vezethe-
tők le, amit többféleképp is megfogalmazhatunk. Kiindulásképp idézzük fel a
konstrukció elején feĺırt formában:

16.8. Álĺıtás. Φ(un+1) = min Φ|u0+Kn .

Bizonýıtás. Mint láttuk, ez Φ konvexitása miatt épp az (ort) tulajdonsággal
ekvivalens, azt pedig az előző tételből tudjuk. �

16.9. Megjegyzés. A fenti tulajdonságból következik, hogy a KGM véges
dimenzióban kereḱıtési hibáktól eltekintve véges (direkt) módszer, azaz egy
A ∈ Rn×n pozit́ıv definit mátrixú egyenletrendszerre alkalmazva n lépés után
a pontos megoldást adja. Ez azonban elvi végesség, a gyakorlatban mint iterá-
ciós módszert használjuk a KGM-et, mivel az n mátrixméret általában sokkal
nagyobb (pl. 103–106), mint ahány lépésben (pl. 10–100) már elfogadható hi-
bahatáron belülre konvergál a sorozat.

Mint láttuk, Φ(u)− Φ(u∗) = ‖u− u∗‖2A, ı́gy a fenti álĺıtás szerint

‖un+1 − u∗‖A = min
u∈u0+Kn

‖u− u∗‖A .

Ebből adódik az alábbi egyenlőség, amely a konvergenciabecslések alapja.

16.10. Tétel (a KGM minimalizáló tulajdonsága). Legyen en = un −
u∗ a hibavektor, és jelölje P1

n azon legfeljebb n-edfokú egyváltozós pn polino-
mok halmazát, melyekre pn(0) = 1. Ekkor

‖en‖A = min
pn∈P1

n

‖pn(A)e0‖A .

Bizonýıtás. Az előzőek szerint

‖en‖A = min
e∈e0+Kn−1

‖e‖A .

Itt az r0 = Au0 − f = Au0 −Au∗ = Ae0 egyenlőség miatt

e0 +Kn−1 =

{
e0 +

n−1∑
i=0

ciA
ir0 : c0, c1, . . . , cn−1 ∈ R

}

=

{
e0 +

n−1∑
i=0

ciA
i+1e0 : c0, c1, . . . , cn−1 ∈ R

}
=

=
{
pn(A)e0 : pn ∈ P1

n

}
. �
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Ha A-nak létezik teljes sajátvektorrendszere, akkor többet tudunk monda-
ni. Legyen {uk} ⊂ HA sajátvektorokból álló teljes ortonormált rendszer, és
legyenek λk (k ∈ N+) a megfelelő sajátértékek. Tekintsük e0-nak az {uk}
rendszer szerint Fourier-sorfejtését. Ekkor

e0 =

∞∑
k=1

dkuk ⇒ pn(A)e0 =

∞∑
k=1

dkpn(λk)uk

⇒ ‖pn(A)e0‖2A =

∞∑
k=1

|dkpn(λk)|2 ≤ max
λk
|pn(λk)|2 ·

∞∑
k=1

|dk|2︸ ︷︷ ︸
‖e0‖2A

⇒
‖en‖A
‖e0‖A

= min
pn∈P1

n

‖pn(A)e0‖A
‖e0‖A

≤ min
pn∈P1

n

{
max
λk
|pn(λk)|

}
.

(16.13)

A kapott kifejezés becsléséhez először csak azt használjuk fel, hogy az mI ≤
A ≤MI feltétel miatt λk ∈ [m,M ] (∀k ∈ N). Ekkor az előzőek szerint

‖en‖A
‖e0‖A

≤ min
pn∈P1

n

{
max

λ∈[m,M ]
|pn(λ)|

}
=: q(m,M). (16.14)

Ha nincs teljes sajátvektorrendszer, akkor A spektrálfelbontásából kapjuk
ugyanezt. Itt ugyanis σ(A) ⊂ [m,M ], ez a 7.7. álĺıtás 2. feléből következik,
mivel az mI ≤ A ≤ MI feltétel miatt σ(A −mI) ⊂ [0,∞) és σ(MI − A) ⊂
[0,∞), amiből σ(A) ⊂ (−∞,M ] ∩ [m,∞). Így (16.13) és a 6.102. álĺıtás
alapján

‖en‖A
‖e0‖A

≤ min
pn∈P1

n

‖pn(A)‖ ≤ min
pn∈P1

n

{
max
λ∈σ(A)

|pn(λ)|
}
≤

≤ min
pn∈P1

n

{
max

λ∈[m,M ]
|pn(λ)|

}
= q(m,M).

A q(m,M) érték meghatározása tisztán approximációelméleti feladat, mely-
nek megoldása ismert (lásd pl. [69, I. 1.6.7]), éspedig

q(m,M) =
1

Tn

(
M+m
M−m

) =
2
(√

M−
√
m√

M+
√
m

)n
1 +

(√
M−
√
m√

M+
√
m

)2n / 2

(√
M −

√
m√

M +
√
m

)n
,

ahol Tn az n-edfokú elsőfajú Csebisev-polinom. Ebből következik a KGM
nevezetes lineáris konvergenciabecslése:
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16.11. Tétel (lineáris konvergencia). Ha az A ∈ B(H) operátorra telje-
sül (16.2), akkor a KGM által létrehozott en = un − u∗ hibavektorokra

‖en‖A
‖e0‖A

≤ 2

(√
M −

√
m√

M +
√
m

)n
(∀n ∈ N).

Ha összehasonĺıtjuk a GM és KGM módszerek konvergenciahányadosait, ak-
kor látható, hogy a KGM gyorsabb:

qKGM =

√
κ− 1√
κ+ 1

<
κ− 1

κ+ 1
= qGM , (16.15)

ahol κ = M
m az operátor kond́ıciószáma.

16.12. Megjegyzés. Mivel ‖en‖2A = 〈Aen, en〉 = 〈rn, A−1rn〉, ı́gy a 7.10.

álĺıtást alkalmazva 1
M ‖rn‖

2 ≤ ‖en‖2A ≤
1
m ‖rn‖

2
. Ebből és az előző tételből

adódik a maradékvektorokra érvényes becslés:

‖rn‖
‖r0‖

≤ 2

√
M

m

(√
M −

√
m√

M +
√
m

)n
(∀n ∈ N).

Ha az A operátornak speciális alakja van, akkor jobb konvergenciabecslést
is tudunk mondani. Tegyük fel, hogy A = I + L, ahol L ≥ 0 kompakt ön-
adjungált operátor H-ban. Ekkor tudjuk, hogy L-nek megszámlálható sok
sajátértéke van, amelyek csak a nullában torlódhatnak, valamint létezik tel-
jes sajátvektorrendszere. Legyenek L sajátértékei µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ 0, ekkor
A sajátértékei λi = 1 + µi, és sajátvektorai ugyanazok, mint L-nek.

16.13. Tétel (szuperlineáris konvergencia). Legyen A = I + L, ahol
L ≥ 0 kompakt önadjungált operátor. Ekkor létezik olyan εn → 0 sorozat,
hogy a KGM hibavektoraira

‖en‖A
‖e0‖A

≤ εnn.

Bizonýıtás. Legyen

Qn(λ) :=

n∏
j=1

(
1− λ

λj

)
.
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Világos, hogy Qn olyan n-edfokú polinom, amelyre Qn(0) = 1. Emellett
Qn(λk) = 0, ha k ≤ n. A (16.13) becslést használva tehát

‖en‖A
‖e0‖A

≤ max
λk
|Qn(λk)| = max

k≥n+1
|Qn(λk)| = max

k≥n+1

n∏
j=1

∣∣∣∣λj − λkλj

∣∣∣∣ =

= max
k≥n+1

n∏
j=1

∣∣∣∣µj − µk1 + µj

∣∣∣∣ ≤ max
k≥n+1

n∏
j=1

µj
1

=

n∏
j=1

µj = εnn,

ahol εn := n

√∏n
j=1 µj egy nullsorozat mértani-közép sorozata, ı́gy szintén

nullához tart. �

16.14. Megjegyzés. Az εn sorozatot gyakran a számtani-mértani közép
közti egyenlőtlenség révén összeg alakban becsüljük:

εn ≤
1

n

n∑
j=1

µj , azaz
‖en‖A
‖e0‖A

≤
( 1

n

n∑
j=1

µj

)n
(n ∈ N). (16.16)

Ha
∑
µj < ∞, akkor tehát a konvergenciahányados O( 1

n ) nagyságrendben
tart 0-hoz. Ha csak azt tesszük fel, hogy L ún. Hilbert–Schmidt operátor,
azaz amelyre |||L|||2 :=

∑
µ2
j <∞, akkor a négyzetes középpel becsülve

εn ≤

√√√√ 1

n

n∑
j=1

µ2
j ≤
|||L|||√
n

= O
( 1√

n

)
.

Ilyenek például a 6.75. álĺıtásban szereplő integráloperátorok, lásd [3]. Az
emĺıtetteken ḱıvül hasonló becslések adhatók tetszőleges p-adikus közepekkel,
ezt és a fenti tétel eredeti változatát lásd [73].

16.2.3. A prekondicionált KGM

Ha az A operátor olyan, hogy M
m nagy, akkor a KGM konvergál ugyan, de

lassan. Ilyenkor a véges dimenziós eset mintájára bevezethető a KGM pre-
kondicionált változata. Tegyük fel, hogy van olyan, szintén önadjungált és
egyenletesen pozit́ıv B operátor, mellyel a megfelelő operátoregyenletek egy-
szerűbben megoldhatók, mint A-val, emellett a B-normára nézve az A ope-
rátor határai közelebb vannak egymáshoz, azaz

m̃ 〈Bu, u〉 ≤ 〈Au, u〉 ≤ M̃ 〈Bu, u〉 (∀u ∈ H), (16.17)

ahol
M̃

m̃
� M

m
.
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Itt a B energia-skalárszorzatával és -normájával kifejezve

〈Au, u〉 =
〈
B−1Au, u

〉
B

és 〈Bu, u〉 = ‖u‖2B ,

ı́gy

m̃‖u‖2B ≤
〈
B−1Au, u

〉
B
≤ M̃‖u‖2B (∀u ∈ H),

azaz a B−1A prekondicionált operátorra (16.2) megfelelője áll fenn B ener-
giaterében, jobb határokkal. Az Au = f egyenlet is át́ırható

B−1Au = B−1f

alakba, ı́gy alkalmazhatjuk rá a KGM-t B energiaterében. Ekkor a (16.11)-
(16.12) algoritmusban A helyett a B−1A operátor és 〈., .〉 helyett a 〈., .〉B ska-
lárszorzat szerepel, ezen belül αn nevezőjében

〈
B−1Apn, pn

〉
B

=〈
BB−1Apn, pn

〉
= 〈Apn, pn〉 marad, a többi helyen B-norma áll. Így az ite-

ráció

un+1 := un + αnpn és rn+1 := rn + αnB
−1Apn, (16.18)

ahol αn = − ‖rn‖2B
〈Apn, pn〉

,

pn+1 := rn+1 + βnpn, ahol βn =
‖rn+1‖2B
‖rn‖2B

(16.19)

alakú. Itt az rn+1-re vonatkozó lépésben nem számı́tjuk ki B−1-et, hanem
meg kell oldani egy segédegyenletet, azaz két lépésre bontva{

rn+1 := rn + αnzn , ahol

Bzn = Apn.
(16.20)

A hibabecslésben
〈
B−1Aen, en

〉1/2
B

= 〈Aen, en〉1/2 = ‖en‖A marad, de a kons-

tansok m̃ és M̃ lesznek, ı́gy

‖en‖A
‖e0‖A

≤ 2

(√
M̃ −

√
m̃√

M̃ +
√
m̃

)n
(∀n ∈ N). (16.21)

A fenti módszer nem korlátos esetre is kiterjeszthető, ott azonban a H-nál
szűkebb értelmezési tartományok miatt nagyobb körültekintésre van szükség.
Ezt a 16.5. szakaszban ı́rjuk le.
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16.3. A konjugált gradiens-módszer korlátos,
nem önadjungált operátorra

Legyen A ∈ B(H), ahol A most nem önadjungált. Tegyük fel, hogy A bijekció.
Az előző szakasz módszerét természetes módon kiterjeszthetjük erre az esetre,
ha feĺırjuk az Au = b egyenlet szimmetrizáltját, azaz a normálegyenletet:

A∗Au = A∗b. (16.22)

Itt a 4.14. homeomorfizmus-tétel szerint A−1 folytonos, ebből és a korlátos-
ságból összességében léteznek olyan M ≥ m > 0 állandók, hogy

m ‖u‖ ≤ ‖Au‖ ≤M ‖u‖ (∀u ∈ H). (16.23)

Itt ‖Au‖2 = 〈A∗Au, u〉, ebből

m2 ‖u‖2 ≤ 〈A∗Au, u〉 ≤M2 ‖u‖2 (∀u ∈ H), (16.24)

és itt A∗A önadjungált is. Ez egyrészt azt jelenti, hogy a 7.1. tétel szerint
a (16.22) egyenletnek egyértelműen létezik u∗ ∈ H megoldása. Mivel a 6.5.
felbontási tételből R(A) = H miatt ker(A∗) = {0}, azaz A∗ injekt́ıv, ı́gy u∗

egyben az Au = b megoldása is. Másrészt, (16.24) szerint alkalmazhatjuk az
előző szakaszbeli KGM algoritmust.

Írjuk fel a (16.11)-(16.12) algoritmust a (16.22) egyenletre! Szeretnénk meg-
tartani az rn jelölést az Aun−b reziduális vektorra, ezért a (16.11)-(16.12)-ban
szereplő rn jelölést sn-nel helyetteśıtjük. Ekkor tehát sn = A∗(Aun − b) =
A∗rn. Emellett az A operátor és b jobboldal helyett az algoritmusban rendre
A∗A és A∗b szerepel. Ezek alapján könnyen látható, hogy a (16.22)-re ka-
pott algoritmus a következő alakban ı́rható fel. Legyen u0 ∈ H tetszőleges,
r0 := Au0 − b, s0 := p0 := A∗r0. Ha n ∈ N és megvan pn, un, rn és sn, akkor
legyen

zn = Apn,

αn = −〈rn, zn〉
‖zn‖2

, un+1 = un + αnpn , rn+1 = rn + αnzn ;

sn+1 = A∗rn+1,

βn =
‖sn+1‖2

‖sn‖2
, pn+1 = sn+1 + βnpn.

(16.25)

Ezt az algoritmust gyakran KGN-módszernek h́ıvják.

A KGN-módszer konvergenciabecslései közvetlenül adódnak az előző szakasz-
beliekből. Itt ‖ek‖A∗A = ‖Aek‖ = ‖rk‖, ı́gy a becsléseket nem az ek hibavek-
torra, hanem az rk maradékvektorra kapjuk. (Ebből viszont utána a (16.23)
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szerinti m ‖ek‖ ≤ ‖rk‖ egyenlőtlenség miatt ek-ra is áttérhetünk.) Először
a lineáris konvergenciabecslést ı́rjuk fel a 16.11. tételből, ahol (16.24) miatt√
M és

√
m helyére M és m lép:

‖rk‖
‖r0‖

≤ 2

(
M −m
M +m

)n
(∀n ∈ N). (16.26)

Ha pedig A = I + L, ahol L ≥ 0 kompakt operátor, akkor A∗A = I + (L∗ +
L + L∗L), azaz A∗A is a fenti t́ıpusú, hiszen L∗ + L és L∗L is kompakt

önadjungált és pozit́ıv. Így a (16.16) becslésből

‖rk‖
‖r0‖

≤
( 1

k

k∑
i=1

(
λi(L

∗ + L) + λi(L
∗L)
))k

(n ∈ N). (16.27)

16.15. Megjegyzés. A (16.23) feltételekhez elégséges a koercivitás, emellett
a norma is kifejezhető bilineáris formákkal, azaz ha

m‖u‖2 ≤ 〈Au, u〉 és |〈Au, v〉| ≤M‖u‖‖v‖ (u, v ∈ H),

akkor teljesül (16.23). Valóban, egyrészt a bal oldali koercivitási becslésből

m‖u‖2 ≤ 〈Au, u〉 ≤ ‖Au‖‖u‖,

amiből következik (16.23) bal oldala, másrészt a jobb oldali becslésből a 6.10.
álĺıtás alapján ‖A‖ ≤M , ami ekvivalens (16.23) jobb oldalával.

A nem önadjungált eset egy további lehetséges megközeĺıtése olyan algoritmu-
sok kidolgozása, melyek elkerülik a normálegyenletet: a keresési irányokhoz az
eredeti operátor maradékvektorát használjuk, és – a legkisebb négyzetek elve
alapján – az ı́gy konstruált Hn altereken minimalizáljuk a Φ(u) := ‖Au−f‖2
funkcionált. Ekkor azonban a konvergenciahányados is nagyobb. Ilyenek pl.
az algebrai egyenletrendszerek esetén nevezetes GMRES és GCG módszerek,
lásd pl. [4].

Ennek a szakasznak az algoritmusaira is értelemszerűen konstruálható pre-
kondicionált változat.

16.4. Iterációs módszerek nyeregpont-feladatok-
ra

Tekintsük a (7.7) feladatot: {
Au + Bp = f

B∗u = g,
(16.28)
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ahol H,K valós Hilbert-terek, f ∈ H, g ∈ K, A : H → H és B : K → H
korlátos lineáris operátorok, valamint A önadjungált és van olyan m > 0,
hogy

〈Au, u〉 ≥ m ‖u‖2 (∀u ∈ H), (16.29)

végül pedig teljesüljön az inf-sup-feltétel:

inf
p∈K\{0}

sup
u∈H\{0}

〈Bp, u〉
‖p‖‖u‖

=: γ > 0. (16.30)

A (16.28) feladat iterációs megoldása ugyanazon elven alapul, mint a meg-
oldhatóság igazolása a 7.3.1. szakaszban, éspedig azon, hogy a feladat vissza-
vezethető az

S := B∗A−1B (16.31)

Schur-féle komplementer-operátorra vonatkozó

Sp = g̃ (16.32)

egyenletre, ahol g̃ := B∗A−1f − g. Itt ugyanis S egyenletesen pozit́ıv, ı́gy a
(16.32) egyenletre alkalmazhatjuk az előző szakaszok módszereit.

Ha a(z állandó lépésközű) gradiens-módszert használjuk a (16.32) egyenletre,
akkor a nevezetes ún. Uzawa-algoritmust kapjuk.

16.16. Tétel. (Az Uzawa-algoritmus konvergenciája.) A (16.28) fel-
adat feltételei mellett tekintsük az alábbi iterációt. Legyenek u0 ∈ H, p0 ∈ K
tetszőlegesek és α > 0 adott szám, ha pedig n ∈ N és megvan un ∈ H és
pn ∈ K, akkor{

Aun+1 + Bpn = f (azaz un+1 ennek megoldása),

pn+1 := pn + α(B∗un+1 − g).
(16.33)

Van olyan α0 > 0, hogy 0 < α < α0 esetén a fenti iteráció lineárisan kon-
vergál, vagyis alkalmas c1, c2 > 0 és q < 1 mellett

‖un − u∗‖ ≤ c1qn, ‖pn − p∗‖ ≤ c2qn (n ∈ N).

Itt α0 = 2m
‖B‖2 . Az optimális paraméter αopt = 2

Λ+λ , ahol λ := γ2

‖A‖2 és Λ :=

‖B‖2
m ; ekkor q = Λ−λ

Λ+λ .

Bizonýıtás. Tekintsük a (16.32) egyenletet. Itt S egyenletesen pozit́ıv és

a 7.23. tétel bizonýıtása szerint 〈Sp, p〉 ≥ γ2

‖A‖2 ‖p ‖
2 (∀p ∈ K). Emellett a

(16.31) defińıció alapján ‖S‖ ≤ ‖B∗‖‖A−1‖‖B‖ = ‖B‖2‖A−1‖. Itt m ‖u‖2 ≤
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〈Au, u〉 miatt ‖A−1‖ ≤ 1
m , lásd 7.9. álĺıtás. Ebből ‖S‖ ≤ ‖B‖

2

m . Az S operátor

határai tehát λ := γ2

‖A‖2 és Λ := ‖B‖2
m .

Alkalmazzuk a (16.32) egyenletre a gradiens-módszert: (16.3) megfelelője
most pn+1 := pn − α(Spn − g̃). Ha itt un+1-et (16.33) első egyenlőségével
definiáljuk, akkor

pn+1 = pn − α
(
B∗A−1(Bpn − f) + g

)
= pn − α

(
g −B∗un+1

)
,

ami épp (16.33) második egyenlősége, ı́gy a (16.32) egyenletre alkalmazott
GM megegyezik a (16.33) iterációval. A 16.2. megjegyzés alapján 0 < α <
α0 := 2

Λ esetén ez a GM lineárisan konvergál, éspedig ‖pn − p∗‖ ≤ c2qn, ahol
c2 > 0 és q ≡ q(α) = max{|1− αm| , |1− αM |} < 1. Az un-ekre vonatkozó
becslést ebből úgy nyerjük, ha (16.33) első sorát át́ırjuk Aun + Bpn−1 =
Au∗ + Bp∗ alakban, ebből ugyanis

m ‖un − u∗‖ ≤ ‖Aun −Au∗‖ = ‖Bpn−1 −Bp∗‖ ≤

≤ ‖B‖ ‖pn−1 − p∗‖ ≤
‖B‖ c2
q

qn.

Végül az optimális eset következik a 16.1. tételből, mivel az S operátor határai
λ és Λ. �

Az Uzawa-algoritmus értelemszerűen átvihető bilineáris formákkal megfogal-
mazott vagy nem korlátos operátorokat tartalmazó nyeregpont-feladatokra,
ahogy utóbbiak megoldhatóságánál is eljártunk. Tekintsük például a (8.17)
feladatot, melyet rögtön a (8.19)-ben bevezetett gyenge alakban ı́runk fel:{

〈u, v〉S + 〈p,N∗v〉 = 〈f, v〉 (∀v ∈ HS),

〈N∗u, q〉 = 〈g, q〉 (∀q ∈ K).
(16.34)

Itt H,K valós Hilbert-terek, S : H ⊃→ H és N : K ⊃→ H sűrűn definiált
operátorok, S szimmetrikus és egyenletesen pozit́ıv, valamint f ∈ H, g ∈ K
adott vektorok. Teljesüljön emellett D(N∗) ⊃ HS (ahol HS az S energiatere),
és az S-normával vett inf-sup-feltétel:

inf
p∈D(N)\{0}

sup
u∈HS\{0}

〈Np, u〉
‖p‖‖u‖S

= γ > 0. (16.35)

A 8.41. tétel szerint ekkor a (16.34) feladatnak egyértelműen létezik (u∗, p∗) ∈
HS ×K gyenge megoldása. Ezt az eredményt a gyenge alak bilineáris formá-
it reprezentáló operátorokon keresztül a (16.28) t́ıpusú feladatokra vezettük
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vissza a HS ×K térben. Ugyańıgy adódik a 16.16. tétel megfelelője. Az algo-
ritmus (16.33) alapján a következő: legyenek u0 ∈ HS , p0 ∈ K tetszőlegesek
és α > 0 adott szám, ha pedig megvan un ∈ HS és pn ∈ K, akkor 〈un+1, v〉S + 〈pn, N∗v〉 = 〈f, v〉 (∀v ∈ HS),

〈pn+1, q〉 = 〈pn, q〉+ α
(
〈N∗un+1, q〉 − 〈g, q〉

)
(∀q ∈ K).

(16.36)

Itt az S-skalárszorzatotHS-en az identitás reprezentálja, ı́gy ‖A‖ ésm helyére
most 1 kerül, ‖B‖ helyére pedig a B : K ×HS → R bilineáris forma normája
lép, ahol B(p, v) := 〈p,N∗v〉. Ezekből a megfontolásokból adódik a

16.17. Következmény. A (16.34) feladat feltételei mellett van olyan α0 >
0, hogy 0 < α < α0 esetén a (16.36) iteráció lineárisan konvergál, vagyis
alkalmas c1, c2 > 0 és q < 1 mellett

‖un − u∗‖S ≤ c1q
n, ‖pn − p∗‖ ≤ c2qn (n ∈ N).

A β := ‖B‖ jelöléssel α0 = 2
β2 , valamint az optimális paraméter és hozzátar-

tozó konvergenciahányados rendre αopt = 2
β2+γ2 és q = β2−γ2

β2+γ2 .

A fentiekhez hasonlóan konstruálhatunk iterációt nyeregpont-feladatra a kon-
jugált gradiens-módszer alapján is. Tekintsük ismét a (16.28) feladatot, és ı́r-
juk fel a KGM algoritmusát az (16.32) egyenletre a (16.11)–(16.12) képletek
alapján. Mivel most p jelöli a második koordinátát, ı́gy a keresési irányokat
dn-nel jelöljük. Ekkor az algoritmus:

pn+1 := pn + αndn és rn+1 := rn + αnSdn, (16.37)

ahol αn = − ‖rn‖2

〈Sdn, dn〉
,

dn+1 := rn+1 + βndn, ahol βn =
‖rn+1‖2

‖rn‖2
. (16.38)

A fenti iteráció a GM-hez hasonlóan feldarabolható és tartalmaz lépésenként
egy segédegyenletet, mivel Sdn kiszámı́tása úgy ı́rható, hogy az Azn = Bdn
egyenlet megoldása után Sdn = B∗zn. A pn-re vonatkozó konvergencia há-

nyadosa q =
√

Λ−
√
λ√

Λ+
√
λ

, ahol λ és Λ az S operátornak az előbb kiszámı́tott

határai. Adott n-re un kiszámı́tása és ugyanilyen konvergenciahányadosú hi-
babecslése pedig megegyezik a GM-nél látottal.
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16.5. Iterációs módszerek és prekondicionálás
Hilbert-térben nem korlátos operátorra

Az előző szakaszokbeli gradiens- és konjugált gradiens-módszerek felhasznál-
ják az operátor korlátosságát. Nem korlátos operátor esetére úgy vihetők át
ezek a módszerek, ha alkalmas segédoperátorral korlátos operátorra transz-
formáljuk az eredeti operátort. Ez a mátrixoknál elterjedt, ill. a 16.2.3. sza-
kaszban korlátos operátorokra ismertetett prekondicionálás műveletének ana-
lógiája, ı́gy tulajdonképpen itt is prekondicionálás történik, ez azonban a nem
korlátosság és a H-nál szűkebb értelmezési tartományok miatt nagyobb kö-
rültekintést ḱıván.

Ezt a módszert Czách László vezette be [12], elliptikus operátorok nem kor-
látosságának kezelésére a gradiens-módszer esetén, lásd [33, XV. fej.] is; a
transzformációt e munkák alapján ismertetjük. A [12] dolgozat megelőzte a
prekondicionálás technikájának későbbi elterjedését, vagyis ez az elv először
rögtön végtelen dimenziós esetben jelent meg. A módszer megfelelője a konju-
gált gradiens-módszerre a [18] cikkben található. (Mátrixok prekondicionálá-
sa esetén nem a végtelen, hanem véges, de nagy kond́ıciószámok problémáját
lehet ı́gy kezelni, ezzel a 19.4.1. szakaszban foglalkozunk még.)

Legyen tehát L : H ⊃→ H nem korlátos lineáris operátor, amely szimmetri-
kus és egyenletesen pozit́ıv. Legyen S : H ⊃→ H olyan, szintén szimmetrikus
és egyenletesen pozit́ıv operátor, melyre D(S) = D(L) =: D és R(S) ⊃ R(L),
valamint tegyük fel, hogy léteznek olyan M ≥ m > 0 konstansok, melyekre

m 〈Su, u〉 ≤ 〈Lu, u〉 ≤M 〈Su, u〉 (u ∈ D).

(Ekkor L és S ún. spektrálisan ekvivalens operátorok.) Ez azt jelenti, hogy

m ‖u‖2S ≤
〈
S−1Lu, u

〉
S
≤M ‖u‖2S (∀u ∈ D), (16.39)

vagyis az S−1L operátor már teljeśıti a (16.2) egyenlőtlenségeket, de H he-
lyett a HS energiatérben. Itt S−1L : HS ⊃→ HS , ahol D(S−1L) = D sűrű
HS-ben, és S−1L szimmetrikus operátor HS-ben, mivel〈

S−1Lu, v
〉
S

= 〈Lu, v〉 = 〈u, Lv〉 =
〈
u, S−1Lv

〉
S

(∀u, v ∈ D). (16.40)

Terjesszük ki S−1L-et HS-re! Ehhez igazoljuk, hogy S−1L korlátos: mivel az
(u, v) 7→ 〈Lu, v〉 bilineáris forma valójában skalárszorzat is a D altéren, ı́gy∥∥S−1Lu

∥∥2

S
= sup
‖v‖S=1

|
〈
S−1Lu, v

〉
S
|2 = sup

‖v‖S=1

| 〈Lu, v〉 |2

≤ sup
‖v‖S=1

〈Lu, u〉 〈Lv, v〉 ≤ sup
‖v‖S=1

M ‖u‖2SM ‖v‖
2
S = (M ‖u‖S)

2
,
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azaz
∥∥S−1Lu

∥∥
S
≤M ‖u‖S , tehát

∥∥S−1L
∥∥
S
≤M . Mivel tehát S−1L folytonos

lineáris, ı́gy egyértelműen létezik olyan A ∈ B(HS), melyre

A
∣∣
D

= S−1L. (16.41)

Mivel D sűrű, ı́gy A is szimmetrikus, ı́gy a korlátosság miatt önadjungált is,
továbbá örökli (16.39)-ot:

m ‖u‖2S ≤ 〈Au, u〉S ≤M ‖u‖
2
S (∀u ∈ HS). (16.42)

Így A már pontosan olyan operátor, mint a 16.1.2. szakaszban feltettük, csak
a HS téren.

Megjegyezzük, hogy ez az A operátor nem más, mint a 8.3.1. szakaszban defi-
niált LS operátor. Ezt most – a szimmetrikus esetben – közvetlenül, spektrá-
lis ekvivalenciára alapozva lehetett bevezetni. A bevezetés fentivel ekvivalens
módja, ha először az (u, v) 7→ 〈Lu, v〉 bilineáris formát terjesztjük ki HS-re és
ennek Riesz-féle reprezentáló operátoraként kapjuk A-t. A (16.41) alak azt
fejezi ki, hogy a 16.2.3. szakaszbeli prekondicionálás megfelelőjéről van szó
nem korlátos esetben.

Így a következő módszert kaptuk: az Lu = g eredeti egyenletről áttérünk az

S−1Lu = S−1g =: f

egyenletre, ami helyett feĺırjuk az

Au = f

egyenletet HS-ben. Ennek, mivel A önadjungált és teljeśıti a (16.2) egyen-
lőtlenségeket, egyértelműen létezik u∗ ∈ HS megoldása. Emellett alkalmaz-
hatjuk rá a 16.1.2. szakaszból a gradiens-módszert a HS térben: ha u0 ∈ HS

tetszőleges, akkor

un+1 = un −
2

M +m
(Aun − f) (∀n ∈ N).

Ekkor az (un) sorozat u∗-hoz tart az alábbi becslés szerint:

‖un − u∗‖S ≤ C
(
M −m
M +m

)n
.

Mi következik ebből az eredeti Lu = g egyenletre? Itt u∗ gyenge megoldása
a feladatnak a 8.28. defińıció értelmében, ugyanis az energianormák ekvi-
valenciájából HS = HL és (〈Lu, v〉-ből határátmenettel) 〈u, v〉L = 〈Au, v〉S
(∀u, v ∈ HS = HL), tehát Au = f ekvivalens az 〈u, v〉L = 〈g, v〉 (∀v ∈ HL)
egyenlőséggel.
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Ha u0 ∈ D, akkor indukcióval (un) ⊂ D és a gradiens-módszer n-edik lépése

un+1 = un −
2

M +m
S−1(Lun − g).

Ez ekvivalens az 
un+1 = un −

2

M +m
zn,

ahol Szn = Lun − g

kétlépéses módszerrel, azaz lépésenként un ismeretében meg kell oldani egy
Sz = b t́ıpusú egyenletet.
Ez azt mutatja, az elméleti esetben az S operátort úgy kell választani, hogy
ezt a segédegyenletet viszonylag egyszerűen, legalábbis az eredetinél lényege-
sen könnyebben meg lehessen oldani. (A gyakorlatban ugyanez a követelmény
akkor is, ha a fenti iterációnak megfelelő numerikus eljárást nézzük egy véges
dimenziós altérben, lásd 19.1. szakasz.)

Az R(S) ⊃ R(L) és u0 ∈ D regularitási feltételek kikerülhetők, csak a
módszer érthetőbb léırásához használtuk fel. Az általános esetben az Szn =
Lun − g ”

erős” alak helyett a zn = Aun − f ”
gyenge” alak használható, ami

tesztfüggvényekkel ı́rva a következő módszert adja:
un+1 = un −

2

M +m
zn,

ahol 〈zn, v〉S = 〈Aun, v〉S − 〈g, v〉 (∀v ∈ HS).

Az A operátort itt ugyan nem definiáltuk konstrukt́ıvan, de a fenti egyenlet
numerikus (pl. Ritz–Galjorkin-féle) megoldása esetén elég lehet a fenti gyenge
alak, vagyis egyes tesztfüggvényes skalárszorzatok ismerete.

A fentihez teljesen hasonló a helyzet, ha a konjugált gradiens-módszert hasz-
náljuk az Au = f egyenletre. Ez is a (16.42) tulajdonság miatt konvergál
a HS téren, és szintén S-re vonatkozó segédegyenletet kell megoldani lépé-
senként. Éspedig, a (16.8) egyenletből, gyenge alakot használva a következő
lépést kapjuk:{

rn+1 = rn − αnzn,

ahol 〈zn, v〉S = 〈Apn, v〉S (∀v ∈ HS).
(16.43)

Itt a segédfeladat az Szn = Lpn egyenlet gyenge alakja. (A KGM többi lépése
nem tartalmaz segédfeladatot.)

Példák.
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1. Legyen I = [a, b], H = L2(I), D = D(L) = D(S) = H2(I) ∩ H1
0 (I).

Legyen
Lu = − (pu′)

′
+ qu,

ahol p ∈ C1(I), q ∈ C(I), p(x) ≥ m > 0 és q(x) ≥ 0 (x ∈ I). Tekintsük
az {

Lu = g
u(a) = u(b) = 0

feladatot. Bevezetve az Su = −u′′ segédoperátort, bármely u ∈ D
esetén

〈Lu, u〉L2(I) =

∫ b

a

(
p |u′|2 + q |u|2

)
,

〈Su, u〉L2(I) =

∫ b

a

|u′|2 .

Ezek a 10.9. álĺıtás szerint ekvivalens normák H1
0 (I)-n, ı́gy L és S spekt-

rálisan ekvivalens, ezért alkalmazható a fenti gradiens- vagy a konjugált
gradiens-módszer. Az iteráció (erős alakban feĺırva) a következő alakú
segédfeladatok megoldását igényli:{

−z′′n = wn
zn(a) = zn(b) = 0.

2. Hasonló mondható az előző példa többdimenziós változatáról: legyen
Ω ⊂ Rn korlátos,H := L2(Ω), D := H2(Ω)∩H1

0 (Ω), Lu := −div(p∇u)+
qu, ahol p ∈ C1(Ω), p(x) ≥ m > 0 (x ∈ Ω), illetve Su := −∆u. Az
energianormák ekkor is ekvivalensek, ı́gy L és S spektrálisan ekvivalens
operátorok. Az {

Lu = g
u|∂Ω = 0

feladat megoldása tehát visszavezethető{
−∆zn = wn
zn|∂Ω = 0

alakú segédfeladatok megoldására.

Mindkét fenti példában az S operátor egyszerűbb az eredetinél, megol-
dására az 1. példában és egyes tartományokon a 2. példában képlet is
adható (Green-függvénnyel).

A gyakorlatban e példák jelentősége az, hogy megadják a hasonlóan
prekondicionált numerikus eljárások aszimptotikus viselkedését, ha a
rácsokat finomı́tjuk, és ebből optimalitási eredményeket kaphatunk. Ez-
zel a 19.4.1. szakaszban foglalkozunk.





17. fejezet

Néhány további módszer
lineáris
operátoregyenletekre

17.1. Közeĺıtő operátorsorozatok

Legyenek X,Y normált terek és tekintsük az

Au = f

operátoregyenletet. Gyakran szokás az A operátort valamely An operátorso-
rozattal közeĺıteni, ahol az An-ek valamilyen szempontból egyszerűbb szer-
kezetűek A-nál. (Például ha X = Y = H Hilbert-tér és A = I + K, ahol
K kompakt pozit́ıv operátor, mint a 10.1. szakasz integrálegyenletei, akkor
K véges rangú közeĺıtéseivel a feladat a megfelelő véges dimenziós alterekre
redukálható.) Ilyen esetekben szeretnénk, ha az Anun = f egyenletek megol-
dásaira n→∞ esetén un → u teljesülne.

17.1. Defińıció. Az (An) : X → Y lineáris operátorsorozat approximálja az
A operátort, ha pontonként tart hozzá, azaz Anu→ Au (∀u ∈ X).

17.2. Defińıció. Az An ≈ A approximáció stabil, ha minden n ∈ N esetén
létezik A−1

n , és (
∥∥A−1

n

∥∥) korlátos számsorozat.

17.3. Tétel. Legyenek X,Y normált terek, Y teljes. Legyenek An : X → Y
(n ∈ N+) és A : X → Y lineáris bijekciók, melyekre A−1

n ∈ B(Y,X) (n ∈ N+)
és (An) approximálja az A operátort. Ekkor az alábbi két álĺıtás ekvivalens.

251
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(1) Bármely f ∈ Y esetén az Anun = f egyenletek un megoldásai tartanak
az Au = f egyenlet u megoldásához, ha n→∞ .

(2) Az An ≈ A approximáció stabil.

Bizonýıtás. (1)⇒(2). Ha un → u, akkor un = A−1
n f → A−1f = u. Ez

minden f esetén fennáll, azaz az
(
A−1
n

)
operátorsorozat pontonként konver-

gens, amiből következik, hogy pontonként korlátos is. A Banach–Steinhaus
tétel szerint egyenletesen korlátos is, azaz

(∥∥A−1
n

∥∥) korlátos sorozat, tehát az
approximáció stabil.
(2)⇒(1). Ha az An ≈ A approximáció stabil, azaz K := supn

∥∥A−1
n

∥∥ < ∞,
akkor

‖un − u‖ =
∥∥A−1

n An(un − u)
∥∥ ≤ K ‖An(un − u)‖ =

= K ‖f −Anu‖ → K ‖f −Au‖ = 0. �

17.2. Regularizáció nem koerćıv feladatokra

Legyen H valós Hilbert-tér, G ∈ B(H) kompakt operátor, melyre 〈Gx, x〉 > 0
(∀x 6= 0). Legyen b ∈ H és tekintsük a

Gx = b

operátoregyenletet.

Mivel G kompakt, ı́gy (a 6.80. következmény alapján) nem lehet szuperjekt́ıv,
ı́gy fel kell tennünk, hogy b ∈ R(G). (Ekkor a megoldás egyértelmű.) További
probléma a fenti egyenlettel kapcsolatban, hogy (mint a 15-16. fejezetekben
láttuk) a szokásos numerikus módszerekhez fel kell tennünk, hogy az operá-
tor koerćıv. A G kompakt operátor azonban nem lehet koerćıv, hiszen akkor
szuperjekt́ıv is lenne (7.2. tétel). Megjegyezzük, hogy a koercivitásból követ-
kezne az inverz korlátossága, amit regularitásnak is szokás h́ıvni. Kompakt
operátornak viszont nem lehet korlátos inverze (6.78. álĺıtás), ı́gy a gondot a
regularitás hiánya okozza.

Ennek megkerülésére való az alábbi módszer, az ún. Tyihonov–Lavrentyev-
regularizáció:

(i) Legyen α > 0 valós paraméter, és tekintsük a

Gαxα := (G+ αI)xα = b

egyenleteket. Ezekben a Gα operátorok koerćıvak, ı́gy rögźıtett α > 0
esetén egyértelműen létezik az xα ∈ H megoldás.

(ii) Az α paraméter tartson 0-hoz. Célunk, hogy lim
α→0

xα = x legyen.
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Megmutatjuk, hogy ha x maga is R(G)-beli, akkor teljesül lim
α→0

xα = x. Az

alábbiakban végig legyen b ∈ R(G) rögźıtett, x és xα pedig a megfelelő egyen-
letek megoldása, azaz

Gx = b, Gαxα = b.

17.4. Lemma. x− xα = αG−1
α x.

Bizonýıtás. A defińıciókból

Gαx− αx = (Gα − αI)x = Gx = b = Gαxα,

ebből
Gα(x− xα) = Gαx−Gαxα = αx.

Mivel Gα koerćıv, ı́gy bijekció (7.2. tétel), ezért alkalmazhatjuk a fentire G−1
α -

et, és ez a ḱıvánt egyenlőséget adja. �

17.5. Lemma. Ha x ∈ R(G), akkor ‖G−1
α x‖ ≤ 2‖G−1x‖.

Bizonýıtás. Legyen y := G−1x. Itt G−1
α x = G−1

α Gy = G−1
α (Gα − αI)y =

y − αG−1
α y = y − zα, ahol zα := αG−1

α y. Ekkor αy = Gαzα = Gzα + αzα,
amiből (mivel G pozit́ıv)

α‖y‖‖zα‖ ≥ 〈αy, zα〉 = 〈Gzα + αzα, zα〉 = 〈Gzα, zα〉+ α‖zα‖2 ≥ α‖zα‖2,

ı́gy ‖y‖ ≥ ‖zα‖, és végül a fenti G−1
α x = y − zα egyenlőségből ‖G−1

α x‖ ≤
‖y‖+ ‖zα‖ ≤ 2‖y‖. �

17.6. Tétel. Ha x ∈ R(G), akkor lim
α→0
‖x− xα‖ = 0.

Bizonýıtás. Ha α→ 0, akkor a két lemma alapján

‖x− xα‖ = α ‖G−1
α x‖ ≤ 2α‖G−1x‖ → 0. �

Összefoglalva: ha b ∈ R(G2), akkor x ∈ R(G), ı́gy lim
α→0

xα = x, sőt ‖x−xα‖ =

O(α). A Gx = b egyenlet x megoldása tehát úgy közeĺıthető, hogy először
elég kis α-ra feĺırjuk a Gαxα = b egyenletet, majd erre alkalmazzuk a korábbi
szakaszok (koercivitást felhasználó) valamelyik közeĺıtő módszerét.

Megemĺıtjük, hogy ha G önadjungált is, akkor lim
α→0

xα = x abban az esetben

is igazolható, ha x /∈ R(G), de ekkor az O(α) nagyságrend már nem érvényes.
Ha G nem önadjungált és a pozitivitást sem tesszük fel, akkor a fenti módszert
aG∗Gx = G∗b normálegyenletre alkalmazzuk aG∗G+αI segédoperátorokkal,
ez a Tyihonov-regularizáció. További részletek találhatók pl. a [28] könyvben.
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17.3. Operátor-differenciálegyenletek diszkreti-
zációja

Legyen X Banach-tér, L : X ⊃→ X sűrűn definiált operátor, u0 ∈ D(L)
adott vektor, és tekintsük az alábbi kezdetiérték-feladatot:

u̇(t) + Lu(t) = 0, u(0) = u0. (17.1)

Az ilyen t́ıpusú operátor-differenciálegyenletek vizsgálatát elsősorban para-
bolikus PDE-k numerikus megoldása motiválta, számos módszer és részlet
olvasható a [3, 71, 72] könyvekben. Itt a célunk egy általános eredmény is-
mertetése, amely összefoglalja a közeĺıtő megoldás során felmerülő tulajdon-
ságokat.

17.3. feltételek.

(i) A −L operátor egy {T (t)}t≥0 félcsoportot generál B(X)-ben. (Ekkor
tehát a 9.5. tétel szerint az u(t) := T (t)u0 (t ≥ 0) függvény megoldása
a (17.1) feladatnak. Sőt, a 9.6. megjegyzés alapján ez bármely u0 ∈ X
esetén is értelmes.)

(ii) Folytonos függés teljesül u0-tól: van olyan C > 0, hogy ‖T (t)u0‖ ≤
C‖u0‖ bármely u0 ∈ X és t ∈ [0, T ] esetén.

Ha például X = H Hilbert-tér, akkor a 9.2. szakasz (9.12) egyenletéről van
szó, melyre a 9.10. tételben szereplő L operátor esetén teljesülnek a 17.3.
feltételek.

Célunk a (17.1) feladat közeĺıtő megoldása valamely [0, T ] intervallumon, rög-
źıtett T > 0 esetén. Vezessük be a t

”
idő”-változó szerinti következő diszkreti-

zációt: legyen n ∈ N+, τ := T
n , ti := iτ (i = 1, . . . , n) osztópontjai [0, T ]-nek,

és legyen ui a megoldás ti-beli közeĺıtése:

ui ≈ u(ti) (i = 1, . . . , n).

(Ha t = 0, akkor u0 = u(0) az ismert kezdeti vektor.) Az egyenletbeli derivált
a τ -hoz tartozó alkalmas különbségi hányadossal közeĺıthető: legegyszerűbb
az

u̇(t) ≈ u(t+ τ)− u(t)

τ

explicit sémát alkalmazni, ez az ún. explicit Euler-módszer. További lehető-
ségek például az

u(t)− u(t− τ)

τ
(implicit) vagy

u(t+ τ)− u(t− τ)

2τ
(szimmetrikus)
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sémák. Írjuk fel az egyenletben az explicit sémát a szomszédos osztópontokra
az u(ti) ≈ ui és u(ti + τ) = u(ti+1) ≈ ui+1 közeĺıtésekkel, ekkor az alábbi
rekurziót kapjuk:

ui+1 − ui
τ

+ Lui = 0 (i = 0, . . . , n− 1). (17.2)

Ebből u0 ismeretében az ui-k sorra kiszámı́thatóak, hiszen átrendezve

ui+1 = ui − τLui (i = 0, . . . , n− 1).

Ha az explicit helyett más sémát alkalmazunk, akkor általában egy lineá-
ris egyenletet vagy egyenletrendszert kell megoldani az ui-k kiszámı́tásához:
például az implicit séma esetén

ui − ui−1

τ
+ Lui = 0 (i = 1, . . . , n), (17.3)

átrendezve
ui + τLui = ui−1 (i = 1, . . . , n).

A konvergencia vizsgálata abból az általános alakból indul ki, hogy bárme-
lyik sémával diszkretizálunk t szerint, az ui-k végső soron u0-tól függnek, és
előállnak az alábbi alakban:

um = C(τ)mu0 (m = 1, . . . , n), (17.4)

ahol C(τ) ∈ B(X) a τ paramétertől függő operátor. Az explicit séma esetében

C(τ) = I − τL,

hiszen

ui+1 = (I − τL)ui, ı́gy rekurzióval um =
(
I − τL

)m
u0 .

Hasonlóan adódik az implicit séma esetében

C(τ) = (I + τL)−1. (17.5)

Általában tehát a következő fogalmat használjuk:

17.7. Defińıció. A (17.1) feladathoz tartozó differenciamódszernek egy

C : [0, τ0]→ B(X)

operátorcsaládot h́ıvunk.
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Itt tehát minden 0 < τ ≤ τ0 értékhez tartozik egy operátor. Ha τ rögźıtett,
akkor C(τ) azt mondja meg, hogy az adott módszerben hogyan kapjuk meg
közeĺıtőleg egy függvényértékből a τ -val későbbi függvényértéket. A pontos
megoldásra u(tm) = T (τ)mu0 (m = 1, . . . , n), ı́gy (17.4) úgy is fogalmazható,
hogy a C család a T félcsoport közeĺıtése, vagyis közeĺıtő megoldó-operátor.
Célunk ezután az, hogy τ → 0 esetén egyre jobb közeĺıtéseket kapjunk.

A C operátorcsalád nem lehet akármilyen, hiszen a felhasznált sémának τ →
0 esetén közeĺıtenie kell az eredeti egyenletet. Ez a követelmény általánosan
a következőképp ı́rható le. A pontos megoldásra (17.1) alapján bármely t ≥ 0
esetén

0 = lim
τ→0

(u(t+ τ)− u(t)

τ
+ Lu(t)

)
= lim
τ→0

(T (τ)− I
τ

+ L
)
u(t)

kell teljesüljön. A C operátorcsalád akkor közeĺıti az eredeti egyenletet τ →
0+ esetén, ha ez a C(τ)-kra is igaz:

0 = lim
τ→0+

(C(τ)− I
τ

+ L
)
u(t). (17.6)

Ezt a két képletet kivonva egymásból,

0 = lim
τ→0+

C(τ)− T (τ)

τ
u(t).

Ha itt felhasználjuk, hogy T (τ)u(t) = T (τ)T (t)u0 = T (t + τ)u0 = u(t + τ),
akkor megkapjuk a C-re vonatkozó követelmény szokásos defińıcióját, amit
konzisztenciának nevezünk. Pontosabban, az eredeti feladat u0 ∈ D(L) fel-
tételét itt némileg enyh́ıtjük, mivel a gyakorlatban a konzisztencia általában
csak a D(L)-belinél nagyobb regularitás esetén igazolható; a kérdéses limeszt
viszont egyenletesnek tesszük fel.

17.8. Defińıció. A C operátorcsaláddal léırt differenciamódszer konzisztens,
ha van olyan sűrű D0 ⊂ D(L) altér, hogy bármely u0 ∈ D0 esetén a megfelelő
u megoldásra

lim
τ→0+

C(τ)u(t)− u(t+ τ)

τ
= 0 egyenletesen a [0, T ] intervallumban.

Az explicit séma C(τ) := I − τL családja például triviálisan konzisztens,
hiszen a (17.6) képletben már a limeszképzés előtt azonosan 0-t kapunk. A
differenciamódszerre további szükséges feltétel, hogy az (17.4)-ben kapott
értékek korlátosak maradjanak, amı́g a [0, T ] intervallumban vagyunk, hiszen
különben az um-ek nem közeĺıthetik a pontos megoldást.
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17.9. Defińıció. A C operátorcsaláddal léırt differenciamódszer stabil, ha
az operátorcsalád hatványai egyenletesen korlátosak, azaz van olyan K > 0,
hogy

‖C(τ)m‖ ≤ K, ha τ ≤ τ0, mτ ≤ T.

A fő kérdés a módszer konvergenciája. Mivel a közeĺıtő megoldásokat csak
diszkrét t pontokban értelmeztük, a konvergencia fogalma úgy értendő, hogy
ha τi → 0 és miτi → t valamely mi indexsorozatra, akkor az u(miτi)-re
számı́tott megoldások u(t)-hez tartsanak. A számı́tást léıró (17.4) képlet és
az u(t) = T (t)u0 azonosság alapján kapjuk az alábbi defińıciót.

17.10. Defińıció. A C operátorcsaláddal léırt differenciamódszer konver-
gens, ha bármely u0 ∈ X és t ∈ [0, T ] esetén, ha τi → 0 és az mi indexsoro-
zatra miτi → t, akkor

lim
τi→0+

C(τi)
miu0 = T (t)u0.

A témakör fő eredménye a fenti három fogalom kapcsolatát jellemzi, és alkal-
mas szükséges és elégséges feltételt ad a konvergenciára.

17.11. Tétel (Lax ekvivalenciatétele). Teljesüljenek a 17.3. feltételek.
Egy konzisztens differenciamódszer pontosan akkor konvergens, ha stabil.

Bizonýıtás. (1) Legyen a differenciamódszer konzisztens és stabil.
Tegyük fel először, hogy u0 ∈ D0. Ha m ∈ N, τ > 0 és mτ ≤ T , akkor a

C(τ)mu0 − u(mτ) =

m−1∑
j=0

C(τ)m−j−1
(
C(τ)u(jτ)− u((j + 1)τ)

)
teleszkópos összegből a stabilitás révén

‖C(τ)mu0 − u(mτ)‖ ≤ K
m−1∑
j=0

‖C(τ)u(jτ)− u((j + 1)τ)‖

≤ Kτm sup
t∈[0,T ]

‖C(τ)u(t)− u(t+ τ)‖
τ

=: Kτmε(τ).

A konzisztencia és u0 ∈ D0 miatt limτ→0+ ε(τ) = 0. Így ha τi → 0 és miτi ≤
T , akkor

‖C(τi)
miu0 − u(miτi)‖ ≤ KTε(τi)→ 0.

Másrészt t 7→ u(t) folytonos, hiszen differenciálható is, ı́gy ha miτi → t, akkor

‖u(miτi)− u(t)‖ → 0.
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Így ha τi → 0 és miτi → t, akkor a fenti két limeszből

‖C(τi)
miu0 − T (t)u0‖ = ‖C(τi)

miu0 − u(t)‖ ≤

≤ ‖C(τ)miu0 − u(miτi)‖+ ‖u(miτi)− u(t)‖ → 0,

azaz a módszer konvergens.
Legyen most u0 ∈ X tetszőleges. Mivel D0 sűrű, van olyan un0 ⊂ D0 sorozat,
hogy un0 → u0. A stabilitást és a folytonos függést felhasználva

‖C(τi)
miu0 − T (t)u0‖ ≤

≤ ‖C(τi)
mi(u0 − un0 )‖+ ‖C(τi)

miun0 − T (t)un0‖+ ‖T (t)(un0 − u0)‖

≤ (K + C)‖u0 − un0‖+ ‖C(τi)
miun0 − T (t)un0‖.

Legyen ε > 0. Ekkor elég nagy n-re (K+C)‖u0−un0‖ < ε
2 . Mivel a megfelelő

un0 -re már tudjuk a konvergenciát, ı́gy ha τi és |miτi − t| elég kicsik, akkor a
második tag is kisebb ε

2 -nél. Együttvéve

‖C(τi)
miu0 − T (t)u0‖ ≤ ε,

ha τi és |miτi − t| elég kicsik, és ezt akartuk belátni.
(2) Legyen a differenciamódszer konvergens. Tegyük fel indirekt, hogy nem
stabil. Ekkor vannak olyan τi és mi sorozatok, hogy τi ≤ τ0, miτi ≤ T és

lim
i→∞

‖C(τi)
mi‖ =∞. (17.7)

Itt

‖C(τi)
mi‖ ≤ ‖C(τi)‖mi ≤ Kmi (∀i ∈ N),

mivel a K stabilitási konstans C(τi) első hatványaira is érvényes. Ebből lát-
ható, hogy mi → ∞, ha ugyanis mi-nek lenne korlátos részsorozata, akkor
‖C(τi)

mi‖-nek is lenne korlátos részsorozata, de az ∞-hez tart. Ha viszont
mi → ∞, akkor τi → 0. Emiatt alkalmazható a konvergencia defińıciója, és
C(τi)

mi pontonként konvergál T (t)-hez X-en. Így C(τi)
mi pontonként korlá-

tos is, ekkor viszont a 4.2. tétel szerint egyenletesen is korlátos, azaz ‖C(τi)
mi‖

korlátos. Ez viszont ellentmond (17.7)-nek. �

17.12. Megjegyzés. A Lax-féle ekvivalenciatétel bizonýıtásából látható,
hogy a visszairányhoz nem kellett a konzisztencia. Így valójában azt mond-
hatjuk, hogy egy konzisztens és stabil differenciamódszer konvergens is, mı́g
egy konvergens differenciamódszer stabil is.
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Példa. Tekintsük a 9.2. szakasz második megoldhatósági eredményében
szereplő feladatot: legyen H szeparábilis Hilbert-tér, L : H ⊃→ H sűrűn
definiált szigorúan pozit́ıv operátor, melyre R(L) = H és L−1 kompakt. A
9.13. tételnek megfelelően L-et maximális értelmezési tartománnyal láttuk

el, azaz D(L) =
{
x =

∞∑
n=1

cnen ∈ H :
∞∑
n=1

λ2
n|cn|2 < ∞

}
és ilyen x-re

Lx :=
∞∑
n=1

λncnen.

Legyen u0 ∈ H adott vektor, és tekintsük a (17.1) kezdetiérték-feladatot:

u̇(t) + Lu(t) = 0, u(0) = u0. (17.8)

A 9.13. tétel és 9.14. következmény alapján teljesülnek a 17.3. feltételek.

Alkalmazzuk a (17.3) implicit sémát! Megmutatjuk, hogy ez a differencia-
módszer konvergens, amihez a Lax-féle ekvivalenciatételt használjuk, ı́gy azt
bizonýıtjuk, hogy konzisztens és stabil. Láttuk (17.5)-ban, hogy a megfelelő
operátorcsalád

C(τ) = (I + τL)−1.

Konzisztencia. Legyen D0 := D(L), a konzisztenciával ekvivalens (17.6) ala-
kot használjuk, éspedig igazoljuk, hogy bármely x ∈ D(L) esetén

lim
τ→0+

(C(τ)− I
τ

+ L
)
x ≡ lim

τ→0+

( (I + τL)−1 − I
τ

+ L
)
x = 0. (17.9)

Legyen x ∈ D(L), x =
∞∑
n=1

cnen. Ekkor

( (I + τL)−1 − I
τ

+L
)
x =

∞∑
n=1

(1

τ
(

1

1 + τλn
−1)+λn

)
cnen =

∞∑
n=1

τλ2
n

1 + τλn
cnen.

Itt
τλ2
n

1+τλn
≤ min{τλ2

n, λn}. Követve a 9.10. tétel bizonýıtásának módszerét,

legyen τ ∈ R rögźıtett. Ha λn ≤ 1/
√
τ , akkor τλ2

n ≤ 1, ı́gy τ2λ4
n ≤ τλ2

n és
min{τλ2

n, λn}2 ≤ τλ2
n, ha pedig λn > 1/

√
τ , akkor min{τλ2

n, λn}2 ≤ λ2
n.

Ezekből ∥∥∥( (I + τL)−1 − I
τ

+ L
)
x
∥∥∥2

=

∞∑
n=1

( τλ2
n

1 + τλn

)2

|cn|2 ≤

≤ τ
∑

λn≤ 1√
τ

λ2
n|cn|2 +

∑
λn>

1√
τ

λ2
n|cn|2,

és ha τ → 0, akkor az első tag 0-hoz tart, mert τ‖Lx‖2-tel becsülhető, és
a második tag is 0-hoz tart, mert ‖Lx‖2 konvergens sorából egyre nagyobb
indexű szeleteket vonunk le.
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Stabilitás. Mivel L szigorúan pozit́ıv, ı́gy 〈(I + τL)u, u〉 ≥ ‖u‖2 (∀u ∈ D(L)),
azaz I + τL egyenletesen pozit́ıv m = 1 konstanssal. Könnyen látható L

értelmezéséből, hogy I + τL szuperjekt́ıv is, azaz ha f =
∞∑
n=1

dnen ∈ H,

akkor az u =
∞∑
n=1

dn
1+τλn

en vektor értelmes és (I + τL)u = f . Így a 8.15.

álĺıtás alapján ‖(I + τL)−1‖ ≤ 1. Ebből bármely m ∈ N+ esetén ‖C(τ)m‖ =
‖(I + τL)−m‖ ≤ ‖(I + τL)−1‖m ≤ 1, azaz a módszer stabil.

17.13. Következmény. A tett feltételek mellett a (17.8) feladatra alkalma-
zott implicit séma konvergens.

17.14. Megjegyzés. Az explicit sémára nem ültethető át a fenti eredmény,
mert ha L nem korlátos (és a fentiek tipikusan erre vonatkoznak), akkor
a stabilitás nem teljesül, hiszen már a C(τ) = I − τL operátorok maguk
nem korlátosak. Ha az eredeti feladatot véges dimenziósakkal közeĺıtjük, pl.
L-re Ritz–Galjorkin-féle diszkretizációval, akkor a megfelelő Lh (h > 0) kor-
látos operátorokra már elérhető I − τLh hatványainak normakorlátossága,
ha ‖I − τLh‖ ≤ 1, éspedig, a 16.2. megjegyzés alapján ez τ ≤ 2

‖Lh‖ ese-

tén teljesül. Itt azonban limh→0 ‖Lh‖ = ∞, pl. elliptikus L operátor esetén
‖Lh‖ = O(h−2) → ∞, ha h → 0, lásd pl. [5]. (Ennek következményével a
19.9. álĺıtás után is foglalkozunk.) Ebben az esetben tehát a τ időlépést és h
rácsfinomságot az a feltétel köti össze, hogy τ/h2 legyen korlátos; a módszer
csak ekkor lehet konvergens.



18. fejezet

Iterációs módszerek
nemlineáris
operátoregyenletekre

A 16. fejezet nemlineáris megfelelőjeként néhány véges dimenzióban ismert
iterációs módszer végtelen dimenziós megfelelőjével foglalkozunk. Az itt em-
ĺıtett és más kapcsolódó módszerekről a [30, 69], ill. [23, 25, 33, 40] könyvek
adnak bővebb információt.

18.1. Egyszerű iteráció monoton operátorokra

18.1.1. Gradiens-módszer potenciáloperátor esetén

Legyen H valós Hilbert-tér és A : H → H olyan operátor, amelyre teljesülnek
a 13.2. tétel feltételei. Legyen f ∈ H és keressük az

A(u) = f (18.1)

egyenletet megoldását. A 14.2. szakaszban léırtak szerint létezik olyan Φ :
H → R egyenletesen konvex funkcionál, melyre Φ′(u) = A(u) − f , vagyis
Φ minimalizáló funkcionál, melynek egyetlen minimumhelye megadja (18.1)
megoldását. Erre a funkcionálra szeretnénk alkalmazni a gradiens-módszert.

Mivel Φ Gâteaux-deriválható, (16.1) szerint a gradiens módszer a következő.

• Legyen u0 ∈ H tetszőleges;

• ha n ∈ N és un már megvan, akkor

un+1 := un − tn Φ′(un) = un − tn (A(un)− f).

261
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Itt most csak a tn ≡ t állandó lépésköz esetével foglalkozunk. A konvergencia
igazolásához a 13.2. tétel (i)-(iii) feltételein ḱıvül fel kell tennünk (iii) felső
megfelelőjét is. Ekkor a lineáris esetben kapott optimális lépésköz mellett
az ottani konvergenciahányados is érvényes lesz, azaz a 16.1. tétellel teljesen
analóg eredményt kapunk.

18.1. Tétel. Legyen H valós Hilbert-tér, A : H → H adott operátor. Tegyük
fel, hogy

(i) A Gâteaux-deriválható, A′ bihemifolytonos,

(ii) minden u ∈ H esetén A′(u) ∈ B(H) önadjungált,

(iii) léteznek olyan M ≥ m > 0 állandók, hogy

m ‖h‖2 ≤ 〈A′(u)h, h〉 ≤M ‖h‖2 (∀u, h ∈ H).

Legyen f ∈ H, és u∗ ∈ H a (18.1) egyenlet megoldása. Ekkor tetszőleges
u0 ∈ H esetén az

un+1 := un −
2

m+M
(A(un)− f) (n ∈ N)

sorozat az

‖un − u∗‖ ≤
1

m
‖A(u0)− f‖

(
M −m
M +m

)n
(n ∈ N)

hibabecslés szerint konvergál u∗-hoz.

Bizonýıtás. A 11.9. tétel szerint

Φ′(un+1) = Φ′(un) +

∫ 1

0

Φ′′ (un + t (un+1 − un)) (un+1 − un)dt =

= Φ′(un)− 2

M +m

∫ 1

0

Φ′′(un + t(un+1 − un))Φ′(un)dt =

=: LnΦ′(un),

ahol (felhasználva, hogy Φ′′ = A′) Ln : H → H az alábbi operátor:

Lnx := x− 2

M +m

∫ 1

0

A′(un + t(un+1 − un))xdt.

Itt Ln lineáris operátor, sőt korlátos is, mivel a (iii) feltétel miatt ‖A′(u)‖ ≤
M (∀u ∈ H), ı́gy

‖Lnx‖ ≤ ‖x‖+
2

M +m

∫ 1

0

‖A′(un + t(un+1 − un))‖ ‖x‖dt

≤
(

1 +
2M

M +m

)
‖x‖
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(∀x ∈ H). A (ii) feltételt használva kapjuk, hogy bármely x, y ∈ H esetén

〈Lnx, y〉 = 〈x, y〉 − 2

M +m

∫ 1

0

〈A′(un + t(un+1 − un))x, y〉dt = 〈x, Lny〉 ,

azaz Ln önadjungált is. Ebből ‖Ln‖ = sup
‖x‖=1

|〈Lnx, x〉|. Itt a (iii) feltétel

szerint
m ‖x‖2 ≤ 〈A′(un + t(un+1 − un))x, x〉 ≤M ‖x‖2 ,

ezért ha ‖x‖ = 1, akkor

−
(
M −m
M +m

)
=

(
1− 2M

M +m

)
≤ 〈Lnx, x〉 ≤

(
1− 2m

M +m

)
=
M −m
M +m

=: Q,

ı́gy tehát ‖Ln‖ ≤ Q. Emiatt

‖Φ′(un+1)‖ = ‖LnΦ′(un)‖ ≤ Q ‖Φ′(un)‖ ,

azaz indukcióval

‖Φ′(un)‖ ≤ Qn ‖Φ′(u0)‖ = Qn ‖A(u0)− b‖ (∀n ∈ N).

Végül a (iii) feltétel szerint és a 11.15. megjegyzés alapján Φ′ egyenletesen
monoton operátor, ebből

‖Φ′(un)‖ ‖un − u∗‖ ≥ 〈Φ′(un), un − u∗〉 =

= 〈Φ′(un)− Φ′(u∗), un − u∗〉 ≥ m ‖un − u∗‖2 ,

amiből következik, hogy

‖un − u∗‖ ≤
1

m
‖Φ′(un)‖ ≤ 1

m
‖A(u0)− b‖

(
M −m
M +m

)n
. �

18.1.2. Egyszerű iteráció nem potenciálos operátor ese-
tén

A lineáris egyenleteknél is emĺıtettük, hogy állandó lépésköz esetén a GM
egybeesik az ún. egyszerű (vagy Richardson-féle) iterációval, ez most

un+1 := un − t (A(un)− f).

Ennek a módszernek a motivációja és konvergenciabecslése is léırható a poten-
ciáltól függetlenül is. Motivációt úgy is nyerhetünk, hogy azzal az A(un)− f
taggal korrigáljuk un-et, amelynek 0-nak kellene lennie, ı́gy ha a fenti sorozat
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konvergál, akkor limesze csak u∗ lehet. Az előző szakaszbeli konvergencia-
becslés pedig át́ırható úgy, hogy a Φ′(u) tagok helyett mindenhol A(u) − f
szerepel, és látható, hogy valójában egy kontrakcióra alapuló fixponttételes
bizonýıtás volt.

Ezek az észrevételek azért is hasznosak, mert ı́gy a módszer átvihető arra az
esetre is, amikor A nem potenciáloperátor. A különbség az lesz, hogy önad-
jungált A′(u) operátorok hiányában csak lassabb konvergencia garantálható.

Legyen tehát most A : H → H olyan operátor, amelyre teljesülnek a 13.5.
tétel feltételei. Legyen f ∈ H és keressük ismét az

A(u) = f (18.2)

egyenlet megoldását.

18.2. Tétel. Legyen H valós Hilbert-tér, A : H → H adott operátor. Tegyük
fel, hogy létezik M ≥ m > 0, hogy bármely u, v ∈ H esetén

〈A(u)−A(v), u−v〉 ≥ m ‖u− v‖2 , ‖A(u)−A(v)‖ ≤M ‖u− v‖ . (18.3)

Legyen f ∈ H, és u∗ ∈ H a (18.2) egyenlet megoldása. Ekkor tetszőleges
u0 ∈ H esetén az

un+1 := un −
m

M2
(A(un)− f) (n ∈ N) (18.4)

sorozat az

‖un − u∗‖ ≤
1

m
‖A(u0)− f‖

(
1− m2

M2

)n/2
(n ∈ N) (18.5)

hibabecslés szerint konvergál u∗-hoz.

Bizonýıtás. A 13.5. tétel bizonýıtása és a 13.6. megjegyzés alapján αopt :=
m
M2 mellett a G : H → H,

G(u) := u− αopt(A(u)− f)

leképezés kontrakció, melynek konstansa qopt =
√

1− m2

M2 . Az A(u) = f

egyenlet ekvivalens az u = G(u) egyenlettel, ı́gy u∗-ot közeĺıtő sorozatot
kapunk az utóbbira feĺırt un+1 := G(un) fixpont-iterációval, ami éppen (18.4),
és a konvergenciabecslés ‖un − u∗‖ ≤ qnopt ‖u0 − u∗‖. Itt (18.3) alapján

m ‖u0 − u∗‖2 ≤ 〈A(u0)−A(u∗), u0 − u∗〉 =

= 〈A(u0)− f, u0 − u∗〉 ≤ ‖A(u0)− f‖‖u0 − u∗‖,
ebből

‖un − u∗‖ ≤ ‖u0 − u∗‖ qnopt ≤
1

m
‖A(u0)− f‖ qnopt,

ami éppen a (18.5) becslés. �
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18.2. A Newton–Kantorovics-módszer

Az előző szakasz lineárisan konvergens módszereinél sokkal gyorsabb eljárást
ad a nevezetes Newton–Kantorovics-módszer, lépésenként egy-egy lineáris se-
gédegyenlet megoldása árán. A Newton–Kantorovics-módszer közvetlenül ál-
talánośıtja a klasszikus egyváltozós Newton-módszert, ahol adott f : R→ R
differenciálható függvény esetén az f(x) = 0 egyenlet megoldását keressük az
alábbi iterációval:

• x0 ∈ R tetszőleges és

• xn+1 := xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Ismeretes, hogy bizonyos feltételek mellett a Newton-módszer konvergenciá-
ja másodrendű, lásd pl. [69, I. 6.4]. A fenti iteráció alkalmas általánośıtása
Banach-térre, ha az f ′(xn)-nel való osztás helyett formálisan az F ′(xn) ope-
rátorok inverzét alkalmazzuk; az emĺıtett feltételek megfelelői esetén ekkor
is igaz a másodrendű konvergencia. Ezt Kantorovics vezette be [33, Chap.
XVIII], azóta számtalan módośıtást és további általánośıtást dolgoztak ki,
és véges dimenzióban nemlineáris egyenletrendszerek megoldására ez a mód-
szercsalád bizonyult a leghatékonyabbnak, lásd pl. [26, 52, 69]. A standard
Newton–Kantorovics-módszert a jóval könnyebb érthetőség kedvéért először
erősebb feltételek mellett tárgyaljuk, akárcsak majd a következő szakaszbeli
változatait, ezek [23, 5.2.2. fejezet]-re alapulnak.

A Newton-t́ıpusú módszerek esetén X,Y Banach-terek közt ható operátoro-
kat tekintünk, mivel az eredmények nem használnak fel ennél speciálisabb
helyzetet. Legyen tehát F : X → Y nemlineáris operátor. Keressük az

F (u) = 0 (18.6)

egyenletet u∗ ∈ X megoldását. A jobboldal ilyenkor szokásos 0 voltát az
egyváltozós analóg helyzet (zérushelykeresés) motiválja, de ez nyilvánvalóan
nem jelent megszoŕıtást, hiszen egy A(u) = f t́ıpusú feladat esetén csak az
F (u) := A(u)− f operátorra kell áttérnünk.

Tegyük fel, hogy F : X → Y Fréchet-deriválható. A másodrendű konvergen-
cia mögött álló kulcsfeltétel F ′ Lipschitz-folytonossága lesz, azaz hogy létezik
olyan L > 0 állandó, melyre

‖F ′(u)− F ′(v)‖ ≤ L‖u− v‖ (∀u, v ∈ X). (18.7)

Ezáltal ugyanis az F operátort az iteráció lépéseiben elsőfokú Taylor-polinom-
jaival linearizálhatjuk, és a maradék másodrendben kicsi lesz. Először olyan
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egyenletekkel foglalkozunk, ahol garantálható az egyértelmű megoldás, ebben
a helyzetben a 13.9. tétellel: ha bármely u, h ∈ X esetén

F ′(u) : X → Y bijekció és ‖F ′(u)h‖ ≥ m‖h‖, (18.8)

ahol m > 0 független u, h-tól, akkor a (18.6) egyenletnek egyértelműen létezik
u∗ ∈ X megoldása.

18.3. Tétel. Legyenek X,Y Banach-terek és F : X → Y Fréchet-deriválható.
Tegyük fel, hogy teljesül (18.8), valamint F ′ Lipschitz-folytonos L konstans-
sal. Ha u0 ∈ X tetszőleges, akkor az

un+1 = un − F ′(un)−1F (un) (n ∈ N)

iterációra az alábbiak teljesülnek:

(1) ‖F (un+1)‖ ≤ L

2m2
‖F (un)‖2 (n ∈ N).

(2) Ha u0 olyan, hogy

q :=
L

2m2
‖F (u0)‖ < 1, (18.9)

akkor

m‖un − u∗‖ ≤ ‖F (un)‖ ≤ 2m2

L
q2n → 0. (18.10)

18.4. Megjegyzés. A megadott iterációs lépés az alábbi alakba ı́rható át:{
F ′(un)pn = −F (un),

un+1 = un + pn ,

sőt ez az, amit valójában használunk: nem kell meghatározni F ′(un) inverzét,
hanem a megfelelő lineáris operátoregyenletet kell megoldani pn kiszámı́tásá-
hoz.

A 18.3. tétel bizonýıtása. (1) A 11.9. tétellel analóg Newton–Leibniz-
formula szerint

F (un+1) = F (un) +

∫ 1

0

F ′(un + t(un+1 − un))(un+1 − un)dt =

= −F ′(un)pn +

∫ 1

0

F ′(un + tpn)pndt =

=

∫ 1

0

(F ′(un + tpn)− F ′(un)) pndt.
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Itt (18.8) miatt
∥∥F ′(u)−1

∥∥ ≤ 1
m minden u ∈ H esetén. Ebből, és felhasználva

F ′ Lipschitz-folytonosságát,

‖F (un+1)‖ ≤
∫ 1

0

‖F ′(un + tpn)− F ′(un)‖ ‖pn‖ dt ≤

≤
∫ 1

0

Lt ‖pn‖2 dt =
L

2
‖pn‖2 =

L

2

∥∥F ′(un)−1F (un)
∥∥2 ≤

≤ L

2m2
‖F (un)‖2 .

(2) Most alkalmazzuk a fenti becslést n-szer:

‖F (un)‖ ≤ L

2m2
‖F (un−1)‖2 ≤ L

2m2

(
L

2m2

)2

‖F (un−2)‖4 =

=

(
L

2m2

)1+2

‖F (un−2)‖2
2

≤
(

L

2m2

)1+2+22

‖F (un−3)‖2
3

≤ . . . ≤
(

L

2m2

)1+2+22+...+2n−1

‖F (u0)‖2
n

=

=

(
L

2m2

)2n−1

‖F (u0)‖2
n

,

azaz

‖F (un)‖ ≤ 2m2

L

(
L

2m2
‖F (u0)‖

)2n

=
2m2

L
q2n .

Ha (18.9) teljesül, akkor q < 1 és ı́gy ‖F (un)‖ → 0. �

18.5. Megjegyzés. Mint láttuk, Hilbert-térben a (18.8) feltétel garantálha-
tó pl. az

〈F ′(u)h, h〉 ≥ m ‖h‖2 (∀u, h ∈ H)

egyenlőtlenséggel. Ekkor a (18.6) egyenlet megoldhatóságához még feltesszük
vagy F ′ bihemifolytonosságát és önadjungáltságát, vagy F (lokális) Lipschitz-
folytonosságát, viszont a Fréchet-deriválhatóság helyett elég a Gâteaux-deri-
válhatóság. Könnyen látható, hogy a 18.3. tétel bizonýıtásában is elég a
Gâteaux-deriválhatóság.

18.6. Megjegyzés. A 18.3. tételben szereplő Lipschitz-feltétel több módon
is enyh́ıthető.

(a) Elég feltenni a Hölder-folytonosságot:

‖F ′(u)− F ′(v)‖ ≤ L‖u− v‖α (u, v ∈ X)
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ahol L > 0, 0 < α < 1 állandók. Ekkor a tétel bizonýıtásával kvadrati-
kus helyett 1 + α rendű konvergenciát kapunk:

‖F (un+1)‖ ≤ c ‖F (un)‖1+α (n ∈ N).

(b) Elég feltenni F ′ Lipschitz-folytonosságát egy u∗ közepű olyan gömbön,
melynek R sugarára 1

m‖F (u0)‖ ≤ R. Az eredeti tételben ui. az ‖F (un)‖
sorozat csökken, ı́gy

‖un − u∗‖ ≤ 1
m‖F (un)‖ ≤ 1

m‖F (u0)‖ ≤ R

és a feltételek csak az emĺıtett gömbön kellenek.

(c) Elég feltenni F ′ lokális Lipschitz-folytonosságát, azaz hogy létezik
olyan monoton növő L̃ : R+ → R+ függvény, hogy

‖F ′(u)− F ′(v)‖ ≤ L̃(r)‖u− v‖ (u, v ∈ X, ‖u‖, ‖v‖ ≤ r). (18.11)

Ez az előző (b) pont miatt van ı́gy. Legyen ugyanis R0 := 2
m‖F (u0)‖+

‖u0‖. Ekkor F ′ Lipschitz-konstansa a B(0, R0) gömbön L = L̃(R0),
másrészt a B(0, R0) gömb tartalmazza az u∗ körüli 1

m‖F (u0)‖ sugarú
gömböt, amelyben a sorozat fut: ha u eleme az utóbbi gömbnek, akkor

‖u‖ ≤ ‖u− u∗‖+ ‖u∗ − u0‖+ ‖u0‖ ≤ 2
m‖F (u0)‖+ ‖u0‖ = R0.

Most idézzük a klasszikus Kantorovics-féle tételt, amely hasonló konvergen-
ciarendet ad kevesebb feltétellel. Az előző megjegyzés (b) pontja alapján elég
a feltételeket az egész tér helyett egy gömbön feltenni, ha a gömb sugara
összhangban áll a többi konstanssal. Emellett ha a (18.8) regularitást csak
a kezdőpontban tesszük fel, akkor a Lipschitz-folytonosság miatt annak egy
környezetében is teljesül. Az alábbi tétel a megoldás létezését is garantálja.

18.7. Tétel. Legyenek X,Y Banach-terek, F : X → Y Fréchet-deriválható
egy D ⊂ X konvex halmazon, és legyen F ′ Lipschitz-folytonos D-ben L kons-
tanssal. Legyen u0 ∈ D, és tegyük fel, hogy

‖F ′(u0)−1‖ ≤ 1/m, ‖F ′(u0)−1F (u0)‖ ≤ µ

és
θ := Lµ/m < 1/2.

Legyen t∗ := L
m

(
1− (1− 2θ)1/2

)
és S := {u ∈ X : ‖u − u0‖ ≤ t∗} ⊂ D.

Ekkor az
un+1 = un − F ′(un)−1F (un) (n ∈ N)

iteráció jóldefiniált, és konvergál egy u∗ ∈ S vektorhoz. Ez az u∗ a (18.6)
egyenlet egyetlen megoldása az S gömbben, és érvényes a (18.10) konvergen-
ciabecslés q = 2θ mellett.
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A fenti tétel és számos, elsősorban algebrai rendszerekre elterjedt változata
található a [15, 52] könyvekben, ezek értelemszerűen igazak Banach-térben
is. Kantorovics eredeti eredményei és bizonýıtásaik [33]-ban olvashatók.

18.8. Megjegyzés. A Newton-módszer felfogható a gradiens-módszer álta-
lánośıtásának, ha lépésenként változó skalárszorzatra nézve keressük a leg-
gyorsabb ereszkedés irányát [35]; igazolható, hogy az ilyen eljárások között a
Newton-módszer optimális [34].

18.3. Newton-t́ıpusú módszerek

Az előző szakaszban definiált{
un+1 := un + pn , ahol

F ′(un)pn = −F (un)

iteráció a gyakorlatban két okból is módośıtásra szorul. Egyrészt, a lineá-
ris segédegyenletet általában csak közeĺıtőleg tudjuk megoldani, másrészt a
konvergencia csak lokálisan, azaz elég jó kezdeti közeĺıtés esetén teljesül.
A lineáris segédegyenletek közeĺıtő megoldásával feĺırt iterációt inegzakt New-
ton-módszernek h́ıvjuk. Itt tehát pn-et valamilyen elő́ırt hibahatáron belül
számı́tjuk ki, vagyis az

F ′(un)pn + F (un) = 0

egyenlőséget az
‖F ′(un)pn + F (un)‖ ≤ δn‖F (un)‖

egyenlőtlenséggel helyetteśıtjük, ahol δn > 0 előre megadott relat́ıv hibahatár.

18.9. Tétel (inegzakt Newton-módszer). Teljesüljenek a 18.3. tétel fel-
tételei és legyen u∗ ∈ X a (18.6) egyenlet megoldása. Ekkor van olyan ε > 0,
hogy ha ‖u0 − u∗‖ < ε és tekintjük az alábbi sorozatot:{

un+1 := un + pn (n ∈ N), ahol

‖F ′(un)pn + F (un)‖ ≤ δn‖F (un)‖ és 0 < δn ≤ δ0 < 1,
(18.12)

akkor un → u∗ a (δn) sorozattól függő rendben. Éspedig, ha δn ≤ c ‖F (un)‖γ
valamely 0 < γ ≤ 1 és c > 0 konstansok mellett, akkor a konvergencia rendje
1 + γ:

‖F (un+1)‖ ≤ c1‖F (un)‖1+γ (n ∈ N)

és ‖un − u∗‖ ≤ 1
m‖F (un)‖ ≤ d1 q

(1+γ)n (n ∈ N)

(ahol 0 < q < 1, c1, d1 > 0 alkalmas állandók).
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Bizonýıtás. A 18.3. tétel bizonýıtását módośıtjuk. Az (1) rész helyett most

‖F (un+1)‖ ≤ δn‖F (un)‖+ (L/2)‖pn‖2. (18.13)

A (18.12) feltételből

‖pn‖ ≤ ‖F ′(un)−1‖‖F ′(un)pn‖ ≤ ‖F ′(un)−1‖
(
‖F ′(un)pn+F (un)‖+‖F (un)‖

)
≤ m−1‖F (un)‖(1 + δn), (18.14)

ı́gy

‖F (un+1)‖ ≤ δn‖F (un)‖+ (L/2m2)(1 + δn)2‖F (un)‖2. (18.15)

Legyen
δn := c ‖F (un)‖γ (∀n ∈ N) (18.16)

(ahol c > 0 and 0 < γ ≤ 1 állandók). Ekkor (18.15) és (18.16) alapján

‖F (un+1)‖ ≤ c‖F (un)‖1+γ + (L/2m2) (1 + c‖F (un)‖γ)
2 ‖F (un)‖2

≤ ‖F (un)‖
(
c‖F (un)‖γ + (L/2m2) (1 + c‖F (un)‖γ)

2 ‖F (un)‖
)
.

(18.17)
Ha u0 olyan, hogy

%0 := c‖F (u0)‖γ + (L/2m2) (1 + c‖F (u0)‖γ)
2 ‖F (u0)‖ < 1, (18.18)

akkor (‖F (un)‖) csökken, hiszen (18.17)–(18.18) miatt ‖F (u1)‖ ≤ %0‖F (u0)‖,
és indukcióval, ha valamely n-re ‖F (un)‖ ≤ ... ≤ ‖F (u0)‖, akkor ismét
(18.17)–(18.18) révén

‖F (un+1)‖ ≤ %0‖F (un)‖.

Legyen c1 := c+(L/2m2)(1+c‖F (u0)‖γ)2‖F (u0)‖1−γ . A (18.17) és ‖F (un)‖ ≤
‖F (u0)‖ becslések alapján

‖F (un+1)‖ ≤ ‖F (un)‖1+γ
(
c+ (L/2m2) (1 + c‖F (un)‖γ)

2 ‖F (un)‖1−γ
)

≤ c1‖F (un)‖1+γ .

Ebből indukcióval

‖F (un)‖ ≤ c
(1+γ)n−1

γ

1 ‖F (u0)‖(1+γ)n = d1 q
(1+γ)n

ahol d1 = c
−1/γ
1 és q = c

1/γ
1 ‖F (u0)‖ = %

1/γ
0 < 1. �
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18.10. Megjegyzés. Az inegzakt Newton-módszer speciális esetei az ún.
kvázi-Newton módszerek, melyekben az F ′(un) derivált valamely Bn közeĺı-
tését használjuk:{

un+1 = un −B−1
n F (un) (n ∈ N), ahol

‖I − F ′(un)B−1
n ‖ ≤ δn és 0 < δn ≤ δ0 < 1.

(18.19)

(Itt I az identitás Y -ban). Ekkor ui. pn = −B−1
n F (un), ı́gy

‖F ′(un)pn + (F (un))‖ = ‖(−F ′(un)B−1
n + I)(F (un))‖ ≤ δn‖F (un)‖.

A következő módośıtás az ún. csillaṕıtott Newton-módszer, melyben a globá-
lis konvergencia érdekében a pn vektorokat alkalmas τn ∈ (0, 1] állandókkal
szorozzuk.

18.11. Tétel (csillaṕıtott Newton-módszer). Teljesüljenek a 18.3. tétel
feltételei és legyen u∗ ∈ X a (18.6) egyenlet megoldása. Legyen u0 ∈ X
tetszőleges, és tekintsük az alábbi sorozatot: un+1 := un + τnpn (n ∈ N), ahol

F ′(un)pn = −F (un) és τn = min
{

1, m2

L‖F (un)‖

}
.

(18.20)

Ekkor
‖un − u∗‖ ≤ 1

m‖F (un)‖ → 0

monoton csökkenően és lokálisan másodrendben, azaz alkalmas n0 ∈ N index
után

‖F (un+1)‖ ≤ c1‖F (un)‖2 (n ≥ n0) (18.21)

és ‖un − u∗‖ ≤ 1
m‖F (un)‖ ≤ d1 q

2n (n ≥ n0) (18.22)

(ahol 0 < q < 1, c1, d1 > 0).

Bizonýıtás. Most is a 18.3. tétel bizonýıtását módośıtjuk: az (1) rész helyett
most

F (un+1) = (1− τn)F (un) + τn(F (un) + F ′(un)pn)+

+τn

∫ 1

0

(F ′(un + tτnpn)− F ′(un))pndt, (18.23)

ı́gy ‖F (un+1)‖ ≤ (1− τn)‖F (un)‖+ τ2
n(L/2m2)‖F (un)‖2

= ‖F (un)‖
(
1− τn + τ2

n(L/2m2)‖F (un)‖
)
. (18.24)
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Ha (L/2m2)‖F (u0)‖ < 1, akkor τn ≡ 1 és a 18.3. tétel használható, különben
pedig rögźıtett n esetén a valós ϕ(t) := 1 − t + t2(L/2m2)‖F (un)‖ (t ≥ 0)

függvény minimumát t = τn := m2

L‖F (un)‖ esetén veszi fel, és itt értéke

ϕ(τn) = 1− m2

2L‖F (un)‖
. (18.25)

Így (18.3) alapján és indukcióval az (‖F (un)‖) sorozat csökken és

‖F (un)‖ ≤
(

1− m2

2L‖F (u0)‖

)n
‖F (u0)‖ (n ∈ N). (18.26)

Így alkalmas n0 ∈ N+ után az (L/2m2)‖F (un0
)‖ < 1 becslés áll fenn, ekkor

τn ≡ 1 (n ≥ n0) és a 18.3. tétel használható un0
kezdővektorral. �

A fenti két változat előnyei közös módszerben egyeśıthetőek, amely épp emi-
att a legelterjedtebb. Az ún. csillaṕıtott inegzakt Newton-módszer tehát glo-
bális konvergenciát nyújt a segédegyenletek közeĺıtő megoldása mellett is.

18.12. Tétel (csillaṕıtott inegzakt Newton-módszer). Teljesüljenek a
18.3. tétel feltételei és legyen u∗ ∈ X a (18.6) egyenlet megoldása. Legyen
u0 ∈ X tetszőleges, és tekintsük az alábbi sorozatot:

un+1 := un + τnpn (n ∈ N), ahol

‖F ′(un)pn + F (un)‖ ≤ δn‖F (un)‖ és 0 < δn ≤ δ0 < 1, valamint

τn := min
{

1, (1−δn)
(1+δn)2

m2

L‖F (un)‖

}
.

(18.27)
Ekkor

‖un − u∗‖ ≤ 1
m‖F (un)‖ → 0

monoton csökkenően, a (δn) sorozattól függő rendben. Éspedig, ha δn ≤
c ‖F (un)‖γ valamely 0 < γ ≤ 1 és c > 0 konstansok mellett, akkor a konver-
gencia rendje lokálisan 1 + γ, azaz alkalmas n0 ∈ N index után

‖F (un+1)‖ ≤ c1‖F (un)‖1+γ (n ≥ n0)

és ‖un − u∗‖ ≤ 1
m‖F (un)‖ ≤ d1 q

(1+γ)n (n ≥ n0)

(ahol 0 < q < 1, c1, d1 > 0 alkalmas állandók).

Bizonýıtás. A korábbiakhoz hasonló, most (18.3) és (18.14) alapján

‖F (un+1)‖ ≤ (1− τn)‖F (un)‖+ τnδn‖F (un)‖+ τ2
n(L/2)‖pn‖2
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≤ ‖F (un)‖
(
1− τn(1− δn) + τ2

n(L/2m2)(1 + δn)2‖F (un)‖
)
. (18.28)

A zárójelben álló kifejezés minimumát τn = (1−δn)
(1+δn)2

m2

L‖F (un)‖ esetén veszi fel,

és itt értéke

ϕ(τn) = 1− m2

2L‖F (un)‖

(
1− δn
1 + δn

)2

. (18.29)

Indukcióval, δn ≤ δ0 < 1 miatt ϕ(τn) ≤ ϕ(τ0) és ‖F (un)‖ lineárisan csökken,
ezen belül valamely n0 ∈ N+ esetén (18.18) teljesül, ha ott ‖F (u0)‖ helyett

‖F (un0)‖-t ı́runk. Így a 18.3. tétel használható un0 kezdővektorral. �

18.13. Megjegyzés. A fenti három tételben szereplő Lipschitz-feltétel több
módon is enyh́ıthető, ugyanúgy, mint a 18.6. megjegyzésben emĺıtettük az
eredeti Newton-iterációra.

18.4. Külső-belső iterációk

Legyen H valós Hilbert-tér, A : H → H adott operátor az alábbi tulajdon-
ságokkal:

18.4. feltételek.

(i) A Gâteaux-deriválható, A′ bihemifolytonos;

(ii) bármely u ∈ H esetén A′(u) ∈ B(H) önadjungált;

(iii) létezik M ≥ m > 0, hogy

m ‖h‖2 ≤ 〈A′(u)h, h〉 ≤M ‖h‖2 (∀u, h ∈ H);

(iv) A′ Lipschitz-folytonos L konstanssal.

Tekintsük az
A(u) = b

egyenletet, melynek a 13.2. tétel szerint egyértelműen létezik u∗ ∈ H megol-
dása.

Az előző szakaszban bevezetett inegzakt Newton-módszer és csillaṕıtott vál-
tozata esetén a segédegyenletek közeĺıtő megoldására most használhatjuk a
konjugált gradiens-módszert. Ezáltal a közeĺıtő sorozatot kétszeres, ún. külső-
belső iterációval adjuk meg. A konstrukció és a konvergencia a megfelelő ko-
rábbi eredményekből levezethető, ezt foglaljuk most össze.

Legyen u0 ∈ H tetszőleges.
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(a) A külső Newton-iteráció:

un+1 = un + τnpn (n ∈ N), (18.30)

ahol pn ∈ H az alábbi lineáris egyenlet közeĺıtő megoldása:

A′(un)pn ≈ −(A(un)− b), (18.31)

emellett

δn > 0 elő́ırt konstans, melyre 0 < δn ≤ δ0 < 1,

τn = min{ 1, (1−δn)
(1+δn)

µ1

L‖pn‖ } ∈ (0, 1] .
(18.32)

(b) Belső iteráció: a (18.31)-beli pn vektor kiszámı́tására a KGM seǵıtségé-
vel konstruálunk egy

(p(k)
n ) ⊂ H (k ∈ N)

közeĺıtő sorozatot. Legyen p
(0)
n := 0 és pn := p

(kn)
n a legkisebb kn indexű

tag, melyre már teljesül az

‖A′(un)p(kn)
n + (A(un)− b)‖ ≤ δn‖A(un)− b‖ (18.33)

relat́ıv hibabecslés, ahol δn > 0 a (18.32)-ben elő́ırt hibakorlát.

18.14. Tétel. Teljesüljenek a 18.4. feltételek. Ekkor az alábbi konvergencia-
becslések állnak fenn.

(1) A belső iterációra

‖A′(un)p(k)
n + (A(un)− b)‖ ≤ 2

√
M

m

(√
M −

√
m√

M +
√
m

)k
‖A(un)− b‖ (k ∈ N).

Így ahhoz, hogy az n-edik külső lépésben (18.33) már teljesüljön, a szük-
séges belső iterációs lépések minimális száma legfeljebb az a kn ∈ N,
melyre (√

M −
√
m√

M +
√
m

)kn
≤ δn

2

√
m

M
. (18.34)

(2) Az (un) külső iterációra

‖un − u∗‖ ≤
1

m
‖A(un)− b‖ → 0
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monoton csökkenően, a (δn) sorozattól függő rendben. Éspedig, ha δn ≤
c ‖A(un)−b‖γ valamely 0 < γ ≤ 1 és c > 0 konstansok mellett, akkor
a konvergencia rendje lokálisan 1 + γ, azaz alkalmas n0 ∈ N index után

‖A(un+1)− b‖ ≤ c1‖A(un)− b‖1+γ (n ≥ n0)

és ‖un − u∗‖ ≤ 1
m‖A(un)− b‖ ≤ d1 q

(1+γ)n (n ≥ n0)

(ahol 0 < q < 1, c1, d1 > 0 alkalmas állandók).

Bizonýıtás. (1) A 18.4. feltétel miatt az A′(un) operátorra vonatkozó (18.31)

lineáris egyenletre érvényes a 16.11. tétel. Itt a maradékvektorok az r
(k)
n :=

A′(un)p
(k)
n +(A(un)−b) vektorok, speciálisan p

(0)
n := 0 miatt r

(0)
n = A(un)−b,

ı́gy a 16.12. megjegyzés alapján kapjuk a konvergenciabecslést, abból és a
(18.33) becslésből pedig azonnal következik (18.34).
(2) Az F (u) := A(u)− b operátorra a 18.5. megjegyzés alapján teljesülnek a

18.3. tétel feltételei és elég a Gâteaux-deriválhatóság. Így fennállnak a 18.12.
tétel feltételei is, ez pedig épp a ḱıvánt becsléseket adja. �





19. fejezet

Iterációs módszerek Ritz–
Galjorkin-diszkretizációkra

19.1. Rácsfüggetlenség lineáris egyenletek ese-
tén

Legyen H valós Hilbert-tér és tekintsük az

Lu = g (19.1)

lineáris operátoregyenletet, ahol L S-korlátos és S-koerćıv a 8.32. defińıció
szerint, és g ∈ H adott vektor. A 8.37. tétel szerint ennek egyértelműen létezik
gyenge megoldása.

A gyakorlatban az ilyen operátoregyenlettel modellezett feladatok megoldása
általában a következő két lépésből áll:

i) diszkretizáció (azaz véges dimenziós feladattal közeĺıtjük, amely lineáris
algebrai egyenletrendszerre vezet);

ii) iteráció (amellyel megoldjuk a fent kapott lineáris egyenletrendszert).

Mindkét lépésben többféle lehetőség van megfelelő módszer választására. Itt
az eddig bemutatott algoritmusok alapján a diszkretizációra Ritz–Galjorkin-
féle, az iterációra pedig prekondicionált konjugált gradiens-módszert alkal-
mazunk.

A fejezet fontos eredménye, hogy alkalmas prekondicionálás seǵıtségével a
konvergencia rácsfüggetlenségét fogjuk igazolni. Ez azt jelenti, hogy a prekon-
dicionált mátrixok kond́ıciószáma és ı́gy a konvergencia hányadosa is korlátos

277
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marad a diszkretizáció finomı́tása (azaz az alterek dimenziójának tetszőleges
növelése) során. Ennek jelentőségéről a 19.4. szakaszban is szót ejtünk majd,
amikor a fenti eredményt elliptikus feladatokra alkalmazzuk.

Az emĺıtettekhez hasonló eredmények részletes tárgyalása olvasható a [6, 23]
munkákban.

19.1.1. A megoldás menete

Először tehát a 15.2. szakasz alapján Ritz–Galjorkin-módszerrel közeĺıtjük
a (19.1) egyenlet megoldását. Az alterek jelölésére a végeselem-módszernél
megszokott jelölést használjuk a 15.5. szakaszhoz hasonlóan, azaz N ∈ N+

egész helyett h > 0 paraméterrel indexeljük (amely a gyakorlatban ford́ıtot-
tan arányos N -nek a feladattól függő hatványával). Legyen tehát

Vh = span{ϕ1, . . . , ϕN} ⊂ HS

adott altér, ahol a ϕi vektorok lineárisan függetlenek. Jelölje most a megfelelő
Gram-mátrixot

Lh :=
{
〈LSϕj , ϕi〉S

}N
i,j=1

.

Az uh ∈ Vh közeĺıtő megoldást ekkor uh =
N∑
i=1

ciϕi alakban kapjuk, ahol

bh := {〈g, ϕj〉}Nj=1, és a c = (c1, . . . , cN ) ∈ RN vektor az

Lh c = bh (19.2)

N×N -es lineáris egyenletrendszer megoldása. Láttuk, hogy ha teljesül a 15.2.
feltétel, akkor uh → u∗ ‖·‖S-normában.

A (19.2) rendszer megoldására alkalmazzuk a prekondicionált KGM-t, ahol a
prekondicionáló mátrix az S operátorhoz tartozó merevségi mátrix:

Sh =
{
〈ϕi, ϕj〉S

}N
i,j=1

.

Ez azt jelenti, hogy az eredeti rendszer helyett formálisan az alábbi prekon-
dicionált rendszert tekintjük:

S−1
h Lh c = b̃h (19.3)

(ahol b̃h = S−1
h bh), és erre alkalmazzuk a KGM algoritmusát. Utóbbiban

ekkor lépésenként az S−1
h Lh mátrix szerepel, ami valójában azt jelenti, hogy

Shzn = Lhwn t́ıpusú segédrendszereket kell megoldani, lásd (16.20). A pre-
kondicionálás lényege, hogy az Sh-val feĺırt rendszerek egyszerűbben megold-
hatók legyenek, mint Lh-val. Másrészt a konvergenciára az alábbi rácsfüg-
getlenségi tulajdonságot fogjuk igazolni: az S−1

h Lh mátrixok kond́ıciószáma,
amely függ h-tól (azaz N -től), korlátos marad h→ 0 (azaz N →∞) esetén.
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19.1.2. Szimmetrikus feladatok

Legyen először L maga is szimmetrikus operátor, ekkor az S-korlátos és S-
koerćıv volta nem jelent mást, mint az alábbi spektrális ekvivalenciát:

m‖u‖2S ≤ 〈LSu, u〉S ≤M‖u‖2S (u ∈ HS). (19.4)

Ekkor Lh is szimmetrikus. Itt S−1
h Lh önadjungált a 〈c,d〉Sh := Sh c · d ska-

lárszorzatra nézve (hasonlóan, mint operátorokra láttuk (16.40)-nél). Így al-
kalmazható a (16.11)-(16.12) algoritmus a (19.3) rendszerre, ahol RN -ben a
〈., .〉Sh skalárszorzatot és megfelelő |.|Sh normát használjuk, vagyis a (16.18)-
(16.19) algoritmus megfelelője. Ekkor igaz a 16.11. tétel becslése, amihez szük-
ség van S−1

h Lh határaira a 〈., .〉Sh skalárszorzatra nézve. Megmutatjuk, hogy
itt S−1

h Lh örökli az eredeti határokat Vh-tól függetlenül. Az eredeti operáto-
rokra vonatkozó feltétel az L és S spektrális ekvivalenciája lesz.

19.1. Álĺıtás. Legyenek L és S spektrálisan ekvivalensek, azaz D(L) = D(S)
=: D és létezik M ≥ m > 0, hogy

m〈Su, u〉 ≤ 〈Lu, u〉 ≤M〈Su, u〉 (u ∈ D). (19.5)

Ekkor bármely Vh ⊂ HS altér esetén

m |c|2Sh ≤ 〈S
−1
h Lh c, c〉Sh ≤M |c|2Sh (∀c ∈ RN )

Vh-tól függetlenül.

Bizonýıtás. A (19.5) spektrális ekvivalencia és LS defińıciója alapján telje-

sül (19.4). Tetszőleges c ∈ RN esetén az u =
N∑
j=1

cjϕj ∈ Vh vektorra

‖u‖2S =
∥∥∥ N∑
j=1

cjϕj

∥∥∥2

S
=

N∑
i,j=1

〈ϕi, ϕj〉S ci cj = Sh c · c, (19.6)

és hasonlóan
〈LSu, u〉S = Lh c · c.

Ezeket (19.4)-be béırva

m (Sh c · c) ≤ Lh c · c ≤M (Sh c · c) ,

ami megegyezik a ḱıvánt egyenlőtlenséggel. �

Így alkalmazhatjuk (16.21)-et m és M határokkal, tehát a (19.3) rendszerre
feĺırt KGM-algoritmusra az

‖en‖Lh
‖e0‖Lh

≤ 2

(√
M −

√
m√

M +
√
m

)n
(n = 1, 2, . . . , N) (19.7)

Vh-tól független becslést kapjuk.
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19.1.3. Nem szimmetrikus feladatok

Legyen most L tetszőleges S-korlátos és S-koerćıv operátor. Láttuk (8.14)-
ben, hogy

m‖u‖2S ≤ 〈LSu, u〉S , |〈LSu, v〉S | ≤M‖u‖S‖v‖S (u, v ∈ HS). (19.8)

19.2. Álĺıtás. Ha fennáll (19.8), akkor bármely Vh ⊂ HS altér esetén

m |c|2Sh ≤ 〈S
−1
h Lh c, c〉Sh , |〈S−1

h Lh c,d〉Sh | ≤M |c|Sh |d|Sh (∀c,d ∈ RN )
(19.9)

Vh-tól függetlenül.

Bizonýıtás. Ugyanúgy megy, mint a 19.1. álĺıtás bizonýıtása; most tetszőle-

ges c,d ∈ RN esetén az u =
N∑
j=1

cjϕj ∈ Vh és v =
N∑
j=1

djϕj ∈ Vh vektorokat

(19.8)-ba helyetteśıtve

m (Sh c·c) ≤ Lh c·c, |Lh c·d| ≤M |c|Sh |d|Sh (∀c,d ∈ RN ), (19.10)

ez pedig nem más, mint (19.9). �

A 16.15. megjegyzést felhasználva adódik a

19.3. Következmény. Ha fennáll (19.8), akkor

m |c|Sh ≤ |S
−1
h Lh c|Sh ≤M |c|Sh (∀c ∈ RN ).

Ekkor tehát alkalmazhatjuk a 16.3. szakaszban kapott lineáris konvergencia-
becslést:

19.4. Következmény. Ha fennáll (19.8), akkor a (16.25) KGN algoritmust
a (19.3) rendszerre alkalmazva

‖rn‖Sh
‖r0‖Sh

≤ 2

(
M −m
M +m

)n
(n = 1, 2, . . . , N) (19.11)

Vh-tól függetlenül.

19.5. Megjegyzés. A fenti becslés azt mutatja, hogy a 16.3. szakaszban
operátorokra kapott lineáris konvergenciabecslés öröklődik a Ritz–Galjorkin-
diszkretizációra megfelelő prekondicionálás esetén. Hasonló igaz a (16.27) szu-
perlineáris konvergenciabecslésre is: ha LS = I + QS alakú, ahol QS ≥ 0
kompakt, akkor a (16.25) KGN algoritmust a (19.3) rendszerre alkalmazva

‖rn‖Sh
‖r0‖Sh

≤ εnn (n = 1, 2, ..., N), (19.12)
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ahol

εn :=
1

n

n∑
i=1

(∣∣λi(Q∗S +QS)
∣∣+ λi(Q

∗
SQS)

)
→ 0 (ha n→∞) (19.13)

Vh-tól független nullsorozat. Ez (általánosabb esetre) [6]-ban található.

19.2. Rácsfüggetlenség lineáris nyeregpont-fela-
datok esetén

Legyenek H,K valós Hilbert-terek, és tekintsük a (8.17) feladatot:{
Su + Np = f

N∗u = g,
(19.14)

ahol S : H ⊃→ H és N : K ⊃→ H sűrűn definiált operátorok, S szimmetrikus
és egyenletesen pozit́ıv, valamint f ∈ H, g ∈ K adott vektorok. Teljesüljön
emellett D(N∗) ⊃ HS (ahol HS az S energiatere), és az S-normával vett
inf-sup-feltétel:

inf
p∈D(N)\{0}

sup
u∈HS\{0}

〈Np, u〉
‖p‖‖u‖S

= γ > 0. (19.15)

A feladat gyenge alakja{
〈u, v〉S + 〈p,N∗v〉 = 〈f, v〉 (∀v ∈ HS),

〈N∗u, q〉 = 〈g, q〉 (∀q ∈ K).
(19.16)

A 8.41. tétel szerint egyértelműen létezik az (u∗, p∗) ∈ HS ×K gyenge meg-
oldás. A tétel bizonýıtásához át́ırtuk a fenti inf-sup-feltételt:

inf
p∈K\{0}

sup
u∈HS\{0}

〈p,N∗u〉
‖p‖‖u‖S

= γ > 0.

A (19.14) feladatot Ritz–Galjorkin-módszerrel diszkretizáljuk a 15.3.2. sza-
kasz alapján. Az altereket (a 15.5. szakaszbeli jelöléshez hasonlóan) h > 0
paraméterrel indexeljük, legyenek tehát Vh ⊂ HS és Ph ⊂ K véges dimenziós
alterek. Az (uh, ph) ∈ Vh × Ph közeĺıtő megoldást az{

〈uh, v〉S + 〈ph, N∗v〉 = 〈f, v〉 (∀v ∈ Vh),

〈N∗uh, q〉 = 〈g, q〉 (∀q ∈ Ph).
(19.17)

feladat megoldásaként keressük.
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Láttuk, hogy a fenti diszkrét feladat nem örökli automatikusan az inf-sup-
feltételt, hanem ezt külön elő kell ı́rnunk; sőt, ezt a Ritz–Galjorkin-módszer
konvergenciájához egyenletesen, azaz h-tól független konstanssal kell ten-
nünk. A 15.10. defińıció alapján tehát feltesszük, hogy a Vh és Ph alterek
teljeśıtik az ún. LBB-feltételt, azaz van olyan γ0 > 0 h-tól független állandó,
hogy

inf
p∈Ph\{0}

sup
u∈Vh\{0}

〈p,N∗u〉
‖p‖‖u‖S

≥ γ0. (19.18)

Ekkor a (19.17) diszkrét feladatnak egyértelműen létezik (uh, ph) ∈ Vh × Ph
megoldása, emellett ha {Vh}h>0 és {Ph}h>0 alterek olyan családja, melyre

bármely u ∈ HS esetén dist(u, Vh) := min{‖u− vh‖ : vh ∈ Vh} → 0,

bármely p ∈ K esetén dist(p, Ph) := min{‖p− qh‖ : qh ∈ Ph} → 0
(19.19)

(ha h→ 0), akkor a 15.12. következmény szerint ‖uh−u∗‖S +‖ph−p∗‖ → 0,
ha h→ 0.

Írjuk fel most a 16.4. szakaszban definiált Uzawa-algoritmust a (19.17) diszk-
rét feladat megoldására! Ez nem más, mint (16.36) vet́ıtése a Vh×Ph altérbe.
Legyenek u0 ∈ Vh, p0 ∈ Ph tetszőlegesek és α > 0 adott szám, ha pedig meg-
van un ∈ Vh és pn ∈ Ph, akkor 〈un+1, v〉S + 〈pn, N∗v〉 = 〈f, v〉 (∀v ∈ Vh),

〈pn+1, q〉 = 〈pn, q〉+ α
(
〈N∗un+1, q〉 − 〈g, q〉

)
(∀q ∈ Ph).

(19.20)

A 16.17. következményben láttuk ennek konvergenciabecslését. Esetünkben
γ helyére a (19.18)-beli γ0 állandó, ‖B‖ helyére pedig a B|Vh×Ph bilineáris
forma normája lép, ahol B : K ×HS → R és B(p, v) := 〈p,N∗v〉. Itt

‖B|Vh×Ph‖ = sup
p∈Ph\{0}
v∈Vh\{0}

|〈p,N∗v〉|
‖p‖‖v‖S

≤ sup
p∈K\{0}
v∈HS\{0}

|〈p,N∗v〉|
‖p‖‖v‖S

= ‖B‖ =: β,

ahol β > 0 független h-tól.

19.6. Következmény. A (19.14) feladat feltételei és a (19.18) LBB-feltétel
mellett van olyan α0 > 0, hogy 0 < α < α0 esetén a (19.20) iteráció lineári-
san konvergál, vagyis alkalmas c1, c2 > 0 és q < 1 mellett

‖un − u∗‖S ≤ c1q
n, ‖pn − p∗‖ ≤ c2qn (n ∈ N).

Itt α0 = 2
β2 , valamint az optimális paraméter és hozzátartozó konvergencia-

hányados rendre αopt = 2
β2+γ2

0
és q =

β2−γ2
0

β2+γ2
0

; mindezen állandók függetlenek

Vh-tól és Ph-tól.
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19.3. Rácsfüggetlenség nemlineáris egyenletek
esetén

Legyen H valós Hilbert-tér, A : H → H adott operátor a 18.4-hez hasonló
feltételekkel, ahol a (iv) pontot a 6.11. tétel alapján ı́rjuk fel:

19.3. feltételek.

(i) A Gâteaux-deriválható, A′ bihemifolytonos;

(ii) bármely u ∈ H esetén A′(u) ∈ B(H) önadjungált;

(iii) létezik M ≥ m > 0, hogy

m ‖h‖2 ≤ 〈A′(u)h, h〉 ≤M ‖h‖2 (∀u, h ∈ H);

(iv) létezik olyan L > 0 állandó, melyre

‖A′(u)−A′(v)‖ ≡ sup
‖z‖=1

|〈(A′(u)−A′(v))z, z〉| ≤ L‖u− v‖ (∀u, v ∈ H).

(19.21)

Tekintsük az
A(u) = b

egyenletet, melynek a 13.2. tétel szerint egyértelműen létezik u∗ ∈ H megol-
dása.

A 19.1. szakaszhoz hasonlóan ezt a feladatot a következő két lépésben oldjuk
meg: diszkretizáció (azaz véges dimenziós feladattal közeĺıtjük, amely nemli-
neáris algebrai egyenletrendszerre vezet), majd iteráció (amellyel megoldjuk
a fent kapott nemlineáris egyenletrendszert). A diszkretizációra most is a
Ritz–Galjorkin-módszert használjuk, és az iteráció rácsfüggetlen konvergen-
ciáját mutatjuk meg. Utóbbi a gradiens-módszer esetén nagyban hasonĺıt az
előző szakasz lineáris egyenletére vonatkozó eredményéhez, ezért ezzel most
nem foglalkozunk, hanem a Newton-módszer kvadratikus konvergenciájának
rácsfüggetlenségét igazoljuk a fenti feltételek mellett.

Az előző szakaszhoz hasonlóan legyen

Vh = span{ϕ1, . . . , ϕN} ⊂ H

adott altér, ahol a ϕi vektorok lineárisan függetlenek. A 15.4. szakaszt követve

az uh ∈ Vh közeĺıtő megoldást uh =
N∑
i=1

ciϕi alakban keressük úgy, hogy

teljesüljön az
〈A(uh), v〉 = 〈b, v〉 (∀v ∈ Vh) (19.22)
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vetületi egyenlet. Mint láttuk, az uh vektor c = (c1, . . . , cN ) együtthatóit egy
nemlineáris egyenletrendszerből kapjuk, az ebben szereplő függvényt jelöljük
most Ah-val, feltüntetve a h paramétertől való függést. Ekkor a szóban forgó
egyenletrendszer

Ah(c) = bh, (19.23)

ahol

Ah : Rn → Rn, Ah(c) :=
{〈
A
( n∑
i=1

ciϕi
)
, ϕk

〉}N
k=1

és bh :=
{
〈b, ϕk〉

}N
k=1
∈ Rn.

Láttuk, hogy ha teljesül a (15.17). feltétel, akkor ‖uh − u∗‖ → 0.

Célunk most a 18.3. tételbeli Newton-módszer alkalmazása a (19.22) véges
dimenziós feladatra. Ehhez abból indulunk ki, hogy az eredeti egyenletben
szereplő F (u) := A(u)− b operátorra a 19.3. feltételek révén és a 18.5. meg-
jegyzés alapján teljesülnek a 18.3. tétel feltételei. Megmutatjuk, hogy a 19.3.
feltételek öröklődnek a vetületi egyenletre is. Legyen

Ah : Vh → Vh, Ah := Ph ◦A|Vh ,

ahol Ph : H → Vh a Vh altérre vet́ıtő ortogonális projekció. Mivel bármely
u ∈ Vh esetén A(u)−Ah(u) = A(u)− PhA(u) ⊥ Vh, ı́gy

〈Ah(u), v〉 = 〈A(u), v〉 (∀u, v ∈ Vh). (19.24)

Könnyen látható, hogy a 19.3.(i) feltétel teljesül Ah-ra, hiszen Ph folytonos
és lineáris, ı́gy A′h(u) = PhA

′(u)|Vh . Ebből

〈A′h(u)z, v〉 = 〈A′(u)z, v〉 (∀u, z, v ∈ Vh),

ebből világos Ah-ra a (ii) tulajdonság, és (iii) is ugyanazon m-mel és M -mel,
mint A-ra. Hasonlóan,

‖A′h(u)−A′h(v)‖ = sup
z∈Vh
‖z‖=1

|〈(A′h(u)−A′h(v))z, z〉| = sup
z∈Vh
‖z‖=1

|〈(A′(u)−A′(v))z, z〉|

≤ sup
z∈H
‖z‖=1

|〈(A′(u)−A′(v))z, z〉| = ‖A′(u)−A′(v)‖ ≤ L‖u−v‖ (∀u, v ∈ Vh).

Legyen u0 ∈ H adott, uh0 ennek vetülete Vh-ra. Írjuk fel ezzel a kezdővektorral
az (19.22) feladatra vonatkozó Newton-iterációt:{

un+1 := un + pn , ahol

A′h(un)pn = −(Ah(un)− bh).
(19.25)
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19.7. Tétel. Ha teljesülnek a 19.3. feltételek, akkor

(1) ‖Ah(un+1)− bh‖ ≤
L

2m2
‖Ah(un)− bh‖2 (n ∈ N).

(2) Ha u0 olyan, hogy

q :=
L

2m2

(
‖A(0)− b‖+M ‖u0‖

)
< 1, (19.26)

akkor

m‖un − u∗‖ ≤ ‖Ah(un)− bh‖ ≤
2m2

L
q2n → 0. (19.27)

Mindkét becslés állandói Vh-tól függetlenek.

Bizonýıtás. A fenti megfontolásban láttuk, hogy a 19.3. feltételek öröklőd-
nek a (19.22) feladatra is, ı́gy a 18.5. megjegyzés alapján teljesülnek a 18.3.

tétel feltételei. Így érvényes a 18.3. tétel az Fh(u) := Ah(u)− bh operátorból
származtatott (19.25) sorozatra, h-tól függetlenül ugyanazon m és L állan-
dókkal.
A 18.3. tétel (1) pontja erre az esetre egybeesik a fentivel, ı́gy utóbbit belát-
tuk. A 18.3. tétel (2) pontja most azt mondja ki, hogy ha uh0 olyan, hogy

qh :=
L

2m2

∥∥Ah(uh0 )− bh
∥∥ < 1, (19.28)

akkor

m‖un − u∗‖ ≤ ‖Ah(un)− bh‖ ≤
2m2

L
q2n → 0.

Itt ∥∥Ah(uh0 )− bh
∥∥ ≤ ‖Ah(0)− bh‖+

∥∥Ah(uh0 )−Ah(0)
∥∥ .

Egyrészt

‖Ah(0)− bh‖ = sup
v∈Vh
‖v‖=1

|〈Ah(0)− bh, v〉| = sup
v∈Vh
‖v‖=1

|〈A(0)− b, v〉| ≤

≤ sup
v∈H
‖v‖=1

|〈A(0)− b, v〉| = ‖A(0)− b‖ ,

másfelől, hasonló megfontolásból és az ‖A′(z)‖ ≤ M becslésből (ami a (iii)
feltétel következménye)∥∥Ah(uh0 )−Ah(0)

∥∥ ≤ ∥∥A(uh0 )−A(0)
∥∥ ≤M ∥∥uh0∥∥ ≤M ‖u0‖ .

Ezekből ∥∥Ah(uh0 )− bh
∥∥ ≤ ‖A(0)− b‖+M ‖u0‖ ,



286 19. Iterációk és Ritz–Galjorkin-diszkretizációk

azaz qh ≤ q. Ezt a (19.28) feltétellel összevetve azt kapjuk, hogy ha q < 1,
azaz teljesül (19.26), akkor qh is kisebb 1-nél, ezért igaz (19.27) is. Tehát (2)-t
is beláttuk. �

19.8. Megjegyzés. A feltételek alapján az is igaz, hogy ha a (19.25)-beli
lineáris egyenletekre a 18.4. szakasz szerint a KGM-t alkalmazzuk belső ite-
rációként, akkor annak konvergenciája is M -től és m-től függ, ı́gy Vh-tól füg-
getlen.

19.4. Alkalmazások elliptikus peremértékfelada-
tokra

19.4.1. Lineáris peremértékfeladatok

Legyen L lineáris elliptikus operátor, és tekintsük az{
Lu = f,
u|∂Ω = 0

(19.29)

peremértékfeladatot. A gyakorlatban a megoldás szokásos menete két lépésből
áll, amit absztrakt esetben a 19.1. szakasz elején ı́rtuk fel:

i) diszkretizáció (azaz véges dimenziós feladattal közeĺıtjük, amely lineáris
algebrai egyenletrendszerre vezet);

ii) iteráció (amellyel megoldjuk a fent kapott lineáris egyenletrendszert).

Mindkét lépésben többféle módszer választható, itt az előző, Hilbert-térben
tárgyalt algoritmusok alapján a következőket használjuk: a diszkretizációra
végeselem-módszert ı́runk fel, az iterációra pedig prekondicionált konjugált
gradiens-módszert választunk, melyben a 16.3. szakasz prekondicionáló ope-
rátorainak diszkrét megfelelőit alkalmazzuk.

Az ı́gy konstruált prekondicionálásnak köszönhetően érvényesek lesznek a
19.1. szakasz rácsfüggetlenségi eredményei: a prekondicionált mátrixok kon-
d́ıciószáma és ı́gy a konvergencia hányadosa is korlátos marad a végeselemes
rácsháló finomı́tása (azaz h → 0) során. Ez azért jelentős tulajdonság, mert
a prekondicionálás előtti mátrixok kond́ıciószáma végtelenhez tart, azaz ha
prekondicionálás nélkül alkalmaznánk a KGM-et, akkor a rács finomı́tásával
a konvergencia lelassulna, ı́gy viszont a konvergencia sebessége nem függ a h
rácsfinomságtól.
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1. példa: feladat szimmetrikus operátorral.

Tekintsük a következő feladatot:{
Lu ≡ −div (p∇u) = f,
u|∂Ω = 0,

(19.30)

ahol Ω ⊂ Rn korlátos tartomány szakaszonként sima peremmel, p ∈ L∞(Ω),
p(x) ≥ m > 0 (m. m. x ∈ Ω), f ∈ L2(Ω). A 10.15. tétel szerint ennek
egyértelműen létezik u∗ ∈ H1

0 (Ω) gyenge megoldása.

Először a 15.5. szakasz alapján végeselem-módszerrel közeĺıtjük (19.30) meg-
oldását. Legyen tehát Vh ⊂ H1

0 (Ω) véges dimenziós altér ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN bá-
zissal. Az uh ∈ Vh közeĺıtő megoldást a Vh bázisvektorainak lineáris kombi-
nációjaként keressük. Az uh együtthatóit az

Lhc = fh

lineáris egyenletrendszer c ∈ RN megoldásának koordinátái adják, ahol most
Lh-val jelöljük a merevségi mátrixot (azaz a végeselem-módszer Gram-mátri-
xát). Itt (15.26) alapján

(Lh)ij =

∫
Ω

p ∇ϕi · ∇ϕj , (fh)i =

∫
Ω

fϕi (i, j = 1, . . . , N).

Most szeretnénk konjugált gradiens-módszerrel megoldani a fenti rendszert.
Először nézzük meg, milyen konvergenciát kapnánk, ha közvetlenül, azaz
prekondicionálás nélkül alkalmaznánk a KGM-et. Ekkor Lh határai mh :=
λmin(Lh) és Mh := λmax(Lh), azaz

mh |c|2 ≤ Lhc · c ≤Mh |c|2 (∀c ∈ RN ).

A mátrix kond́ıciószáma κ(Lh) = Mh

mh
, a KGM konvergenciahányadosa q(Lh) =√

κ(Lh)−1√
κ(Lh)+1

, lásd (16.15).

19.9. Álĺıtás. [5] Az L operátorból származtatott Lh mátrixra κ(Lh) =
O(h−2)→∞, ha h→ 0.

Ebből következik, hogy a KGM konvergenciahányadosa 1-hez tart, ha a fel-
osztást finomı́tjuk, ami azt jelenti, hogy adott pontosság eléréséhez egyre
többet kellene iterálni.

Ez a probléma megoldható prekondicionálással: legyen Sh olyan pozit́ıv defi-
nit mátrix, amelyre

m̂h (Shc · c) ≤ (Lhc · c) ≤ M̂h (Shc · c) (∀c ∈ RN ) (19.31)

és teljeśıti az alábbi két követelményt:
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(i) Sh egyszerűbb szerkezetű legyen, mint Lh, vagyis az Sh-val feĺırt rend-
szerek egyszerűbben megoldhatók legyenek, mint Lh-val;

(ii)
M̂h

m̂h
� Mh

mh
.

Tekintsük az eredeti rendszer helyett az alábbi prekondicionált rendszert:

S−1
h Lh c = f̃h (19.32)

(ahol f̃h = S−1
h f), és erre alkalmazzuk a KGM (16.11)-(16.12) algoritmusát a

〈c,d〉Sh := Sh c ·d skalárszorzatra nézve. Az iterációban ekkor lépésenként az
S−1
h Lh mátrix szerepel, ami valójában azt jelenti, hogy Shzn = Lhwn t́ıpusú

segédrendszereket kell megoldani, ez pedig a feltétel szerint egyszerűbb az
eredetinél. A prekondicionált KGM konvergenciahányadosa

q(S−1
h Lh) =

√
κ(S−1

h Lh)− 1√
κ(S−1

h Lh) + 1
=

√
M̂h −

√
m̂h√

M̂h +
√
m̂h

,

(lásd 16.2.3. szakasz), ahol a kond́ıciószám κ(S−1
h Lh) = M̂h

m̂h
. A cél tehát az,

hogy ez a kond́ıciószám lényegesen jobb legyen az eredetinél. Megmutatjuk a
19.1.2. szakasz alapján, hogy alkalmas operátor seǵıtségével κ(S−1

h Lh) korlá-
tos marad, ha h→ 0.

Válasszuk az S := −∆ segédoperátort, és legyen Sh ennek merevségi mátrixa
ugyanazon végeselemes diszkretizáció szerint, azaz

(Sh)ij =

∫
Ω

∇ϕi · ∇ϕj (i, j = 1, . . . , N). (19.33)

Ilyen mátrixú egyenletek megoldására ismeretesek egyszerűbb módszerek,
mint az eredetiére, felhasználva, hogy az S operátor állandó együtthatós:
például Fourier-módszer (FFT) vagy FACR t́ıpusú párhuzamośıtható direkt

módszerek [61, 69]. Így az (i) feltétel teljesül, nézzük (ii)-t.

19.10. Álĺıtás. Legyenek m̂h és M̂h a (19.33)-beli Sh mátrixhoz tartozó
(19.31)-beli éles határok. Ekkor

m ≤ m̂h és M̂h ≤M,

ahol m := min p és M := max p függetlenek Vh-tól.

Bizonýıtás. Legyen H := L2(Ω), D := H2(Ω)∩H1
0 (Ω). Elég megmutatnunk,

hogy

m〈Su, u〉L2 ≤ 〈Lu, u〉L2 ≤M〈Su, u〉L2 (u ∈ D). (19.34)
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Ekkor ugyanis a 19.1. álĺıtás szerint

m |c|2Sh ≤ 〈S
−1
h Lh c, c〉Sh ≤M |c|2Sh (∀c ∈ RN ),

ami ekvivalens azzal, hogy (19.31) teljesül m és M határokkal is, és ez az,
amit igazolni akartunk.

Legyen tehát u ∈ D. Ekkor a Green-formulából∫
Ω

(Lu)u =

∫
Ω

p |∇u|2 ,
∫

Ω

(Su)u =

∫
Ω

|∇u|2 .

Mivel m ≤ p(x) ≤M miatt

m

∫
Ω

|∇u|2 ≤
∫

Ω

p |∇u|2 ≤M
∫

Ω

|∇u|2 ,

épp azt kapjuk, hogy (19.34) teljesül. �

19.11. Következmény. Ekkor κ(S−1
h Lh) =

M̂h

m̂h
≤ M

m
(∀h > 0), és ennek

megfelelően a prekondicionált KGM-re az

‖en‖Lh
‖e0‖Lh

≤ 2

(√
M −

√
m√

M +
√
m

)n
(n = 1, 2, . . . , N)

Vh-tól független becslést kapjuk.

Ez azt jelenti, hogy egy előre megadott pontossághoz szükséges iterációs
lépések száma korlátos marad, ha a rácsot finomı́tjuk. Speciálisan, ha az
Shzn = Lhwn t́ıpusú N ×N -es segédrendszereket O(N) optimális művelet-
igénnyel oldjuk meg, akkor az iterációt is figyelembe vevő teljes műveletigény
is az optimális O(N).

2. példa: feladat nem szimmetrikus operátorral.

Tekintsük a következő feladatot, amely konvekció-diffúziós állapotot ı́r le:{
Lu ≡ −div (p∇u) + b · ∇u = f,
u|∂Ω = 0,

(19.35)

ahol teljesülnek a 10.2.2. feltételek, azaz p ∈ L∞(Ω), p(x) ≥ m > 0 (m. m.
x ∈ Ω), b ∈ C1(Ω)n, div b = 0, valamint f ∈ L2(Ω). A 10.17. tétel sze-
rint ennek egyértelműen létezik u∗ ∈ H1

0 (Ω) gyenge megoldása. A megoldást
az előző példához hasonló módon közeĺıtjük, ı́gy főleg csak a különbségeket
hangsúlyozzuk.
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Legyen először ismét Vh ⊂ H1
0 (Ω) véges dimenziós altér ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN bá-

zissal. Az Lhc = fh egyenletrendszerben most

(Lh)ij =

∫
Ω

(
p ∇ϕj ·∇ϕi+(b ·∇ϕj)ϕi

)
, (fh)i =

∫
Ω

fϕi (i, j = 1, . . . , N).

Mivel most az egyenletrendszer nem szimmetrikus, a 16.3. szakaszban is-
mertetett KGN-módszert (pontosabban, annak prekondicionált változatát)
alkalmazzuk. Legyen az Sh prekondicionáló mátrix ismét az S := −∆ segéd-
operátor merevségi mátrixa, azaz (19.33). Megmutatjuk, hogy a konvergen-
ciahányados most is korlátos marad, ha h→ 0.

19.12. Álĺıtás. A fenti feltételek mellett a KGN algoritmust az S−1
h Lh c = f̃h

rendszerre alkalmazva

‖rk‖Sh
‖r0‖Sh

≤ 2

(
M −m
M +m

)n
(n = 1, 2, ..., N), (19.36)

ahol m := min p és M := ‖p‖L∞ + λ
−1/2
1 ‖b‖L∞ (ahol λ1 a −∆ operátor első

sajátértéke), azaz m és M függetlenek Vh-tól.

Bizonýıtás. A 19.4. következmény szerint elég megmutatnunk, hogy fennáll
(19.8) a HS = H1

0 (Ω) térben a fenti m és M konstansokkal. Ez pedig a
10.17. tétel bizonýıtásából következik, mivel az ottani B(u, v) bilineáris forma
azonos a fenti L operátorhoz tartozó 〈LSu, v〉S bilineáris formával. �

Megjegyezzük, hogy ha λ1-re a (8.11) becslést használjuk, akkor a konver-
genciahányados felső becslése is egyszerűen kiszámı́tható.

19.4.2. Stokes-feladat

Tekintsük a (10.17) Stokes-feladatot:
−∆u +∇p = f

div u = 0

u|∂Ω = 0 ,

(19.37)

ahol Ω ⊂ Rd (d = 2 vagy 3) korlátos tartomány, f ∈ L2(Ω)
d

adott vektor.
A 10.21. tétel szerint ennek egyértelműen létezik (u∗, p∗) ∈ H1

0 (Ω)d × L̇2(Ω)
gyenge megoldása.

A Stokes-feladatot megfelelő végeselemes diszkretizációval, majd az Uzawa-
algoritmus alkalmazásával oldjuk meg, a 19.2. szakasz alapján pedig igazoljuk,
hogy rácsfüggetlen konvergenciabecslést kapunk.
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Először megmutatjuk, hogy a (19.37) feladat speciális esete (19.14)-nek. Le-

gyenek H := L2(Ω)
d

és K := L̇2(Ω) valós Hilbert-terek,

S := (−∆, · · · ,−∆) : L2(Ω)
d ⊃→ L2(Ω)

d
, N := ∇ : L̇2(Ω) ⊃→ L2(Ω)

d
,

ahol D(S) := (H2(Ω)∩H1
0 (Ω))d és D(N) := H1(Ω)∩ L̇2(Ω). Ezek sűrűn de-

finiált operátorok, S szimmetrikus és egyenletesen pozit́ıv, és HS = H1
0 (Ω)d.

Emellett a Gauss-Osztrogradszkij-tételből∫
Ω

∇p · u = −
∫

Ω

p (div u) (p ∈ H1(Ω), u ∈ H1
0 (Ω)d),

ı́gy N∗u = −div u (∀u ∈ H1
0 (Ω)d), és teljesül D(N∗) ⊃ HS = H1

0 (Ω)d.
Végül érvényes a (19.15) inf-sup-feltétel is a 10.20. álĺıtás alapján.

A végeselemes diszkretizációhoz olyan Vh ⊂ H1
0 (Ω)d és Ph ⊂ L̇2(Ω) véges di-

menziós altereket kell választanunk, melyek teljeśıtik a (19.18) LBB-feltételt,
azaz van olyan γ0 > 0 h-tól független állandó, hogy

inf
p∈Ph\{0}

sup
u∈Vh\{0}

−
∫

Ω
p (div u)

‖p‖L2‖u‖H1
0

≥ γ0. (19.38)

Mint láttuk, ez nem feltétlenül öröklődik az eredeti inf-sup-feltételből: csak
speciális, megfelelően egymáshoz választott (Vh, Ph) párok esetén teljesül.
Ilyen, ún. stabil térpárok konstrukciója található pl. [69, III. 17.5.4]-ben.

Írjuk fel most a (19.20) Uzawa-algoritmust a diszkretizált Stokes-feladatra.
Legyenek u0 ∈ Vh, p0 ∈ Ph tetszőlegesek és α > 0 adott szám. Ha megvan
un ∈ Vh és pn ∈ Ph, akkor un+1 és pn+1 rendre az alábbi diszkrét feladatok
megoldása:∫

Ω

∇un+1 · ∇v −
∫

Ω

pn (div v) =

∫
Ω

f · v (∀v ∈ Vh),∫
Ω

pn+1 q =

∫
Ω

pn q − α
∫

Ω

(div un+1) q (∀q ∈ Ph).

(19.39)

Ez nem más, mint a

−∆un+1 +∇pn = f , un+1 |∂Ω = 0

és pn+1 = pn − α div un+1

feladatok Vh- ill. Ph-beli végeselemes megoldása.

19.13. Tétel. Ha teljesül a (19.38) LBB-feltétel, akkor 0 < α < 2 esetén
a (19.39) iteráció lineárisan konvergál, vagyis alkalmas c1, c2 > 0 és q < 1
mellett

‖un − u∗‖H1
0
≤ c1qn, ‖pn − p∗‖L2 ≤ c2qn (n ∈ N).
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Itt az optimális paraméter és hozzátartozó konvergenciahányados rendre αopt =
2

1+γ2
0

és q =
1−γ2

0

1+γ2
0

, ezek függetlenek Vh-tól és Ph-tól.

Bizonýıtás. A fenti eredményeket a 19.6. következmény mondja ki, ha meg-
mutatjuk, hogy β = 1. Itt

β := sup
p∈L̇2(Ω)\{0}
v∈H1

0(Ω)d\{0}

|〈p,N∗v〉|
‖p‖L2‖v‖H1

0

= sup
p∈L̇2(Ω)\{0}
v∈H1

0(Ω)d\{0}

−
∫

Ω
p (div u)

‖p‖L2‖u‖H1
0

,

valamint |
∫

Ω
p (div u)| ≤ ‖p‖L2‖ div u‖L2 . A 10.21. tétel bizonýıtásában

láttuk, hogy ‖ div u‖L2 elemien becsülhető
√
d‖u‖H1

0
-val, de itt a

√
d szor-

zó alkalmas számolással 1-re jav́ıtható, lásd pl. [51]. Így |
∫

Ω
p (div u)| ≤

‖p‖L2‖u‖H1
0
, amit a fenti sup-ba béırva megkapjuk, hogy β = 1. �

19.4.3. Nemlineáris peremértékfeladatok

Legyen Ω ⊂ R2 korlátos śıkbeli tartomány, és tekintsük a{
− div (a∇u) + s(x, u) = g,
u|∂Ω = 0

(19.40)

feladatot az alábbi feltételekkel:

(i) a ∈ L∞(Ω), a(x) ≥ m > 0 (m. m. x ∈ Ω);

(ii) s ∈ C1(Ω×R), valamint ∂ξs(x, ξ) := ∂s(x,ξ)
∂ξ monoton növő és korlátos,

éspedig létezik olyan α ≥ 0 állandó, hogy

0 ≤ ∂ξs(x, ξ) ≤ α (∀x ∈ Ω, ξ ∈ R); (19.41)

(iii) ∂ξs Lipschitz-folytonos ξ-ben, éspedig létezik olyan Ls ≥ 0 állandó,
hogy

|∂ξs(x, ξ1)−∂ξs(x, ξ2)| ≤ Ls|ξ1− ξ2| (∀x ∈ Ω, ξ1, ξ2 ∈ R); (19.42)

(iv) g ∈ L2(Ω).

Ez a feladat speciális esete (13.14)-nek, ı́gy a 13.13. tétel szerint egyértelműen
létezik u∗ ∈ H1

0 (Ω) gyenge megoldása, azaz, bevezetve az

〈A(u), v〉H1
0

=

∫
Ω

(a∇u · ∇v + s(x, u)v) (∀u, v ∈ H1
0 (Ω))
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operátort,

〈A(u∗), v〉H1
0

=

∫
Ω

gv (∀v ∈ H1
0 (Ω)).

A 19.3. szakaszt követve először végeselemes diszkretizációt alkalmazunk,
majd a kapott nemlineáris algebrai egyenletrendszerre a Newton-módszert
használjuk. Igazolni fogjuk a Newton-módszer kvadratikus konvergenciájá-
nak rácsfüggetlenségét.

Legyen Vh ⊂ H1
0 (Ω) véges dimenziós altér ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN bázissal. Az uh ∈ Vh

közeĺıtő megoldást úgy keressük, hogy teljesüljön az

〈A(uh), v〉H1
0

= 〈b, v〉H1
0

:=

∫
Ω

gv (∀v ∈ Vh)

vetületi egyenlet, azaz∫
Ω

(a∇uh · ∇v + s(x, uh)v) =

∫
Ω

gv (∀v ∈ Vh).

Legyen u0 ∈ H1
0 (Ω) adott, uh0 ennek vetülete Vh-ra. Írjuk fel (19.25) alapján

ezzel a kezdővektorral a fenti feladatra vonatkozó Newton-iterációt:{
un+1 := un + pn , ahol

〈A′h(un)pn, v〉H1
0

= −〈(Ah(un)− bh), v〉H1
0

(∀v ∈ Vh).
(19.43)

Itt (a 11.2.1 szakasz példájához hasonlóan) A Gâteaux-deriválható és

〈A′(u)v, z〉H1
0

=

∫
Ω

(a∇v · ∇z + ∂ξs(x, u) vz) (∀u, v, z ∈ H1
0 (Ω)),

(19.44)
továbbá a 19.3. szakasz szerint Ah és A′h defińıcióját úgy kapjuk a fentiekből,

ha H1
0 (Ω) helyett Vh-t ı́runk. Így a (19.43)-beli linearizált egyenlet, amit meg

kell oldanunk az n. lépésben,∫
Ω

(a∇pn · ∇v + ∂ξs(x, un) pnv) =

= −
∫

Ω

(a∇un · ∇v + s(x, un)v − gv) (∀v ∈ Vh).

Ez nem más, mint a{
−div (a∇pn) + ∂ξs(x, un) pn = div (a∇un)− s(x, un) + g,
pn |∂Ω = 0

lineáris elliptikus feladat végeselemes megoldása a Vh altérben.
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19.14. Tétel. Teljesüljenek a (19.40) feladatra adott feltételek, és legyen

m := min a, L :=
Ls√

2

(diam(Ω)

π

)2

,

ahol Ls a ∂ξs függvény (19.42)-beli Lipschitz-konstansa és diam(Ω) a tarto-
mány átmérője. Ekkor

(1) ‖Ah(un+1)− bh‖H1
0
≤ L

2m2
‖Ah(un)− bh‖2H1

0
(n ∈ N).

(2) Ha u0 olyan, hogy

q :=
L

2m2

(
‖A(0)− b‖H1

0
+M ‖u0‖H1

0

)
< 1, (19.45)

akkor

m‖un − u∗‖H1
0
≤ ‖Ah(un)− bh‖H1

0
≤ 2m2

L
q2n → 0. (19.46)

Mindkét becslés állandói Vh-tól függetlenek.

Bizonýıtás. A 19.7. tételt szeretnénk használni, ehhez teljesülni kell a 19.3.
feltételeknek. Itt A Gâteaux-deriválható és A′ bihemifolytonos, ami a 11.2.
szakasz példáival teljesen analóg módon jön ki, emellett A′-re (19.44) teljesül,
amiből A′(u) önadjungáltsága is látszik. Itt

〈A′(u)h, h〉H1
0

=

∫
Ω

(
a |∇h|2 + ∂ξs(x, u)h2

)
(∀u, v, z ∈ H1

0 (Ω)),

ı́gy a feltevések miatt

m ‖h‖2H1
0

= m

∫
Ω

|∇h|2 ≤
∫

Ω

a |∇h|2 ≤ 〈A′(u)h, h〉H1
0
≤

≤
∫

Ω

(
‖a‖∞ |∇h|2 + αh2

)
=

= ‖a‖∞ ‖h‖2H1
0

+ α ‖h‖2L2 ≤
(
‖a‖∞ +

α

λ1

)
‖h‖2H1

0
=: M ‖h‖2H1

0
,

ahol a (8.10) Poincaré–Friedrichs-egyenlőtlenséget használtuk. Végül igazol-
juk, hogy A′ Lipschitz-folytonos. Itt

|〈(A′(u)−A′(v))z, z〉| =
∣∣∣∣∫

Ω

(∂ξs(x, u)− ∂ξs(x, v)) z2

∣∣∣∣ (19.47)

≤ Ls
∫

Ω

|u− v| z2 ≤ Ls‖u− v‖L2(Ω)‖z‖2L4(Ω) ,
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ahol az általános Hölder-egyenlőtlenséget használtuk az 1
2 + 1

4 + 1
4 = 1 felbon-

tásra. A z függvény valóban L4(Ω)-beli, felhasználva a (13.18) Szoboljev-féle
beágyazási tételt a p = 4 esetre:

H1
0 (Ω) ⊂ L4(Ω), ‖v‖L4 ≤ K4‖v‖H1

0
(v ∈ H1

0 (Ω)). (19.48)

Ezt és ismét a (8.10) Poincaré–Friedrichs-egyenlőtlenséget használva

|〈(A′(u)−A′(v))z, z〉| ≤ LsK
2
4√

λ1
‖u− v‖H1

0
‖z‖2

H1
0
,

ı́gy

‖A′(u)−A′(v)‖ = sup
‖z‖

H1
0

=1

|〈(A′(u)−A′(v)) z, z〉| ≤ LsK
2
4√

λ1
‖u− v‖H1

0
,

tehát A′ Lipschitz-folytonos L :=
LsK

2
4√

λ1
konstanssal. A K4 beágyazási kons-

tansra
K2

4 ≤
√

2
λ1

(lásd pl. [23, Chap. 11]), ı́gy, felhasználva a (8.11) becslést is,

L ≤ Ls
√

2
λ1
≤ Ls√

2

(
diam(Ω)

π

)2

.

Így tehát ez a kiszámı́tható Lipschitz-konstans vehető az iterációban, és ekkor
a 19.7. tétel szerint fennállnak a (19.45)–(19.46) becslések. �

19.15. Megjegyzés. (i) Az itt használt eredeti Newton-iteráció csak loká-
lisan konvergál. Ennek kiküszöbölésére használható a 18.11. tételbeli csilla-
ṕıtott Newton-módszer, amely az első lépésekben lineárisan, majd lokálisan
kvadratikusan konvergál. Az utóbbi lokális szakasz kvadratikus becslésére a
fenti eredmény értelemszerű adaptációja érvényes.

Ha a 18.12. tételbeli csillaṕıtott inegzakt Newton-módszert használjuk, és a
18.4. szakasz alapján a segédegyenletek közeĺıtő megoldására belső konju-
gált gradiens-iterációt alkalmazunk, akkor az ottani eredmény szerint a belső
iteráció konvergenciája is rácsfüggetlenül becsülhető.

(ii) A 19.14. tétel általánośıtható arra az esetre, ha a (19.40) feladat feltéte-
leiben a (19.41) korlátosság helyett ∂ξs hatványrendű növekedését is megen-
gedjük, és a (19.42) feltételben csak lokális Lipschitz-folytonosságot ı́runk elő
szintén hatványrendben növekedő Lipschitz-konstanssal. Ekkor A′ is csak lo-
kálisan Lipschitz-folytonos lesz, ekkor a 18.6 (ill. csillaṕıtott/inegzakt Newton-
módszer esetén a 18.13) megjegyzés alapján módośıtott konvergenciatételt
használjuk, lásd [23, sec. 5.2].
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[25] Gajewski, H., Gröger, K., Zacharias, K., Nichtlineare Operator-
gleichungen und Operatordifferentialgleichungen, Akademie-Verlag, Ber-
lin, 1974

[26] Galántai A., The theory of Newton’s method, J. Comput. Appl. Math.
124 (2000), no. 1-2, 25–44.
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[28] Hofmann, B., Regularization for Applied Inverse and Ill-Posed Prob-
lems: a Numerical Approach, Teubner-Texte zur Mathematik, 85, Leip-
zig, 1986.
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[34] Karátson J., Numerical preconditioning methods for elliptic PDEs,
in J.W. Neuberger: Sobolev Gradients and Differential Equations, 2nd
Edition, Lecture Notes Math. 1670, pp. 245-258; Springer, 2010.
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