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El6sz6

Ez a kézikonyv matematikai bevezetésként kivan szolgalni a variaciészamitas
és az optimalis irdnyitasok elméletének tanulmanyozasihoz, és elsGsorban a
kozgazdasagi mesterképzésben, illetve a doktori képzésben részt vevs hall-
gatok szamara késziilt. Ennek megfelelGen targyalja a legegyszertibb linearis
irAnyitasi rendszerek tulajdonsagait, az alapvet§ variacids feladatokat és a
nemlinearis rendszerekre vonatkoz6 Pontrjagin-féle maximumelvet.

A kozgazdasigtan nemzetkozi szakirodalmaban szidmos olyan monografia
létezik, amely ezzel a teriilettel foglalkozik: a teljesség igénye nélkiil utalunk
Aoki, illetve Sydsaeter, Hammond, Seierstad, vagy Kamien, Schwartz, tovab-
ba Sethi, Thompson munkaira (lasd az irodalomjegyzéket). Ezek a konyvek
azonban a tételek megfogalmazésara, azok interpretécidjara és példakon ke-
resztiili illusztracidira szoritkoznak. Nem adnak viszont képet az eredmények
matematikai hatterérsl. Szamtalanszor szembesiiltiink azzal, hogy hallgato-
ink igénylik ennek targyalésat is.

Igyekeztiink egy olyan kényvet az olvasé kezébe adni, amely ravilagit arra,
hogy ezek a sokszor nagyon bonyolult dinamikus optimalizalasi feladatok va-
l6jaban roppant szemléletes és rendkiviil egyszerti geometriai elveken nyug-
szanak. Ilyenek példaul a linearis rendszerek esetében a legkdzelebbi pont
elve és az ortogonalitési tétel Hilbert-terekben, illetve nemlinearis rendsze-
rek esetében az érintésik fogalma és az ortogonalitési tétel normalt terekben.
Alapvetd koncepcionk volt, hogy a dinamikus optimalizalas eredményeit ezen
szemléletes geometriai elvek koré csoportositsuk.

Ugy latjuk, hogy egy ilyen anyag hianypotlo lehet a kozgazdasagtani szak-
irodalomban. Ezzel egyiitt batoritjuk az olvasét az emlitett szakkonyvek na-
gyon igényes példaanyagéanak tanulméanyozasara is. A sziikséges analizisisme-
retek megtalalhatok Kdnnai és Magyarkuti jegyzeteiben. Dinamikus optima-
lizalasi feladatok egy szélesebb korének targyalasat olvashatjuk Kdsa kony-
veiben.

A kényv anyaga az évek soran a Budapesti Corvinus Egyetem gazdasag-
matematika szakan és a kozgazdasagtani doktori iskola keretében tartott els-
adasaink rendszerezését tartalmazza. Nagyon bizunk azonban abban, hogy
haszonnal forgathatjik a természettudomanyi és miszaki képzésekben részt
vev§ hallgatok is.

Ezuton is szeretnénk koszonetet mondani hallgatéinknak, akik orai vagy
oran kiviili megjegyzéseikkel segitettek érthetébbé tenni az anyagot. Halasak
vagyunk Varga Zoltannak, akit6l nagyon sok segitséget kaptunk munkink
soran.

Budapest, 2013. janius

Kannai Zoltan, Szabo Imre, Tallos Péter






I. rész

(Globalis optimalizalas:
linearis rendszerek






1. fejezet

Hilbert-terek geometriaja

Ebben a fejezetben megismerkediink a Hilbert-terek geometriajanak alapja-
ival, a gyenge konvergenciaval és egy igen altalanos globélis optimalizalasi
elvvel. Ez az elv modszert is szolgaltat néhany érdekes optimalizalési feladat
megoldésara.

Az alabbiakban Hilbert-téren mindig a valos test folotti teret értiink[ﬂ

1.1. Variacios egyenlétlenségek

A most kovetkezs absztrakt tétel a globalis optimalizalasi problémék talan
legfontosabb alaptételének tekinthets.

1.1. Tétel. Egy Hilbert-tér nem fdires konvex, zdrt részhalmazdban egyetlen
minimdlis normdju elem van.

Bizonyitds. Legyen K konvex, zart halmaz és
a=inf{||z|| : z € K}.
Valasszunk egy olyan K-beli x,, sorozatot, amelyre a = lim ||z, ||. A parallelog-

ramma-azonossig miatt

2
<

’ 11
(ol + ) = | g + 5

N = N =

*(xn - mm)

1
2

IN

(lzall® + lzm)?) — a® =0,

L A Hilbert-terek elméletének alapjait illetSen lasd Kdnnai: Analitikus mddszerek a
pénziigyben és a kozgazdasdgtanban, www.tankonyvtar.hu, 2013.
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tehéat x, Cauchy-sorozat. Mivel a tér teljes és K zart, azért x, konvergens,
és x, — z € K. Mivel

0 < [lzall = 12| < llzn = 2l =0,

vilagos, hogy ||z|| = a. Méasrészt, ha y € K is minimalis normaja elem lenne,
akkor ismét a parallelogramma-azonossag szerint

2

52+ Y

<0
2 2 ’

2
_ Hl 1

azaz z = y. O

1.2. Tétel. Legyen K a H Hilbert-tér konvex zdrt részhalmaza, és x € H.
Akkor a K halmazban az x ponthoz egyetlen legkdzelebbi pont van.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 tételt a K — x halmazra. O

A fenti allitdsokban csak az optimalis elem létezését és egyértelmiiségét
igazoltuk. A kovetkezdkben egy karakterizaciot is megadunk. Az ilyen tipustu
allitasokat variacios egyenlStlenségeknek nevezziik.

1.3. Tétel (Tompaszog-tétel). Legyen K a H Hilbert-tér eqy nem tres kon-
vex, zdrt részhalmaza, és x € H. A z € K vektor akkor és csak akkor az x
vektorhoz legkozelebbi elem, ha

(xt—2z,2z—y) >0 (1.1)
minden y € K esetén.

Bizonyitds. Legyen z az egyetlen legkozelebbi elem. Barmely y € K és 0 <
<t <1 mellett (1 —t)z+ty € K. Tekintsiik a

g(t) = llz = (1 =)z =ty

masodfoki fiiggvényt. Konnyen ellenérizhets, hogy

g'(t)=2(x - (1 -t)z —ty,z —y),

illetve
g'(t) =2(z —y,z — y) = 2||z — y|~.

Ha z legkozelebbi elem, akkor ¢'(0) > 0, ami éppen az (1.1)) egyenlStlenség.
Forditva, ha fennall az (1.1]) egyenl6tlenség valamely z € K vektorra, akkor

egyrészt g'(0) > 0, masrészt ¢ (t) > 0 minden ¢-re. Ez azt jelenti, hogy ¢(0) <

< ¢(1), azaz z valoban az x vektorhoz legkozelebbi elem. O
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A variacios egyenlStlenség geometriai interpretacioja igen szemléletes. Ezt
agy fogalmazhatjuk meg, hogy a z legkozelebbi pontban az x — z vektor
barmely a K felé mutaté y — z vektorral tompaszoget zar be.

1.4. Definicié. Legyen K a H Hilbert-tér nem iires konvex, zéart részhal-
maza. Tetsz6leges © € H mellett jelentse Py (x) az = vektorhoz legkézelebbi
elemet K-ban. Ezt az x projekciojinak nevezziik a K halmazra.

Zart alterekhez (ilyenek példaul a véges dimenzids alterek) legkozelebbi
pont merdleges vetitéssel nyerhetd, ezt fogalmazzuk meg az alabbi allitasban.

1.5. Tétel. Tekintsik a H Hilbert-tér egy L zdrt alterét. Ekkor eqgy x € H
vektor projekcidja a kovetkezdképpen karakterizdlhato :

(x — Pr(z),y) =0
minden y € L vektorra. Tovdbbd Py, linedris leképezés.

Bizonyitds. Valoban, barmely y € L és valos t mellett Pp(z) —ty € L, ennél-
fogva a
9(t) = |lz — Pr(z) + ty|?

fiiggvénynek a ¢t = 0 helyen minimuma van. Ezért ¢’(0) = 0, amibdl adodik
a karakterizécio.

Forditva, ha valamely z € L vektorra z —z meréleges az L minden elemére,
akkor tetszéleges y € L vektorra

lz = yl* = llz = 2II* + ly — 2%,

azaz z valéban az x-hez legkozelebbi L-beli elem.
Masrészt nyilvanvalo, hogy Pr(ax) = aPr(z), igy Pr, homogén. Az addi-
tivitas abbdl adodik, hogy

(1 +22) = Pr(z1 4+ 22),y) =0

minden y € L esetén, ha ez az x1 és xo vektorokra egyarant fennall. Tehat
Pr(x1 + 22) = Pr(x1) + Pr(z2), azaz Py, valoban linearis leképezés. O

1.6. Tétel. Ha L a H Hilbert-tér zdrt altere, akkor
H=Le&L"
Bizonyitds. Valoban, barmely x € H felirhato
v = Pr(e) + (v — PL(@))

alakban, ahol Pr(z) € L és x — Pr(z) € L*. Ez a felbontés egyértelmt is az
el6z6 tétellink alapjan. O
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1.2. Riesz-reprezentacio

Ha a € H adott vektor a H Hilbert-térben, akkor a H-n értelmezett

f(z) = (2,a)

linearis fiiggvény folytonos is, hiszen | f(z) — f(y)] < |la]| - ||z — y|| a Cauchy—
Schwarz-egyenl6tlenség szerint. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy ez a pél-
da tipikus, azaz egy Hilbert-tér minden folytonos linearis funkcionalja meg-
adhato ilyen alakban.

1.7. Allitas. Az f linedris fiigguény a H Hilbert-téren akkor és csak akkor
folytonos, ha van olyan « pozitiv szam, amelyre

lf@)] <oz
minden © € H vektorra.
Bizonyitds. Az elégségesség nyilvanvalo, ha ugyanis x,, — x, akkor
|f(n) = f(@)| = [f(zn —2)| < @ ||lz — 2| = 0.

A sziikségességhez elég belatni, hogy

{11

véges. Ha ugyanis ez végtelen lenne, akkor talalhatnénk olyan x,, sorozatot,
amelyre

J— xn
I ()]

jollehet | f(y,)| = 1 minden n mellett, ellentmondva a folytonossagnak. [

— 0,

1.8. Tétel (Riesz-féle reprezentacios tétel). A H Hilbert-tér barmely f foly-
tonos linedris funkciondljdhoz egyértelmien taldlhato olyan a € H wektor,

hogy
f(x) =(z,a)

minden x € H mellett.

Bizonyitds. Foltehets, hogy f nem azonosan nulla. Vélasszunk egy y vektort,
amelyre f(y) # 0. Jelolje z az y projekciojat a ker f zart altérre, és legyen
b =y — z. Ekkor b meréleges a ker f altérre, tovabba f(b) = f(y). Barmely
x € H vektor esetén

f@),

f(0)
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a ker f altérben fekszik, és igy merdéleges a b vektorra, azaz

_fl@)

Ezt az

R
jelolés bevezetésével gy is irhatjuk, hogy f(z) = (z,a) minden « € H esetén.
Az is nyilvanvalo, hogy ez az a vektor egyértelmi. Ha ugyanis b is ilyen
tulajdonsagt, akkor (x,a —b) = 0 minden = € H vektorra, azaz a = b. O

1.9. Példa. Tekintsiik az L2[0,T] Hilbert-teret. Riesz tétele értelmében e
téren barmely folytonos linearis funkcional

T
o / p(t)ut) dt

alakban adhat6 meg, ahol ¢ € L?[0, T alkalmas fiiggvény.

Ellentétben a véges dimenzios esettel, egy végtelen dimenzi6s Hilbert-téren
egy linearis fiiggvény nem feltétleniil folytonos.

1.3. Gyenge konvergencia

Egy végtelen dimenziés normalt térben egy korlatos zart halmaz nem feltétle-
niil kompakt. Ez azt is jelenti, hogy egy korlatos sorozatnak nem feltétlentl 1é-
tezik konvergens részsorozata. Hilbert-terekben azonban megfogalmazhatunk
Bolzano—Weierstrass tipust tételt, ha a konvergencia fogalmat gyengitjiik.

1.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy a H Hilbert-térben az x,, sorozat gyen-
gén tart xz-hez, ha

(n,y) = (2, Y)
minden y € H mellett.

1.11. Allitas. Ha x, — x normdban, akkor x, — x gyengén is.

Bizonyitds. Valéban, barmely y € H esetén

(zn,y) = (@, 9) = [(en = 2,9)] < |lzn — 2] - Iyl = 0. O

1.12. Tétel. Egy Hilbert-térben bdrmely korldtos sorozatnak van gyengén
konvergens részsorozata.
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Bizonyitds. Tekintsiik a H Hilbert-tér valamely korlatos sorozatat, ||x,| <
< B. Jelélje M az x, elemek &ltal generélt zart alteret, és jelentse M~ az
ortogonalis komplementerét. Mivel «,, = (x1,,) korlatos szamsorozat, igy
kivalaszthato bel6le egy

oy, = (21,17,
konvergens részsorozat. Hasonloan, (xo, xL) is korldtos szamsorozat, igy ebbdl
is kivalaszthato egy
agL = <1‘2, $i>
konvergens részsorozat. Az eljarast folytatva tekintsiik az igy keletkezd z])
atlos sorozatot. Ekkor barmely k indexre (zy,z]) konvergens, hiszen n>k
mellett éppen az af konvergens sorozat részsorozataval van dolgunk. Meg-
mutatjuk, hogy xI* gyengén konvergens.

Vezessiik be az

f(z) = lim (z,27)
n—oo
fliggvényt, hacsak a limesz létezik. Ez a hatarérték nyilvan létezik az z,, so-
rozat elemeibdl alkotott véges linearis kombinaciokra, amelyek stird halmazt
alkotnak az M altérben. Ebbdl kovetkezik, hogy f az egész M altéren ér-

telmezhets, ha ugyanis y € M tetszéleges, akkor talalhaté az x,, linearis
kombinéaciéinak olyan y,, sorozata, amelyre y,, — y. Ezekre 1étezik az

f(ym) = nlggo<ym»xn>
hatarérték. Tovabba az

|<yk - ym7xz>| < /BHyk - ymH (12)

egyenlStlenség folytan f(y,) Cauchy-sorozat, tehat konvergens is, azaz
flym) — « valamilyen « valés szamra. Ez azt jelenti, hogy adott ¢ pozi-
tiv szamhoz talalhatok olyan m és N (az m-t6l fiigegs) indexek, hogy barmely
n> N mellett

la =y, )| < la = f(ym)| + 1 (Ym) = Y, 23) [+

+1Ym, 2n) — (v, 27)] §§+§+§:5

az (|1.2) relacio alapjan. Ez pontosan azt jelenti, hogy (y,z?) konvergens,
kovetkezésképpen f(y) = a.

Legyen ezenkiviil f azonosan nulla az M-’ altéren, igy nyilvanvaloan f
értelmezve van az egész H téren. Tovabba f linearis és folytonos is, hiszen
ha y,,, — y, akkor

[ (ym = y)l = m [(ym =y, 23)| < Bllym —yll = 0.

Riesz tétele folytan van olyan a € H vektor, amelyre f(z) = (x,a). Azonnal
lathato, hogy x' — a gyengén. O
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1.13. Példa. Tekintsiink egy olyan ¢,, sorozatot az L% [0, T] térben, amelyre
létezik olyan A € L2[0, T valés fiiggvény, hogy

len ()]l < A(E)

minden n és majdnem minden ¢ € [0,7] mellett. Ez a sorozat korlatos, igy
sziikségképpen van gyengén konvergens részsorozta. Ez azt jelenti, hogy ta-
lalhato olyan (,, részsorozat és olyan ¢ € L%[0,T] fiiggvény, hogy

T T
/ (e (£), () dt — / ((0), (1)) dt
0 0

minden ¢ € L% [0, 7] mellett.

A kovetkezs allitasban azt latjuk, hogy a gyenge konvergenciabdl milyen
tovabbi feltétel mellett kovetkezik a norma szerinti konvergencia.

1.14. Tétel. Ha x, — x gyengén és ||z,|| — ||z||, akkor z, tart x-hez
normdban is.

Bizonyitds. Valoban,
lz = zal® = ll2]® = 20z, z0) + l|lzal* = 2] = 2)l2|® + [l«]* = 0,

hiszen (x,z,) — ||z||* a gyenge konvergencia miatt. O

1.4. Gyenge kompaktsag

Ebben a szakaszban egy Hilbert-tér konvex zart részhalmazairol latjuk be,
hogy zartak a gyenge konvergenciira. Megvizsgaljuk a gyenge kompaktsagot
is.

1.15. Tétel. Ha x,, — x gyengén a H Hilbert-térben, akkor
x € cleo{xy, xa, ...},
azaz x a sorozat elemei dltal kifeszitett konvex zdrt halmazban fekszik.

Bizonyitds. Jelentse K = clco{x1,x2,...} a sorozat elemeinek zart konvex
burkat. Indirekt médon tegyiik fel, hogy = ¢ K, és jelentse z az x projekcidjat
a K halmazra, azaz z = Pk (z). Mivel 2, —z is gyengén tart az x—z vektorhoz,
azért az[[3l Tétel szerint

0> (x, — 2,0 —2) — ||z — 2||%.

Ez azt jelenti, hogy = = z, azaz x € K. O
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1.16. Tétel (Mazur tétele). Ha x, — x gyengén, akkor taldlhaté az x,
elemek konvex kombindcidibdl dllo olyan

kWL
Ym = § Am; Tm;
Jj=1

sorozat, amelyre y,, — x normdban.

Bizonyitds. Jelentse C' = {x1,x2,...} asorozat elemeinek halmazat. Mivel az
el6z6 allitasunk szerint x € clcoC' = K, azért minden m természetes szamra

1
x+—BNcoC #0.
m

Valasszunk tetszélegesen egy vy, elemet a metszetbdl, az igy nyert sorozat
nyilvan eleget tesz a tétel kivanalméanak. O

1.17. Definici6é. Az H Hilbert-tér valamely K részhalmazat gyengén zdartnak
nevezziik, ha barmely gyengén konvergens K-beli sorozat hatérértéke is a K
halmazban fekszik.

Azt mondjuk tovabbé, hogy K gyengén kompakt, ha barmely K-beli soro-
zatbol kivalaszthatd a K-ban gyengén konvergens részsorozat.

Vilagos, hogy minden gyengén zart halmaz egyuttal zart is. Ennek megfor-
ditasa altalaban nem érvényes, tekintsiik példaul azt az I2-beli K = {1, z2, ...}
halmazt, ahol az x, sorozat elemeire & = 1, illetve { = 0, ha k # n. Ez
a halmaz zéart, hiszen nincs is torlodasi pontja, ugyanis ||z, — zn,| = V2
barmely két kiillonboz6 indexre. Azonban nem gyengén zart, hiszen kénnyt
ellenérizni, hogy x,, — 0 gyengén, de 0 ¢ K. (Lasd a4l gyakorlatot.)

Az is vilagos, hogy a norma szerint kompakt halmazok egyuttal gyengén
kompaktak is, hiszen barmely konvergens sorozat gyengén is konvergens. A
megforditas azonban mar nem érvényes, tekintsiik példaként az el6z6 be-
kezdés x,, vektorainak halmazat a zérussal kiegészitve. Az igy nyert halmaz
gyengén kompakt (hiszen egy gyengén konvergens sorozat a limesszel kiegé-
szitve), de normaban nem lehet kompakt, ugyanis az eredeti sorozatnak nincs
Cauchy-részsorozata.

1.18. Allitas. Minden konvex zdrt halmaz gyengén is zdrt.

Bizonyitds. Valéban, ha K konvex zart halmaz és z,, a K elemeinek gyengén
konvergens sorozata, akkor az[L.15] Tétel szerint a limesz is a K halmazban
fekszik. O

Az[T.12] Tételt is figyelembe véve az alabbi kdvetkezmeényt fogalmazhatjuk
meg.
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1.19. Ko6vetkezmény. Egy Hilbert-tér barmely korldtos konvex zdrt részhal-
maza gyengén kompakt.

1.20. Példa. Tekintsiik a [0, 7] intervallumon olyan z,, abszolat folytonos
fiiggvények sorozatat, amelyekre z,,(0) = o, 2}, € L?[0,T], és van olyan
A € L?[0,T] fiiggvény, amelyre

2 (0] < A(t)

majdnem mindeniitt minden n indexre. Ekkor talalhat6é olyan x,, részso-
rozat és olyan x abszolut folytonos fiiggvény a [0,7] intervallumon, hogy
Zn, (t) — z(t) a [0,T] intervallumon, tovabba

2/(t) € () cleo | J{a), (1)} (1.3)
k=1 n=~k

Valoban, a fenti kovetkezmény szerint kivalaszthatunk olyan z,, részsoro-
zatot, amelyre z;, ~gyengén konvergens L10, T)-ben, nevezetesen T, — U
Masrészt Mazur tétele szerint talalhato e részsorozat elemeinek konvex kom-
binéciéibol allé y,, sorozat, amely norméban tart u-hoz. Riesz tétele szerint
ez utobbi sorozatnak is van olyan részsorozata, amely majdnem mindeniitt
pontonként tart az u fliggvényhez. Ez azt jelenti, hogy minden k természetes
szamra

u(t) € cleo | {a, (1)}
n=~k

majdnem mindeniitt. Vezessiik be ezutan az

z(t) =z + /0 u(s)ds

fiiggvényt a [0, T] intervallumon. Vilagos, hogy erre érvényes az (1.3 relacio.
A pontonkénti konvergencia abbél adodik, hogy

[[(t) = 2n, (]| < ‘ /0 (@(s) =l (5)) ds| — 0

a gyenge konvergencia miatt.

Hilbert-téren egy folytonos fiiggvény nem feltétleniil folytonos a gyenge
konvergenciara nézve, igy egy gyengén kompakt halmazon nem feltétleniil
veszi fel a minimumat. Konvex fliggvényekrdl azonban tobbet allithatunk.
Legyen tehat H Hilbert-tér és tekintsiink egy f : H — R fiiggvényt.

1.21. Tétel. Ha K a H korldtos konvex zdrt részhalmaza, és f folytonos
konvez fliggvény, akkor f felveszi a minimumdt a K halmazon.
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Bizonyitds. Legyen oo = inf{f(z) : © € K}, és tetszdleges n termeészetes szam
mellett valasszunk egy olyan x, € K elemet, amelyre

1
flzn) <a+—.
n
Az Kovetkezmény szerint az z,, sorozatbol kivalaszthato egy x,, gyen-
gén konvergens részsorozat, jelolje xg e sorozat hatarértékét. Minden n ter-
meészetes szam esetén vezessiik be a

1
Kn:Kﬂ{er:f(x)Sa—l—}
n
halmazt. Mivel egy konvex fliggvény alsé nivohalmazai konvexek, és f folyto-
nos, azért a K, halmazok mindegyike konvex, korlatos és zart, tehat gyengén
is zart. Ez azt jelenti, hogy x¢ € K,,, azaz

Flxo) < a+%

minden n indexre. Ez csak ugy lehetséges, hogy f(xo) = a. O

1.5. Extremalis pontok

Ebben a szakaszban a gyenge konvergencia egy alkalmazéasat mutatjuk be az
extremalis pontok létezésének igazolasira. Ez az allitdsunk az tgynevezett
Krein—Milman-tétel specialis esete.

1.22. Definici6. Legyen K egy Hilbert-tér konvex részhalmaza. Azt mond-
juk, hogy F C K a K extremdlis részhalmaza, ha barmely 0 < a < 1 esetén
az ar + (1 — a)y € FE relaciobol kovetkezik, hogy x,y € E. Az egyelemd
extremalis részhalmazok elemeit extremdlis pontoknak nevezziik.

1.23. Lemma. Ha K egy Hilbert-tér nem tires korldtos, konvex zdrt részhal-
maza, akkor minden n természetes szamhoz van olyan E,, extremdlis részhal-
maz, amelyre diam E,, < 1/n.

Bizonyitds. Legyen o = sup{||z| : € K}, és legyen adott ¢ > 0. Valasszunk
egy olyan x¢ € K vektort, amelyre ||zg|| > « — ¢, és tekintsiik a

Ko={x€ K : (x—x9,20) > 0}

halmazt. Az Tétel szerint az © — (x — xg, z¢) fliggvény felveszi a maxi-
mumét a K halmazon. Vilagos, hogy a maximumbhelyek halmaza olyan zart
extremalis részhalmaz, amely a Ky halmazban fekszik.
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Ezutan becslést adunk a K atmérgjére. Tetszbleges x € K esetén
2]1* = llz = zolI* + [lzo]|* + 2(z — @0, 20) >
> [lz — zol|* + [|zo|*.
Ebbdl kovetkezik, hogy
[z = zo||” < [lz]|* = l|lzol]* < @* — (a —€)* < 2ae.
Tehat a Ky halmaz x és y pontjaira
lz =yl < llz = @oll + [ly — zol| < 2v2ae =0,

ha ¢ — 0, és éppen ezt kellett bizonyitani. O

1.24. Tétel (Krein—Milman-tétel). Ha K egy Hilbert-tér nem iires korldtos,
konvez, zdrt részhalmaza, akkor van extremdlis pontja.

Bizonyitds. Tekintsiik a K halmaz zart extremalis részhalmazainak egy mo-
noton fogyo olyan E,, sorozatét, amelyekre diam E,, < 1/n. Az el6z6 lemma
szerint ilyen sorozat valaszthato. A Cantor-féle metszettétel szerint e sorozat
metszete

ﬂ E, = {f}

egyetlen elembdl all. Konnyt ellendrizni, hogy ekkor  a K halmaz extremalis
pontja. O

1.6. Az ortogonalitasi tétel

Legyen a tovabbiakban H valos Hilbert-tér, és A a H téren értelmezett, va-
lamely Y Hilbert-térre képezd folytonos lineéris leképezés.

1.25. Tétel. Ha A rdképezés, akkor (ker A)* = im A*.

Bizonyitds. Ha a € im A*, akkor van olyan y € Y, amelyre a = A*y. Ha most
v € ker A tetszéleges, akkor (a,v) = (A*y,v) = (y, Av) = 0.

Forditva, ha a € (ker A)*, akkor minden v € ker A esetén (a,v) = 0.
Tekintsiik az alabbi g : Y — R fiiggvényt:

9(y) = (a, A" (y)).

Ekkor a g fiiggvény jol definidlt, hiszen barmely z1,z2 € A~!(y) esetén
x1 — xg € ker A, és igy (a,z1 — x2) = 0. Masrészt konnyen lathato, hogy
g folytonos és linearis, azaz g € Y*.
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A Riesz-féle reprezentacios tétel szerint ezért talalhato olyan b € Y vektor,
amelyre (b,y) = (a, A"1(y)) minden y €Y mellett. Barmely adott y €Y vek-
torhoz a feltételiink szerint valaszthatd olyan z € X vektor, amelyre Ax=y.
Ekkor

(a, ) = (b, Ax) = (A*b,x)

minden x € X esetén. Tehat a = A*D, azaz a € im A*. O

A tételiink fontos folyoménya, hogy ilyenkor im A* zart altér (ez a raképe-
zési feltétel nélkiil 4ltalaban nem igaz), hiszen az ortogonélis komplementer
mindig zart alteret eredményez. Erdemes megjegyezni, hogy a

ker A = (im A*)*

relaci6 a raképezési feltétel nélkiil is érvényes. Ennek ellenérzését az olvasora
bizzuk (lasd a[14] gyakorlatot).

Tekintsiik ezutan a H és X Hilbert-tereket. Adott A € L(H, X) folytonos,
az X térre képezé lineéris leképezés és & € X vektor mellett keressiik a

K={ueH: A Au=7z} (1.4)
halmaz minimélis norméja elemét.
1.26. Allitas. Ha u € K megoldds, akkor u € im A*.

Bizonyitds. Ha u € K minimalis norméaju elem, akkor a tompaszog-tétel (1.3|
Tétel) szerint u merdleges a K = A~1(z) affin halmazra, azaz a ker A altérre
is. BEzért u € (ker A)t = im A*. O

1.7. Egy optimalis iranyitasi feladat

A fejezetiink eredményeit Osszefoglalva egy egyszerd optimalis irdnyitasi fel-
adatra mutatunk példat ebben a szakaszban. Az ilyen jellegii feladatok tipi-
kusak a makrodkonémiaban.

Legyen X euklideszi tér, amelyben adott az xg pont. Keressiik az

T
F(x,u) =A (@ + llu®)]?) dt
integral minimumat, ahol
(1) = u(t), 2(0) = o, (1.5)

tovabba
lu(t)]| < A majdnem mindeniitt (1.6)
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valamely A\ pozitiv szam mellett. A feladat gy interpretalhato, hogy az u ira-
nyitas segitségével kivanjuk minimalizalni a kvadratikus veszteségfiiggvényt
olyan modon, hogy kézben az iranyitas energidja korlatozott.

Az z és u fiiggvényeket egyarant az L%[0,T] térbol vélasztjuk, igy az F
leképezés értelmezési tartomanya a

H = L%[0,T] x L%[0,T]

szorzattér egy részhalmaza, amelyen a skalaris szorzatot az

T
((z1,u1), (w2, u2)) = / (1), 2(t)) + (ua (t), ua(t))) di
0
egyenlGséggel értelmezziik. Vilagos, hogy H igy Hilbert-tér. Ekkor
F(z,u) = ||(z,u)|

a H-beli skalaris szorzatra nézve.

Jelentse ezutan K mindazon (z,u) parok halmazat a H Hilbert-térbsl,
amelyek kielégitik az (1.5 és az korlatozo feltételeket. A feladatunk
absztrakt modon ugy fogalmazhatdé meg, hogy keresendé a K halmazban
minimalis normaja elem. Az[I.1] Tétel szerint ilyen elem egyértelmtien létezik,
ha K konvex zart halmaz.

Egyszertien ellendrizhetjiik, hogy K konvex halmaz. A zartsag belatdsahoz
tegyiik fel, hogy (z,,u,) olyan K halmazbeli sorozat, amelyre (z,,u,) —
(x,u) € H. Azt kell megmutatnunk, hogy (z,u) € K. Vezessiik be az

y(t) = zg —l—/o u(s) ds

jelolést a [0, T intervallumon. Mivel az w,, sorozatnak van olyan részsorozata,
amely majdnem mindeniitt tart az u fiiggvényhez, azért fennall. Elég
tehat igazolni, hogy = = y. A Cauchy—Schwarz-egyenlStlenséget alkalmazva
az 1 és az u — u, fliggvényekre azt kapjuk, hogy

ly(t) — e (@) <t /O lu(s) = un(s)* ds < T - [lu— un 3.

Tehat mindkét oldalt integralva a [0, T intervallumon

T
| 190 = anfe)P dt <72 = vl
0
majd mindkét oldalbol négyzetgyokot vonva ||y — x| < T - ||u — u, || adodik.
Ebbdl kovetkezik, hogy
ly —zllz < lly — @nllz + lzn —ll2 ST flu—unll2 + |2 — 22

Mivel a jobb oldalon mindkét tag nulldhoz tart, ha n — oo, innen valéban
kovetkezik, hogy = = y.
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1.8. Gyakorlatok

1.

Adjunk példat egy Hilbert-téren olyan folytonos fiiggvényre, amely az
egységgombon nem veszi fel a maximumat.

. Keressiink példat normalt térben olyan K konvex zart halmazra, amely-

nek az origbhoz legkozelebbi pontja nem egyértelmi. Keressiink olyat is,
amelyben nincs is legkdzelebbi pont. (Utmutatéas: Az utébbi példahoz
vizsgéljuk meg a C0,1] térben az

{x €] /01/23;@) dt — /1;2:3(75) dt = a}

hipersikot.)

Mutassuk meg, hogy egy Hilbert-tér barmely folytonos lineéris funkcio-
nélja pontosan egy pontban veszi fel az abszolut értéke maximumét az
egységgombon. (Ez Banach-térben mér nem feltétlentil érvényes, lasd
az el6z6 peldat.)

Tekintsiik az [ térben azt az x, sorozatot, amelyre &% = 1 és & =0
minden k # n esetén. Mutassuk meg, hogy x, — 0 gyengén, de persze
Z, normaban nem konvergens.

Bizonyitsuk be, hogy egy Hilbert-téren az f(x) = ||z|| fiiggvény az origd
kivételével mindeniitt differencidlhato. Keressiink példat arra, hogy ez
altalaban normalt terekben (mar véges dimenzioban sem) nem érvényes.

Adjunk példat Hilbert-térben olyan x,, sorozatra, amelyre ||x,| — «,
T, —  gyengén, de ||z| # a.

Adjunk példat Hilbert-térben olyan korlatos, konvex és zart halmazra,
amelynek az orig6tol nincs legtavolabbi pontja. (Utmutatés: Jelolje B
az L2[0,1] zart egységgombjét, és tekintsiik az y(t) = t-z(t) fiiggvények
halmazat, midén = € B.)

Ellenérizziik, hogy alterek esetében a projekcié fogalma egybeesik a
merdleges vetitéssel. Nevezetesen, ha L a H Hilbert-tér tér altere, akkor
x — Pr(x) mer6leges az L altérre.

Bizonyitsuk be, hogy ha K a H Hilbert-tér konvex, zart részhalmaza,
akkor a Pk (z) vektor éppen a

(Pr(z) —z,Pr(z) —y) <0 VyeK

variacios egyenlétlenség egyetlen megoldasa.
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10.

11.

12.

13.

14.

Mutassuk meg, hogy ha K a H Hilbert-tér konvex, zart részhalmaza,
akkor a Pk leképezés minden x,y € H mellett kielégiti a

1P (z) = P (y)l| < [l = yll
egyenlGtlenséget.

Igazoljuk, hogy ha K a H Hilbert-tér konvex, zart részhalmaza, akkor
Py tgynevezett monoton leképezés, azaz

(Pg(z) = Pg(y),z—y) 20
barmely x,y € H mellett.

Ha K a H Hilbert-tér konvex, zart kupja, akkor érvényesek az aldbbi
relaciok:
(x — Pr(z), P (x)) =0,

tovabba
PK()\Z‘) = /\PK(m)

minden x € H, illetve A > 0 mellett.

Legyen K a H Hilbert-tér nem iires konvex, zart részhalmaza, és te-
kintsiik a

g(z) = inf{[le —y|* 1y € K}
fiiggvényt. Igazoljuk, hogy g folytonosan differencialhato, és
g'(x) = 2(z — Pg(x))
minden x € H pontban.

Mutassuk meg, hogy ha A folytonos lineéris leképezés valamely Hilbert-
térrél egy masik Hilbert-térbe, akkor

ker A = (im A*)*+






2. fejezet

Linearis rendszerek

Ebben a fejezetben linearis rendszerek alapvetd tulajdonséigaival foglalko-
zunk.

2.1. Linearis iranyitasi rendszerek

Legyenek X és Y n, illetve m dimenzios euklideszi terek és xp € X adott
vektor. Tekintsiik az A : [0,7] — L(X) és B : [0,T] — L(Y, X) négyzetesen
integralhato fiiggvényeket, ahol tehat A(t) n x n, B(t) pedig n X m méreti
matrix. A négyzetesen integralhatosagon azt értjiik, hogy A és B mérhetdek,
tovdbba a t +— ||A(t)||, valamint a t — ||B(t)|| fiiggvények az L2[0,T] tér
elemei.

Lineéris iranyitasi rendszeren az

¥ = A(t)r + B(t)u,
z(0) = xo
linearis rendszert értjiik. Itt az u € L2.[0, T fiiggvények az iranyitdsok, az X
tér a rendszer allapottere, Y az iranyitasi tér. Az u iranyitas megvalasztasa a
rendszer palyajat mar egyértelmtien meghatarozza. A rendszer megoldasain

Caratheodory-értelemben vett megoldasokat értiink.
A fenti kezdeti érték feladat megoldasa a Cauchy-formula szerint

o) = 2(00) (20+ | 20, 5)B(s)u(s) ).

ahol ® a homogén rendszer matrix-megoldésa, amelyre ®(0,0) = E az nxn-es
egységmatrix.

21
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Vezessiik be a A : L?[0,T] — X,

T
Au :/ (0, 8)B(s)u(s)ds
0
folytonos linearis leképezést. Ezzel a jeloléssel
o(T') = ©(T'0) (zo + Au) .
A tovabbiakban sziikségiink lesz a A leképezés A* adjungéltjéraﬂ

2.1. Allitas. A A* : X — L2[0,T] leképezésre barmely x € X ést € [0,T]
mellett
(A*z)(t) = B(t)"®(0,t)" .

Bizonyitds. Valoban, barmely u € L?[0,T] esetén

T
(ANz,u) = (z, Au) = <x,/0 ®(0, s)B(s)u(s) d5> =

T

:/ (x,®(0,s)B(s)u(s)) ds :/ (B(s)*®(0,s)"z,u(s))ds =
0 0
= (B(.)"®(0,.)"z, u),

amibdl adodik az allitas. (Figyelem, az integralok mogott X-beli skalaris szor-
zat all!) O

2.2. Iranyithatosag

Tekintsiik az alabbi iranyitasi rendszert
' = A(t)x + B(t)u, (2.1)
z(0) =z
a [0, 7] id6intervallumon.

2.2. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a (2.1)) rendszer irdnyithaté a [0,T] in-
tervallumon, ha barmely zq, zp € X allapotokhoz talalhaté olyan w iranyitéas,
hogy a megfelels ¢ trajektoriara ¢(0) = zq, és p(T) = zr, azaz

T
xp = ®(T,0) <x0 —|—/0 ®(0, s)B(s)u(s) ds) .

teljestl.

1 Az adjungalt leképezések tulajdonsagait illetSen lasd Kdnnai: Analitikus mddszerek
a pénziigyben és a kozgazdasdgtanban, www.tankonyvtar.hu, 20183.
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A matrix-megoldas tulajdonsagai alapjan az irdnyithatosagi feltétel a ko-
vetkez§ ekvivalens alakban irhaté fel:

T
xr = ®(T,0)x0 +/ O(T, s)B(s)u(s) ds.
0
Ez tgy is irhato, hogy
T
®0,T)xr — 29 = / (0, 8)B(s)u(s)ds = Au.
0
Vilagos, hogy a (2.1)) rendszer pontosan akkor irdnyithat6, ha a A leképezés

képtere az egész X tér, azaz im A = X.

2.3. Definicié. Az alabbi AA* n X n méretd matrixot
T
AAY = / (0, ) B() B(t)*®(0, )" dt
0

a (2.1) rendszer Gram-féle irdnyithatdsdgi mdtrizdinak nevezzik.
Konnyen lathato, hogy AA* szimmetrikus, pozitiv szemidefinit méatrix.
2.4. Tétel. im A = im AA*.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy im A D im AA*.
Forditva, el6szor belatjuk, hogy ker A* = ker AA*. Valoban, egyrészt nyil-
vanvalo, hogy ker A* C ker AA*. Mésrészt, ha x € ker AA*, akkor

0= (zx,ANz) = (A"z,A"z) = HA*Q:||2,

tehat A*x = 0, azaz = € ker A*.
Innen az[1.25] ortogonalitasi tétel és a Gram-matrix szimmetridja folytan

imA C (ker A*)" = (ker AA*)" = im AA*,
ami a tételiinket igazolja. O

Az el6z6 tétellink nyilvanvald kovetkezményeként adodik az alabbi iranyit-
hatosagi kritérium. A tétel jelentGsége abban &ll, hogy a végtelen dimenzios
L?[0, T Hilbert-téren értelmezett A leképezés képterének meghatarozésa he-
lyett egy n x n-es matrix invertalhatosagat kell csak ellendrizniink.

2.5. Tétel. A (2.1)) rendszer akkor és csak akkor irdnyithats, ha a AN* Gram-
féle irdnyithatdsdgi mdtriza nemszinguldris.

A tétel hasznalatat a kovetkezd példan illusztraljuk.
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2.6. Példa. Tekintsiik azt az iranyitasi rendszert, ahol

A(t)[ 0 a}, B(t)“’}

—a 0
Konnyen lathato, hogy

¥(t0) = |

cosat sinat
—sinat cosat |’

és igy nem nehéz ellendrizni, hogy

2 4o 4o
cos2aT—1 T 4 sin 2aT
4o 2

AN =

%Y

T _ sin2aT cos2aT—1 ]

Megmutatjuk, hogy ez a matrix nemszingularis. Valéban, a determinéansa

T2  sin?2aT  cos?2aT — 2cos2aT + 1
4 16c2 16a2 ’

ami pontosan akkor nulla, ha
40*T? + 2 cos 20T — 2 = 0.

Ha bevezetjiik a § = 2aT > 0 helyettesitést, akkor a fenti egyenlet ekvivalens

a 52
= 1 _ —
cos 3 5
egyenlettel. Ennek azonban nyilvan nincs megoldésa, hiszen a
62

g(ﬁ):cosﬂ—l—i—?

fiiggvény derivaltja ¢'(8) = —sin 8+ 8 > 0 minden pozitiv § mellett, tehat g
szigoriian monoton névé. Masrészt g(0) = 0, ezért a g fiiggvénynek nem lehet
zérushelye a pozitiv félegyenesen. Tehat AA* valoban nemszingularis, és igy
a rendszer iranyithato.

2.3. Autoném rendszerek iranyithatésaga

Ebben a szakaszban olyan irdnyitési rendszerekkel foglalkozunk, ahol A és B
alland6 matrixok. Tekintsiik tehat az

2’ = Az + Bu, (2.2)
z(0) = xo
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rendszert, ahol A n X n, és B n X m méretl méatrixok.

Jol ismert, hogy autoném rendszerek esetében a matrix-megoldas invari-
ans az idGeltolasra, ezért ®(¢,0) helyett a rovidebb ®(t) jelolést hasznaljuk.
Ilyenkor

és ezért r
Au = / B(—1)B(t)u(t) dt.
0
Mivel a méatrixok az id6tél fiiggetlenek, egy erésebb iranyithatoségi fogalmat
vezetiink be.

2.7. Definici6. Azt mondjuk, hogy a rendszer teljesen irdnyithato,
ha barmely zg,zp € X allapotokhoz és barmely T > 0 idéponthoz van
olyan u irdnyitas a [0, 7] intervallumon, hogy a megfelel§ kezdeti feltételd ¢
trajektoriara ¢(0) = xg, @(T) = zp.

2.8. Definici6. Tekintsiik az alabbi n x nm méretd matrixot:
K = [B,AB,A’B,..., A" 'B].
Ezt a matrixot a (2.2) rendszer Kalman-féle irdnyithatdsdgi métrixénakﬂ ne-

vezzik.

2.9. Allitas. Bdrmely T > 0 idépontra im AA* = im KK*.

Bizonyitds. Mivel AA* és K K™ egyarant szimmetrikus matrixok, elegendd
megmutatni, hogy ker AA* = ker K K*, hiszen a képterek és a magterek az
egymés ortogonalis komplementerei az X térben.

Elgszor tegyiik f6l, hogy v € ker AA*, ekkor

T
0 = (v, AA*0) :/O (v, ®(—t)BB*®(—t)*v) dt =

T
:/ 1B ®(—t)"v|? dt,
0

ahol ® az autondm rendszer matrixmegoldasa, amelyre ®’(t) = AP(t) a szam-
egyenesen. Innen az adodik, hogy

B*®(—t)"v =0

minden ¢ € [0, 7] esetén. Tekintsiik ezt az egyenletet, illetve (n — 1)-edrendig
bezardlag a derivaltjait a ¢ = 0 pontban, akkor a ®(0) = F egyenlGségre
tekintettel azt kapjuk, hogy

B*v=B*A*v = - = B*(A*)""\y = 0. (2.3)

2 Kalman Rudolf magyar szarmazasi amerikai mérndk és matematikus, a modern
rendszerelmélet egyik megalkotoja.
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Ez éppen azt jelenti, hogy K*v = 0, és igy persze K K*v = 0.
Forditva, tegyiik f6l, hogy v € ker K K*. Ekkor K*v = 0, hiszen

0= (v, KK*v) = (K*v, K*v) = | K*v|?,

és igy fennallnak a egyenldségek. Mivel az A matrix (n — 1)-nél ma-
gasabb hatvanyai mind kifejezhetsk az F, A, A%, ..., A"~ matrixok linearis
kombinaciojaként,

B*(A"fy =0, k=0,12,...

Ez azt jelenti, hogy
B*et 'ty = B*®(t)*v =0

minden ¢ id6pillanatban. Innen ugyanigy, mint fent
T
/ (0, B(—t) BB*B(—)*0) dt = (v, AN*v) = 0,
0
Mivel AA* szimmetrikus pozitiv szemidefinit méatrix, ez csak agy lehetséges,

hogy AA*v = 0, azaz v € ker AA*. O

2.10. Tétel (Kalman-féle iranyithatosagi feltétel). A (2.2)) rendszer akkor és
csak akkor teljesen irdnyithatd, ha a Kalman-féle K mdtrix rangja n.

Bizonyitds. Egyrészt mar lattuk, hogy ker K K* = ker K*, ezért ezen alterek
ortogonélis komplementerei is megegyeznek, azaz

imKK* =im K.
Maésrészt az el6z6 allitas alapjan barmely T > 0 esetén
imAA" =im KK*,
tehat AA* pontosan akkor nemszingularis, ha K rangja n. O

Erdemes megjegyezni, hogy a fentiek szerint ha egy autoném rendszer
iranyithato valamely [0, T] intervallumon, akkor teljesen irdnyithato.

2.11. Példa. Tekintsiik tjra a[2.6] Példat, ahol a rendszer iranyithatosagat
a Gram-matrixaval igazoltuk. Vizsgaljuk most meg a Kalman-féle iranyitha-
tosagi matrixot. Kétdimenzids rendszerrsl van szd, igy esetiinkben

0 «
K—[B,AB]—[1 0 }
Vilagos, hogy « # 0 esetén K rangja 2, azaz a rendszer teljesen iranyithato.
Autonom rendszerekre természetesen a Kalman-féle feltétel ellendrzése al-
talaban sokkal egyszertibb, mint a Gram-matrix vizsgalata.
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2.4. Gyakorlatok

1.

Vizsgéljuk meg a Kalman-feltétel alkalmazésaval, hogy az

()L

teljesen iranyithato-e?

Legyen U az X normaélt tér olyan konvex zart részhalmaza, amely szim-
metrikus, azaz U = —U, tovabba 0 € int U. Tekintsiik az

lz|| =inf{t >0:2 € tU}

agynevezett Minkowski-normét. Igazoljuk, hogy ez valoban normat de-
finial az X téren. Vajon hogyan karakterizalhato az u(t) € U iranyitas?

Tekintsiik a kovetkez6 autondém rendszert :

0 1 0
=10 -1 1 |z+b-u.
0 0 -1

Vajon milyen b € R? vektor esetén lesz a rendszer teljesen irdnyithato?

[ L

autoném linearis rendszer teljesen iranyithaté-e? Keressiink olyan iré-
nyitast, amely z¢ = (0,0), 21 = (1,1) mellett megoldasa az

Dontsiik el, hogy az

inf{||u| : Au=z}

optimalis irdnyitéasi feladatnak a [0,1] intervallumon.






3. fejezet

A Pontrjagin-féle
maximumelv

Ebben a fejezetben megfogalmazzuk a Pontrjagin-féle maximumelvet néhany
linearis rendszerekre vonatkozo optimalizalasi feladatban. Tételeinket példak-
kal illusztraljuk.

3.1. A minimdlis norma feladat

Vizsgaljuk meg a kévetkezd optimalis iranyitési feladatot. Tekintsiik a [0, T
intervallumon a (2.1]) alatti linearis rendszert:

2/ (t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (3.1)

ahol A és B, illetve az u iranyitas kielégitik a rendszer feltételeit.
Legyenek adottak az x(y és xp allapotok az X térben. Keresendd olyan u
négyzetesen integralhato iranyitas, hogy a rendszer x(0) = xg kezdeti feltételi
x megoldasara
x(T) =z, (3.2)

és amelyre
T
/ |lu(t)||? dt — min, (3.3)
0
azaz az integral minimalis.

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (z,u) par megengedett folyamat, ha
u olyan irdnyitas, amelyre a rendszer 2(0) = x¢ kezdeti feltételd x megoldasa

kielégiti a (3.2) feltételt.

29
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Azt mondjuk tovabba, hogy (x,u) optimdlis folyamat, ha olyan megen-
gedett folyamat, amelyre a (3.3 integral minimaélis. Ilyenkor u-t optimdlis
irdnyitasnak nevezzik.

Az eddigi jeloléseinkkel élve a (3.2)) egyenldség azt jelenti, hogy

T
or = ®(T.0) (m + /0 ®(0, 1) B(t)u(t) dt) ,

azaz .
®(0, T)ar — 20 = / (0, ) B(t)u(t) dt = Au.
0
Ha bevezetjik az T = ®(0,T)xr — zo jelolést, akkor a fenti egyenlGség a
Au = z alakba irhat6 at.

3.2. Tétel. Ha a (3.1) rendszer irdnyithats a [0,T] intervallumon, akkor a
fenti normaminimalizdldsi feladatnak pontosan egy megolddsa van.

Bizonyitds. Vilagos, hogy valamely (z,u) € W%[0,T]x L% [0, T| akkor és csak
akkor megengedett folyamat, ha Au = Z. Tekintsiik a kovetkezs halmazt:

K={velLi0,T]: Av =z}

Az iranyithatosagi feltétel miatt egyrészt K nem iires, méasrészt konnyen lat-
hato, hogy konvex és zart halmaz. Az u iranyitas pontosan akkor megoldasa
a feladatnak, ha a K halmaz minimélis norméja eleme. Az Tétel szerint
pontosan egy ilyen elem létezik, és ez éppen az optimélis iranyitas. O

Ezutan ratériink az optimalitas sziikséges feltételének megfogalmazésara.
A (3.1) linearis rendszer adjungalt rendszerén az

y'(t) = —A(t)"y(t)
homogén linearis rendszert értjiikk. Az adjungalt rendszer méatrix-megoldéasa
(®(t,0)71)" = @(0,)"

Jol ismert, hogy az adjungalt rendszer trajektoridi ortogonalisak az eredeti
homogén rendszer trajektériéirzﬂ

3.3. Tétel (Pontrjagin-féle maximumelv). Ha (x,u) optimdlis folyamat, ak-
kor

e taldlhatd olyan p € X, amelyre u = A*p,

1 Az adjungalt rendszerrsl bévebben lasd: Tallos: Dinamikai rendszerek alapjas, Au-
la, 1999.
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o azy'(t) = —A(t)*y(t) adjungdlt rendszernek létezik olyan b megolddsa,
hogy
((t), B(t)u(t)) (¥(t), B(t)v)

m.m. t € [0,T] esetén. Ha itt u # 0, akkor ¢ # 0.

= max
ol <l

Bizonyitds. Az elsd allitas kozvetleniil adodik az Allitasbol. Ekkor va-
lamely p € X mellett u = A*p, és ezért AA*p = Z.
Ha valamely masik ¢ € X mellett ugyancsak AA*q = Z, akkor

p—q € ker AA* = ker A™,

ezért A*q = u.
Térjiink ra a masodik allitas igazolasara. Legyen a [0, T intervallumon

P(t) = ©(0,1)"p.
Ekkor egyrészt 1) megoldasa az adjungalt rendszernek, mésrészt az
u(t) = (A"p)(t) = B(t)"®(0,1)"p
egyenldség folytan u(t) = B(t)*¥(t), innen adodik, hogy ¢ # 0, ha u # 0.

Legyen most v € Y tetsz6leges vektor. Ekkor a [0, 7] intervallum m.m. ¢
pontjaban

1
5 (ol + luI?) = @)l - lloll > {u(t), v).
Mindkét oldalbol ||u(t)]|?-et kivonva

(Il = lu@®)l?) = (ult), v — u()) = (Bt)*(t),v — u(t)) =
= (¥(1), Bt)v — B(t)u(t)).

1
2

Az egyenlStlenséget atrendezve azt kapjuk, hogy
1 1
=5 lu@I* + @), BBu®) = =5 [v]* + @), B#)v).

De |[v]| < |lu(t)]| esetén 1/2[ju(t)||* > 1/2||v||?. E két utobbi egyenlstlenséget
Osszeadva adodik a tétel allitasa. O

A mazimumelv elnevezés a tétel masodik allitasaban szereplé maximum-
tulajdonsagbdl ered. Ezt a tulajdonsagot egy egyszerd formalizmussal még
kénnyebben megjegyezhetévé tehetjiik.
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3.4. Definici6. A (3.1)), (3.2), (3.3)) alatti linearis optimalis iranyitési feladat
Hamilton-fiiggvényén a [0,T] x X x Y x X halmazon értelmezett

H(t,w,u,p) = —glull* + {p, A(t)e + B(t)u)

fliggvényt értjiik.

Ezzel a formalizmussal a maximumelv a kovetkezs egyszertd alakba irhato
at.

3.5. Tétel (Pontrjagin-féle maximumelv, Hamilton-formalizmus). Ha (z,u)
optimdlis folyamat, akkor az

y/(t) = *82H(ta x(t>’ u(t)v y(t))
adjungdlt rendszernek létezik olyan 1 megolddsa, amelyre

H(t,2(t), u(t), (1)) = max H(t, x(t), v, 9 (1))

(IS
majdnem minden t € [0,T] pontban.

Tételiink szemléletesen azt jelenti, hogy a Hamilton-fiiggvény a maximu-
méat az optimaélis iranyitas mentén veszi fel. Ez esetiinkben azt jelenti, hogy

OsH (t,z(t),u(t),v¥(t)) =0
a [0, 7] intervallum majdnem minden pontjaban.

3.6. Példa. Oldjuk meg a [0,2] idgintervallumon a kovetkezd normaminima-
liz&lasi feladatot :

, s
Ty = —le + u.

Allitsuk el6 az optimalis iranyitast, ha a kezds és végallapotok

eo[1] o« ae[2]

és amelyre az aldbbi integral minimalis:

2
/ |u(t)|? dt — min .
0

[

Esetiinkben

=~ o
oA
—_

[}

15}

™

Il
L ——|
= O
—_
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|\

tehat a rendszer a Kalman-feltétel szerint teljesen irdnyithato. Masrészt erre
az autoném rendszerre

és ezért
0
1

ol

(B, AB] = {

T M s
@(t)_eAt_{ 0(.)8215 sm#t}’
—sin 4t cos Zt
és innen
i T
O() 1B =eAtp— | Sl |
cos Zt

Ebbdl egyszerd integralassal

2
AA* = / e ABB*e ATt gt =
0

/2 sin2§t %singt [ 1 _727]
o —%singt coszgt N —% 1
Ko6nnyen ellenérizhetd, hogy
af:e_QAxQ—xoz [ -1 } ,
—1
ezért a AA*p = T egyenlet az alabbi alakot 6lti:
1 =27 |-l
-2 1 |PT
Innen azonnal
_ m 1
 or=2 1]
Végiil az optimalis iranyitas az
u(t) = (A*p)(t) = Bre ATt = - i 5 [— sin %t,cos %t] . { 1 } =
= g (gt e )
— (sinyt—cos

formulaval adhat6 meg (¢ € [0,2]).
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3.2. Az id6optimum-feladat

Most egy olyan feladatot vizsgalunk meg, amelyben a [0, T intervallum nem
rogzitett. Legyen U az Y térnek olyan adott konvex részhalmaza, amelyre
0 € U. Csak olyan iranyitasokat tekintiink megengedettnek, amelyek az alab-
bi halmazhoz tartoznak:

U={ueL%0,T]: u(t)eUmm.}.
Legyen adott az xg € X kezdeti allapot, és tekintsiik az
2/ (t) = Ax(t) + Bu(t)
autonom linedris iranyitasi rendszert az
z(0) =z é x2(T)=0

peremfeltételek mellett. Keresend olyan u € U megengedett iranyitas, amely-
re teljesiilnek a fenti peremfeltételek, és amelyre a T id6pont minimalis. Ezt
a problémat iddoptimum-feladatnak nevezzik.

3.7. Definici6. Adott ¢t > 0 idépillanat mellett jellje Fy azon xg € X pontok
Osszességét, amelyekre vannak olyan x(0) = z¢ tulajdonsagi x € W% [0, 7]
és u € U fiiggvények, hogy a [0, ] intervallumon &' = Az + Bu, és z(t) = 0.
(Tehat E; a rendszer azon kezddallapotainak halmaza, amelyekb6l az origo t
id6 alatt elérhets.) Legyen tovabba

B} = |J E.

0<s<t
Az alabbi allités teljesen nyilvanvalo a definicio és a 0 € U feltétel alapjan.
3.8. Allitas. Bdrmely 0 < s < t idépontokra E, C E,.
3.9. Allitas. Bdrmelyt > 0 idépontra az E; és EY halmazok konvevek.

Bizonyitds. Ha x,y € E, akkor jeldlje u és v azokat az iranyitasokat, amelyek
az x, illetve y allapotokat az origoba iranyitjak ¢ id6 alatt. Ekkor tetszdleges
0 < o < 1 skalarra az au+ (1 — a)v irdnyitas az ax + (1 — )y kezddallapotot
t id§ alatt az origoba viszi. Tehat ax + (1 — a)y € E.

Az E? halmaz konvexitasa abbol adodik, hogy el6all monoton névekedd
konvex halmazok egyesitéseként. O

3.10. Allitas. Tegyiik fel, hogy (x,u) megengedett folyamat a [0, T] interval-
lumon, €és legyen 1 az

y'(t) = —A"y(t)
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adjungdlt rendszer megolddsa. Akkor

(W(T),x(T)) — (¥(0),z(0)) = /O (¥(t), Bu(t)) dt

Bizonyitds. Valoban, a szorzat differencialasa alapjan

d
(), a(1) =

(@' (1), (1) + (¥(1),2'(t)) =

(=A"P(t), 2(t)) + (¥ (1), Ax(t) + Bu(t))
= (W), —Az(t)) + (b(1), Ax(t) + Bu(t)) =
= (¥(t), Bu(t))-

t)
Innen a Newton—Leibniz-formula alapjan azonnal adédik az allitas. O
Megfogalmazzuk a Pontrjagin-féle maximumelvet az idGoptimum-feladatra.

3.11. Tétel. Ha (x,u) optimdlis folyamat a [0,T) intervallumon, akkor az

y'(t) = —Ay(t)
adjungdlt rendszernek taldlhaté olyan ¢ # 0 megolddsa, amelyre

(¥(t), Bu(t)) = max(y(t), Bv) (3-4)

velU
majdnem minden t € [0,T] pillanatban.

Bizonyitds. Az optimalités folytan xg € Ep, de minden 0 < ¢ < T id6pilla-
natra xg € Fy, és ennélfogva xy ¢ E%. Ekkor az xy pont és az E% konvex
halmaz hipersikkal szeparalhatok, azaz létezik olyan nem zérus a € X vektor,
amelyre

(a,z—x0) >0

minden z € E. pontra.

Ha 2z € FEr tetsz6legesen adott pont, akkor jelolje ¢, a rendszer azon
trajektoriajat, amelyre ¢,(0) = z, és ¢.(T) = 0. Ekkor barmely 0 < ¢t < T
mellett . (T —t) € E; C EY., és ezért

(a,0.(T —1t) = x0) 2 0.
Itt a t — T — 0 bal oldali hatarértékre térve @, (T —t) — z, és igy az
(a,z —w0) >0 (3.5)

egyenl6tlenség minden z € Ep pontban is érvényes.
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Tegyliik fol, hogy 1 kielégiti az alabbi kezdetiérték-feladatot:

P(t) = A1),

ekkor ¢ # 0. Indirekt modon tegyiik fel nem érvényes a (3.4) maximum-

tulajdonsag. Ez azt jelenti, hogy talalhaté olyan v € U vektor és olyan D C
(3.6)

C [0, T] pozitiv mértéki halmaz, hogy
(1h(t), Bu(t)) < (¢(t), Bv)

a t € D pontokban. Vezessiik be a kévetkezs iranyitést:
o u(®), hatel0,T]\D,
u(t)_{ v, hat e D.

Legyen ezutan & az alabbi feladat megoldasa a [0, 7] intervallumon:

#'(t) = Az(t) + Ba(t),
(T) =0.
Ekkor (Z,4) olyan megengedett folyamat, amely a rendszert az #(0) &lla-
potbol az origdba viszi, azaz £(0) € Ep. Ezért a (3.5) relaciora tekintettel
(3.7)

(a,2(0) — ) > 0.

A Allitas szerint egyrészt
T
((T), z(T)) = (4(0),z(0)) = /0 ((t), Bu(t)) dt,

masrészt
((T),2(T)) = (¥(0), £(0))
Vonjuk ki ez utébbi egyenlGséget az el6bbibdl, és vegyiik figyelembe, hogy

x(T) = &(T) = 0, tovabba x(0) = xo, és 1¥(0) = a, ekkor azt kapjuk, hogy

(a,#(0) — o) = / (6 (t), Bu(t)) dt — / ((t), Ba(t)) dt.

Ennek az egyenlStlenségnek a bal oldala a (3.7)) relacio folytan nem negativ,

igy . .,
/ (¥(t), Bu(t)) dt > / (1(t), Ba(t)) dt.
0 0
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Ez az 4 iranyitas definiciojara tekintettel azt jelenti, hogy
[ wanBuwyde> [ wo.siw) = [ wi. o)
D D D
ami ellentmond a (3.6|) indirekt feltevésiinknek. Tehat valoban

(¥(t), Bu(t)) = (1(t), Bv)
minden v € U és majdnem minden ¢ € [0, 7] esetén. O

Ha bevezetjiik a
H(z,u,p) = (p, Ax + Bu)

Hamilton-fiiggvényt, akkor tételiink az alabbi médon fogalmazhaté meg.

3.12. Tétel. Ha (x,u) optimdlis folyamat a [0,T) intervallumon, akkor az
y'(t) = —01H(z(t),u(t),y(t))
adjungdlt rendszernek létezik olyan ¥ # 0 megolddsa, amelyre

H(x(t), u(?), ¥ (t)) = max H(x(t), v, %(¢))

majdnem minden t € [0,T] pillanatban.

3.3. Elégséges feltétel optimalitasra

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a Pontrjagin-féle maximumelv egy
tovabbi feltevés mellett elégséges feltétel is az idGoptimum feladatban. A
tovabbiakban

lin{vy,...,v,}

a vi,...,v, vektorok linearis burkat jelenti.

3.13. Tétel. Legyen (x,u) olyan megengedett folyamat a [0,T] intervallu-
mon, amelyre az

y'(t) = —Ay(t)
adjungdlt rendszernek létezik olyan ¢ # 0 megolddsa, hogy m.m. t € [0,T)
mellett

(¥(t), Bu(t)) = max(y(t), Bv).

velU

Tegytik fel tovabbd, hogy taldlhats olyan a € Y wvektor, amelyre [—a,a] C U,
€s

Y(T) € lin{Ba, ABa,..., A" *Ba}.
Akkor (z,u) optimdlis folyamat.
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Bizonyitds. Indirekt modon tegytik fel, hogy taldlhato egy 0 < T < T ids-
pont, és (&,4) megengedett folyamat a [0,7] intervallumon. A maximum
feltétel miatt

wgt)»Bu(t)> > (P(t), Bi(t))

(
majdnem mindeniitt a [0, 7] intervallumon. Ekkor itt a Allitas alapjan

Mivel itt 2(0) = £(0) = o és £(T') = 0, ez azt jelenti, hogy
((T),2(T)) = 0. (3.8)
Masrészt a 0 € U feltétel miatt a [0, 7] intervallumon

(1(t), Bu(t)) = ((t),0) = 0.
Innen az z(T') = 0 egyenlGség és a Allitas figyelembevételével

—(@(T),2(T)) = ((T),x(T)) — (Y(T),z(T)) =
:/ ((t), Bu(t)) dt > 0.

T

Ha ezt osszevetjiik a (3.8)) egyenlStlenséggel, akkor azt kapjuk, hogy

. R T
0= ((F),x(T)) = / (6 (), Bu(t) dt.

T

De itt az integrandus nem negativ, ezért a maximumfeltételre valo tekintettel

0= (¥(t), Bu(t)) = max{(t), Bv)
majdnem minden t € [T, T] esetén. Tehat ezen az intervallumon a (1)(t),.)
skalaris szorzat a BU halmazon a maximumét az origoban veszi fel.
A feltételiink szerint létezik olyan a € Y vektor, amelyre [—Ba, Ba] C BU,
és
(T) € lin{Ba, ABa, ..., A" ' Ba}. (3.9)

Mivel a [T, T intervallum minden pontjaban

max (u(t), Bv) = (¥(8),0) = 0,

vE[—a,a
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azért ezen az intervallumon (i(t), Ba) = 0.
Azonban 1 folytonosan differencialhato, ezért

d

2 (¥(t), Ba) = (=A"(t), Ba) = —(¢(t), ABa) = 0,

és teljesen hasonldéan a magasabbrendi derivaltakra
(), A*Ba) =0 k=12,...
a [T, T] intervallumon. Specialisan a T’ pontban
(p(T), A*Ba) =0 k=12,....

Ezt a (3.9) feltétellel osszevetve az adodik, hogy #(T) = 0, ami lehetetlen,
hiszen igy 1 azonosan nulla lenne. Ez azt jelenti, hogy (x, u) valoban optimalis
folyamat. O

3.14. Kovetkezmény. Legyen (z,u) olyan megengedett folyamat a [0,T]
intervallumon, amelyre az

y'(t) = —A"y(t)

adjungdlt rendszernek létezik olyan ¢ # 0 megolddsa, hogy m.m. t € [0,T]
mellett

(¥(t), Bu(t)) = max (¢ (t), Bv).

velU

Tegytik fel tovdibbd, hogy taldlhatd olyan a € Y wvektor, amelyre [—a,a] C U
és

lin {Ba, ABa,..., A" 'Ba} = X.
Akkor (z,u) optimdlis folyamat.

Erdemes megjegyezni, hogy a [—a,a] C U feltétel biztosan teljesiil, ha az
origbd az U halmaz bels6 pontja, azaz 0 € int U.

3.4. Példa idGoptimalis iranyitasra

A kovetkezs példaban a sziikséges, illetve az elégséges feltételiink hasznalatat
illusztraljuk.

3.15. Példa. Legyen U a [—1,1] intervallum, és tekintsiik az alabbi autoném
irdnyitasi rendszert:

x’(t):[g é]x(t)-i—[
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ahol z(0) = xg, és z(T) = 0. Keresendd olyan w irdnyitas, amelyre u(t) €
€ [-1,1] m.m., és amely az xo kezdeti allapotot az origdba viszi minimalis T
id6 alatt.

Vizsgaljuk el6szor az adjungalt rendszert:

vio=[ 2 o]

ennek altalanos megoldésa

0= _ots ]

ahol «a és [ tetszGleges valos szamok. Ha ezt beirjuk a maximumfeltételbe,

Lt Dl D

A szorzast elvégezve azt kapjuk, hogy

(—at + B)u(t) = max (—at+ f).
ve[—1,1]

Vilagos, hogy a maximumhely —at + 5 elGjelétdl fiigg, nevezetesen
u(t) = sgn (8 — at),

azaz u(t) € {—1,1} az egész intervallumon. A két esetet szétvalasztjuk.
Ha u(t) = 1, akkor a rendszeriink az alabbi alakot 6lti

x| = @9,
zy =1,
ennek altalanos megoldasa xo(t) =t + ¢ és x1(t) = 1/2(t + ¢)? + d, azaz

1
T = 51}% +d,

ahol d tetsz6leges valos konstans. Ha pedig u(t) = —1, akkor a rendszer
Ty = z9,
xh = —1,

ennek altalanos megoldasa xo(t) = ¢ —t és x1(t) = 1/2(c — t)? + d, tehét

1
T = —5173 + d,
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T2

xrp = ﬂ:%ﬂ?% +d
3.1. abra. A rendszer fazisdiagramja

ahol d tetszsleges valos allando. Ezeket a gorbéket a fazisdiagramon abréazolva
a 3.1. dbrédhoz jutunk.

Ez azt mutatja, hogy egy teszéleges z sikbeli kezdeti allapotbél indulva
elGszor azon a paraboldn haladunk, amelyen olyan parabolara juthatunk,
amely atmegy az origon, az abran ekkor u(t) = 1. A metszéspontban ratériink
arra a parabolara, amely az origoba visz, innentdl u(t) = —1.

Vizsgéljuk meg, hogy erre a folyamatra teljesiil-e az elégséges feltételiink.
Elészor is vilagos, hogy az origd az U = [—1,1] halmaz bels6 pontja, mésrészt

im [B1, AB1] = im [ (1) (1) ] =R2%

Tehat a fentiekben konstruélt iranyitas valoban optimaélis folyamatot definial.

3.5. Gyakorlatok

1. Tekintsiik a [0,1] intervallumon az

x'(t){g Hz(tHH Hu(t)

autondm linearis rendszert. Keressiik meg azt az

1
/ |u(t)|* dt — min
0

optimalis iranyitast, ahol

=7 ) 0
fCo=|: 1:|, es 331:|:0:|.
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Mutassuk meg, hogy az optimalis iranyitas

ult) = { —6t + 2

6 } (t € 10,1]).

. Vizsgéljuk meg a [0,1] intervallumon azt a normaminimalizalasi felada-

tot, amelyben

2 1] I1
e[32] o [t)

xoz{ —4 }7 tovabba 3312[0]

és ahol
—54e? 0

Igazoljuk, hogy az optimalis irdnyitas u(t) = (24 — 16t)e=2" a [0,1]
intervallumon.

. Melyek azok az x(0) vektorok, amelyekre az idGoptimaélis iranyitas kons-

tans a [0, T] intervallumon, ahol U = [0, 1]?

;}x(t)—k{
=11,

Q@ ON
— =
—_
<

—

~

=

x(T)::gl

4. Keressiik meg az idGoptimaélis iranyitast az alabbi feladatban:

2(t) = [ 2 ]x(t)—i— [ s ]u(t),

Hatarozzuk meg T minimalis értékét is.



4. fejezet

A bang-bang-elv

4.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben a kovetkezd feladattal foglalkozunk. Legyenek X és Y n,
illetve m dimenzids euklideszi terek, xg € X adott, és tekintsiik a (2.1)) alatti

2/ (t) = A(t)x(t) + B(t)u(t),
z(0) = g

linearis irdnyitasi rendszert a [0, T idSintervallumon, ahol A(t) n x n mérett,
illetve B(t) n x m méretd matrixok, tovabba A és B négyzetesen integralha-
tok.

Tegyiik fel, hogy adott egy U nem iires, konvex, kompakt halmaz az Y
térben, és a megengedett iranyitasokat korlatozzuk az

U={uelL2[0,T]:u(t) €U mm.} (4.1)
halmazra.
4.1. Definici6. Egy u iranyftast megengedettnek neveziink, ha u € U.

4.2. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az zr allapot elérhetd az xg kezddalla-
potbdl, ha talalhat6 olyan v megengedett iranyitéas, hogy a rendszer megfelelé
» megoldasara p(0) = xo, és p(T) = 7.

Kérdés, hogy egy elérhet6 xp allapot vajon elérheté-e olyan iranyitésssal is,
amely az értékeit az U extremalis pontjaiban veszi fel. Az ilyen iranyitasokat
extremdlis irdanyitasoknak nevezziik. Ez kiillondsen hasznos lehet olyan ese-
tekben, amikor U poliéder, hiszen ekkor az extremalis iranyitasok értékkész-
lete véges halmaz. Tehat a megengedett iranyitasok halmaza nagymértékben
Lokonomizalhato”.

43
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Az el6z6 fejezetben bevezetett A leképezés segitségével a feladat formalisan
agy is felirhato, hogy érvényes-e a

AU = AexU

egyenlGség, ahol ex U azon irdnyitasok halmaza, amelyek értékkészlete az U
extremalis pontjainak részhalmaza.
Ez a fejezet nagymeértékben tamaszkodik a mértékelmélet eszkéztéréraﬂ

4.2. Mérheté halmazértéki leképezések

Legyen X normalt tér és tekintsiink egy F : [0,T] ~ X zart értékd halmaz-
értéki leképezést. Ez azt jelenti, hogy minden ¢ € [0, 7] mellett F(t) az X
tér valamely nem {ires, zart részhalmaza.

Jelentse a tovabbiakban A a [0, 7] intervallum Lebesgue-mérhetd részhal-
mazainak o-algebrajat, tovabbé jeldlje u a Lebesgue-mértéket.

4.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy F' mérhetd, ha barmely V C X nyilt
halmazra
FrV)={tc[0,T]: Ft)NnV £ 0} € A,
azaz a nyilt halmazok inverzképei mérhetGek.
4.4. Allitas. Ha X véges dimenzids, akkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
(1) F mérhetd.
(2) Bdrmely K C X kompakt halmazra F~1(K) € A.
(3) Bdrmely M C X zdrt halmazra F~1(M) € A.
Bizonyitds. (1) = (2). Ha K C X kompakt halmaz, akkor tekintsiik a

Vn—{xeX:dK(x)<711}

nyilt halmazokat. Vilagos, hogy K = (,—, V,,, ezért
FHE)= () F (Vo) € A
n=1

(2) = (3). Minden zart halmaz megszamlalhato sok kompakt halmaz egye-
sitéseként all el§. Nevezetesen, ha M zart, akkor a K,, = M NnB halmazok
kompaktak és

M = G K,.
n=1

LA mértékelméleti segédeszkozok megtalalhatok: Magyarkuti: Mértékelmélet és di-
namikus programozds, www.tankonyvtar.hu, 20183.
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ahol B az X tér zart egységgombje. Ilyenkor tehat
- U P!
n=1

(3) = (1). Legyen most V' C X nyilt halmaz, és tekintsiik az

an{J?EXIch(x)Z:L}

zart halmazokat. Mivel ekkor V = (J77 | M,,, azt kapjuk, hogy

o0

U LM, NnB) € A,

amivel az allitast igazoltuk. O

Megjegyezziik, hogy (1) és (2) ekvivalencidja barmely normalt térben ér-
vényes.

4.5. Allitas. Ha X véges dimenzids, tovdbbd F és G mérhetd leképezések,
akkor F N G is mérhetd.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy F' x G is mérhetd leképezés. Valoban,
ha U C X x X nyilt halmaz, akkor U elGallithato

U (A, x By,)
alakban, ahol A,, és B, az X nyilt halmazai. Ekkor azonban
(Fx@)~ U NG(B,)) € A,

azaz F' X G mérhetS. Ha most M C X zart halmaz, akkor
(FNG)™ M M)={te[0,T]: (FxG)(t)nAN(M x M) # 0},

ahol A = {(z,z) : © € X}. Mivel F' x G mérhets, azért ez utobbi halmaz is
mérhetd, igy az F'N G leképezés is mérhetd. O

Ko6nnyen ellenérizhets a definicié alapjan, hogy mérhets leképezések egye-
sitése is mérhetd.
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4.6. Példa. Tipikus példa mérhetd halmazértékii leképezésre az alabbi konst-
rukci6. Legyen u mérhetd fliggvény a [0, T] intervallumon, U az X kompakt
részhalmaza, tovabba F'(t) = u(t) + U. Adott € > 0 mellett tekintsiik a

Gt)={re Ft): lz —ul®)] =}

leképezést. Az el6z6 allitasunk alapjan konnyt ellendrizni, hogy G kompakt
értéki mérhetd leképezés. Valoban, G felirhato a G(t) = F'(t) N H(t) alakban,
ahol

H(t)={ye X:e <yl <a},

és a = sup{||ul| : w € U}. Itt F és H mérhetdek, ugyanis Luzin tétele szerint
a [0, 7] intervallumbél elvehets egy tetszSlegesen kicsi pozitiv mértékd rész,
hogy a maradékon u folytonos. Ekkor nyilt halmaz inverzképe is nyilt, ebbsl
adodik a teljes inverzkép mérhetésége. Igy G mérhetdsége azonnal adodik az
el6z6 allitasbol.

4.3. Szelekcios tétel

Fontos kérdés, hogy egy mérhets halmazértéki leképezésben mikor halad egy
mérhetd fiiggvény. Ezt valaszoljuk meg az alabbiakban. Igy arra is valaszt
kapunk, hogy az iranyitasi rendszerek mikor irhatok fel differencialtartal-
mazasok alakjaban. Az alabbi tétel (altalanosabb formaban) Kuratowski és
Ryll-Nardzewski lengyel matematikusoktol szarmazik.

4.7. Tétel (Szelekcios tétel). Ha X véges dimenzids és F zdrt értéki mér-
hetd leképezés, akkor F-nek van mérhetd szelekcidja, azaz olyan f mérhetd
fiiggvény a [0,T] intervallumon, amelyre

ft) € F(t)
magjdnem minden t € [0,T] esetén.
Bizonyitds. Jelolje Q@ = {ri,rq,...} a racionalis koordinataja pontok hal-

mazat az X térben. Induktiv médon definialjuk mérhetd fliggvények egy f,
sorozatat, amelyre

falt) € F(t) + %37 (4.2)
valamint .
1£n(t) = fa1 (Ol < 57 (4.3)

minden ¢ pontban és minden n természetes szamra.
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Legyen evégett fi(t) = r1 a [0,T] intervallumon. Ha a sorozat elsé n — 1
elemét mar definidltuk, agy tekintsiik a

1

valamint a

DI = {t €0,T]:||rs — famr (W] < 2711—1}

halmazokat, és legyen A? = C N D?. Legyen t € [0,T] tetszsleges pont. Az
indukcios feltevés miatt van olyan x € F(t), hogy ||z — fn_1(t)|] < 1/277L.
Maésrészt () lezarasa az egész X, ezért talalhato olyan 4 index, amelyre

Iri =zl < 1/2" & |lri — x| + llo = faa (0] < 1/2771

Kovetkezésképpen t € A7 Igy azt kaptuk, hogy

0,7] = G AP,
=1

Vezessiik be a
1
B:L:{LEEX ||x—rl|| < 2"}

jelélést. Ekkor BI' nyilt gémb, tovdbba CI* = F~!(BP), valamint D' =
= f1(BI'h). Ebbol kivetkezik, hogy C € A és D € A, tehat A? € A.
Vezessiik be az E] = A7, illetve ¢ > 2 esetén az

i—1
Ep =Ap\ | J Ay
j=1
halmazokat. Vildgos, hogy ekkor az E]' halmazok paronként diszjunktak,
mérhetSek, és egyesitésiik kiadja a [0, 7] intervallumot. Ertelmezziik az f,
fliggvényt az
fa(t)=r; ha teE!

formuléval. Kénnyen lathato, hogy f, mérhetd, tovibba a konstrukcioboél
addddan fennéllnak a és alatti egyenl6tlenségek.

Masrészt szerint az f, sorozat egyenletesen konvergens. Ha most
f =lim f,, akkor f mérhets, tovabba a relaciora tekintettel az F' hal-
mazértéki leképezés szelekcidja. O

A szelekcios tételt a kés6bbi szakaszokban extremalis iranyitasok elGallita-
sdhoz hasznaljuk. Egy mésik fontos alkalmazasa az ugynevezett Filippov-féle
implicitfliiggvény-lemma, amely lehet6vé teszi, hogy iranyitasi feladatokat dif-
ferencidltartalmazasokka irjunk at. Ennek egy specialis esetét mutatjuk most
meg.
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4.8. Tétel (Implicitfiggvény-lemma). Legyen f : X x Y — X folytonos
figguény, és U CY zdrt halmaz. Tekintsik az

F(z) ={f(z,u) :uec U}

halmazértéki leképezést. Ha valamely x : [0,T] — X folytonos fiiggvény mel-
lett az y : [0,T] = X mérhetd fiiggvényre

y(t) € F(z(t))

magdnem mindenditt, akkor taldlhatd olyan w : [0,T] — U mérhetd figgvény,
hogy
y(t) = fla(t),u(t))

majdnem mindenditt.

Bizonyitds. Tekintsiik a
G(t)=Un{ueY :y@t) = f(z(t),u)}

halmazértéki leképezést. Vilagos, hogy G értékei nem iires, zart halmazok.
Masrészt G mérhetd is, hiszen a Luzin-tétel értelmében a [0, 7 intervallumbol
elvehet§ egy tetszGlegesen kicsi pozitiv mértékd részhalmaz, hogy a maradé-
kon y folytonos legyen. Tehat a szelekcios tétel szerint 1étezik egy u mérhets
szelekcioja. Ez éppen megfelel az allitasunknak. O

Az implicitfiiggvény-lemméabol azonnal kovetkezik, hogy az
o' (t) = f(z(t),ut), uwel
irdnyitasi differencidlegyenletnek, illetve a fenti F' mellett az
2'(t) € F(a(t))

differencidltartalmazasnak a megoldashalmazai egybeesnek.

4.4. Extremalis iranyitasok

A maximume-elv szerint az optimalis iranyitasok értékkészlete az U iranyitasi
tartomany hataran fekszik. Ha torténetesen U szigorian konvex, akkor ezek
a hatarpontok mind extremalis pontok is.

4.9. Definici6. A (2.1) rendszer valamely w iranyitasat extremdlisnak ne-
vezzik, ha u(t) majdnem mindeniitt az U halmaz extremaélis pontja.

4.10. Lemma. Az u pont akkor és csak akkor extremdlis pontja az U konvex
halmaznak, ha az U N (2u — U) halmaz az egyetlen u pontbdl dll.
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Bizonyitds. Mindenesetre, ha v € U, akkor u = 2u —u € 2u — U, és igy
weUN2u-U).

Tegytik fel, hogy U N (2u—U) nem egyelemt, azaz talalhato olyan u; # wu,
amelyre u; € UN(2u — U). Akkor egyrészt u; € U, masrészt us =2u—u3 €U.
Azonban U konvex, ezért v = 1/2(u1 + uz), azaz u nem lehetne extremalis
pont.

Forditva, tegyiik fel, hogy v nem extremalis pontja az U halmaznak. Ekkor
talalhatunk két kiilonb6z6 u; és ug pontot az U halmazbdl, valamint egy 0 <
< a < 1 skalart, hogy u = auy + (1 — @)us. Az altalanossag csorbitasa nélkiil
foltehetd, hogy a > 1/2. Ekkor

v=2u—u = (2a —1u; +2(1 — a)uy € U.

Konnyen lathato, hogy ekkor w; és v egyarant az U N (2u — U) halmaz eleme,
igy az nem is lehet egyelemii. O

4.11. Tétel. Tegyiik fel, hogy U az Y konvex, kompakt részhalmaza, és te-
kintstiik a megengedett iranyitdsok 1' alatti U halmazdt. Az ug irdnyitds
akkor és csak akkor extremdlis, ha uy az U extremdlis pontja.

Bizonyitds. Sziikségesség. Indirekt modon tegyiik fel, hogy uo nem extremalis
pontja az U halmaznak. Akkor talalhato két kiilonb6z6 uy és us megengedett
irdnyitas, valamint egy 0 < a < 1 skalar, hogy

ug = auy + (1 — a)us. (4.4)

Mivel u; és us kiilonbozbek, van olyan pozitiv mértékd D részhalmaza a [0, T
intervallumnak, hogy wu;(t) # u2(¢) minden ¢ € D pontban. Ez azonban azt
jelentené, hogy ug(t) nem lehet az U extremalis eleme a D pontjaiban.

Elégségesség. Tegyiik fel ismét indirekt mddon, hogy létezik olyan pozitiv
mértékd D halmaz, hogy u¢(t) nem extremaélis pontja az U halmaznak a D
pontjaiban. Ekkor az el6z6 lemma szerint a W (t) = U N (2uo(t) — U) halmaz
nem is lehet egyelemt, ha ¢t € D. Taladlhatunk tehat olyan e pozitiv szamot,
és olyan Dy C D pozitiv mértékd halmazt, amelyekre a

G(t) = { € W(t) : [le — ug(t)]| = <} # 0

a D; pontjaiban. A G leképezés mérhets (lasd a Példat), és értékei zart
halmazok. A szelekcios tétel szerint ezért taldlhatunk egy olyan @ mérhets
fiiggvényt, amelyre @(t) € G(t) a D1 halmazon. Vilagos a G értelmezésébdl,
hogy 2uo(t) — u(t) € G(t) a Dy pontjaiban. Tehat az

_ [ wuo(t), hatd Dy,
ul(t)_{ ﬂ((Jt)7 hatEDi
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valamint az

ug (t) = 2UO(t) — U1 (t)
fiiggvények egyarant az U halmazban fekszenek. Mivel ekkor ug =1/2(ui+uz),
ez azt jelenti, hogy ug nem lehet az U extremalis pontja.

O
4.12. Lemma. Ha H vektortér, A : H — X linedris leképezés, U C H
konvez halmaz és & a AU halmaz extremdlis pontja, akkor U N A~Y(Z) az U
extremdlis részhalmaza.

Bizonyitds. Ha valamely ug € U N A~Y(z) pontnak létezik olyan
ug = au + (1 — a)ug
elgallitasa, ahol uy,us € UéesO<a< 1, akkor
Z = Aug = aluy + (1 — @)Aus.
Mivel  extremalis pont, ez csak gy lehetséges, hogy Auy = Aug = 7. Ez azt
jelenti, hogy ui,us € UNA™L(Z). O

4.13. Tétel. Legyen U az Y konver kompakt részhalmaza, és tekintsik a
megengedett irdnyitisok li alatti U halmazdt. Ha T a AU extremdlis pont-
ja, akkor van olyan ug extremdlis irdnyitds, amelyre Aug = .

Bizonyitds. Az el6z6 lemma szerint mindenesetre U N A~ () az U extrema-
lis részhalmaza. Masrészt U N A~ (Z) nyilvan korlatos konvex zart halmaz,
ezért a Tétel értelmében van extremalis pontja. Mivel egy extremaélis
részhalmaz extremalis pontjai egytttal az egész halmaz extremalis pontjai
is, taladlhatunk olyan ug € U extremalis pontot, amelyre Aug = z. Ekkor
azonban a Tétel folytan ug extremalis iranyitas. O

4.5. Bang-bang elv

A kovetkezSkben azt fogalmazzuk meg, hogy ha egy lineéris rendszer vala-
mely allapotba iranyithato, akkor oda extremalis iranyitassal is iranyithato.
Ezt az eredményt az irodalomban bang-bang elvnek nevezik, arra utalva, hogy
az extremalis iranyitas az extremalis pontok kozott ugral.

4.14. Allitas. Legyen Y = R, U = [0,1], és készitsiik el a 1) alatti U
halmazt. Tetszbleges i, ..., 0, € L?[0,T) fiiggvények mellett az L : U — R™,

T
Lu= / (1), - o (8))uu(t) dt

leképezésre érvényes az . R
LU = L(exU)

egyenldség, ahol exU az extremdlis pontok halmaza.
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Bizonyitds. Legyen ug = 1/2 a [0, 7] intervallumon, akkor U — ug éppen az
1/2 sugart zart gémb az L2[0,T] térben. Mésrészt barmely y € LU esetén
L=Y(y) zart, ezért a Tétel szerint az U N L~ (y) halmaznak van egy u
extremalis pontja.

Megmutatjuk, hogy ekkor u az U extremalis pontja is. Indirekt modon
tegyiik fel, hogy ez nem igaz, indukcioval belatjuk, hogy akkor u nem lehet
az U N L™ (y) extremalis pontja sem.

Mindenesetre van olyan € > 0 és olyan D pozitiv mértékd halmaz, hogy a
D pontjaiban

e<u(t)y<l—e.

Tegyiik fel, hogy az allitasunk (n — 1)-ig érvényes. Valasszunk két diszjunkt
pozitiv mértékd D és Dy halmazt a D-ben, és alkalmazzuk az indukciés

feltevést a Y1XD,,- .-, ¥Yn—1XD,, illetve a Y1xD,, - .., Yn_1XD, fliggvényekre.
Ekkor talalhatunk olyan F; C Dy és Eo C Dy pozitiv mértékt halmazokat,

hogy
/wz )IXE; ( /wz X, (

az it = 1,...,n — 1, j = 1,2 indexekre. Vezessiik be az w; = 2xg, — xp,

fliggvényeket, akkor
T
/ 7/11' (t)wj (t) dt = 0
0

minden 7, j mellett. Vilagos, hogy az w; és wo fliggvények szorzata nulla.
Ha most 1, € L?[0,T] adott, akkor véalasszunk olyan « és 3 nem zérus
skalarokat, amelyekre |a| < €, || < ¢, tovabb4 az w = aw; + Bws fliggvényre

T
/0 Gn(H)w(t) dt = 0

telejesiil. Az « és ( valasztéasabol adodik, hogy v + w,u —w € U, valamint
Lw =0, kbvetkezésképpen L(u+ w) = L(u —w) = Lu = y. Ez azt jelenteng,
hogy u nem lehet UNnL~ 1(y) extremalis pontja a feltevéssel ellentétben.
Ezzel megmutattuk, hogy minden y € LU esetén ex(U N L~ (y)) C exU,
ahonnan adoédik az allitasunk. O

Megjegyezziik, hogy ezen allitasunk a Tétel értelmében az
LU = L{xa : A C [0,1] mérhets}
alakban irhato fel, ahol x4 az A halmaz indikatorfiiggvénye, azaz

() = 1, ha te A,
XAW= 0, ha t¢A.
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Ha bevezetjiik a
V(E) = (n(E),...,vn(E)) (4.5)

jelélést, ahol
vie(E) = / be(t)dt (€ L2[0,TY),
E

akkor v a Lebesgue-mértékre vonatkozdan abszolut folytonos mértékekbdl
Osszeallitott ugynevezett vektormérték. A kovetkezs tételiink azt fogalmazza
meg, hogy egy ilyen vektormérték értékkészlete konvex kompakt halmaz. Ez
az allitdsunk Ljapunov egy igen altalanos tételének specialis alakja.

4.15. Tétel (Ljapunov tétele). Legyen M C [0,T] pozitiv mértékd, és tekint-
stk a (4.5)) alatti v vektormértéket. Akkor az

R={v(E): ECM mérhetd részhalmaz}
értékkészlet az R™ kompakt konvexr részhalmaza.

Bizonyitds. Barmely E C M mérhet6 részhalmazra
oB) = ([ osonea.... [ et ar).
E E

ezért az eloz6 alitdsunk jelSléseit haszndlva R = L(ex U). Ekkor azonban az
el6z6 allitas folytan R = LU, és ez utobbi pedig konvex kompakt halmaz. [

4.16. Tétel (Dvoretzki-Wald-tétel). Tegyiik fel, hogy v, ..., v™ a Lebesgue-
mértékre abszolit folytonos R™-értékd vektormértékek a [0, T intervallumon.
Legyenek o, . . ., ay, olyan nemnegativ szamok, amelyek dsszege 1. Akkor bar-
mely E C [0,T] mérheté halmaz felirhaté E = E1 U ---U E,, diszjunkt unio
alakban, ahol
VH(Ey) = ap*(E)

minden k=1,...,m esetén.
Bizonyitds. A bizonyitast indukcioval végezziik. Legyen elGszor m = 2 és
as = 1 — ay. Tekintsiik a 2n-dimenziés v(E) = (v'(E),v?(E)) vektormérteé-
ket. Ljapunov tétele szerint van olyan Fy; C E mérhetd halmaz, hogy v(Eq) =
= ayv(FE). Ez azt jelenti, hogy

vHE) = v (E) & v3(EL) = o (E).

Legyen Ey = E'\ Fy, ez megfelel az alllitasunknak.
Tegyliik fel, hogy m — 1-ig bezardlag az allitdsunk igaz, és tekintsiink m
szama v', ..., ™ vektormértéket. Vezessiik be a
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nm-dimenzios vektormeértéket. Ljapunov tétele értelmében valaszthatunk olyan
E, C E mérhets halmazt, hogy v(F1) = a1v(F), azaz

VF(Ey) = a1k (E)

minden k indexre. Legyen E' = E '\ E, és alkalmazzuk az indukcios feltevést
a v2,..., U™ mértékekre. Azt kapjuk, hogy E' = Ey U ---U E,, irhato, ahol

k Yk k(g
Ey) = E
V(B = T M)
minden k = 2,...,m mellett. Innen kovetkezik, hogy
@
V() = 7o (1= )M (B) = ap(B),
—a
amit igazolnunk kellett. O

Tekintsiik ezutan a (2.1) rendszert, legyen U az X konvex kompakt rész-
halmaza, és legyen U a lb alatti megengedett irdnyitdsok halmaza.

4.17. Tétel (Bang-bang-elv). AU = A(exU).

Bizonyitds. Legyen & € AU. Mivel AU konvex kompakt halmaz az X n-di-
menzios térben, azért a Caratheodory-tétel szerint talalhatunk olyan ey, ..., e,
extremalis pontokat, hogy z elGallithato az

T = ey + -+ apen

konvex kombinacioval. Akkor a[f.13] Tétel alapjan talalhatunk olyan ug, ..., u,
extremalis iranyitasokat, amelyekre Auy = e minden indexre.
Tekintslik ezutan a

Vk(E):/ ®(0,t) B(t)ug(t) dt
E
vektormeértékeket, mindegyikiikre v([0,T]) = ex. A Dvoretzki-Wald-tétel
szerint [0,T] = Eq U - -- U E,, diszjunkt uni6 frhato, ahol
V() = ax*([0,T)) = axey,
minden k esetén. Definidljuk az
U=UoXE, T -+ UnXE,

irdnyitast. Az értelmezésbdl vilagos, hogy o extremaélis iranyitas. Méasrészt

A= /0 (0, ) B()a(t) dt kz:o /E (0, )B(0 (1)t =

[
M=

n
Vk(Ek) = Z ager =T,
k=0

=~
Il

0
amit igazolnunk kellett. O
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4.6. Gyakorlatok

1. Legyen X véges dimenzios tér, és tekintsiink egy [0, 7] intervallumon
értelmezett olyan F' halmazértéki leképezést, amely az X nem iires,
zért részhalmazai kozé képez. Bizonyitsuk be, hogy F' akkor és csak
akkor mérhets, ha barmely x € X mellett a t — dp@)(x) fiiggvény
mérhetd.

2. Tgazoljuk, hogy ha U : [0,T] ~ Y feliilrdl félig folytonos konvex kom-
pakt értéki leképezés, akkor az

U={ueL}{[0,7]:ut) € U(t) mm.}
halmaz korlatos, konvex és zart az L% [0, T] Hilbert-térben.

3. Legyen U az X olyan konvex zart részhalmaza amely szimmetrikus,
azaz U = —U, tovabba 0 € int U. Tekintsiik az

lz|| = inf{t >0: 2 € tU}

agynevezett Minkowski-normét. Mutassuk meg, hogy ez valéban nor-
mat definial az X téren. Vajon hogyan karakterizalhaté az u(t) € U
iranyitas?
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5. fejezet

Differencialszamitas normalt
terekben

5.1. Differencidlhatosag

Ebben a szakaszban bevezetjiik a normalt tereken értelmezett fliggvények de-
rivaltjanak fogalmat. Normalt téren mindig a valds test folotti teret értiink.
Célunk a normalt terekben értelmezett fliggvények szélsGértékhelyeinek meg-
keresése.

5.1. Definici6. Legyenek X és Y normaélt terek, és tekintsiik az X egy
részhalmazan értelmezett az F' : X — Y leképezést, amely értelmezve van az
x € X pont egy kérnyezetében. Azt mondjuk, hogy F differencidlhaté az x
pontban, ha talalhato olyan A € L(X,Y") folytonos linearis leképezés, hogy
barmely v € X, z + v € Dp esetén

F(z+v)=F(z)+ Av + r(v),

ahol lim,_o ||r(v)||/||v|| = 0. Ebben az esetben az A leképezést az F derivalt-
janak nevezziik az « pontban. Jelolése A = F'(x).

Ezt a fogalmat az irodalomban néha Fréchet-differencidlhatésagnak is ne-
vezik. Megjegyezzik, hogy az érintével valo kozelitéshez hasonléan a fenti
definici6 azt fogalmazza meg, hogy az x pont egy kérnyezetében az F' fiigg-
vény megvaltozasa jol, azaz kis ord6 nagysagrendben kozelithet az A linearis
leképezéssel. Vilagos ugyanis a definiciobol, hogy az r : X — Y fliggvény kis
ordo nagysagrendi a 0 egy kornyezetében. Vegyiik észre, hogy a derivalt fligg
az X és Y terek norméitol.

o7
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Nem viladgos a definicioboél, hogy a derivalt egyértelmiien meghatéarozott,
azaz csak egyetlen olyan A linearis leképezés létezhet, amely kielégiti a fenti
definiciot. Erre ad valaszt az alabbi allités.

5.2. Allitas. A derivdlt egyértelmien meghatdrozott.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az A és B linearis leképezések egyarant eleget
tesznek a definicié kovetelményeinek, azaz, ha © +v € Dp, ugy

F(z+v)=F(z) + Av + r(v),
Fo+v) = F(z) + Bo+qv),

ahol r és ¢ kis ordo fiiggvények. Ekkor a C' = B — A jeloléssel a Cv = r(v) —
— q(v) = o(v) egyenlSséghez jutunk, amely ugyancsak kis ordé fliggvény.
Tehat tetszGleges v # 0 vektor mellett

IColl _ ICGI_ lloGo)l

= = — 0
[[v]l [Pl Il ’

ha n — oco. Ez azt jelenti, hogy Cv =0, azaz C = B — A= 0. O

Nyilvanvalo, hogy ha F' differencialhat6 az x pontban, akkor ott folytonos
is. (Lasd az [l gyakorlatot.) Azt is belatjuk, hogy minden lineéris leképezés
differencialhato, és a derivaltja minden pontban sajat maga.

5.3. Allitas. Ha A € L(X,Y), akkor az F(x) = Ax leképezés minden x € X
pontban differencidlhatd, és F'(x) = A.

Bizonyitds. Valoban, alkalmazzuk a definiciot az F' = A, r = 0 szereposztas
mellett. 0

5.4. Példa. Tekintsiik az X Hilbert térben az F' : X — R, F(z) = (z, Bx)
kvadratikus alakot, ahol B € L(X) 6nadjungélt operator. Megmutatjuk, hogy
F minden z € X pontban differencialhato, éspedig F’(z) = 2Bx.

Valéban, barmely v € X vektor mellett

F(z+v)—F(z) =(x+v,B(x +v)) — (x,Bx) =
= (v, Bz) + (z, Bv) + (v, Bv) =
= (v,2Bz) + (v, Bv),

hiszen B 6nadjungalt. Allitasunk igazolasahoz tehat elég megmutatni, hogy
(v, Bv) kis ordo6 nagysagrendd. Ez azonban egyszertien lathato a

v, B)| < [|B] - [|v]”

Cauchy—Schwarz-féle egyenlGtlenségbdl.
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Megjegyezziik, hogy ebben a példaban 2Bz azt az L(X,R) = X* dualis
térbeli lineéris funkcionalt jelenti, amelyre

2Bz(v) = (v,2Bx)

barmely v € X esetén. Hilbert-terekben a Riesz-féle reprezentécios tétel sze-
rint az X* dudlis tér azonosithatd az X térrel.

Az alabbiakban Osszefoglaljuk a derivalt legfontosabb tulajdonségait. A
kovetkezs allitas egyszertien adodik a definiciobdl.

5.5. Allitas. Tegyiik fel, hogy az F és G fiigguények egyardnt differencidlha-

tok az x € X pontban, és legyen \ € R tetszdleges. Akkor F + G, illetve AF
is differencidlhatok az x pontban, és

(F+G)(x) = F'(z) + G'(v),
(AF)'(z) = A\F'(x).

Az alabbi tétel az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyat altalanositja nor-
malt terekre. Vegyiik észre azonban, hogy e tétel bizonyitésa szinte sz6 szerint
megegyezik az elsé éves analizisben tanulttal.

Legyenek tehat X, Y és Z normalt terek, és tekintsik az F : X — Y,
valamint a G : Y — Z fiiggvényeket. Tegyiik fel, hogy x bels6 pontja az F

értelmezeési tartoméanyanak, és F'(z) is bels pontja a G értelmezési tartomé-
nyanak.

5.6. Tétel. Ha F differencidlhaté az x pontban, tovdbbd G differencidlhato
az F(x) pontban, akkor G o F is differencidlhatsé az x pontban, éspedig

(Go F)(z) = G'(F(x))F'(x).
Bizonyitas. A feltételeink azt jelentik, hogy
F(x +v) = F(x) + F'(z)v +r(v),

illetve

G(F(z) +u) = G(F(x)) + G'(F(x))u + q(u),

ahol r és q egyarant kis ordé nagysagrendiiek. Ha most v € X tetsz6leges,
akkor az u = F(x 4+ v) — F(x) jeloléssel

G(F(z+v)) —GF(x) =G (F(x))u+qlu) =
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Azt kell igazolni, hogy G’ (F(z))r(v) + q(u) kis ordé nagysagrendi v szerint.
Ezt tagonként mutatjuk meg. Az els§ tagra ez a megallapitas nyilvanvalo,
hiszen

OO ——— G

v—0 [[o]] v=0 ||

A masodik tag kis ord6 nagysagrendd u szerint. Ez azonban v szerint is igaz,
ugyanis

llau)l 0, ha F(x +v) — F(z) =0,
= F ))—F
[v]] Hfll‘(;ill)l\ Il (x+|1\1))\| (QC)H7 ha F(z +v) — F(z) #0.
Mivel az F' folytonossaga miatt v — 0 esetén u — 0 is fennall, azért
ol _
v=0 ]|
hiszen az
[F(z+v) = F@)[ _ [[F'(z)v+r@)] [l (@)
R A T
tort korlatos. O

5.2. IrAnymenti derivaltak

Tekintsiink egy F': X — Y fiiggvényt, és legyen v € X egy rogzitett, nem
zérus vektor.

5.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy F' differencialhato az x € X bels6 pont-
ban a v irdnyban, ha létezik és véges a

.1
t1_1>r0n+ Z(F(m +tv) — F(x)) = D, F(z)
hatéarérték. Ilyenkor a D, F(z) hatarértéket az F irdnymenti derivdltjinak
nevezzilk az x pontban a v irdnyban.

Egyszertien belathato, hogy a v — D,F(x) leképezés pozitiv-homogén,
de altalaban nem linearis. Példa erre a valos értékd F(z) = |z| fiiggvény az
x = 0 pontban. Arra az esetre, amikor a linearitas is teljesiil, Gj elnevezést
vezetiink be.

5.8. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az F : X — Y fiiggvény Gateauz-
értelemben differencidlhaté az x pontban, ha F minden iranyban differen-
cidlhato az x pontban, és taldlhato olyan A € L(X,Y) linearis leképezés,
amelyre D, F(z) = Av minden v € X vektor mellett. Ezt az A leképezést az
F Gateauz-derivdltjanak nevezziik az x pontban. Jellése: A = DF(x).
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5.9. Allitas. Ha F differencidlhatdé az x pontban, akkor ott Gateaus-diffe-
rencidlhato is, és DF (x) = F'(x).

Bizonyitds. Legyen v € X egy tetszbleges nem zérus vektor. Akkor a diffe-
rencialhatosag folytan

F(x+tv) = F(z) + F'(x)(tv) + o(tv),

azaz atrendezve és hatarértékre térve D, F(x) = F’(z)v. Ebb6l mar kozvet-
leniil adodik az allitas. O

Az allitasunk megforditdsa mar nem érvényes, ezt mutatja az alabbi pél-
déank.

5.10. Példa. Vizsgaljuk a kovetkez§ fiiggvényt a sikon:

[ 1 ha (z—-1)2?+y*=18s (z,y) #(0,0),
Fla,y) _{ 0 kiilsnben.

Nyilvanvalé, hogy béarmely origon dtmend egyenesnek van olyan, az origot
is tartalmazo szakasza, amelyen e fliggvény zérus. Ez azt jelenti, hogy F
minden v irdnyban differencialhat6 az origdban, éspedig D, F'(0,0) = 0, ezért
Gateaux-differencialhato is, méghozza DF'(0,0) = [0,0]. Azonban F még csak
nem is folytonos az origdban, hiszen annak minden kdrnyezetében felveszi a
0 és az 1 értéket is. Ezért ott nem lehet differencialhato sem.

5.3. Folytonos differencidlhatésag

Folytonos differencidlhatéség esetén a Géateaux-differencidlhatosaghol méar
kovetkezik a Fréchet-differencidlhatosag

5.11. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Tegyik fel, hogy F : X — Y
Gateauz-€értelemben folytonosan differencidlhatd az x pont eqy kdrnyezetében.
Akkor

1
F(x +v) — F(x) :/ DF(x + tv)v dt.
0
Nevezetesen

[F(z+v) — F(x)|]| < sup [[DF(z+tv) - v
0<t<1

az x pont kdrnyezetében.

Bizonyitds. Vezessiik be a ¢(t) = F(x + tv) figgvényt a [0,1] intervallu-
mon, akkor ¢ folytonosan differencialhato, és ¢’(¢t) = DF(z + tv)v. Innen a
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Newton—Leibniz-formula alapjan kévetkezik az elsg allitas. A masodik allitas
az integral trividlis becslése szerint

1
[F(z +v) = F(z)] S/O IDF(z + to)o] dt < S IDE(z + to)| - [|v]]

barmely v mellett. O
5.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy F Gateauz-differencidlhato egy kdrnyezetben,
és itt © — DF(x) folytonos. Akkor itt F differencidlhats is, és F'(x) =
= DF(z).

Bizonyitds. Valoban, a folytonossiag miatt barmely e pozitiv szamhoz talal-
hat6 olyan ¢ > 0, hogy minden ||v|| < § mellett

|DF(x +tv) — DF(x)| < e.
Maésrészt a kozépértéktétel szerint

F(z+v)— F(x) = DF(z)v+ /OI(DF(x +tv) — DF(z))vdt.

Itt a jobb oldalon a méasodik tag kis ordo nagyséagrendii, hiszen ||v|| < 0 esetén

Ez azt jelenti, hogy F' differencidhato, és F'(x) = DF(x) a kornyezet minden
pontjaban. O

1
/ (DF(z + tv) — DF(x))v dtH < sup ||DF(x+tv)—DF(x)|-|v] < e|v]|-
0 0<t<1

5.4. Példak differencidlhatésagra

Az alabbiakban példdkat mutatunk normalt téren értelmezett fiiggvények
differencidlhatosagara. Ezek a fiiggvények fontos szerepet jatszanak a késGbbi
fejezetekben.

5.13. Példa. Legyen f a [0,7] x X halmazon értelmezett olyan folytonos
fliggvény, amely folytonosan differencialhaté a mésodik valtozdjaban, azaz
f(t,.) folytonosan differencialhaté minden ¢ € [0, 7] mellett az X téren. Te-
kintsiik a C[0, T téren az

T
F(x):-/o f(s,z(s))ds
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fiiggvényt. Megmutatjuk, hogy F' Gateaux-differencialhato a C[0,T] minden
pontjaban. Valéban, tetszéleges v € C[0, T esetén vezessiik be a valos valto-
z0s

T
Rt = [ (ssa(s) + to(s)) ds

fliggvényt. A paraméteres integral differencidlhatosaga szerint F, differenci-
alhato, és

T
FI(t) = / (0uf (s,2(s) + to(s)), v(s)) ds

minden ¢ pontban. Mésrészt a t = 0 pontban az integral folytonos linearis
funkcionalt definial a C[0,T] téren, ezért

T
DF(o = Fi0) = [ (0af(s.0(5).v() ds.

Mivel a jobb oldalon all6 integral a feltételiink szerint folytonos is az x
valtozoban, azért az Tétel alapjan

T
F'(2)v = DF(z)o = /0 (D2f(5,2(5)), v(s)) ds,

azaz F' folytonosan differencialhato is az x pontban.

5.14. Példa. Legyen ezutén f a [0,7] x X x Y halmazon értelmezett olyan
folytonos fiiggvény, amely folytonosan differencialhaté a masodik és harma-
dik valtozdjaban, azaz f(t,.,.) folytonosan differencialhaté minden ¢ € [0, T
mellett az X x Y. Tekintsiik a C[0,T] x L?[0, 7] szorzattéren az

T
Flew = [ f(sia(s),ul)ds
0
fiiggvényt. Megmutatjuk, hogy F' Gateaux-differencialhaté a C[0, T] x L2[0, T

minden pontjiban. Valoban, tetszéleges v € C[0,T] és w € L?[0,T] esetén
vezessiik be a valos valtozos

T
Folt) = /O F(s,2(5) + to(s), u(s) + tw(s)) ds

fiiggvényt. A paraméteres integral differencidlhatosiga szerint F, ,, differen-
cidlhato, és

Fyu(t) = /0 ((92f (s, 2(s) + tu(s), u(s) + tw(s)), v(s))+
+ (051 (s, 2(s) + to(s), u(s) + tw(s)), w(s))) ds
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minden ¢ pontban. Mésrészt a t = 0 pontban az integral folytonos linearis
funkcionélt definial a C[0,T] x L?[0,T] téren, ezért

DF(%U)(vvw)ZFé,w(O):/O ((02f (s, 2(s), u(s)), v(s))+
+ (031 (s,2(s), u(s)), w(s))) ds.

Mivel a jobb oldalon all6 integral a feltételiink szerint folytonos is az (z, u)
valtozéban, azért az Tétel alapjan

T
F'(z,u)(v,w) = DF(z)(v,w) = /O ((02f (s,2(s),u(s)), v(s))+
+ (03 f(s,2(s),u(s)),w(s))) ds,

azaz I folytonosan differencialhato is az (x,u) pontban.

5.15. Példa. Tekintsiik most azon x abszolit folytonos fiiggvények W?2[0, T
vektorterét, amelyekre ' € L2[0,T]. Lassuk el ezt a vektorteret az

— /
o] = e ()] + 1]

s

norméaval, vildgos, hogy igy W?2[0, T] normalt tér. Tekintsiik ezen a téren az

T
Flz) = /O F(s,2(5), 2/ (5)) ds

fiiggvényt. Megmutatjuk, hogy F' minden z € W?2[0,T] pontban Gateaux-
differencialhat6. Tekintsiik ugyanis egyrészt az el6z6 példaban szerepld

T
F(w,u):/o f(s,2(s),u(s))ds

differencialhaté fiiggvényt. Ez a fiiggvény nyilvan a W2[0,T] tér erésebb to-
pologiajaban is differencidlhatd. Mésrészt a

D :W?0,T] — L?*[0,T], Dz =2

linearis leképezés folytonos, igy differencialhatoé is. Ezért az Osszetett fliggvény
differencidlhatosagarol szolo Tétel értelmében

T
F(x):F(z,Dx):/O f(s,x(s),2'(s)) ds
is differencialhato, éspedig
T
F’(ﬂf)v:/O (02f(s,2(s),2(5)),v(s)) + (03 (s, 2(s),2'(5)),v'(s))) ds

minden v € W2[0, T| esetén. Kénnyen ellenérizhets, hogy ebben a normaban
F folytonosan is differencialhatoé.
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5.5. SzélsGérték

5.16. Tétel. Tegyiik fel, hogy az F : X — R fiiggvénynek lokdlis minimuma
van az x pontban. Ha F differencidlhato valamely v irdnyban az x pontban,

akkor ott D, F(x) > 0.
Bizonyitds. Valoban, ha z lokilis minimumhely, akkor
Fz+tv)— F(z) >0
minden elég kicsi ¢ értékre, és innen adodik az allitas. O
Nyilvan analog allitast fogalmazhatunk meg a lokalis maximum esetére.

5.17. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy az F : X — R fiigguénynek lokdlis
minimuma van az x pontban. Ha F Gateauz-differencidlhaté az x pontban,
akkor ott DF (x) = 0.

Bizonyitds. Az el6z6 allitasunk alapjan barmely v irdanyban
D,F(x) = DF(x)v > 0.

Ez azonban DF(z) linearitdsa miatt csak tugy lehetséges, hogy DF(z) =
=0. O

A fiiggvény értelmezési tartoméanyanak azon pontjait, ahol a fiiggvény dif-
ferencialhato, és a derivalt zérus, kritikus pontoknak nevezzik.

5.18. Példa. Legyen B € L(X) az X Hilbert-tér 6nadjungalt transzformé-
cibja, és tekintsiik az F(z) = (x, Bx) kvadratikus alakot. Keressiik meg az F'
szélsGértékeit. Az Példa szerint F' differencialhato, és F'(z) = 2Bx. Az
Tétel alapjan a kritikus pontok az

F'(z) = 2Bz =0

homogén lineéris egyenlet megoldasai, azaz a ker B altér elemei. Vilagos,
hogy minden kritikus pont (globalis) minimumhely, ha B pozitiv szemidefinit,
mindegyik (globalis) maximumhely, ha B negativ szemidefinit, illetve egyik
sem lokalis szélsGértékhely, ha B indefinit. Ez utébbi esetben az F' kritikus
pontjait nyeregpontoknak nevezziik.

5.6. Monotonitas és konvexitas

Ebben a szakaszban konvex fliggvények esetében elégséges feltételt fogalma-
zunk meg a minimumbhely létezésére.
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5.19. Allitas. Ha F konvez fiiggvény a D C X konvex halmazon, © € D, és
v olyan vektor, hogy x +v € D, akkor F differencidlhaté az x pontban a v
irdnyban.

Bizonyitds. Tekintsiik a [0,1] intervallumon a
¢(t) = F(x + tv) — F(x)

fliggvényt. Nyilvanvalo, hogy ¢ konvex, igy minden pontban létezik a jobb
oldali derivaltja. Nevezetesen a 0 pontban a

¢! (0) = tl_i>r51+ %(F(m +tv) — F(x)) = D, F(x)

hatarérték létezik és véges. O

5.20. Allitas. Tekintsiik az F fiigguényt a D C X konvex halmazon. Az F
akkor és csak akkor konvex, ha

D,F(y) — DyF(x) 2 0
birmely x,y € D és v =1y — x esetén.

Bizonyitds. Sziikségesség. Legyenek x,y € D tetszGlegesek, és v =y — z. Ha
F konvex, akkor
p(t) = F(z +tv)

konvex a [0,1] intervallumon. Ezért ¢/, létezik és monoton névs, tehat
0<¢, (1) = ¢ (0) = D,F(y) — D, F(x).
Elégségesség. Legyen 0 <t <1 és z,y € X. Ekkor a v =y — z jel6léssel
pt)=Fty+ (1 —t)x)=Flz+tly—z)) = F(x+tv).

A feltételiink alapjan tetszéleges t, s € [0,1] mellett

(@ (8) = 4 ()t — ) = DyF (o + to) = Dyl + su))(t — 5) = 0,
azaz @', monoton noévs. Ezért ¢ konvex a [0,1] intervallumon. Tehat

Fla+t0) = plt) < (1) + (1 — 1)p(0) = tF(y) + (1 - ) F(x)

barmely 0 < ¢ < 1 esetén, és igy F konvex az X téren. O

A fenti allitas alapjan érdemes bevezetni a monotonitas alabbi altalano-
sabb fogalmét.
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5.21. Definici6. Tekintsiik az X normalt teret. Az A : X — X™* leképezést
monoton leképezésnek nevezzik, ha

(A(y) — A(@))(y —x) = 0
minden z,y € X esetén.

Tekintsiink ezutan egy olyan F' : X — R leképezést, amely az X téren
Gateaux-differencialhato.

5.22. Kovetkezmény. Az F : X — R leképezés akkor és csak akkor konvex,
ha DF : X — X™* monoton leképezés.

A kovetkezd tételiink azt fogalmazza meg, hogy konvex fiiggvények eseté-
ben az [5.16] Tétel sziikséges és elégséges feltételt ad a minimumbhely létezé-
sére.

5.23. Tétel. Ha F konver a D konvex halmazon, tovdbbd az x € D pontban
D,F(x) > 0 minden olyan v irdnyban, amelyre x + v € D, akkor x az F

minimumhelye a D halmazon.

Bizonyitds. Valoban, minden 0 < t < 1 esetén az F konvexitésa folytan
F(1-tiz+tx+v) <(1—-t)F(z)+tF(x+v)
minden olyan v irdnyra, amelyre  + v € D. Innen
1
T F@+tv) = F(z)) < Flz +v) = F(z).
Az el6z6 allitasunk miatt az irdnymenti derivalt létezik, ezért
0<D,F(z) < F(x4+v)— F(x),

azaz x valoban minimumbhely. O

5.24. Kovetkezmény. Ha az F konvex figguény Gateauz-differencidlhato
az x pontban és ott DF (x) =0, akkor x az F' minimumhelye.

Megjegyezziik, hogy konvex fliggvények esetében minden lokalis minimum-
hely egyuttal globalis minimumhely is egy konvex halmazon.

Nyilvanvalé, hogy analog allitasokat fogalmazhatunk meg a maximumbhe-
lyekre vonatkozoan konkév fliggvények esetében.
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5.7. Gyakorlatok

1.

Kozvetleniil a definicié alapjan ellenérizziik, hogy ha az F : X — Y
fliggvény differencialhato az © € X pontban, akkor ott folytonos is.

Differencialhato-e az F'(x) = (x, Bx) kvadratikus alak akkor is, ha B
nem Onadjungélt operator? Ha igen, adjuk meg a derivaltjat. (Vesd
Gssze az Példaval.)

Végezziik el az Allitas bizonyitasat.

Mutassuk meg, hogy ha az x pontban az F fliggvény differencidlhato a
v irdnyban, akkor Dy, f(z) = AD, f(x) barmely A > 0 esetén.

A Gateaux-differencialhatosagbol nem kovetkezik a differencialhatosag.
Tekintsiik a sikon az

_ 1, ha Yy = xzv (x,y) 7& (0,0),
Fe.y) = { 0 kiilonben

fliggvényt. Igazoljuk, hogy F' Gateaux-differencialhato a O pontban, és
DF(0,0) = [0,0]. Azonban F még csak nem is folytonos az origoban,
hiszen annak barmely kornyezetében egyarant felveszi a 0 és az 1 érté-
keket is.

Mutassuk meg, hogy ha egy normalt téren értelmezett fliggvény dif-
ferencialhato, akkor differencialhaté marad barmely azzal ekvivalens
norméaban is. Véltozik-e vajon a derivalt, ha ekvivalens normara tériink
at?



6. fejezet
Variacidoszamitas

Ebben a fejezetben a klasszikus variacioszamités legegyszeriibb feladattipusat
targyaljuk. Ez valojaban egy fliggvénytéren értelmezett szélsGérték-feladat,
amelyben az optimalitas sziikséges feltételét a normalt téren vett derivalt
szolgaltatja.

6.1. A Lagrange-feladat

Legyen X véges dimenzios euklideszi tér, xg és xp adott pontok az X térben.

Legyen tovabba f : [0,T] x X x X — R olyan folytonos fiiggvény, amelyre

f(t,.,.) folytonosan differencialhato az X x X téren minden ¢ € [0, 7] esetén.
Vezessiik be a kovetkezs fiiggvényteret:

W?20,T) = {x :[0,T] — X, z abszolut folytonos, 2’ € L2[O,T]},

Lassuk el ezt a teret az
2]l = [|z]lo + [l2"]|2

normaval, ahol jobb oldalon az elss tag a szokasos maximum norma a C10, T
térben, a masodik tag pedig az L2[0,T] tér szokisos norméja. Tekintsiik a
W20, T)] téren az alabbi fiiggvényt:

T
Fo)= [ f(t.ao.2' (o) (61)
0
amelynek értelmezési tartoménya a
D = {z € W?[0,T] : (0) = zo,z(T) = z7} (6.2)

halmaz. Keressiik meg az F fiiggvény lokélis minimumbhelyét a D halmazon a
W?2[0, T] tér normajara nézve. Az ilyen alaki feladatokat Lagrange-feladatnak
nevezzilk. Az aldbbiakban sziikséges feltételt keresiink a minimumhelyre.

69
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Vezessiik be a W?2[0,T] tér
WE0,T] = {x € W?[0,T] : 2(0) = z(T) = 0}
alterét. A sziikséges feltételiink a kovetkezs lemméan mulik.
6.1. Lemma (Du Bois-Reymond-lemma). Tegyiik fil, hogy y € L%[0,T)

olyan fliggvény, amelyre

T
| ey a=o
0
minden v € WZ[0,T] esetén. Akkor y konstans a [0,T] intervallumon majd-
nem mindendtt.

Bizonyitds. A Newton-Leibniz-formula miatt vilagos, hogy barmely a € X
vektor mellett

/O (y(t) —a,v'(t))dt =0

minden v € WZ[0, T] esetén. Nevezetesen vilasszuk az

1 T
a:T/o y(t) dt

vektort az X térbdl, és tekintsiik a

fiiggvényt. Konnyen ellendrizhetd, hogy ekkor v € WE[0,T], tovabba

T

T T
0= / ((t) — a,0' (1)) dt = / (w(t) — a,y(t) — a)dt = / ly(t) — al? dt.

Ez éppen azt jelenti, hogy y(t) = a majdnem mindeniitt. O

6.2. Az Euler—Lagrange-egyenlet

Az eddig vizsgalt szélsGértékfeladatokkal szemben a Lagrange-feladat mini-
malizalando6 fliggvénye nem véges dimenzios téren, hanem egy fiiggvénytér
részhalmazan van definidlva. Gondolhatunk arra, hogy a szélséérték helyeket
az

F'(z)=0
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egyenlet megoldasai k6zott keressiik, ez a derivalt azonban nem létezik, hiszen
F nem nyilt halmazon van értelmezve. Hasznalhatjuk azonban az irdnymenti
derivalt fogalmat.

Az Példa szerint a alatti F' fliggvény iranymenti derivaltjara az
alabbi adodik.
6.2. Allitas. Minden x € D pontban az F fiigguény differencidlhatd barmely
v € WE[0,T)] irdnyban, éspedig

T
DvF(x)Z/O (02 f (t, x(t), 2" (1)), v(t)) + (Dsf (L, 2(t), 2'(£)), V(1)) dt.

6.3. Tétel. Ha = a Lagrange-feladat megolddsa, akkor

O3 f(t, z(t / a2 f(s,2(s),2'(s)) ds + const (6.3)

majdnem minden t € [0,T] pontban.

Bizonyitds. Ha x megoldas, akkor az Allitas folytan D, F(x) > 0 minden
v € WZ[0,T)] iranyban. Mivel ez az egyenlStlenség egy altéren teljesiil, és
v — D, F(z) linearis az el6z6 allitas szerint, ez azonban csak ugy lehetséges,
ha D,F(z) = 0. Ez Gjra az el6z6 allitas szerint azt jelenti, hogy

T
/0 (@af (£, (), &' (1)), v(0)) + (Oaf (1, 2(t), 2/ (1)),0' (1)) dt = 0.

Parcialisan integralva az els6 tagot azt kapjuk, hogy

/OT <83f(t x(t / o f(s,x(s),2'(s ))ds,v’(t)> dt = 0

minden v € W§[0,T] esetén. A Du Bois-Reymond-lemma miatt tehat

Os f(t, z(t) / D2 f(s,z(s),2'(s)) ds = const

majdnem mindeniitt a [0, 7] intervallumon. O

6.4. Definici6. A (6.3) egyenletet Fuler—Lagrange-egyenletnek nevezzilk. Az
egyenlet megoldésait staciondrius fliggvényeknek nevezzik.

Megjegyezziik, hogy ha f kétszer folytonosan differencialhaté a masodik
és harmadik valtozojaban, ugy x akkor és csak akkor extremalis, ha

02 (t,2(0), (1)) = 5057020, /(1)

majdnem mindeniitt. Ezt az egyenletet Euler—Lagrange-féle differencidlegyen-
letnek nevezziik.
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6.5. Példa. Tekintsiik az
1
F(z) = / (4x(t) + 2’ (t)*) dt — min, x=0, =z, =1
0

Lagrange-feladatot. Ebben az esetben f(t,z,u) = 4z + u?, ezért az Euler—
Lagrange-egyenlet

d
Lo — 9" —4
g 2’ (t) 2" (t)

alakt. A peremfeltételeket figyelembe véve ennek egyetlen megoldasa van,
méghozza x(t) = t? a [0,1] intervallumon.

Megmutatjuk, hogy ez a stacionarius fiiggvény megoldésa a feladatnak.
Valoban, barmely v € WZ2[0,1] mellett

F(:c—i—v):/o (4(z(t) +o(t) + (&' (t) + ' (1) dt =
1 1 1
= F(x v 2 () V()2 dt =
=F( )+/O 4 (t)dt+/0 21/ (t) (t)dt+/0 (t)*dt
:F@}+%A1%@Mﬂﬁ+2%lx@v@ﬂﬁ+£1Nﬂdu

hiszen a”(t) = 2. Mivel a jobb oldalon az els6 két integralban

P (O0lt) + ' (50 (1) = (2 (1)),

ezért a Newton-Leibniz-formuléra tekintettel
/01 2" (t)v(t) dt + /01 2 (t)' (t) dt = [:c’(t)v(t)]é =0.
Innen azonnal adédik, hogy
F@+w=ﬂm+4uﬁfﬁzﬂm

azaz x(t) = t* valoban a Lagrange-feladat megoldasa a [0,1] intervallumon.

6.3. Elégséges feltétel

Megmutatjuk ebben a szakaszban, hogy konvexitési feltétel mellett az Euler—
Lagrange-egyenlet az optimalitas sziikséges és elégséges feltétele.

6.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (6.1), (6.2) alatti Lagrange-feladatban az f
fiigguény konvex az (x,u) vdltozéban. Ekkor x akkor és csak akkor a feladat
megolddsa, ha x extremdlis, azaz kielégiti az Euler—Lagrange egyenletet.
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Bizonyitas. A feltételiinkbdl kovetkezik, hogy ilyenkor F' konvex, ezért az
Allitas alapjan a tételiink abbol adodik, hogy = pontosan akkor szélss-
értékhely, ha D, F(z) > 0 minden v € W20, T] iranyban. O

6.7. Példa (Egy termelésiranyitasi modell). Egy vallalat rendelést kap xr
egységnyi termék leszallitasara a T id6pontig. Ezt a rendelést a cég minimalis
koltség mellett kivanja teljesiteni. Foltételezziik, hogy a termelési koltség a
termelési litem megvaltozasanak valamely c fiiggvénye, tovabba a kész termék
raktarozasi koltsége ardnyos az eltelt idGvel és a termékmennyiséggel. Jelolje
« ezt az aranyossagi tényezst.

Legyen 0 a kezdeti id6pont, z¢ a t = 0 kezdeti id6pontban rendelkezésre al-
16 raktarkészlet az adott termékbdl, és jelentse x(¢) a t id6pontig felhalmozott
készletet. Ekkor a t idépillanatbeli koltség

c(2'(t)) + ax(t).

A teljes koltség minimalizalasa a [0, 7] intervallumon azt jelenti, hogy olyan
x fliggvényt keresiink, amelyre

/0 (1) + oxt) dt — min,
és amely kielégiti a feltételeinket, azaz
z(0) =z9, «(T)=zr, 2(t)>0.
Erre a Lagrange-feladatra az Euler-Lagrange-egyenlet a kovetkezd alakot 6l-
ti>
%c’(w’(t)) =a.

Ha példaul c(u) = u?, akkor a feladat az aldbbi egyszerti masodrendii diffe-
rencidlegyenletre redukalodik

22" (t) = «,
amelynek altalanos megoldéasa
a(t) = %tQ +Bt+7.
Itt a B8 és ~y valos allandok az ©(0) = xg és x(T) = xr peremfeltételekbsl egy-

szertien meghatarozhatok. Az integrandus konvexitasa folytan ez a fliggvény
valoban a feladat egyetlen megoldasat szolgaltatja.
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6.4. Szabad végpontua feladatok

Tekintsiik most ujra a és alatti Lagrange-feladatot, de a

peremfeltételbdl hagyjuk el az z(T) = xp feltételt, azaz az x(T) végpont

szabad. Keressiink sziikséges feltételt a minimumhelyre ebben az esetben.
Elgszor megfogalmazzuk a Du Bois—Reymond-lemma megfelels valtozatat.

6.8. Lemma. Tegyiik fil, hogy y € L%[0,T] olyan figgvény, amelyre

T
/0 ((t), v/ (1)) dt = 0

minden olyan v € W?2[0,T] mellett, amelyre v(0) = 0. Akkor y azonosan
nulla o [0,T] intervallumon majdnem mindenditt.

Bizonyitds. Valoban, kénnyen lathato, hogy adott y mellett a

u(t) = /Oty(s) ds

fliggvény kielégiti a feltételt. Ezt a feltételbe behelyettesitve

T T
0= / ((t), o () dt = / ly ()2 dt.

ahonnan azonnal adodik az allitas. O

6.9. Tétel. Ha x a szabad végponti feladat megolddsa, akkor x kielégiti a
(6.3) Euler—Lagrange-egyenletet, tovdbbd

Osf (T, x(T),2'(T)) = 0. (6.4)

Bizonyitds. Valoéban, egyrészt F!(0) = 0 minden v € WZ2[0,T] esetén, ezért
fennall az Euler—Lagrange-egyenlet.

Masrészt ilyenkor F)(0) = 0 barmely olyan v € W?2[0, T] mellett is, amely-
re v(0) = 0 és v(T) tetszleges, hiszen ilyenkor x + v kielégiti a kezdeti
feltételt. Ez az el6z6 lemmankra tekintettel azt jelenti, hogy

/0 Do f(s,2(s), 2/ (s)) ds — B f(t, x(t), ' (1)) = 0



6.4. SZABAD VEGPONTU FELADATOK 75

a [0, 7] intervallumon. Tehat parcialis integralassal
T
0=Fy(0) =/ ((D2f (8, x(2), 2 (1)), v (1)) + (Dsf (£, x(t), 2" (1)), (1)) dt =

+

' T T
/ / (B2 f(s,2(8),2'(8)) ds,v(t)) dt
o Jo

0

+/0T </Ot agf(s,:v(s),x'(s))ds—33f(ta$(t)7$/(t)),v’(t)> dt.

Az €l6z6 egyenlGség szerint ekkor
T ot T
0= F(0) = [ I <azf<s,x<s>,x/<s>>ds,v<t>>dt] -
o Jo

0
) </ 82f<s,x<s>,x’<s>>ds’”‘T)>

tetszdleges v(T) € X mellett. Tehat

/0 B f (5, 2(s),2'(5)) ds = B (T, o(T), 2/ (T)) = 0,

amit igazolnunk kellett. O

6.10. Definici6. A szabad végpontu feladatok esetén a (6.4]) feltételt transz-
verzalitdst feltételnek nevezziik.

Nem nehéz végiggondolni, hogy ha a szabad végpontu feladatban x(T") =
= xp és x(0) szabad, akkor a (6.4) transzverzalitasi feltétel a

93 f(0,2(0),2'(0)) =0 (6.5)

egyenletre modosul (lasd a|l1] gyakorlatot).
Az el6z6 szakasz elégséges feltételéhez teljesen hasonldéan gondolhatd meg
a kovetkezd tétel.

6.11. Tétel. Ha az f fiigguény konvex a mdsodik és harmadik vdltozdjiban,
tovdbbd x staciondrius, azaz megolddsa a Euler—Lagrange-egyenletnek,
valamint kielégiti a transzverzalitdsi feltételt, akkor x megolddsa a szabad
végponti feladatnak.

6.12. Példa (Egy egyszert makrookonomiai feladat). Jelentse y(t) a gazda-
sag allapotvektorat a ¢t idépillanatban a [0, T] idGintervallumon, és a gazda-
sagot az xo kezdeti allapotbol az xp allapotba kivanjuk vezérelni minimalis
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koltség mellett. Az allapot megvaltoztatasa koltséges, és az Osszkoltséget az

/0 ((() — 20)? + a2y (£)2)° dt

integral adja, ahol « pozitiv valos szam. Ha bevezetjiik az z(t) = y(t) — xr
jelolest a [0, T intervallumon, akkor a kovetkezs variacios feladathoz jutunk:

/OT (x(t)? + o2/ (1)?)? dt — min,

ahol
z(0) =xzg —axr és x(T)=0.

Ko6nnyen lathato, hogy a feladat Euler—Lagrange-egyenlete

1
2 (t) — gx(t) =0.
Az r = 1//a jelolés bevezetésével ennek a masodrendd differencislegyenlet-
nek az altaldnos megoldasa

z(t)=A-e" +B-e ",

ahol A és B tetsz6leges valos allandok. Innen A és B a peremfeltételek behe-
lyettesitésével egyszertien meghatarozhatok, nevezetesen

_ To— T r(T—t) —T(T—t))
f) = 0TI ( (T=t) _ .
ZL’( ) erT _ e—rT € €

Az integrandus konvexitédsa miatt ez a feladat egyetlen megoldésa.

Vizsgaljuk most ezt a feladatot agy is, hogy az z(T) végpont szabad.
Ilyenkor az Euler-Lagrange-egyenlet altalanos megoldasa az x(0) = z¢ — xr
kezdeti feltétel figyelembevételével

x(t) = Ae"™ + (29 — 27 — A)e™ "

A transzverzalitasi feltételbsl azt kapjuk, hogy z/(T) = 0. Innen A mar
egyszeri els6foku egyenlettel meghatarozhato, nevezetesen

_ To—or r(T—t) _ —r(T—t)
x(t) = s p— (e —e

az el6z6 esethez hasonléan. Erdemes megjegyezni, hogy itt

2(1’0 — LL‘T)

1’(T) = erT —rT

— 0,
— €
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ha T — oco. Hasonlé6 médon, ha o — 0, akkor r — oo és ekkor rogzitett T’
mellett
er(T—t) _|_e—r(T—T)

rli{{olo {I?(t) - rll{lgo er’T + e~ T =0

minden rogzitett ¢ idSpontban. Ez nem meglepd, hiszen ha o« — 0, akkor az
allapotvaltozas koltsége elhanyagolhatova valik, és igy x nulldhoz tart.

6.5. A haszonmaximalizalasi feladat

6.13. Példa (Elethosszig tartéo haszonmaximalizalas). Jelentse S a felhal-
mozott megtakaritasunkat, amelyet az adott [0,7] id&intervallumon a leg-
nagyobb hasznosségot biztosité médon kivanjuk felhasznalni. Ez azt jelenti,
hogy rendelkeziink egy, a mikro6konémiaban szokasos tulajdonsagokkal ren-
delkez6 U hasznossagi fiiggvénnyel.

Ha a t € [0,T] id6pontban r(t) jelenti a felhasznalt vagyont, akkor a fel-
adatunk gy irhato le, hogy keressiik azt az r(t) fliggvényt, amelyre az

T
/ e PtU(r(t)) dt
0

integral maximalis, ahol 8 > 0 a jovébeli érték diszkont faktora.
Jelolje x(t) a rendelkezésre allo megtakaritast a ¢ idGpillanatban. Tegyiik
6], hogy vagyonunk névérteke fix a kamatlabbal névekszik, azaz

z'(t) = ax(t) — r(t).
Ekkor feladatunk az alabbi Lagrange-feladatként fogalmazhato meg:

T
/ e PtU (o (t) — 2/ (t)) dt — max,
0

ahol a peremfeltételek

A feladat Euler-Lagrange-egyenlete

d —Btrr! / _ —Btrr! /
pr U (ax(t) — 2/ (b)) = —ae PU (ax(t) — ' (1)),

ahonnan a kévetkezs szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenlet adodik:

U'(ax(t) —2'(t)) = (B — a)U' (ax(t) — 2'(t)).
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Innen az r(t) fiiggvényt visszahelyettesitve
U'(r(t)) = U'(r(0))eP=)t,
Ha példaul specialisan a hasznossagi fliggvényiink
U(r)=2yr
alaku, akkor azt kapjuk, hogy
ax(t) — &' (t) = r(t) = r(0)e2 (@At

a [0, T] intervallumon. Az x fliggvény ennek a lineéris differencidlegyenletnek
a megoldasaval nyerhet6.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az r felhasznalds monoton névs, ha az
« kamatlab nagyobb a § diszkont faktornal, mig ellenkez$ esetben monoton
fogy6. Természetesen konstans felhasznélast kapunk, ha a két alland6 meg-
egyezik.

6.6. A Ramsey-féle novekedési modell

6.14. Példa (A gazdaséagi novekedés Ramsey-féle modellje, 1928). Vizsgal-
juk meg egy homogén, egyszektoros gazdasag miikodését a [0, 7] idGinterval-
lumon.

A gazdasag ¢t € [0,T) id6pontbeli kibocsatasat jelolje Y (¢), a fogyaszta-
sat C(t), a beruhazasasra forditott hanyadot pedig I(t). Ekkor a kovetkezs
Osszefiiggés all fenn:

Y(t)=C(t) + I(t). (6.6)

A gazdasagban a t € [0,T] id6pontban rendelkezésre allo t6kemennyiség le-
gyen K (t), és jelentse L(t) > 0 a rendelkezésre all6 munkamennyiséget ebben
az id6pontban.

Feltessziik a tovabbiakban, hogy a munkamennyiség exponencialis néveke-
dést kovet, azaz

L'(t)
0 =v>0
adott allando.
A beruhéazéas mértékét az
I(t) = K'(t) + p- K() (6.7)

egyenlet hatarozza meg, ahol a p > 0 paraméter az amortizaciés normét
jelenti.
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A gazdasag brutto kibocsatéasat egy, a t6kétdl és a munkatol fliggs F(K, L)
termelési fliggvénnyel szarmaztatjuk, nevezetesen

Y (t) = F(K(t), L(t)) (6.8)

a [0, T] id6intervallum minden pontjaban. Feltessziik, hogy a termelési fligg-
vény eleget tesz a szokasos feltételeknek, azaz az F' fliiggvény

1. pozitiv homogén: minden A > 0 esetén F(AK,\L)) = AF (K, L);
2. szigortian monoton nove;

3. konkav;
4

. érvényesek a kovetkezs relaciok:

lim O F(K,L) = oo, lim " F(K,L) = oo,
(K,L)—(0,0)+ (K,L)—(0,0)+

lim O F(K,L) =0, lim  8,F(K,L)=0.
(¥, L)—(o0,00) (K,L)—(00,00)

A , (6.7) és Osszefiiggések egyiittesen azt jelentik, hogy
C(t)+ K'(t) + p- K(t) = F(K(t), L(t)).
A kezelhet&bb alak érdekében osszuk el az egyenletet az L(t) pozitiv szammal :

cw |, K'() K@) _ F<K (t) 1) (6.9)

o) T TP 110]

ahol felhasznaltuk, hogy F' pozitiv homogén. Jeldlje tovabba

C(t)
c(t)m

az egy fore jut6 atlagfogyasztast, valamint
K(t)
k(t) = —

az egy fére juto atlagos t6két (tékefelszereltséget) a ¢ id6pontban. Vezessiik
be az

f(k)=F(k1)=F (IL{1>

modositott termelési fliggvényt.
Mivel

k/(t) — (I((t)> — K/(t) _ k(t)L/(t) K/(t) _ l/k(t),

L)) ~ L) L) L)
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ezért a Gsszefiiggés a
c(t)+ K (t) +v-k(t)+ p-k(t) = f(k(t))

alakot 6lti. Ha bevezetjiilk a A\ = u + v paramétert, a kovetkezs differencial-
egyenlethez jutunk:

K (t) = f(k(t) = A~ k(t) — c(t),

amelyet a gazdasagi ndvekedés differencidlegyenletének neveziink. Tegyiik fel,
hogy teljesiilnek a k(0) = kg és k(T') = kr peremfeltételek.

A gazdasagot egy, a fogyasztastol fiiggd u hasznosséagi fliggvény jellemzi,
amelyrol feltessziik, hogy kétszer differencidlhato, és rendelkezik a szokésos
tulajdonsagokkal, azaz

u(c) >0 és u”(c) <O,
valamint

lim u'(c) =400 és lim u'(c) =0.
c—0+ c—+00

Valasszuk meg a fogyasztast leird c fiiggvényt ugy, hogy az

T
/ e Ptu(e(t)) dt
0

Osszhasznossidg maximalis legyen, ahol 8 > 0 a diszkont kamatlabat jelenti.
Ha a differencialegyenletbdl az atlagfogyasztast kifejezziik:

c(t) = f(k(t)) — Ak(t) — K'(2), (6.10)

és ezt az integralba behelyettesitjiik, akkor a kovetkezs Lagrange-feladatot
kapjuk:

T
/ e Plu(f(k(t)) — Mk(t) — K'(t)) dt — max, (6.11)
0
ahol a peremfeltételek k(0) = kg és k(T) = kr.
A feladat Euler-Lagrange-differencialegyenlete:

& (Pl (F(R(D) — AR(1) — (1)) =
= e Pt (f(R(8)) — Mk(t) — K'(8)) (A — f'(k(1))).
A relacio alapjan ez révidebben tgy irhato, hogy

—%(efﬁtu'(C(t)) = e~/ (c(t) (f' (k(1)) = N).
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A derivalast elvégezve azt kapjuk, hogy:
—Bte™ Pt (c(t)) + e~ (c(t))e (1) = e~ Pt (c(t)) (f (k(1) — A,

amibdl e(®))
/ uc !
t) = —2% A— fI(k(t)))- 6.12
) = ey 8+ A= (k) (6.12)
A hasznosségi fiiggvény tulajdonsagait figyelembe véve kénnyen lathato, hogy
a fogyasztas pontosan akkor monoton névé, ha

F(k@)>B+X=8+u+v.
A (6.12)) egyenlet mindkét oldalat a c(t)-vel osztva azt kapjuk, hogy

(1) u'(c(t)) /
= A— fl(k(t
ahol az u/(c(t))/c(t)u” (c(t)) egylitthato éppen az v’ fliggvény elaszticitasanak
reciproka.
Végiil hatarozzuk meg az optimalis k fiiggvényt. A (6.10]) egyenletbdl

(t) = [/ (R)K (1) = A'(t) — K" (1),

ezt a (6.12)) egyenletbe helyettesitve az alabbi méasodrendi differencialegyen-
lethez jutunk:

u'(c(t))
u(c(t))
A k fiiggvény ismeretében a (6.10)) egyenletbdl nyerjiik a ¢(t) atlagfogyasztast.

1. specidlis eset: Tekintsiik elGszér a A = pu = v = 0 legegyszertibb esetet,
azaz az amortizacios és a novekedeési allando is zérus. Ekkor a ((6.13)) egyenlet:

k() = f'(R(0)K' () + (f' (k@) = B = A). (6.13)

1 (8) = RO () + 1 (' k(1) = ) (6.14)
Ha itt specialisan az
f(k)y=mk és u(c)= 10:’;

fliggvényeket tekintjiik, ahol m > 0 és 0 < v < 1 adott allandok, akkor a
(6.14) differencialegyenlet a kovetkezs alaki lesz:

E'(t) = (m + m;6> K'(t) — mmT_Bk(t).
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Ennek altalanos megoldéasa

m—ﬁ‘t

k‘(t) = (516_mt + doe” 7 T,

ahol a §; és o allandok a peremfeltételeket jelentd

ko = 61 + 02,

_ _m=p
kr = d1e mT+52€ v T

egyenletrendszerbdl hatarozhatéok meg.
2. specidlis eset: Legyen most 8 = 0, tovabba legyen

f(ky=mk é u(c)=—alc—co)?

ahol m és « pozitiv allandok, tovabba c¢g > 0 adott. Ekkor a (6.14) differen-
cidlegyenletre
E"(t) = m?k(t) — meo

adodik. Ennek altalanos megoldasa
k(t) = 61 €™ + e 4 2,
m
ahol a §; és §o allandok djra a
ko = 01 + 02,

kT — 616mT + 62e—mT 4 @
m

egyenletrendszerbdl szamithatok ki.

6.7. Monopélium arazasi problémaja

6.15. Példa (Arazasi feladat). Egy monopolium a [0, 7] idszakban egyféle
arut termel, és maximalis profitra torekszik.

A keresletet a t € [0,7T] id6pontban az aru p(t) aratol és annak p’(t)
megvaltozasatol fliggs d(p(t)), p'(t)) keresleti fliggvény szabalyozza, ezért p(t)
ar mellett a monopolium termelése (kibocsatéasa)

q(t) = d(p(t)),p'(t)). (6.15)

Tegyiik fel, hogy ¢ mennyiségii 4ru termelésének a koltsége c(q). Eszerint a
monopdlium profitja a ¢ € [0, 7] id6pontban

p(t) - q(t) — c(q(t)) = p(t) - d(p(t)), p'(t)) — c(d(p(t)), P’ (1)))-
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Ennek megfelelGen a monopoélium feladata olyan arfiiggvény kialakitasa, amely
mellett a [0, 7] idGszakbeli

T
/0 p(t) - d(p(t)),p'(t)) — c(d(p(t),p'(+))) dt

profitja maximalis. Tegyiik fel, hogy a kezdeti ar py, a T id6pontbeli pedig pr.
A fentiek a kovetkez6 varidcioszamitasi feladatra vezetnek:

{fp (), P'(t)) = c(d(p(t)), p'())) dt — max, (6.16)
p(0) = po, p(T) = pr-

A feladat megolddsa:
A feladat Euler—Lagrange-differencidlegyenlete:

%83(29(15) ~d(p(t)), (1)) — c(d(p(t),p'(t)) =
= 0a(p(t) - d(p(1)),p'(t)) — c(d(p(t)), P’ (t)),

a parcialis derivalasokat elvégezve:

%(p(t) - 02d(p(t)), P (1)) — ' (d(p(t)), 0 (1)) - O2d(p(t)), ' (1)) =
=d(p(t)),p'(t)) + p(t) - 01d(p(t)), ' (t)) — ' (d(p(t)),p'(t)) - O1d(p(t)), p'(t)),
felhasznalva a Osszefiiggést, ez rovidebben

%(p(t) - 02d(p(t)), p'(t)) — () - O2d(p(t)), ' (1)) =

= q(t) +p(t) - O1d(p(t)), P (1)) — ' (q(t)) - Drd(p(t)), P’ (¢)). (6.17)
Specidlis eset: Tegyiik fel, hogy a koltségfiiggvény valamely
c(q) = ag® + g+~
maésodfokid polinom, ahol «, 8,7 > 0 szamok, a keresleti fliggvény pedig
d(p,p') = —Ap+ Bp' +C

alaku, ahol A, B, C > 0 szamok. Mivel ekkor

d(q) = 2aq + 5,

od(p,p’) = —A, dd(p,p') = B,
q(t) = —Ap(t) + By (t) + C,
q'(t) = —Ap'(t) + Bp” (1),
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ezért a (6.16]) egyenlet ebben az esetben a kiovetkezo:

d

2 (P(0) - B = (2aq(t) + 5) - B) = q(t) + p(t) - (=4) = 2aq(t) - (=4),

Bp/(t) — 2aBq/(t)) = —Ap(t) + (204 + 1)q(t),

amibe ¢(t)-t és ¢'(t)-t behelyettesitve a kivetkezd masodrendi differencial-
egyenletet kapjuk:

AlaA+1) aA+C
/! S s
pi = ACAED gy oA C
azaz

pI(t) = p(t) +v,
ahol p = A(O;‘?;l) és v = az"};’éc

6.8. Gyakorlatok

1. Tekintsiik az alabbi Lagrange-feladatot:
1
F(x) = / 2'(t)*dt — min, 9=z, =0,
0

és igazoljuk, hogy x = 0 az egyetlen minimumbhely.

2. Oldjuk meg az alabbi Lagrange-feladatot:
2
/ (4 — 32(t)* — 1627 (t) — 42’ (t)?) dt — max,
0

ahol
z(0)=—- és z(2)= <.

Az elégséges feltétellel igazoljuk, hogy az Euler-Lagrange-egyenlet va-
l6ban megoldast ad.

3. Vizsgéljuk meg az
1
/ 2/ (1) dt — min, 2(0) =0 2(1)=1
0

Lagrange-feladatot. Igazoljuk, hogy az Euler-Lagrange-egyenletnek vég-
telen sok megoldéasa van, de egyik sem szolgaltatja a feladat megoldaséat.
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4. Vizsgaljuk meg az
1
F(z) = / 22’ (t)*dt — min, x9=0, z;=1
0

Lagrange-feladatot, és mutassuk meg, hogy az Euler-Lagrange-egyen-
letnek nincs megoldasa.

5. Igazoljuk kozvetleniil, az Euler-Lagrange-egyenlet vizsgalata nélkiil, hogy
az el6z6 gyakorlatban a Lagrange-feladatnak nem lehet megoldasa. Te-

kintsiik az
2o (t) = nt, ha 0<t<2
UL ha <<

fliggvénysorozatot. Mutassuk meg, hogy itt F(z,) — 0, és ugyanakkor
F(z) > 0 minden € W*I0,1] mellett.

6. Keressiik meg az xg és az x; pontokat Osszek6ts legrovidebb gorbét.
Nevezetesen oldjuk meg az alabbi variaciés feladatot:

1
F(z) = / V' 1+ 2/(t)? dt — min,

0

ahol 2(0) = zg és z(1) = x;.
7. Mutassuk meg, hogy az
1 2

F(z) = / t32/(t)>dt — min, 29=0, z;=1
0

Lagrange-feladatnak nincs megoldasa a W°[0,1] térben.

8. Ellenérizziik, hogy az

F(x) = /1 z(t)2(1 —2/(t))?dt — min, zo=0, z;=1

-1

Lagrange-feladatnak végtelen sok megoldasa van. Ezek koziil azonban
csak egy optimalis, méghozza

([0 ha —1=t<0,
TWT1t nhao<t<i

Folytonosan differencialhatoé megoldas azonban nem létezik.



86

6. VARIACIOSZAMITAS

10.

11.

12.

13.

Adott egy a € L?[0,1] fﬁggveny Keressiink olyan legfeljebb n-edfoku p
polinomot, amelyre fo t)dt = 0, és amelyre

/ la( (t)|? dt

minimalis. Igazoljuk, hogy a feladat egyértelmtien megoldhato.

Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladat megoldhato tgy, hogy el&szor
elsallitunk egy olyan legfeljebb n-edfoka ¢ polinomot, amelyre

/ lalt) — q(t)[? dt
0

minimélis, majd ezutan megkeressiik azt a legfeljebb n-edfokua p poli-
nomot, amelyre fo t)dt = 0, tovabba az

/ lg(t) — p(t)? dt

Igazoljuk az x(0) szabad kezdSpont esetére a (6.5]) transzverzalitési fel-
tételt.

integral minimalis.

Oldjuk meg az alabbi Lagrange-feladatot (Ugyeljiink a transzverzalitasi
feltételre és az elégséges feltételre!)

1
/ (tx' 4 (2')*)dt — min, x(0) =1, z(1) szabad.
0
Oldjuk meg a kovetkezs variacios feladatot:

1
/ (1— 2(t)? — 2/ (£)?) dt — max,
0
ahol
z(0) =1 és xz(1) szabad.

Ugyeljiink a transzverzalitasi feltételre, és hasznaljuk az elégséges fel-
tételt.



7. fejezet

Lagrange-multiplikdtorok

Ebben a fejezetben egy absztrakt, fliggvényterekben felirt feltételes széls6ér-
ték-feladatot vizsgalunk meg, és a feladat megoldasanak sziikséges feltétele-
ként megfogalmazzuk a Lagrange-féle multplikitorelvet.

A téargyalasban erdsen tdmaszkodunk a funkcionélanalizisﬂ alapvetd fogal-
maira.

7.1. Faktorterek

Legyen az alabbiakban X val6s normalt tér, és jelentse L az X valamely zart
alterét. Vezessiik be a kdvetkez§ jelolést:

X/L={z+L:zeX}.
Az X/L halmazon az alabbi mtveleteket definialjuk

(x+ L)+ (y+L)=(x+y)+ L,
Mz + L) =Xz + L.

Konnyen ellenérizhets, hogy X /L ezekkel a miiveletekkel vektorteret alkot a
valos test f6lott (lasd az (1} gyakorlatot).
Adott x + L € X/L esetén vezessiik be a kovetkezd normat:

o+ Ll = inf Jlz +ul]. (7.1)

Egyszertien belathato, hogy ez az egyenlGség valoban normat definal (lasd a
gyakorlatot.

1 Lasd példaul Kdnnai Zoltdn: Analitikus mddszerek a pénziigyben és a kézgazdasdg-
tanban, www.tankonyvtar.hu, 2013.
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7.1. Definicié. A fent definialt X/L valos normalt teret az X tér L altér
szerinti faktorterének nevezziik.

7.2. Példa. Legyenek X és Y valos normalt terek, és tekintsiink egy olyan
A € L(X,Y) folytonos linearis leképezést, amely raképezés, azaz

imA=Y.
Ilyenkor ker A az X zart altere, tovabba minden y € Y mellett
A7N(y) € X/ker A.
Ez azt jelenti, hogy az az A~! lineéris leképezés, amelyre
A7V Y = X/ker A,y A7 (y)

algebrai izomorfizmus. Valoban, egyrészt a linearitas nyilvanvald, masrészt
ha A71(y;) = A71(ys), akkor talalhatok olyan 1 és wy X-beli vektorok,
amelyekre Az = y1, és Axo = yo, és ezért

z1 +ker A =29 + ker A.

Innen az adédik, hogy 1 — xo € ker A, azaz y; = yo.

Ezt az A™! leképezést az A dltaldnositott inverz operdtordnak nevezziik
(jollehet az A maga nem feltétleniil kolesonosen egyértelmd, igy az eredeti
értelemben nem invertalhato).

7.3. Allitas. Ha X ¢ésY Banach-terek és A € L(X,Y) rdképezés, akkor az
A7V Y = X/ker A
inverz operdtor folytonos izomorfizmus.

Bizonyitds. A Banach-féle nyilt-leképezés tétel értelmében talalhato olyan ¢
pozitiv szam, hogy
6BY - A(BX)7

ahol By és Bx az Y, illetve X terek zart egységgombjeit jelentik.
Ha most y € Y nem zérus vektor, akkor létezik olyan x € X, amelyre
Az =y, valamint olyan v € Bx vektor, hogy

_ iy
lyll”

Ekkor egyrészt A=1(y) = x + ker A, masrészt

Av

A1 — inf — inf <M <M.
47 @l = dnf o+ ul = ot [l < 20 o] < 2

Innen azonnal adodik, hogy A~! folytonos, és [[A™1| < 1/6. O
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7.2. Az altalanositott inverzfiiggény-tétel

Az alabbi tételiink a klasszikus inverzfiigg‘vény—téteﬂ altaldnositasdnak te-
kinthets abban az értelemben, hogy az inverzfiiggvény létezésének igazolasa-
hoz nem tessziik fel, hogy a derivalt egy pontban invertalhato legyen. Pusztan
annyit tesziink fel, hogy a derivalt raképezés, nem feltétleniil invertalhato. Igy
azt kapjuk, hogy a leképezés kornyezetet kornyezetre képez.

7.4. Tétel (Inverzfiiggvény-tétel). Legyenek X ésY Banach-terek, és tekint-
stink egy olyan H : X — Y folytonosan differencidlhato fliggvényt, amelyre
az xg pontban a derivdlt rdképezés, azaz

im H'(z0) =Y.

Ekkor a H(xo) pontnak taldlhato olyan V' kérnyezete és olyan a > 0 szdm,
hogy minden y € V ponthoz létezik olyan x € X, amelyre

H(z) =y,
= ol < ally — H(zo)l|-
Bizonyitds. Az el6sz6 szakasz megallapitasai alapjan az A = H'(x¢) jeloléssel
az A:Y — X/ker A leképezés folytonos izomorfizmus. Legyen o = 4| A~ 1.

A H' fiiggvény z(-beli folytonossaga miatt az ¢ = 1/« pozitiv szamhoz
talalhato olyan 6 > 0, hogy minden = € zy + § B pontra

= ()] - All <

Q|

Vezessiik be a 5
V= H(aﬁo) + aBy

jelolést, és rogzitsiink egy tetszéleges y € V vektort. Ertelmezziink indukcio-
val egy u,, X-beli sorozatot a kévetkez6 modon.

Els6 lépésként az A~!(y — H(xp)) halmaznak valasszuk ki egy olyan u;
elemét, amelyre

_ _ ad 6
lur]| < 2 Ay — H(wo))| < 2[A7H - ly — H(wo)|| < 2,0 5
Ezutan tegyiik fel, hogy valamely n > 2 indexre az ui,...,u,_1 vektorokat
mar ugy definialtuk, hogy
1
ol < s

2lasd: Tallos Péter: Dinamikai rendszerek alapjai, Aula, 1999.
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barmely £k =1,...,n — 1 indexre. Vilagos, hogy ilyenkor
n—1
D Mukll < 2fwa) < 6.
k=1
Valasszuk ki most az
n—1
A1 (y - H (xo + Zuk)> € X/ker A
k=1
affin halmaznak egy olyan u,, elemét, amelyre

orler )

A valasztas miatt természetesen

n—1
Au,, = Yy — H <(E0 + Z uk> R (72)

k=1

[[unll <

és ezért az inverzképre térve (itt hasznaljuk ki, hogy A raképezés)

n—1
Up +ker A = A1 (yH(:cOJrZuk)) . (7.3)
k=1

n—1
A1 (y— H <x0 + Zuk)>
k=1
masrészt ([7.3)-vel teljesen analog modon n helyett n — 1-re
n—2
Up_1 +ker A= A1 (y—H (aco—l—Zuk)) . (7.5)
k=1

A (7.3) és ([7.5) egyenlGségek alapjan

Up — Up—1 + ker A = up, + ker A — (up—1 + ker A) =

=A"! <H <x0+:z_:juk> - H (mo—I—:z_:iuk))

Innen egyrészt

Jun + ker Al = > fual, (74)

N | =
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tehat mas moédon
n—2 n—1
U, +ker A=, 1+ A" (H <z0+Zuk> —H (9:0+ Zuk>> .
k=1 k=1

Megmutatjuk, hogy az igy definialt u,, vektorra ||u,|| < §|lun—1]|.
Valéban, a

H(z)=x— A"Y(H(z)) = A~ (Az — H(z))

folytonosan differencialhato fiiggvény derivaltja H'(z) = A=Y (A — H'(x)), és
igy a Lagrange-féle kozépértektételt (lasd az Tételt) alkalmazva az

n—2 n—1
To + Zuk,xo +Zuk] Cxop+6Bx
k=1 k=1

halmazon azt kapjuk, hogy

n—1

1

§||Un|| <4t <y -H <I0 + ZW)) || = [Ju, + ker A|| =
k=1

n—2 n—1
= ||Unp—1 +A_1 (H (.’L‘0+ Z’U,k) - H <$0+Zuk>> H =
k=1 k=1
n—1 n—2
= ||H (1’0 + Zuk> —H (xOJrZuk)
k=1 k=1

sup 1 (@)]] - [[un—1 ] <
[CDOJrZZ;f Uk, To+ Y pt uk]

A

<

IN

_ iyl
< sup  [JATHA= H' @) [lunall < [A7H| = [lunall <

lz—zol|<o
1
< < llun—1ll-
Ebbdl kovetkezik, hogy valéban
1
] < 5l
és az indukcios eljarast is figyelembe véve
1
lunll < FHWW
Innen a végtelen sor Gsszegére azt kapjuk, hogy

00
D> uk
k=1

< 2[ur]| <6,
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tovabba az n — oo, u, — 0 hataratmenet azt eredményezi, hogy

Ozy—H<SL’()+Z’U,k>.

k=1

Tehat az
o0
T =x9+ Z U
k=1

valasztéassal az adodik, hogy H(z) = y, valamint

o0
e —woll = || we|| < 2fur]l < A - lly — H(zo)|l = ally — H(zo)],
k=1
amit igazolnunk kellett. O

7.3. Az ortogonalitasi tétel

Ebben a szakaszban igazoljuk az[[.25] ortogonalitasi tétel Banach-terekre ér-
vényes valtozatat. A teljesség kedvéért elGszor néhany elnevezést vezetiink be.
A Banach-terek geometridjanak részletesebb targyalasat illetGen itt utalunk
a korabban javasolt tankényvreﬂ

Ha X valamely valés Banach-tér, akkor az X tér X* dualisin az Osszes
X-en értelmezett folytonos linearis funkcional terét értjiik. Ismert, hogy X*
Banach-teret alkot a

Ipll =sup{[(p, )| : v € X, [lzf| =1}, pe X~
norméval ellatva. Ha L az X tér valamely altere, agy legyen
Lt={peX*:(pz)y=0VzecL}

az L annullatora. Vilagos, hogy L+ zart altér az X* térben.

Legyenek X és Y valos Banach-terek, és tekintsiink egy A€ L(X,Y") foly-
tonos linearis leképezést. Az A leképezés adjungaltjan azt az A* : Y*— X*
leképezést értjik, amelyre

(A*q,z) = (¢, Ax)

minden x € X és ¢ € Y* mellett. Ilyenkor A* folytonos lineéris leképezés, és
[[A*|| = [|A||. Vegyiik észre, hogy véges dimenzios X és Y vektorterek esetében
ez a fogalom — rogzitett méatrixreprezentacié mellett — éppen egybeesik a
transzponalt matrix fogalméaval.

3 Kannai Zoltan: Analitikus mddszerek a pénziigyben és a kézgazdasdgtanban, 2018.
www.tankonyvtar.hu
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7.5. Tétel. Haim A =Y, akkor (ker A)+ = im A*.

Bizonyitds. Elszor legyen p € im A* tetszbleges. Akkor talalhato olyan g €
€ Y™, amelyre p = A*q, és igy barmely x € ker A esetén

(p,x) = (A%q,x) = (Azx,q) = 0.

Ez éppen azt jelenti, hogy p € (ker A)*, azaz im A* C (ker A)*.

Forditva, tegyiik most fel, hogy p € (ker A)L. Adott y € im A mellett
véalasszunk egy € X elemet, amelyre Ax = y, és értelmezziik az f fiiggvényt
az

fly) = (pz)

formuléaval. Kénnyen lathato, hogy f jol definialt, hiszen ha az T vektorra
is AT = y, akkor x — Z € ker A, és ezért (p,x — Z) = 0. Persze f linearis
fiiggvény, amely a [7.4] Tétel A-ra valo alkalmazasaval folytonos is, emiatt
valamely ¢ € Y*-ra

fy) =(q,v)

minden y € Y mellett. Ezért

(A%q,z) = (g, Az) = (¢, y) = (p, 7)

barmely x € X vektorra. Tehat p = A*q, igy (ker A)t C im A*, amit bizo-
nyitanunk kellett. O

7.4. A Lagrange-elv

Tekintsiik a kovetkezs absztrakt feltételes szélsGérték-feladatot. Legyenek X
és Y valés Banach-terek, tovibba F : X — R és G : X — Y folytonosan
differencialhato fliggvények.

Keressiik az
F(z) — min,
G(z)=0

feltételes szélsGérték-feladat megoldasat.

(7.6)

7.6. Lemma. Legyen zo a (7.6) feladat megolddsa, és tegyiik még fel, hogy
imG'(zg) =Y. Akkor

ker G'(xg) C ker F'(zp).

Bizonyitds. Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik olyan u € ker G'(zg),
amelyre F'(xo)u # 0, és tekintsiik azt a H : X — R X Y leképezést, amelyre
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A feltételiink szerint ekkor
im H'(zo) =R x Y.

Valoban, tetszdleges o € R és y € Y esetén van olyan v € X, hogy G’ (xo)v =
=y, ezért az

a— F'(xg)v
T = 7F’(m0)u U+ v
vektorra konnyen lathato, hogy F'(zo)x = o és G'(xo)x = y, azaz H'(xo)x =

= (o, y).

Tehat a Tétel alapjan a H(zg) pontnak van olyan V' kérnyezete, hogy
minden (a,y) € V ponthoz talalhaté olyan = € X vektor, amelyre H(z) =
= (,y). Ha most a § pozitiv szam elegendden kicsi, akkor

(F(z9) —6,0) €V,
Ezért alkalmas x vektorra H(z) = (F(xo) — 6,0), nevezetesen
F(z) = F(xg) -6, ¢ G(z)=0.
Ez ellentmond annak, hogy z¢ a feladat megoldasa. O

7.7. Tétel (Lagrange-multiplikatorok). Tegyiik fel, hogy xo a (7.6)) feladat
megolddsa, és im G'(xog) =Y. Akkor van olyan g € Y* funkciondl, hogy

F'(z9) + qG'(z0) = 0.
Bizonyitds. Az el6z6 lemméank és a[7.5] ortogonalitasi tétel értelmében
F'(z0) € (ker G'(x0))* = im G’ (x0)*.

Innen kovetkezik, hogy létezik olyan ¢ € Y*, amelyre F'(xg) = —G'(z0)*q.
Ez az adjungalt leképezés definicidja szerint éppen azt jelenti, hogy

F'(x0) + ¢G'(20) = 0,
amit igazolnunk kellett. O
Ha bevezetjik a feladat Lagrange-fliggvényét az alabbi formuléval:
L(z,q) = F(z) + (¢, G(2)),

akkor a tétellink allitasa tgy is megfogalmazhato, hogy ha zg a feladat meg-
oldéasa, akkor van olyan ¢ € Y™ funkcional, amelyre a Lagrange-fiiggvény
derivaltja elttinik az x helyen, azaz

alL(x(Jv Q) =0.

Ebben a terminolégiaban a g funkcionalt Lagrange-multiplikdtornak nevez-
ziik.
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7.5. Az izoperimetrikus probléma

Ezt a feladatot Euler fogalmazta meg els6ként, és a probléma megoldasa
Euler és Lagrange munkassaga révén nagyban hozzajarult a variaciészamitas
kifejlédésehez. (Izoperimetrikus = azonos keriiletd.)

7.8. Példa. Adottak a sikon a (—1,0) és (1,0) koordinataju pontok. Keres-
siink olyan, a [—1,1] intervallumon értelmezett folytonosan differencidlhato
x fliggvényt a sikon, amely grafikonjanak ivhossza egy adott ¢ pozitiv szam,
végpontjai az adott pontok, tovabba a grafikon és a vizszintes tengely altal
kozrezart teriilet a lehetd legnagyobb.

A probléma Lagrange-feladatként a kdvetkezs alakban fogalmazhato meg.

1
/ x(t) dt — max,

1

/_11\/mdt:c.

Mivel a korabbi terminologianknak megfelelGen itt Y = R, ezért a ¢ funk-
cional egy valos szammal torténd szorzés lesz. Ezért a feltételes szélsGérték-
feladat Lagrange-fliggvénye az aldbbi alakban irhaté f6l:

1
L(z,q) = /1(x(t) + g/ 1+ 2/(t)?) dt.

Innen a 01L(z,q) = 0 egyenlet az Euler-Lagrange-egyenlet forméjaban a
kovetkezs alakot Olti:

d (t
TP O R

dt \/1+ 2'(t)?
vagy ekvivalens megfogalmazasban

x'(t) 1
————— = —1{ + const.
1+2'(t)* ¢
Konnyen ellendrizhets, hogy a fenti differencidlegyenlet megoldéasa a

(t—a)® + (x — b)* = r?

alakhoz vezet, ahol az a, b és r paramétereket ugy hatarozzuk meg, hogy
azok kielégitsék a peremfeltételeket és az ivhosszra vonatkozoé feltételt. Tehat
a maximaélis teriiletet biztosité grafikon egy koérvonal.
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7.6. Gyakorlatok

1.

Mutassuk meg, hogy a faktortér-mtiveletek kielégitik a vektortér axio-
maéit.

Igazoljuk, hogy a ([7.1) egyenl&ség normat értelmez az X /L téren.
Legyen k : [0,1] x [0,1] — R olyan négyzetesen Lebesgue-integralhato

fliggvény, tehat
1,1
//|k(t,s)\2dsdt<oo,
0o Jo

és tekintsiik azt az A € L(L?[0,1]) leképezést, amelyre minden z €
€ L%[0,1] és minden t € [0,1] mellett

1
(Ax)(t):/() k(t, s)x(s) ds.

Mutassuk meg, hogy A folytonos linearis leképezés, tovabba ellendriz-
ziik, hogy barmely y € L2[0,1] esetén

(A"y) (1) = / k(s D)y(s) ds,

ahol ¢t € [0,1].

Legyen k djra az el6z6 gyakorlatban vizsgalt fiiggvény, és értelmezziik
most az A leképezést az L2[0,1] téren az

(Az)(t) = /0 k(t, )2 (s) ds

egyenlGséggel, ahol ¢ € [0,1]. Igazoljuk itt is, hogy A folytonos linearis
leképezés, valamint

1
(A%)(t) = / k(s t)y(s) ds

minden y € L?[0,1] és t € [0,1] esetén.

Legyenek X és Y valos Banach-terek, és tekintsiink egy A € L(X,Y)
folytonos linearis leképezést. Ellendrizziik, hogy a

ker A = (im A*)*

egyenlGség a raképezési feltétel nélkiil is érvényes. Ilyenkor persze im A*
nem feltétleniil zart altér!



8. fejezet
Optimalis iranyitas

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy az optimalis iranyitasi feladat te-
kinthetd tgy, mint egy alkalmasan valasztott fliggvénytéren megfogalmazott
Lagrange-feladat.

8.1. Az iranyitasi feladat

Legyenek X és Y n, illetve m-dimenzios valos euklideszi terek, és tekintsiik
az

F:XxY SR, iletve g: X xY — X

folytonosan differencialhato fiiggvényeket. Az X teret allapottérnek, az Y
teret pedig iranyitasi térnek nevezziik.

Legyen adott egy [0, T'] idSintervallum, tovabba értelmezziik a megengedett
iranyitasok halmazat az

U={u:[0,T] = Y,ue L0,T]}

egyenlséggel. Tegyiik fel, hogy adottak az xg és x7 vektorok az X térben,
és vizsgaljuk az alabbi dinamikai rendszert [0, T intervallumon

2 (t) = glz(t),u(t), uel,

2(0) =29, x(T)=27. (8.1)

A feltételeink alapjan nyilvanvalo, hogy az u € U irdnyitas megvalasztasaval
a (8.1) rendszernek legfeljebb egy megoldasa van. Nem biztos azonban, hogy
a kezdetiérték-feladat megoldésa kielégiti a végpontban megadott feltételt is.
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Keresend olyan u € U irdnyitas, amelyre (z,u) megoldasa a (8.1)) nemli-
nearis rendszernek, tovabba

/0 f(z(t),u(t)) dt — min. (8.2)

8.1. Definicié. A , relaciokkal értelmezett feladatot optimdlis ird-
nyitdsi feladatnak nevezzik.

Az (z,u) fiiggvénypart megengedett folyamatnak nevezziik, ha u € U meg-
engedett iranyitas, és (z,u) kielégiti a nemlineéris rendszert.

Azt mondjuk tovabbé, hogy (x,u) optimdlis folyamat, ha (z,u) olyan meg-
engedett folyamat, amelyre a integral felveszi a minimalis értékét.

Az alabbiakban az optimélis irdnyitasi feladatot atfogalmazzuk fiiggvény-
téren értelmezett feltételes szélsGérték-feladatta. Vezessiik be a kovetkezd je-
16léseket. Legyen F az a C[0,T] x L2[0,T] téren értelmezett valos értékd
fliggvény, amelyre

T
F@w%:A Fa(t), u(t)) dt,

tovabba legyen G : C[0,T] x L?[0,T] — X x C[0,T],

G(z,u) = (m(T) —xp,x(t) — x0 — /Otg(x(s),u(s)) ds> .

Ezekkel a jelolésekkel a (8.1), (8.2) optimalis iranyitasi feladat ekvivalens az

{ F(z,u) — min,

G(z,u) =0 (8.3)

feltételes szélsGérték-feladattal. A feltételeink szerint itt az Példa alap-
jan F' és G egyarant folytonosan differencidlhatoak.

8.2. Az iranyithatosagi feltétel

A (8.3) feladat megoldasahoz sziikségiink van a raképezeési feltételre. Neveze-
tesen, ha (xg,ug) a feladat megoldasa, akkor

im G’ (g, up) = X x C[0,T). (8.4)

Ennek vizsgalatat végezziik el ebben a szakaszban.
Az Példa szerint G folytonosan differencialhato, és kénnyen ellendriz-
hetd, hogy minden v € C[0,T], valamint w € L?[0, T mellett

wammwz@@mw—fmm@w—fmmmmﬁ,
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ahol
A(s) = dg(wo(s),uo(s)) & B(s) = dag(wo(s),uo(s))

n X n, illetve n X m méretd méatrixok. A tovabbiakban ebben a szakaszban
feltessziik, hogy ezekre a méatrixokra fennall a kovetkezd feltétel.

Barmely a € X vektorhoz taldlhatok olyan v € C[0,T] és w € L2[0,T]
fliggvények, amelyekre

v(t):/o A(s)v(s)ds+/0 B(s)w(s) ds,
v(T)=a

minden ¢ € [0,T] pontban. Vegyiik észre, hogy ez a relacio azzal ekvivalens,

hogy az
2/ (t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)

linearis rendszer irdnyithat6 a [0, T] intervallumon. Felhasznalva a 2. fejezet-
ben bevezetett

T
Au:/o (0, 8)B(s)u(s)ds

folytonos linearis leképezést az L2[0,T] téren, a Tétel szerint a fenti
linearis rendszer pontosan akkor iranyithato, ha

rang AA* =n (8.5)

Ezt a feltételt a (8.1]), (8.2]) optimalis iranyitéasi feladatra vonatkozo irdnyit-
hatdsagi feltételnek nevezziik.

8.2. Allitas. Ha fenndll a (8.5)) irdnyithatésdgi feltétel, akkor teljesiil a (8.4))
raképezési tulajdonsdg.

Bizonyitas. A (8.4) tulajdonsag azt jelenti, hogy barmely b € X vektorhoz
és y € C0,T) fiiggvényhez talalhatok olyan v € C[0,T] és w € L?[0,T)
fiiggények, amelyekre G’ (g, uo) (v, w) = (b,y), azaz

y(t) = v(t) — /O As)o(s) ds + /O B(s)w(s) ds,
o(T)=1b

minden ¢ € [0, 7] mellett. Ennek igazolasadhoz tekintsiik azt a ¢ fliggvényt,
amely megoldasa a

¢'(t) = A()p(t) + At)y(t),
©(0)=0
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kezdetiérték-feladatnak a [0, T intervallumon. Vezessiik be a ¢ = ¢ + y jelo-
lést, akkor A(t)(t) = A(t)p(t) + A(t)y(t) = ¢'(t), és ezért

wnzlAwwwwy:ww—mw

Az egyenlGséget atrendezve azt kapjuk, hogy

wwzéA@w@@+mw

a [0, T] intervallumon.
A (8.5) iranyithatosagi feltétel alapjan az a = b — ¢(T) vektorhoz talalha-
tok olyan v € C[0,T] és w € L?[0,T)] fiiggvények, amelyekre

@(t):/o A(s)ﬂ(s)ds+/0 B(s)w(s) ds,
o(T) = b— ()

minden ¢ € [0,7] pontban. Ekkor a v = © + 1 és w fliggvényekre egyszeri
szamoléssal ellenérizhetd, hogy

G/(Cﬂo, UO)(U, U)) = (bv y)v

amit igazolnunk kellett. O

8.3. A Pontrjagin-féle maximumelv

Tekintsiik ajra a (8.1), (8.2) optimélis iranyitasi feladatot, tovabba a vele
ekvivalens (8.3) feltételes szélsGérték-feladatot. A feladat Lagrange-fliggvénye

L(z,u,p) = F(z,u) + (p, G(z,u)),

ahol p folytonos lineéaris funkcional az X x C[0,T] téren. Minden ilyen funk-
cional a
p(z,y) = q(z) +r(y)
alakban allithato els, ahol ¢ € X*, r € C[0,T]*, illetve z € X, y € C[0,T].
Az alabbi tételben a Lagrange-multiplikdtor elvét Tétel) megfogal-
mazzuk az optimaélis iranyitasi feladatra.

8.3. Tétel (Pontrjagin-féle maximumelv). Tegyik fel, hogy teljesil a (8.5

irdnyithatdsdgi feltétel, és legyen (xo,uo) a (8.1), (8.2) feladat megolddsa.
Akkor taldlhato az

y'(t) = —A()"y(t) — 01 f(xo(t), uo(t))
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adjungdlt rendszernek olyan v megolddsa, amelyre
02 f (o (t),uo(t)) + B(t)"¢(t) = 0 (8.6)
majdnem mindenitt a [0,T] intervallumon.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy (z,uo) a feladat megoldasa. Az iranyithatosagi
feltétel alapjén a (8.3) feladatra alkalmazhato a[7.7 Tétel, azaz létezik olyan
p folytonos lineéaris funkcional az X x C[0,T] téren, amelyre

F'(x0,u0) + pG’ (w0, u) = 0. (8.7)
Az els6 valtozo szerinti parcialis derivaltra térve ez azt jelenti, hogy
611‘71(3507 Uo) + palG(Io, UO) = 0

Ez a Riesz-féle reprezentacios téteﬂ szerint ugy irhato, hogy taldlhaté olyan
g € X vektor és olyan p vektormeérték a [0,7] intervallum Borel-halmazain,
amelyekre barmely v € C[0, T mellett

/0 (On £ (0 (2), uo (), v(8)) dt + (g, v(T))+

T t
+/O <U(t)7/0 A(s)o(s) ds, dp(t)) = 0.

Alkalmazzuk ezt az egyenlGséget specidlisan v € WZ[0, T fiiggényekre, akkor
egyrészt v(0) = v(T') = 0, masrészt a

b(t) = / du(s), te[0.T]

fliggvényt bevezetve parciélis integralas utan azt nyerjiik, hogy

0= [ @ (eo(t) uo(®).vle)) dt — [ ((6) = A@(0), wle) dt =
0 0
T T

- / (O f (wo(t), uo(t)) + A(t)*(t), v()) dt — / (W(0), v (1)) dt,

hiszen a kiintegralt tag nulla lesz. A méasodik sor els integraljaban ujra par-
cialisan integralva
T

0=- / T< / 00 (0(s), o))+ A(s) () ds,v’<t>>dt - / ({8, 0/ (8)) dt =
- / T<w<t> " / 11 (wo(s), wols)) + Als)(s) ds,v’<t>> d,

1 Kannai Zoltan: Analitikus mddszerek a pénziigyben és a kézgazdasdgtanban, 2013.
www.tankonyvtar.hu
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ugyanis a v peremfeltételei miatt a kiintegralt rész tjra nulldval egyenlé.
Innen a Du Bois-Reymond-lemma (lasd a Lemmaét) folytan a

t
0l + [ 91 F(ao(s).unls) + Al)"(s) ds
0
konstans a [0, T intervallumon, azaz itt a v fliggvény kielégiti a

P(t) = —A)"P(t) — 01 f (zo(t), uo(t))
adjungalt rendszert.
Tekintsiik ezutan tdjra a egyenlGséget, és irjuk fel a masodik valtozo

szerinti parcialis derivaltakat. Ekkor ismét parcialis integralassal barmely w €
€ L2[0,T] mellett

o- [ O o (0), o (1)) w(t)) dt — / T< / Bls)u(s) ds.du) ) =
T

T
- / (Ouf (xo(t), uo(t)), w(t) di + / (B(t)w(t), (t)) dt =

- / (Oaf (w0(t), uo(t)) + B (1), w(t)) dt,

ugyanis a kiintegralt rész nulla. Mivel ez az egyenl6ség minden w € L2[0, T
mellett teljesiil, innen kévetkezik, hogy

Oz f (wo(t), uo(t)) + B(t)"¥(t) = 0

majdnem mindeniitt a [0, 7] intervallumon, és éppen ezt kellett igazolnunk.
O

8.4. Definicié. A (8.1), (8.2)) alatti iranyitasi feladat Hamilton-fiigguényén
aH: X xYxX-—=R,
H(z,u,p) = f(z,u) + (p, g(z,u))
fliggvényt értjik.
A Hamilton-fliggvény hasznalatéval a Pontrjagin-féle maximumelv az alab-

bi forméaban fogalmazhatoé meg.

8.5. Tétel (Pontrjagin-féle maximumelv, Hamilton-formalizmus). Tegytik
fel, hogy fenndll a (8.5)) irdnyithatésdgi feltétel. Ha (xq,ug) optimdlis folya-
mat, akkor az

y'(t) = —01H (zo(t), uo(t), y(t))
adjungalt rendszernek taldlhato olyan ¢ megolddsa, amelyre
aQH(‘TO(t)v UO(t)ﬂ 7/’(0) =0

magdnem mindendtt a [0,T] intervallumon.
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8.4. A transzverzalitasi feltétel

Tekintsiik djra a , irdnyitasi feladatot azzal a kiegészitéssel, hogy
egy korlatozas érvényes a megengedett iranyitasokra. Nevezetesen, tegyiik fel,
hogy adott egy nem iires U C Y zart halmaz, és értelmezziik a megengedett
iranyitdsok halmazat az aladbbi médon:

U ={ue L*0,T]: u(t) € U mm.}.

Ebben az esetben nem tesziink megkotést a trajektoridk xp végpontjara, «(T")
az X allapottér tetszéleges eleme.

A megengedett folyamat, illetve optimalis folyamat fogalméat analég mo-
don értelmezziik. A szabad végpontu feladatra érvényes Pontrjagin-féle ma-
ximumelv megfogalmazésa el6tt egy lemmat bocsatunk elére.

8.6. Lemma. Legyenek Fyi és Fo valos normdlt terek, h : Fq4 X EFs — R
valamely folytonosan differencidlhato fiigguény, valamint x : E; — E7 olyan
Lipschitz-folytonos fiigguény, amelyre valamely ug € Eo vektorra

81h (3? (U()) ,U()) =0.

Akkor van olyan ug-ban kisrendd r : Fo — R fliggvény, hogy minden u € Eo
esetén

h(x (u),u) —h(x(ug),up) = h(x(ug),u) —h(,x(ug),ug) +r(u).
Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az
r(u) == h(z (u),u) = h(z(u),u)

valasztassal teljesiil a kivant egyenlGség. Jelolje A > 0 az x fliggvény Lipschitz-
egyltthatojat. A feltettek miatt minden £ > 0 szamhoz létezik § > 0 szam,
hogy ||u — uo|| + ||z — 2 (ug)]] < 0 esetén

101 (2, u)|| <

> ™

Ekkor minden u € Fs,
— <
llu = uoll < S3=—

vektorra egyrészt || (u) — z (ug)|| < §/2, masrészt a Lagrange-féle kozépér-
téktétel (lasd az Tételt) alapjan

I ()l = l[7 (@ (w) ,u) = h (2 (uo) ,u)| <

< sup |0k (zu)] - [l (v) — @ (uo)| <
z€[z(uo),z(w)]
< sup 0k (zu)] -l (u) — @ (uo)| <

llz—2(uo)l[<6/2

€
< 5 lle(w) =z (uw)ll < e flu —woll,
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ahonnan azonnal adodik, hogy r kisrendi az ug helyen. O

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy 01 F egyenletesen korlatos, tovabba a g
fliggvényre fennall a

lg(z,u) = g(z,v)[| < Alle = 2] + [Ju = [])
Lipschitz-tulajdonsag valamely A > 0 mellett.

8.7. Tétel (Maximumelv, szabad végpontu feladat). Ha (zg,ug) optimdlis
folyamat, akkor az

y'(t) = —01H (zo(t), uo(t),y(t)),
y(T)=0

adjungdlt rendszernek taldlhatd olyan 1 megolddsa, amelyre

H (1‘0 (t) ; Uo (t) ’ ¢(t)) = {Lnel[I]lH ($0 (t) ) Uy "/)(t))

magjdnem mindenitt a [0,T] intervallumon.

Bizonyitds. Adott u € U megengedett iranyitas mellett jelentse z(u) az

(1) = g(a(t), u(t),
z(0) = g

kezdetiérték-feladat egyetlen megolddsat. A Peano-egyenlétlenség alapjén tet-
sz6leges u,v € U iranyitasok mellett

l(u) = 2(v)]| < A u —v].

Az By = C[0,T] és Ey = L?[0,T] valasztas mellett alkalmazzuk a fenti lem-
méat a

T
h(z, u) :/O (H (2(t), u(t), ¥ (t) + (' (1), 2(£))) dt

fliggényre. Az Példa értelmében h differencialhato, nevezetesen az ad-
jungalt egyenletet figyelembe véve

Orh(a(uo), uo)v = /0 (A(t)"(t) + O1f (wo(t), uo(t)) +¢' (1), v(t)) dt =0

minden v € C[0,T] mellett. Ez azt jelenti, hogy

31h(x(u0), Uo) =0.
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Tehat a fenti lemma alapjédn van olyan 7 : U — R az ug-ban kisrendd fligg-
vény, hogy tetszbleges u € U esetén

h(z (u),u) = h(z(uo),uo) = h(x (uo) ,u) = h(z (uo),uo) +7(u) =

T T

H (x (uo) H (z (uo) ),w(t)) dt+ 7 (u).
o A

Ugyanakkor minden u € U-ra z (u) valasztésa miatt

h(x (u) u) =

/ H (a (o) (£) (1) 46(0)) it — / H (2 (uo) (8) o (£) (1)) dt + 7 (u).

Emiatt tetszbleges megengedett u iranyitasra ug optimalitasa alapjan

T T
og/f<x<u><t>,u<t>> dt—/f<x<uo>(t>,uo<t>> i =
0 0

= /(H (@ (uo) (t) ,u(t) ,¥(t)) — H (x (uo) (t) ,uo () ,1(2))) dt + 7 (u) .
0
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Indirekt modon tegyiik f6l, hogy van olyan v € U és olyan pozitiv mértéki
Ap C [0,T] halmaz, hogy minden ¢t € Aj esetén

H ('TO (t) ; Uo (t) W(ﬂ) >H (xO (t) ) U, ¢(t)) :

Ekkor olyan pozitiv mértéktd mérheté A; C Ay halmaz is van, hogy alkalmas
€ > 0 szammal minden t € A;-re

H (2o (8) ,uo (1), (1) > H (20 (1) ,0,9(1)) + &,

tovabba ||ug (-) — @l is korlatos az A; halmazon valamely « > 0 korlattal.
Tetszoleges pozitiv mértékd Lebesgue-mérheté A C A; halmazra jeldlje

_J uo(t), hat¢ A,
uA(t){ v, ha t € A.

Ezzel (ahol p a Lebesgue-mértéket jelenti)

lua — uoll 2 = / o (£) — vl dt < - i (A).
A

Igy az A;-nek valamely elegend@en kicsi pozitiv mértékd A részhalmazara r
kisrendiisége miatt

p(A).

N ™

€
I (ua)| < 2 lua —uol . <

Ugyanakkor u 4 megengedett irdnyitas, igy a fenti A halmazra

T

0< / £ (u) (8) ua (1)) dt — / f (a (o) (1) o (1)) dt =

0

[l
e O

(H ( (uo) (t) ,ua (£) ,¥(t))—H (x (uo) (t) ,uo (t) ,¥(t))) dt + 1 (ua) =

(H (2 (uo) (t) ,v,9(t)) — H (x (uo) (t) , uo () ,1(1))) dt 47 (ua) <

< e (A (ua) € e (A) + S (A) <0,

ami ellentmondas (hiszen A;-nek létezik tetszdlegesen kicsi mértékd mérhets
részhalmaza). Ezért minden v € U esetén m.m. ¢ € [0, T]-re

H (*xO (t) , Uo (t) 77/)(75)) < H (xO (t) y Us 7/’(0) :
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Legyen most Uy C U megszamlalhato siird részhalmaz. A most kapottak
alapjan még mindig m.m. ¢ € [0, T]-re

H (3?0 (t) , Uo (t) 7¢(t)) < Uienéo H (LL'() (t) U, ¢(t)) )

amia H (zg (t),-,1(t)) figgvények folytonossaga miatt azt jelenti, hogy m.m.
t €[0,T]-re

H (IO (t) , Uo (t) ’ 7/’(0) = mlII}H (tv To (t) ) Uy qu(t)) :

ue

amit igazolnunk kellett. O

8.8. Definici6. Szabad végpontu feladatokban az adjungélt rendszerre vo-
natkoz6

() =0

feltételt transzverzalitdsi feltételnek nevezziik.

8.9. Példa. Oldjuk meg a [0, 7] intervallumon az
2'(t) =u(t), x(0)=uwz, x(T) szabad

irAnyitasi rendszerre az
T
F(z,u) = / (1 — ta(t) — u(t)?) dt — max
0
optimalis iranyitéasi feladatot. A probléma Hamilton-fiiggvénye:

H(z,u,p) =1 —tx — u® + pu.

Ha (z0,up) optimélis folyamat, akkor a Pontrjagin-féle maximumelv szerint
up maximalizalja a Hamilton-fliggvényt, azaz

0= 02 H (z0(t),u0(t), () = —2uo(t) + ¥ (?),

ezért 2ug(t) = ¢ (t) a [0,T] intervallumon, ahol ¢ az adjungalt egyenlet meg-
oldasa. Az adjungalt egyenlet a kivetkezs alakii:

U'(t) = =00 H (wo(t), uo(t), (1)) =,

és a transzverzalitasi feltétel alapjan ¢(T') = 0, ezért

vt = 5 (¢ T,
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és igy az optimaélis iranyitasra
_ 1 2 T2
u(t) = 4(t )

adodik. Innen a differencialegyenletet integralva azt kapjuk, hogy

1 1
t) = —t - —T?
zo(t) = o + 51" = 117,

és a maximumelvet ez az egyetlen fiiggvény elégiti ki.

8.5. A jovedelemallokacios probléma

Tekintsiink egy termel6t, aki egyetlen homogén terméket allit els a [0, 7] id6-
intervallumon. Jelentse z(¢) a t id6pillanatban elGallitott termékmennyiséget.
Ennek egy részét a termels értékesiti, amelybdl szarmazo jovedelmet beru-
hazasra forditja. Ezzel a beruhazéssal névelni képes a termelési kapacitasat.
Mekkora részt forditson beruhézasra, hogy a legnagyobb készletet érje el?
Jelentse u(t) az el6allitott termék azon hanyadat, amelyet a termels be-
ruhéazasra fordit a t idSpontban. Ekkor a termelés névekedését leird egyenlet

/(1) = u(t)z(t),
z(0) = xo.

Vilagos, hogy ekkor 0 < u(t) < 1. A termels ugy kivanja megvalasztani az
u allokacios irdnyitast, hogy a [0, 7] idintervallumon a felhalmozott készlete
maximalis legyen, azaz

(8.8)

F(z,u) = /0 (1 —u(t))z(t) dt — max. (8.9)

Ebben a , szabad végpontu optimélis irdnyitasi feladatban U =

B [12, 1f]e.nti feladat Hamilton-fiiggvénye a kévetkezd alakban irhato fel
H(z,u,p) = (1 —u)zx + pux,

és igy az adjungalt rendszer az alabbi alakot 6lti

Y'(t) = =01 H (20(t),uo(t),(t)) = —uo(t)y(t) — (1 — uo(t)),

ahol (zg,up) optimalis folyamat, tovabbé a transzverzalitési feltételbsl

W(T) = 0.
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(G

1K)

ri1 Tt
8.1. abra. Az adjungalt egyenlet megoldésa

A Hamilton-fliggvény maximalis az ug optimalis irdnyitds mentén, azaz

H (o (t), (1), (1)) = max H(zo(t), u, (1)

a [0,T] intervallumon majdnem mindeniitt. Mivel x(t) > 0 ezen az interval-
lumon, innen azonnal ad6dik, hogy

1, ha(t) > 1,
uo(t) = { 0, haw(t) < 1.

Mivel ¥(T) = 0, innen azt kapjuk, hogy uo(T) = 0. Ezutan az adjungalt
egyenletet a t = T végponttol a ¢ = 0 pontig forditott iranyban integralva az
optimalis iranyitasra adodik, hogy

o[l ha0st<T-1,
Y= 0, haT—1<t<T,

mig az adjungéilt rendszer 1) megoldasa exponenciélisan fogy6 a [0,7 — 1]
intervallumon, majd pedig (t) = T —t a [T — 1,T] intervallumon. Lasd a
8.1. abrat!

Ez azt jelenti, hogy a maximélis készlet elérése érdekében a termels a
[0,T — 1] intervallumon mindent beruhézasra fordit, majd a [T' — 1,T] id6-
intervallumon teljes kapacitasat a készletek novelésére forditja. Felhivjuk a
figyelmet arra, hogy itt az optimalis irdnyitds bang-bang, azaz extremalis
iranyitas.
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8.6. Gyakorlatok

1. Oldjuk meg az alabbi szabad végpontu feladatot:
2(t) =xz(t) +u(t), =x(0)=1, =z(1) szabad,

/1(1 —u(t)?) dt — max.
0

2. Keressiik meg az alabbi feladat megoldasat:

1
/ (z(t)? — 2x(t)) dt — min.
0
3. Allitsuk el6 a maximumelv segitségével az
2 (t) =u(t), =x(0)=1, =z(2)szabad, wu(t) e [0,1],
2
/ (z(t)? — 2u(t)) dt — max
0

feladat egyetlen lehetséges megoldasat. (Utmutatas: igazoljuk, hogy
(t) szigortan monoton fogyd a [0, 2] intervallumon.)



9. fejezet

A maximumelv elégségessége

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy bizonyos konvexitasi feltételek mellett
a Pontrjagin-féle maximumelv elégséges is az optimalitasra.

9.1. A maximumelv egységes végpontfeltétellel

9.1. Definici6. Legyen [0,T] adott intervallum, U C Y adott halmaz, legye-
nek tovabba f : X XY - R és g: X x Y — X folytonosan differenciadlhatéd
fliggvények. Legyenek zy, xp € X adott pontok.

Tekintslink a kovetkezd optimdlis iranyitdsi feladatot:

fOT f(z(t),u(t)) dt — min,

z'(t) = g(z(t),u(t)) m.m.te[0,T],
u(t) €U mam. t € [0,T], (9.1)
z(0) = zp,

(a) z(T) = zp, (b) z(T) szabad.
Jelolie U = {u € L20,T] : u(t) € U mm.}, és tegyiik fel, hogy, Vu € U

esetén létezik a fenti differenciaegyenletnek a [0, 7]-n megoldasa.
Adott (z,u) megengedett folyamat mellett jelolje

T
Pl = [ falt),u(t) .
0
A feladat Hamilton-fiigguénye:
H: [O»T] XX XY xX =R, H(x,u,p) = f(x,u) + <p,g(x,U)>,

111
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illetve a Hamilton-fliggvény értékfiiggvénye:

H":[0,T] x X x X - R, H"(z,p) :mi[rJlH(:v,u,p).
ue

Ha az optimalis irdnyitasi feladatot maximumfeladatként fogalmazzuk meg,
akkor a Hamilton-fiiggvény értékfiiggvénye:

HY:[0,T]x X x X =R, HY(z,p) :magH(z,u,p).
ue

9.2. Tétel (Pontrjagin-féle maximumelv). Ha (g, ug) optimdlis folyamat a

feladatban, akkor az
y'(t) = —02H (o (t), uo(t),y(t))
adjungadlt rendszernek létezik olyan 1 megolddsa, amelyre
H(zo(t), uo(t), ¥(t)) = min H(zo(t), u, (1)),
tovdbbad teljestil az aldbbi transzverzalitdsi feltétel:
(W(T),2(T) — xo(T)) = 0.

9.3. Megjegyzés. A Hamilton-fiiggvényhez hasonlé modon a (9.1) feladat-
nak értelmezhets a Lagrange-fiigguénye:

L:[0,T]xXxY xXxX—=R, L(z,upz)=f(x,u)+ (p,g(x,u) —2').
Ennek a segitségével is megfogalmazhaté a maximumelv:

(1) A minimumfeltétel gyakorlatilag azonos:

L(wo(t), uo(t), p(t), wo(t)) = min L(xo (), u, p(t), 2(1))-

uelU

(2) Az adjungalt feltétel viszont a

%33L(x0(t)v a(t), uo(t), p(t)) = 02 L(wo(t), 2 (t), uo(t), p(t))

alakot 6lti, ami analog a variacios feladatra vonatkozé Euler-Lagrange-
differencidlegyenlettel, csak az f fliggvény helyett a feladat Lagrange-
fliggvénye szerepel benne.

(3) A transzverzalitasi feltétel ugyanaz.



9.2. A MANGASARIAN-FELE ELEGSEGES FELTETEL 113

9.2. A Mangasarian-féle elégséges feltétel

9.4. Tétel (Mangasarian-tétel). Legyen (xo,ug) megengedett folyamata a
(19.1) feladatnak. Tegyiik fel, hogy létezik olyan p, amelyre teljesiil, hogy

(1) H(@o(t), uo(t), p(t)) = min H (zo(t), u, p(t));

(2) p'(t) = —02H (wo(t), uo(t), p(t));

(3) a peremértékekre vonatkozd transzverzalitdsi feltétel :
(p(T),2(T) = 2o(T)) = 0.

Ha az U halmaz konvez, és a Hamilton-figgvény (xz,u) — H(x,u,p) szeletei
konvexek, akkor az (xg,uo) folyamat megolddsa a (9.1)) feladatnak.

Bizonyitds. Legyen (x,u) egy tetszlleges masik megengedett folyamat. Be
kell latni, hogy

F(x,u)—F(xo,uo):/o f(at(t),u(t))dt—/o Fo(t), uo(t)) dt > 0.

Az (x,u) megengedett folyamatra az (9.1) feladat z'(t) = g(z(t), u(t)) felté-
tele alapjan a Hamilton-fiiggvény definicioja szerint

fa(t), u(t) = H(x(t),u(t), p(t)) — (p(t), g(z(t), u(t))) =
= H(x(t),u(t),p(t)) — (p(t), 2'(t)) ,

hasonloan az (g, up) megengedett folyamatra is, amibdl
T
F(-Ta ’U,) - F(.’L'(), UO) = / H(&C(t), u(t)up(t)) - H(xo(t)7 UO(t)>p(t)) dt+
0
T
+

/ (—p(t),2'(£) — (D)) dt. 9.2)

0

Tekintsiik elszor a (9.2) masodik tagjat. Parcidlis integralassal kapjuk a
kovetkezot

T
/O (=p(t), (x — m0)' (1)) dt = — [(p(t), 2(t) — wo(1))]y +
+ /0 (p'(t), z(t) — zo(t)) dt. (9.3)

Ennek els6 tagja

[(p(t), 2(t) = 2o(O)]g = (p(T), (T) — 20(T)) — (p(0),z(0) — 20(0)),



114 9. A MAXIMUMELV ELEGSEGESSEGE

a kezdeti feltétel szerint
(p(0), (0) — 20(0)) = (p(0), 0 — o) =0,
a transzverzalitéasi feltétel szerint pedig
(p(T),2(T) = xo(T)) = 0.

Ezek alapjan a (9.3)) egyenldség a kovetkezd alaka:

T T
/ (—p(t), (' (£) — (1)) dt = / W0, (2(t) — zo(t) dt.  (9.4)
0 0

Tekintsiik most a (9.2) els6 tagjat. Mivel az (z,u) — H(z,u,p) fliggvény
konvex, és a derivalhato konvex fiiggvények jellemzése szerint a fiiggvény
grafja az érintGje felett van, ezért

H(a(t), u(t), p(t)— H (xo(t), wo(t), p(t)) >
> [0 H(20(t), uo (1), p(1))] [“””(” - “"O“ﬂ -

= (02 H (0 (1), uo(t), p(t)), 2(t) — zo(t)) +
+ (OsH (2o(t), uo(t), p(t)), u(t) — uo(t)) =
= (= (1), 2(t) — zo (1)) +
+ (03 H (w0 (1), uo(t), p(t)), u(t) — uo(t)),

ahol az utolso egyenlGséghez felhasznaltuk a tétel (2) feltételét, az adjungalt
feltételt. A tétel (1) feltétele, a minimumfeltétel alapjan az Tétel szerint

(03 H (0(t), uo(t), p(t)), u(t) — uo(t)) = 0.

A fentieket sszefoglalva kapjuk, hogy
T
| HG.u).00) - Hao®).uol),p(0) de =
0
T
>

> / (—p/ (), 2(2) — wo(t)) dt. 9.5)

0

A (9.4)) és (9.5) egyenlStlenségeket a (9.2)) kifejezésbe helyettesitve kapjuk
a kivant F(x,u) — F(zo,uo) > 0 egyenl6tlenséget.

Ha az (z,u) — H(x,u,p) fuggvény szigorian konvex, akkor a (9.5 egyen-
16tlenség szigoruan teljesiil, ezért ekkor a megoldas egyértelmd. O
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9.3. Az Arrow-féle elégséges feltétel

9.5. Tétel (Arrow-tétel). Legyen (xo,ug) megengedett folyamata a fel-
adatnak. Teqyiik fel, hogy létezik olyan p, amelyre teljestil a, Tétel (1), (2),
(3) feltétele. Ha az U halmaz konvez, és a Hamilton-fiigguény értékfiggvényé-
nek © — H™(z,p) szeletei konvexek, akkor az (xg,uo) folyamat megolddsa a

feladatnak.

Bizonyitds. Legyen (z,u) egy tetszleges masik megengedett folyamat. Be
kell latni, hogy

F(m,u)—F(xo,uo):/O f(a:(t),u(t))dt—/o Fo(t), uo(t)) dt > 0.

A bizonyitas megegyezik a Mangasarian-tétel bizonyitasaval a egyenl6t-
lenség bizonyitasdnak a kivételével. Nem tudjuk, ugyanis, hogy a Hamilton-
fliggvény értékfiiggvényének szeletei differencidlhatok-e. Azt fogjuk belatni,
hogy Géateaux-differencialhatok. Legyen v € R"™ tetszGleges.

Mivel a Hamilton-fliggvény a méasodik valtozojaban differencialhato, ezért
ebben a valtozojaban minden irdny mentén differencidlhato, ami azt jelenti,

hogy

lim (H(2o(t) + Av,uo(t), p(t)) — H(wo(t), uo(t), p(t))) =

= (02H (z0(t), uo(t), p(t)),v) =
= <*p(t)7v> ) (96)

ahol felhasznaltuk, hogy a tétel (2) feltétele, az adjungalt feltétel szerint
O2H (0 (t), uo(t), p(t)) = —p'(2).

Mivel a Hamilton-fiiggvény értékfiiggvényének x — H”(z,p) szelete kon-
vex, ezért 1éteznek az alabbi hatarértékek, valamint a kdvetkez6 nagysagrendi
viszony teljesiil rajuk:

i 5 (D (o) + Ao, p(t) — H (eo(t),p(1) <

< Jim < (H (o(t) + o, p(0) = Heof6)p(0) . (9.7

A Hamilton-fiiggvény értékfliggvényének a definici6ja szerint, tovabba a
tétel (1) feltétele, a minimumfeltétel alapjan

H(x,u(t),p(t)) > H"(x,p(t)),
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ezért

H"(z,p(t)) — H" (zo(t),p(t)) <

< H(z,uo(t), p(t)) — H(zo(t), uo(t),p(t)), (9-8)
amibél (9.7)) egyenlstlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy

Jim 5 (H(zot) + Mo uol0) p(0)) ~ H(zolt), uo(t). p(1)) <

< Jim (B olt) + Ao, p(t)) — B (zo(t), (1) <

< Jim < (P (eo(t) + A0, p(6) — B zo(0), () <

< /\lir&r % (H (20 (t) + Av, uo(t), p(t)) — H(2o(t), uo(t), p(t))) -

A egyenl@séget is felhasznalva latjuk, hogy végig egyenlGség van, tovabbé

Tim £ (H (o (1) + Mo, p(1)) — H"(zo(t), p(1))) = (~p(t),v).

Mivel ez igaz tetszéleges v esetén, ezért ez azt jelenti, hogy a Hamilton-
fiiggvény x — H"(z, p) értékfiiggvénye Gateaux-differencialhatoé a (zo(t), p(t))
pontban, és

O H" (wo(t), p(t)) = —p(t).

Ismét a Hamilton-fiigevény = — H”(z,p) értékfiiggvénye konvex volta
miatt

(=p'(t),2(t) — @0 (t)) < H"((t),p(t)) — H (z0(t), p(t)),
amibdl ujra a egyenlGtlenséget felhasznalva adodik, hogy

(=p'(t), x(t) — wo(t)) < H(x(t),u(t), p(t)) — H(xo(t), uo(t), p(t)).

Ebbdl az egyenlétlenségbdl pedig méar nyilvanvaléan kévetkezik a Mangasarian-
tétel bizonyitasanak az (9.5 egyenl6tlensége:

T T
/O H(x(t), u(t), p(t)) — H(zo(t),uo(t), p(t)) dt 2/0 (=p'(t), 2(t) — xo(t)) dt.
O

9.4. Gyakorlatok

1. Keressiik meg az alabbi iranyitasi feladat megoldaséat:

/1(1 — 4x(t) — 2u(t)?) dt — max,
0
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ahol
2'(t) =u(t), =x(0)=0, z(1)szabad

és u(t) € R. Hasznaljuk a Mangasarian-tételt.

2. Oldjuk meg a kovetkezs iranyitasi feladatot:

/0 (u(t)? — 2(t)) dt — max,  u(t) € [0,1],

ahol
2 (t) =wu(t), =z(0)=0, x(2)szabad.

Hasznaljuk az Arrow-féle elégséges feltételt.






10. fejezet

Optimalis iranyitasi
modellek

10.1. Az Atkinson-féle haszonmaximalizailasi fel-
adat

10.1. Példa (Haszonmaximalizalas élethossziglan, Atkinson, 1971). Tekint-
slink egy fogyasztot, aki a jelenlegi t = 0 id6ponttol a ¢t = T id6pontig, amit a
varhato élettartamanak gondol, maximélis hasznossagot szandékozik elérni.

A fogyaszto gy véli, hogy a ¢ € [0,T] idSpontban y(t) jovedelemmel fog
rendelkezni, a kamatlab pedig r(t) lesz. Feltételezziik, hogy a t € [0,T] id6-
pontbeli ¢(t) fogyasztas mellett a w(t) vagyoni helyzetét az ilyen modellekben
szokasos differencialegyenlet irja le:

w'(t) = r(t) - wt) +y(t) — c(t). (10.1)

Tegyiik fel, hogy a vagyona kezdetben wg, a T id6pontban pedig nullara
csokken.

A fogyasztot egy, a fogyasztasatol fliggs u : (0,00) — R hasznossagi fiigg-
vény jellemez, amelyrél feltessziik, hogy kétszer derivalhato, u’ > 0 és v’ < 0.
At € [0,7T] idépontbeli ¢(t) fogyasztasat pedig tgy valasztja meg, hogy a
[0, T'] id6szakbeli

/O "t u(e(t)) de

Osszhasznossaga maximalis legyen, ahol p a diszkontkamatlab.

119
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A fentiek a kévetkezs optimalis iranyitasi feladatban foglalhatok Gssze:

fOT e Pt u(c(t)) dt — max,

w'(t) =7r(t) - w(t) +y(t) — c(t) mm.te0,T],
c(t) € (0,00),

w(0) = wy, w(T) =0,

(10.2)

ahol a w € W?2[0,T] vagyon az allapotvaltozo, a ¢ € L?[0,T)] fogyasztés az
irdnyitasi valtozo, a (0,00) nyilt intervallum pedig az iranyitasi tartomény,
tovabba r,y € C[0,T].

A feladat megolddsa:
A feladat Hamilton-fiiggvénye:

H(t,w,c,p) = e " -u(c) +p- (rw+y—c).

A maximumelv szerint, ha a (w, ¢) fliggvénypéar megoldasa a feladatnak,
akkor van olyan p fliggvény, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) 93H (t,w(t),c(t),p(t)) = 0 ((0,00) nyilt volta miatt), ami azt jelenti,
hogy e ?* -/ (c(t)) — p(t) = 0, azaz

pt) = e "l (e(t)).

(2) p/(t) = —DaH (t,w(t), c(t), p(t), teht

ez egy homogén linearis differencialegyenlet, aminek a megoldasa;:
plt) = p(0) - e i,
emiatt (1) szerint
e Pt ! (c(t)) = p(0) - e Jo (T (10.3)

Ebbdl az is latszik, hogy v’ > 0 volta miatt minden ¢ € [0,7] esetén
p(t) > 0.

Végiil a ([10.1]) inhomogén lineéris differencidlegyenlet megoldasa, mint is-
mert:

w(t) = elo r(m)dr (wo —|—/ e~ Jor(s)ds (y(7) — e(1)) dT) )
0
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Mivel az u hasznossagi fiiggvény konkav volta miatt a
(w,c) — H(t,w,c,p)

fiiggvény konkéav, ezért a Mangasarian-tétel értelmében (w,c) valoban opti-
maélis folyamat.

1. specidlis eset: A egyenlet ilyen altaldnosan nem oldhaté meg,
ezért tegyiik fel, hogy az r kamatlab konstans, és megegyezik a diszkontka-
matlabbal:

Vtel0,T] esetén r(t) = p.

Ekkor a (10.3]) egyenlet a kovetkezs alaki:
e=rt w(c(t)) = p(0) -7, amaz (c(t)) = p(0).
Mivel u” < 0, azaz u’ szigortan monoton fogyd, ezért c¢ konstans fliggvény,
azaz minden t € [0, T] esetén c(t) = co.
Ebben az esetben a ([10.1)) differencidlegyenlet
w'(t) = p-w(t) +y(t) —co
alakt, amibdl a vagyon alakulasa:
w(t) = elo pdT . (wo +/ e Jo pds . (y(r) — co) dT) =
0
‘ t
=eft. <wo + fo(e*pt -1) —|—/ e T 'y(T)dT> .
P 0

Mivel w(T) = 0, ezért

T
e!T . <w0 + @(e_pt -1 +/ e T -y(7)d7> =0,
p 0

amibdl kiszamolhato a fogyasztés:

T
C(t) = Co — ﬁ . (wo +‘/0 e_pT . y(T)dT) .

2. specidlis eset: A (10.3) egyenlet megoldéasa érdekében a fentiek helyett
azt tegyiik fel, hogy az r kamatlab konstans:

Vtel0,T] esetén r(t)=ro,
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de ez nem feltétleniil egyezik meg a diszkontkamatlabbal. Tovabba tegyiik
még azt is fel, hogy a hasznossagi fiiggvény specialisan a kévetkezs alaku:
{ %, hae >0, ¢ #1,

In(c—c1), hae=1,

u(c) =

ahol ¢; € R adott paraméter. Ekkor u/(c¢) = (¢ — ¢1)°. Megjegyezziik, hogy
c1 = 0 esetén az v’ fliggvény rugalmassaga allandod, méghozza e, ugyanis

u//(c) .

Az (1) feltétel szerint
p(t) = e 7" (ct)) = e - (e(t) —e1) 7,
a (2) feltétel szerint pedig
p(t) = p(0) - €™ Jo 00T = p(0) - e,
igy
e P (ct) — 1) = p(0) - €7,

amibdl a fogyasztas:

To—Py

ct)=c1+p <(0)-e (10.4)

Ebben az esetben a ([10.1)) differencialegyenlet

alaki, ahol A =p~2(0) és v = =L, Ennek a megoldasa:

t
w(t) = elo o (wo +/ e o (y(7) — ey — A e”t)d7-> =

0
(e(‘Y""U)t—l))

t
= ot (wo —|—/ e~ Ty(T)dT + C—l(e_”’t—l) —
0 To Y—To
a t idépontbeli vagyon.

Mivel w(T') = 0, ezért a fenti osszefiiggés T-beli értékébsl A kiszamolhato:

_ T
A=—T"T0 . (wo —I—/ e "Ty(r)dr + 2(e‘roT - 1)) .
0

T 0T 1 To

A modellben kapott eredmények érdekes Osszefiiggésekre mutatnak ré. A
képlet alapjan meghatéarozott fogyasztés noévekszik, ha a kamat na-
gyobb, mint a diszkontrata, azaz rq > p, viszont csokken, ha kisebb, azaz
ro < p, valamint stagnal, ha egyenlSk, azaz ro = p. Tovabba, ha a ¢; para-
méter pozitiv, akkor ez tekinthets tigy, mint a fogyasztas minimaélis szintje.
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10.2. Monopdlium befektetési problémaja

10.2. Példa (Monopolium befektetési probléméja). Egy monopdélium a [0, T
tervezési idGszakban egyféle arut termel, és maximalis profitra torekszik.

A monopolium a t € [0,7] id6pontban az aru K (t) mennyiségi t6kével
rendelkezik, valamint I(¢) beruhazast hajt végre. A t6ke megvaltozasat a
kovetkezs, a beruhazastol és egy § > 0 paramétertdl fiiggs differencidlegyenlet
irja le:

K'(t) = —6K(t) + I(t). (10.5)
A gazdasag kibocsatasat egy, a tokétdl fiiggs F(K) termelési fliggvény, a
beruhézas koltségét pedig egy C(I) koltségfiiggvény hatarozza meg. Feltéve,
hogy a termék ara P, a monopolium profitja egy ¢ € [0, 7] id6pontban

P f(K(#) = C(1)).

A monopolium feladata olyan t6ke—beruhazas fliggvénypar kialakitasa, amely
mellett a [0, T] idGszakbeli

T
/O P f(K (1) — C(I(t)dt

profitja maximalis. Tegyiik fel, hogy a monopolium kezdeti t6kéje K.
A fentiek a kovetkezs optimalis iranyitasi feladatra vezetnek:

J P f(K(t) — C(I(t))dt — max,
K'(t) = —0K(t) + I(¢),

I(t) € (0,00),

K(0) = Ky, K(T) szabad,

(10.6)

ahol a K € W?2[0,T] téke az allapotvéltozo, az I € L?[0,7] beruhazis az
iranyitasi valtozo, a (0,00) nyilt intervallum pedig az iranyitasi tartomany,
tovabba f és C' folytonos fiiggvények.

A feladat megolddsa:
A feladat Hamilton-fiiggvénye:

H(t,K,I,p)=P - f(K)—C()+p-(=6K +1).

A maximumelv szerint, ha a (K, I) fiiggvénypar megoldasa a feladatnak, ak-
kor van olyan p fliggvény, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) 0sH(t,K(t),I(t),p(t)) =0 (a (0,00) nyilt volta miatt), ami azt je-

lenti, hogy
p(t) = C'(1(1)).
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2) P/(t) = —0uH(t, K(1), I(t),p(t)), azaz

p(t) =P f{(K(t) +p(t) - 0.

3) p(T) =0.

Ha feltessziik azt, hogy az f termelési fliggvény konkav és a ¢ koltségfiigg-
vény konvex, akkor a

(K, I)— H(t,K,I,p)
fliggvény konkav, ezért a Mangasarian-tétel értelmében (K, I) valoban opti-

malis folyamat.
Specidlis eset: Legyen a termelési fliggvény egy a > 0 paramétert

f(K)=—-aK*+ K
maésodfoki polinom, a koltségfiiggvény pedig
c(I) =12
Ekkor a fenti feltételek:
(1) p(t) = 21(t), fgy p'(t) = 2I'(t).
(2) p'(t) =2aP-K(t)— P+4§-p(t).

3) »(T) =0.

Ezek szerint
2I'(t) =2aP - K(t) — P+26 - I(t).

A t6ke megvaltozasat leiro ((10.5) differencidlegyenlet szerint
I(t) = K'(t) + 6K(t), igy I'(t)=K"(t)+dK'(t),

ezeket behelyettesitve a fenti egyenletbe a K(T) = K, kezdeti feltétellel
egyiitt a kdvetkez6 inhomogén méasodrendd differencialegyenlethez jutunk:

P

K"(t) = (P 4+ 6*)K(t) — 5



10.3. A SHELL-FELE NOVEKEDESI MODELL 125

10.3. A Shell-féle novekedési modell

10.3. Példa (A gazdasagi novekedés Shell-féle modellje, 1967). Tekintsiink
egy egyszektoros gazdasagot a [0,7] idSintervallumon.

A gazdasagban a t € [0, T] id6pontban k(t) t6kemennyiség 4ll rendelkezés-
re. A t6ke kezdeti értéke kg > 0, valamint T-beli értéke az elvarasok szerint
legalabb k1, ahol kr > kg. Az amortizacioés normét jelélje a A > 0 paraméter.

A gazdasag kibocsatasat egy a tékétosl fiiges f(k) termelési fiiggvény ha-
tarozza meg, amelyrdl feltessziik, hogy derivalhato és f/(k) > 0. Tegyiik még
azt is fel, hogy amennyiben k > koe 7, ugy f(k) > 0.

A t6ke novekedését a kibocsatas s(t) € [0,1] hanyadanak a megtakarita-
saval érik el. A t6ke novekedését ezért a kovetkezs differencidlegyenlet irja
le:

K (t) = e™s(t) f(k(t)) — Mk(t),

ahol az r > 0 paraméter a kamatlabat jeldli.
A gazdasag szerepldi az s(t) megtakaritasi hanyadot ugy valasztjak meg,
hogy a [0, T id6szakbeli

/0 e P (1 — s(0)) £ (k (1)) dt

Osszfogyasztéas maximalis legyen, ahol a p > 0 paraméter a kamatlabat jeloli.
A fentiek a kévetkezs optimalis iranyitasi feladatban foglalhatok Gssze:

Jetr=Pt(1 — s(t)) f(k(t)) dt — max,

k(1) = emts(t) f(k(t)) — Ak(t) m.m. t € [0,T],
s(t) € [0,1],

k(0) = ko, k(T) = kr,

(10.7)

ahol a k € W?2[0,7T] téke az allapotvaltozo, az s € L2[0,7T] megtakarita-
si hanyad az iranyitéasi valtozo, a [0, 1] zart intervallum pedig az irdnyitasi
tartomany, tovabba f derivalhato fiiggvény.

A feladat megolddsa:
A feladat Hamilton-fiiggvénye:

H(t,k,5,p) = e P (1 — ) f(k) +p- (s f(k) — k) =
= eI f(k) + (p— e P)em f(k)s — pAk.

A maximumelv szerint, ha a (k,s) fiiggvénypar megoldasa a feladatnak,
akkor van olyan p fliggvény, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:
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(1) Maximumfeltétel:

max, TP F(K(E)) + (p(t) — e P)e" (K (t))s — Ap(t)k(t) =

= TP F(R(E) + (p(t) — e ")e" F(R(2))s() — Ap(£)k(t),

ezek szerint

(2) Adjungalt egyenlet:

p/(t) = _aQH(t> k(t)7 S(t)ap(t)) =
= =L — () f/ (K (1)) — e"p(8)s(t) ' (K (1)) + Ap(D).
Specidlis eset: A (10.7)) egyenlet ilyen altalanosan nem oldhat6é meg, ezért

tegyiik fel, hogy az r kamatlab, a p diszkontkamatlab és a A amortizacios
norma nulla, a termelési fiiggvény pedig

f(k) = ak
alaki, ahol a > 0 paraméterre teljesiil, hogy
kp < koe T, (10.8)

A ([10.7) feladat a kovetkezo feladatra egyszertisodik:

S (1= s(t))ak(t) dt — max,

K (t) = s(t)ak(t) m.m. ¢ € [0,T],

s(t) € [0,1],

k(0) = ko, k(T) = k.

A feladat megolddsa:
A feladat Hamilton-fiiggvénye:

H(t,k,s,p) = (1 —s)ak +p-sak = ak + (p — 1)aks.

A maximumelv szerint, ha a (k, s) fliggvénypar megoldasa a feladatnak,
akkor van olyan p fiiggvény, amelyre teljesiilnek a kévetkezsk:

(1) Maximumfeltétel:

max ak(t) + (p(t) ~ ak(t)s = ak(t) + (p(t) ~ Dak(1)s(2)

ezek szerint

«0={ 5 21 (109)
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(2) Adjungalt egyenlet:
p'(t) = —0:H(t,k(t),s(t),p(t)) =

—ap(t), hap(t) > 1,
- {—a],D ha g(t) <1 (10.10)

Ebbdl kovetkezik, hogy p'(t) < 0, igy p szigorian monoton fogyo.

Lathato, hogy p(0) > 1. Ugyanis indirekt modon tegyiik fel, hogy p(0) <
< 1, ekkor p szigorian monoton fogyé volta miatt minden ¢ € (0,7 esetén
p(t) < 1, igy s(t) = 0, ezért viszont k'(t) = 0, amibdl

t
k(t) = ko +/ K (7)dr = ko,
0

specidlisan k(T') = ko, de a feltétel szerint k(T) = kr > ko, ami ellentmondas.
Lathato az is, hogy p(T') < 1. Indirekt modon tegyiik fel, hogy p(T") > 1.
Mivel p szigortian monoton fogyd, ezért minden ¢ € [0,T) esetén p(t) > 1, igy

a ([10.9) szerint s(t) = 1, ezek szerint

K (t) = s(t)ak(t) = ak(t),
amib6l k(t) = koe, specialisan k(T) = koe®’. Az a paraméterre a ([10.8)-
ben feltettiik, hogy k7 < koe™%T, emiatt kp < k(T). A feltétel szerint viszont
k(T) = kp, ami ellentmondas.

Mivel p szigorian monoton fogyd, folytonos fiiggvény, valamint p(0) > 1,
p(T) < 1, ezért létezik olyan tog € (0,7T), hogy p(ty) = 1. Ezek szerint

p|[0,to) > 1 és p|(to,T] < 1.
A (10.10)) szerint minden ¢ € (¢, T] esetén p’'(t) = —a, igy
t
p(t) = p(to) + / p'(T)dT = a(to — t) + 1,
to
tovabba minden ¢ € [0,) esetén p'(t) = —ap(t), igy
p(t) _ p(to)ea(to—t) — ea(tg—t).
A ([10.9) szerint

_ [1, hatel0,t),
s(t) = {0, ha t € (to, T).

Végiil mivel

E'(t) = s(t)ak(t) = {g,k(t)’ ﬁz i 2 E(t):)f%z]:
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ezért

t
_ / [ koe™, ha t € [0, ),
0 = o+ K (rar = {k(to) — ke, hat € (to, T].

A feladat értékfiiggvénye

T T
V(ko,kT,T):/ (1—s(t))ak(t)dt:/ akioe™ = akoe™ (T — ty).
0

to
A feltétel szerint k(T) = kr, azaz kr = ke ami azt jelenti, hogy

1. kr
to=—In—.
0 ank‘o

Vegyiik észre, hogy az a paraméterre (10.8)-ban tett kr < koe?? feltevés
biztositja, hogy to < T, azaz tg € (0,T). Az értékfiiggvény

1
V(ko, kr,T) = akr (T —ZIn kT) ,
a ko

amibdl lathato, hogy
OV /Okg = 52 = p(t),

0

8V/6I<:T = a(t - to) -1= —p(T),
V)T = aky = ak(T) = H(T).

A fenti (k, s) fliggvénypéar valoban megoldésa is a feladatnak. Bar a feladat
Hamilton-fliggvényének a (k, s) — H(t, k, s,p) = ak + (p — 1)aks szelete nem
konkav (a ks szorzat miatt), ezért a Mangasarian-tétel nem alkalmazhato
ennek az igazolasahoz. A Hamilton-fliggvény értékfiiggvénye

HY(t,k,p) = max H(t,k,s,p) = {pak’ hap>1,

s€[0,1] ak, hap<l,

ezért a k— HV(t, k,p) fliggvény linearis, igy konkav, ezek szerint az Arrow-

tétel alapjan (k, s) optimalis folyamat.

10.4. A Hotelling-szabaly

10.4. Példa (Olajkitermelés, Hotelling-szabaly). Tegyiik fel, hogy egy gaz-
dasagnak K mennyiségd olajvagyona van a felmérések szerint. Ezt szandé-
koznak kitermelni valamely [0, 7] idSintervallumban, ahol az idSintervallum
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hossza is szabadon megvalaszthato. Egy ¢ € [0, T idépontban (t) mennyisé-
get termelnének ki, a még rendelkezésre allo olajvagyon pedig x(t). Lathato,
hogy z'(t) = —u(t), ugyanis

o) = K — /Ot u(r)dr.

A kitermelés koltsége a t idSponttol és az u kitermelt mennyiségtsl fliggd
C(t,u) koltségfiiggvény irja le, amelyrdl tegyiik fel, hogy pozitiv, tovabba
0202C(t,u) > 0, azaz u — C(t,u) konvex fliggvény. Feltéve, hogy az olaj
vilagpiaci ara P(t), az olajbdl elért profit:

P(t)u(t) — O(t, u(t)).

Az u(t) kitermelési mennyiséget tigy kell megvalasztani, hogy a [0,7] ids-
szakbeli

/O e PHP(t)u(t) — C(t,u(t))) dt

Osszprofit maximalis legyen, ahol a p > 0 paraméter a diszkontkamatlabat
jeloli.
A fentiek a kévetkezs optimalis iranyitasi feladatban foglalhatok Gssze:

[ e P (P(tyu(t) — C(t,u(t))) dt — max,
2'(t) = —u(t) mm.te[0,7],
u(t) € Ry, (10.11)
z(0) =K, z(T) =0,
T e R+,

ahol az x € W?[0,T] olajvagyon az allapotvéltozo, az u € L*[0, T] kitermelés
az iranyitasi valtozo, az R intervallum pedig az irdnyitasi tartoméany.

A feladat megolddsa:
A feladat Hamilton-fiiggvénye:

H(t,z,u,p) = e P(Pu— C(t,u)) — pu.

A maximumelv szerint, ha az (z,u) fiiggvénypar megoldasa a feladatnak,
akkor van olyan p fiiggvény, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) Maximumfeltétel:

maxe ™ (P(t)u— C(t, ) — p(t)u =

= e "(P(tu(t) — C(t, u(t))) — p(t)u(t).
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(2) Adjungalt egyenlet:
(3) Az intervallum végpontjara vonatkozo feltétel:

H(T,o(T),u(T),p(T)) = (P(T)u(T)~C(T,u(T)))e™"" —p(T)u(T) = 0.

Mivel feltétel szerint az u — C(t,u) koltségfiiggvény konvex, emiatt az u
H(t, z,u,p) fliggvény konkav, ezért a maximumfeltétel ekvivalens azzal, hogy

0 < O3H(t, (1), u(t),p()t) = e " (P(t) — 02C(t, u(t))) — p(t),
P(t) — 0:0(t, u(t)) > p(t)e,
tovabba u(t) > 0 esetén
P(t) — 0,C(t,u(t)) = p(t)e’". (10.12)

Az adjungalt egyenlet szerint p konstans fiiggvény, példaul p = pg, ahol py €
€ R. A T-re vonatkozo (4) feltétel pedig azzal ekvivalens, hogy

P(T)u(T) — C(T,u(T)) = e’Tpou(T).

Ebbél latszik, hogy u(T') > 0, kiilonben a bal oldal negativ, a jobb oldal nulla
volna. Osztva u(T)-vel azt kapjuk, hogy

Mivel u(T) > 0, ezért (10.12)) szerint
P(T) — 0,C(T,u(T)) = poe’™.

E két egyenl@ségbdl kovetkezik az tgynevezett Hotelling-szabaly, ami szerint
az olajkitermelés hatarkoltsége megegyezik az atlagkoltséggel:

C(T,u(T))

Mivel a c koltségfiiggvény konvex, ezért
(m7 u) = H(t,x, u,p)

fiiggvény konkév, ezért ha az (z,u) par kielégiti a fenti feltételeket, akkor a
Mangasarian-tétel értelmében optimaélis folyamat.

Specidlis eset: Legyen P(t) = ae®t, C(t,u(t)) = u?(t)e’* — ¢, ahol a, , B, ¢
pozitiv paraméterek.
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10.5. Egy makrookonémiai beruhazasi modell

10.5. Példa (Egyszektoros makroskonomiai modell, beruhazési probléma).
Tekintsiink egy egyszektoros gazdasagot a [0, T] id&szakban.
A gazdasag kibocséatasa a ¢ € [0, T] id6pontban y(t), ami kezdetben yg.
A termelésének a novekedését a megtermelt javak i(t) € [0,1] hanyadanak
a raforditasaval lehet elérni:

y'(t) = ai(t)y(t),

ahol a pozitiv alland6. A megtermelt javak 1 —i(¢) € [0,1] hanyadat fogyasz-
tasra lehet hasznélni:
y'(t) = (1—i(t)y().

A gazdasagban az i(t) beruhazasi hanyadot gy kell megvélasztani, hogy a
[0, T idGszak

/O (1~ i(t)y(t) dt

Osszfogyasztasa maximalis legyen.
A fentiek a kévetkez6 optimalis iranyitasi feladatban foglalhatok Gssze:

I —i(6)y(t) dt — max,
y'(t) = ai(t)y(t) m.m. ¢t € [0,T],
]

i(t) € [0,1],
y(0) = yo, y(T) szabad,

(10.13)

ahol az y € W?2[0,T] kibocsétas (termelés) az allapotvaltozo, az i € L2[0, T
beruhézasi hanyad az iranyitasi valtozo, a [0,1] zart intervallum pedig az
irAnyitasi tartomany.

A feladat megolddsa:
A feladat Hamilton-fiiggvénye:

H(t,y,i,p) = (1 — i)y +piy =y + (p — 1)iy.

A maximumelv szerint, ha az (y,4) fiiggvénypar megoldéasa a feladatnak,
akkor van olyan p fliggvény, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) Maximumfeltétel:

Jmax y(t) + (p(t) — Diy(t) = y(t) + (p(t) — D)i(t)y(t).

(2) Adjungalt egyenlet:

p'(t) = =1 = (p(t) = 1)i(t) = —i(t)p(t) +i(t) — 1.
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(3) Transzverzalitési feltétel: p(T) = 0.
Az y-ra vonatkozé differencidlegyenletbdl:

y(t) — yoefot ai(‘r)d‘r’

ami pozitiv, ezért a maximumfeltétel szerint

v 0, hap(t) <1,
Z(t){L hag(t)>1.

Az adjungalt egyenlet szerint

-1, ha p(t) < 1,

pi(t) = —i(t)p(t) +i(t) =1 = {_p(t), ha p(t) > 1.

Mivel a transzverzalitasi feltétel szerint p(T) = 0 < 1, ezért i(T) = 0, igy
p'(T) = —1. Emiatt a T egy bal oldali kérnyezetében p szigortian monoton
fogy, s6t p(t) = —t + ¢, attdl a to ponttol fogva, amelyre p(tg) = 1. Mivel
0=p(T)=—-T++c,ezért c=T, igy p(t) =T —t. Mivel 1 = p(to) =T — to,
ezért tg = T — 1. Osszefoglalva ez azt jelenti, hogy

Vte[l—1,T] eseten p(t)=T —t.

Legyen t € [0, T — 1) tetszbleges pont. Ha p/(t) = —1, akkor p(t) =T —t > 1,
ami ellentmond az adjungalt egyenletnek, ezért

Mivel p(T — 1) = 1, ezért
Vte[0,T—1] esetén p(t) =e TT1
Ebbdl a beruhazasi hanyad

(= {1l hatel.T-1),
"o, hate(T-1,7]

Ez azt jelenti, hogy a T — 1 id6pontig minden megtermelt terméket beru-
hézasra kell forditani, majd ett6l az id6ponttdl érdemes minden terméket a
fogyasztasra forditani.

A fentiekb8l meghatarozhato a termelés a [0, T intervallumon. Mivel

, ) ax(t), hatel0,T—1),
z(t) = ai(t)z(t) = {0, ha t € (T —1,7T),
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ezért

(t) = eat, ha t € [0,T — 1],
W= e ™D hate (T-1,7)

A fenti (y, 1) fliggvénypar nem biztos, hogy valoban megoldasa is a feladat-
nak. Mivel az (y,7) — H(t,y,i,p) = y + (p — 1)iy Hamilton-fliggvény nem
konkav (az iy szorzat miatt), ezért a Mangasarian-tétel nem alkalmazhato
ennek az eldontésére. Azonban az Arrow-tétel alapjan lathato, hogy valoban
megoldas. A Hamilton-fiiggvény értékfiiggvénye

>
HY(t,y,p) = max H(t,y,i,p) = {Qy’ ha p; > 1,

i€[0,1] y, hap; <1,

ezért az y — HY(t,y,p) fliggvény linearis, igy konkav.






11. fejezet

Tobbszektoros iranyitasi
modellek

11.1. Kétszektoros makrookonémial modell

11.1. Példa (Kétszektoros makrodkonomiai modell, Mahalanobis). (Ez a
példa a Példa kétszektoros valtozata.) Tekintsiink egy kétszektoros gaz-
dasagot a [0, 7] tervezési idészakban. Az elsG szektor beruhazési javakat, a
maésodik szektor fogyasztési javakat termel.

A gazdasag kibocsatasa a t € [0,7] id6pontban a beruhazasi javakbol
y1(t), ami jelenleg ¥, a fogyasztasi javakbol yo(t), ami jelenleg 3/9.

A beruhéazasi javak termelésének a novekedését a megtermelt beruhazasi
javak i(t) € [0,1] hanyadanak a raforditaséval érik el:

vi(t) = ai(t)ys (t),

ahol a pozitiv alland6. A fogyasztasi javak termelésének a névekedését a meg-
termelt beruhézasi javak 1 —i(t) € [0,1] masik hanyadanak a raforditasaval
érik el:

ya(t) = a(l —i(t)y1(t).

A gazdasagban az i(t) beruhazasi hanyadot gy kell megvélasztani, hogy a
fogyasztasi javak [0, T] idszakban termelt

T
/ Y2 dt
0

135

mennyisége maximalis legyen.
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A fentiek a kévetkezs optimalis iranyitasi feladatban foglalhatok Gssze:

fOT o dt — max
{yi(t) = ai(t)y1(t) mm. ¢ € 0,7},

ya(t) = a(l —i(t))y:(t) mm.t € [0,T7, (11.1)
i(t) € [0,1]

{yl(O) =y, y1(T) szabad,
y2(0) = 9, y2(T) szabad,

ahol az (y1, y2) € Wiz [0, T] kibocsatasvektor az allapotvéltozo, az i € L2[0,T]
beruhazasi hanyad az iranyitasi valtozo, a [0,1] zart intervallum pedig az
iranyitasi tartomany.

A feladat megolddsa:
A feladat Hamilton-fiiggvénye:

H(t, (y1,92),1, (p1,02)) = y2 + ((p1,p2), (@iy1, a(l — i)y2)) =
= ya + (p1 — p2)aiys + p2ay;.

A maximumelv szerint, ha az ((y1,y2),¢) fiiggvénypar megoldasa a feladat-
nak, akkor van olyan (p1, p2) fiiggvény, amelyre teljesiilnek a kovetkezsk:

(1) Maximumfeltétel:

Eﬁﬂmyﬂm@_m@ﬁ%ﬁHmwmmwz

= 42(t) + (p1(t) = p2(t))ai(t)y1(t) + p2(t)ay ().

(2) Adjungalt egyenlet:
[ Pi(t) ] _ { clt(p1(t)i(t) +pa2(t)(1 —i(t))

Ph(t)
(3) Transzverzalitasi feltétel: pi(T) =0 és po(T) =0.
Az y;1-re vonatkozo differencidlegyenletbdl:
n (t) — y(fefﬁ ai(r)d‘r,
amely pozitiv, ezért az (1) a maximumfeltétel szerint

o J0, hapi(t) < pa(t),
Z@—{lem@>m@. (11.2)
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A (2) adjungalt egyenlet szerint p5(t) = —1, ezért

p2(t) = p2(T) + /T phy(T)dr =T —t.

Tovabbé
pi(t) = —a(pr(t)i(t) + pa()(1 —i(t)), (11.3)

ebbdl a (3) transzverzalitasi feltételt is felhasznalva kovetkezik, hogy
PiT) = —a(p1(T)i(T) + p2(T)(1 - i(T)) = 0,
A fentieket Gsszefoglalva:
p1(T) =p2(T) =0, illetve pi(T) =0, ph(T) = —1,

ezek szerint T-nek van olyan bal oldali kérnyezete, amelyen pi(t) < paf(t).
Jelolje to € [0,T) azon t € [0,T) pontok szuprémumét, amelyekre p;(¢) >
> pa(t), lehet, hogy to = 0. Ekkor

Vite (to,T) esetén pi(t) < pa(t). (11.4)
Emiatt a (11.2) szerint V ¢t € (to,T) esetén i(t) = 0, ezért
pi(t) = —p2(t)a = a(t = T),

amibdl

t t

p’l(T)dTZO—F/Ta(t—T)dT: (T —t)%

o) =n@)+ [
T
Ebbdl meghatérozhato to értéke: py(t) = pa(t), ha T —t = 2(T — t)?, azaz
t =T — 2, ezek szerint

_E,

Nyllvén pl(tO) = pg(to) =T — to =T - (T - %) = %.
Tegyiik fel. hogy to > 0, azaz T > 2, és szamoljuk ki pi(t)-t a [0,%o)
intervallumon. Legyen ¢ € [0,%) tetsz6leges. A (11.3)) kifejezésbdl a (11.2)

Osszefiiggést felhasznalva az adodik, hogy

ron ) —api(t) hapi(t) > pa(t)
1““{—w%>hm&og£w' (11.5)

Ha p;(t) < pa(t), akkor

pi(t) = —apa(t) = alt = T),



138 11. TOBBSZEKTOROS IRANYITASI MODELLEK

ha p1(t) > pa(t), akkor —ap; (t) < —apa(t), igy
Pi(t) = —api(t) < —apa(t) = a(t = T).

Emiatt mindkét esetben
2
P(t) Salt=T) <alto—=T) =a(l - = = T) = =2 < pj(t),

tovabba p1(to) = pa(to), ezek szerint py(t) > pa(t). Osszefoglalva ez azt je-
lenti, hogy
Vte[0,ty) esetén pi(t) > pa(t). (11.6)

Eszerint (11.5)-bdl kévetkezik, minden ¢ € [0,9) esetén p) (t) = —aps (t), fel-
hasznalva, hogy p1(to)

T a

2 a2
p) = 2emat-rrd),

(3) és (IL0) alapjan

.~ J0, hatel0,t),
Z05)‘{1, ha t € (to, T,

tovabba ezért 0
y1(t) = Y1, ha t € [0, %),
y(ljea(t—to)7 hat e (tO7T]7

valamint

lt) = y2(0) + [i ayr(t) dr,  hat € [0,t),
y2(0) + [1° ayi(r) dr, hat € (o, T]

_ yg + ay?t, ha t € [0, to),
y9 + aydty, hat € (to,T].

A fenti ((y1,y2),4) fiiggvénypar nem biztos, hogy valoban megoldasa is a
feladatnak. Mivel az ((y1,y2),¢) — H(¢, (y1,y2), 1, (p1,p2)) Hamilton-fliggvény
nem konkav (az iy; szorzat miatt), ezért a Mangasarian-tétel nem alkalmaz-
hato ennek az eldontésére. Azonban az Arrow-tétel alapjan lathatod, hogy
valoban megoldas. A Hamilton-fiiggvény értékfiiggvénye

Hv(t7 (yla y?)a (plapQ)) = 721[8')1(] H(tv (yhy?)?ia (plap?)) =

_ Jy2+apayr, hapy <ps,
Y2 +ap1y1, hapr > pa,

ezért az (y1,y2) — HY(t, (y1,y2), (p1,p2)) fiiggvény linedris, igy konkév.
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11.2. Egy kornyezetgazdasagtani probléma

11.2. Példa (Fogyasztas, olajkitermelés, kornyezetszennyezés). Tekintsiink
egy kétszektoros gazdasagot a [0,7T] tervezési idGszakban. Az elss szektor
fogyasztasi javakat termel, a masodik szektor a termelés okozta kornyezet-
szennyezést méri.

A gazdasag a t € [0, T] id6pontban a fogyasztasi javakbol x4 (t), mennyisé-
get termel, ami kezdetben 29, a kérnyezetszennyezés mértéke pedig xo(t), ami
kezdetben 2. A kornyezetszennyezés valtozésa ardnyos a termeléssel, azaz

xh(t) = by (t),

ahol b pozitiv allando.

A fogyasztasi javak termelésének a novekedését a gazdasig olajvagyona-
nak az idGszakban rendelkezésre 4ll6 ug mennyiségének a kitermelésével lehet
elérni. Ennek ¢ € [0, T] id6pontbeli értéke u(t) € [0, uo], a fentiek szerint pedig

2 (t) = u(t).

Az u(t) kitermelt olaj mennyiségét ugy kell megvalasztani, hogy a [0, 7] id6-
szakban termelt fogyasztasi javak mennyisége minél tobb legyen, ez minél
kevesebb kornyezetszennyezést okozzon, és ehhez minél kevesebb olajat hasz-
naljanak fel, azaz maximalizaljuk a kévetkezs integralt:

/0 x1(t) — cxa(t) + ug — u(t) dt,

ahol b pozitiv allando.
A fentiek a kévetkezs optimalis iranyitasi feladatban foglalhatok Gssze:

fT 21(t) — cxa(t) + uo — u(t) dt — max

0
{x’l(t) =u(t) mm.t € [0,T],
xh(t) = bx1(t) mam. ¢t € (0,77,
u(t) € [0, u), (L7

21(0) = 29, x1(T) szabad,

72(0) = 29, x5(T) szabad,
ahol az (z1,z2) € W2, [0,T] termelés—kornyezetszennyezés vektor az allapot-
valtozo, az u € L%[0,T] olajkitermelés az iranyitasi valtozo, a [0, ug] zart
intervallum pedig az irdnyitasi tartomany.

A feladat megolddsa:
A feladat Hamilton-fiiggvénye:

H(tv (1’1,$2),u7 (p17p2)> =1 — Cx2 + U — U + <(p17p2>7 (u7b$1)> =
= (1+bp2)x1 — cxa + (=1 4 p1)u + ug.
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A maximumelv szerint, ha az ((z1,22),u) figgvénypar megoldasa a fel-
adatnak, akkor van olyan (p1, p2) fliggvény, amelyre teljesiilnek a kovetkezok :

(1) Maximumfeltétel:

Jmasx (1 bpa(t)m (1) = exaft) + (=1 + i (B)u -+ g =

= (14 bpa(t))x1(t) — cxa(t) + (=1 + p1(t))u(t) + uop.

(2) Adjungalt egyenlet:

{ Pi(t) } _ { 1+ bpa(t) }
Pa(t) —c '
(3) Transzverzalitasi feltétel: pi(T) =0 és po(T) =0.

Az (1) a maximumfeltétel szerint

N 0, ha pl(t) < 1,
u(t) - {UO, ha pl(t) > 1.

A (2) adjungalt egyenlet szerint py(t) = ¢, ezért

pa(t) = pa(T) + /T ph(r)dr = c(t = T),

tovabba pf(t) = —1 — bpa(t), ezért

ni =m0+ [ ' (r)dr =

t
:0+/ 1~ be(t — T)dr =
T
= —%t2 + (beT — 1)t +T — %TQ.
2 2
Ebbgl eldonthets, hogy mikor teljesiil, hogy p1(t) > 1, illetve p1(t) < 1. A
p1(t) — 1 = 0 masodfoku egyenlet gyokei

1++1—2bc

tio=T —
1.2 be

Ezek szerint
- 0, hat e [O,tl)U(tQ,T],
u(t) = {uo, ha t € [t1, to].
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Ennek alapjan az allapotvéltozok kiszamolhatok a rajuk vonatkozé differen-
cidlegyenletekbdl:

t t
n®) =0+ [ d@dr=ad+ [ urr=
o 0
ZL'S_), hat e [O;tl)v
=Y +up(t —t1), hate [ty ta],
2 +uo(ta —t1), hate (t, T,

valamint

xg(t)=x2(0)+/0 x'z(T)dT:x(l)—l—/o bry(7)dr =

9 + balt, ha t € [0,1),
29 + bty + bl (t — t1) + Sbuo(t — t1)?, ha t € [t1,t2],

N l‘g + bl‘(l)tl + bx(l)(tz — tl) + %buo(tg — t1)2+
+ (29 + uo(ta — 1)) (t — t2), ha t € (t,T).

Az ((x1,22),u) — H(t, (21, 22),u, (p1,p2)) Hamilton-fliggvény linearis, igy
konkév, ezért a Mangasarian-tétel szerint ((z1,z2),u) valéban megoldasa a
feladatnak.

11.3. Gyakorlatok

1. Mutassuk meg, hogy a variacioszamitas Lagrange-feladataban az Euler—
Lagrange-egyenlet a Pontrjagin-féle maximumelv specialis esete. Utmu-
tatas: tekintsiik a Lagrange-feladatot, és vizsgaljuk az

2(t) =u(t), =z(0)=mz0, =(T)=uzr

dinamikai rendszer mellett az

T
/0 ft,z(t),u(t)) dt — min

iranyitasi feladatot. Ellendrizziik, hogy erre az iranyitasi feladatra az
adjungalt egyenlet és a maximumelv éppen az Euler—Lagrange-egyenletet
szolgaltatja.

2. Igazoljuk az el6z6 gyakorlat alapjan, hogy szabad végpontu feladatok
esetében az iranyitasi feladatra vonatkozo transzverzalitasi feltétel ép-
pen a variacios feladatra vonatkozo transzverzalitasi feltételt adja.
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3. Vizsgaljuk meg, hogy az els6 gyakorlat alapjan a Mangasarian-féle elég-
séges feltételbdl kovetkezik a Lagrange-feladat integrandusédnak konve-
xitasa. Ez azt jelenti, hogy a Mangasarian-feltétel mellett a Lagrange-
feladat stacionarius fliggvényei egyuttal a Lagrange-feladat megoldasai
is.
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