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1. fejezet

Optimalizalas grafokon

1.1. Bevezetés

E munka célja, hogy a diszkrét optimalizalas néhany alapveté megkozelitését,
eredményét, fogalmat, algoritmusét és alkalmazasat bemutassa. A jegyzet az
ELTE TTK matematikus és alkalmazott matematikus mesterképzésében sze-
repls Diszkrét Optimalizalas cimii kurzus kibévitett anyaga. Ebbdl adoddan
épitiink az alapképzésben megszerzett ilyen irdanyu ismeretekre.

Megismerkediink a grafelmélet, a matroidelmélet és a poliéderes kombi-
natorika alapeszkozeivel. Mindharom targykorbél (hasonlé cimekkel) tovabbi
jegyzetek allnak rendelkezésre, amelyek az egyes témakoérok mélyebb és rész-
letesebb kifejtését tartalmazzak. Idetartozik még a Kombinatorikus optima-
lizalasi struktarak cimi jegyzet is.

Az ebben a jegyzetben szerepls anyag tamaszkodik a grafelmélet és a li-
neéaris programozas alapfogalmaira és fontosabb eredményeire, melyek meg-
talalhatok az Operacidkutatas cimid jegyzetben. Példaul olyan, utakkal és
folyamokkal kapcsolatos alaperedmények, mint Dijkstra legrévidebb ut algo-
ritmusa, a magyar modszer vagy a maximalis folyamra vonatkozo javitoutas
algoritmus ott talalhatok meg, hasonléan a Farkas-lemmahoz vagy a duali-
tastételhez.

A jegyzetben szerepl$ alapfogalmak definicioit, a legfontosabb jeloléseket,
valamint néhany egyszerd megfigyelést a Filiggelékben gytjtottiik Ossze.
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1.2. Algoritmikus bizonyitasok I: a moh6é meg-
kozelités

Ebben a fejezetben attekintiink néhany standard bizonyitéasi technikat, és se-
gitségiikkel belatjuk a grafelméletnek a diszkrét optimalizilas szempontjabol
legfontosabb alaperedményeit is, melyek nagyobb része a korabbi tanulma-
nyok soran mar szerepelt.

Egy tipikus grafelméleti eredmény valamilyen elGirt tulajdonsagu részgraf
(teljes parositas, Hamilton-kor, k silya feszits fa) létezését allitja megfelels
feltételek fennéllasa esetén. A bizonyitdsok egy része csupan egzisztencia bi-
zonyitas. Szamunkra kiilénésen értékesek az olyan konstruktiv, algoritmikus
bizonyitasok, amelyek hatékony algoritmust eredményeznek a szobanforgo
részstruktira megkeresésére. Ebben és a kovetkezd részben egy-egy tipikus
algoritmikus elvet targyalunk.

Ha egy matematikai allitast be akarunk bizonyitani, természetes els§ pro-
balkozéas ,toronyirant” elindulni, bar tébbnyire a moh6 megkozelités nem se-
git. Példaul Konig tételét (miszerint pdros grifban a figgetlen élek mazimd-
lis szama egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis szdmdval) nem tudjuk
gy bizonyitani, hogy egymaés utéan véalasztunk fiiggetlen éleket, mert igy egy
olyan, tovabb mér nem bd&vithets parositashoz juthatunk, amely nem maxi-
malis elemszamu. (Ezért van szitkség aztétel bizonyitasaban a javitoutas
megkozelitésre, amikor egy kozbensd parositasnak esetleg nagymérvi atala-
kitasaval tudunk csak nagyobb parositashoz jutni.) Vannak esetek azonban,
amikor a moho6 hozzaéllas eredményes. Ezek koziil a legismertebb Kruskal
eljarasa minimélis vagy maximaélis sulyu feszitG fa megkeresésére.

1.2.1. Legolcsobb feszits fak

A grafokon tekintett optimalizalasi feladatok koziil az egyik legkorabban vizs-
galt egy G = (V, E) Osszefliggs iranyitatlan graf minimalis koltségi feszitd
fajanak megkeresését célozza, adott élkoltségek mellett. Ez egyfajta moho al-
goritmussal torténik, ami valami olyasfélét akar kifejezni, hogy az algoritmus
soran mindig a lokalisan legjobbat valasztjuk. A fakra vonatkozdé moho al-
goritmusnak szamos valtozata ismert, az alabbiakban ezek egységes leirdsat
adjuk meg. Jelolje ¢ : ' — R a koltségfiiggvényt. A kovetkezd lemma a fak
egy fontos kicserélési tulajdonsagat irja le.

1.2.1. Lemma. Jelolje T} és Ty két V -t feszitd fa élhalmazdt. Ekkor bdrmely
e € Ty élhez van olyan f € Ty €l, amelyre mind Ty —e+ f, mind To — f + e
feszitd fa.

Bizonyitds. Ha e € Ty, akkor f := e jo lesz. Tegyiik fel, hogy e = st & Ts.
T7 — e-nek két komponense van, K7 és Ks. To-ben van egy egyértelmd P tt,
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amely Osszekoti az s és t pontokat. Legyen f a P ttnak egy olyan éle, amely
K1 és Ko kozott vezet. Ezen f €l kielégiti a lemma kivanalmait. O

Legyen T' a G = (V, E) egy feszits faja. Az e € T élhez tartozd alapva-
gason a G azon vagasat értjiik, amelyet T — e két komponense hatéroz meg.
Egy f =wv € E —T élhez tartozo alapkoron azt a kort értjiik, amely az f
élbdl és az u és v pontokat a T faban Gsszekotd egyértelmid ttnak az éleibsl
all. A [[.2.7] lemma bizonyitasabol rogton kovetkezik:

1.2.2. Tétel. A G grdf valamely T feszitd fdjdra az aldbbiok ekvivalensek:
(a) T minimdlis kiltséqi,

(b) c(e) < e(f) fenndll minden e € T élre, ahol f az e alapvdgdsinak egy
eleme,

(c) c(e) > ¢(f) fenndll minden e € T élre, ahol f az e alapkorének egy eleme.

MOHO ALGORITMUS [Boruvka, 1926|, [Kruskal, 1956] Az eljaras egy
feszitd erddt épit élek egyenkénti hozzavételével. A V' ponthalmazi, élt nem
tartalmazé erddvel indul, és akkor ér véget, amikor az aktudlis feszité erdd
mar fa. Az altalanos 1épés abbdl all, hogy az aktualis, mar megkonstrualt
erd6hoz hozzaadunk egy legolcsobb olyan élt, amely az erdé két komponensét
koti Gssze.

Ismeretes a moho algoritmusnak maésik véltozata is.

DIJKSTRA-PRIM ALGORITMUSA [Dijkstra 1959], [Prim 1957] Egy
tetszdleges xy pontbdl indulva élek egyenkénti hozzavételével fat épitiink, egé-
szen addig, amig feszitd fat nem kapunk. Az altalanos lépésben egy legolcsébb
olyan éllel noveliink, amelynek pontosan az egyik végpontja tartozik a mar
megkonstrualt fahoz.

A kovetkezd algoritmus 6vatosnak nevezhetd; ahelyett, hogy oleso élekbsl
probalna fat vagy erddt épiteni, megszabadul a draga élektsl, persze ligyelve
az Osszefliggbség megtartasara.

FORDITOTT MOHO (OVATOS) ALGORITMUS Az eljéras soran
éleket hagyunk ki a grafbol arra tigyelve, hogy a visszamaradé részgraf éssze-
fiiggd legyen. Az altalanos lépésben kivélasztunk egy maximélis koltségii élt,
amely az aktudlisan megmaradt grafnak nem elvago éle, és ezt elhagyjuk a
grafbol. Amikor méar minden él elvigd, a megmaradt graf egy feszitd fa.

Ezen algoritmusok egyetlen kozos altalanos keretbe foglalhatok.
ALTALANOS ALGORITMUS Az eljiras az alabbi két miivelet tetsz6-
leges sorrendben torténd egyméas utani alkalmazésabdl all. Az els6 miivelet
a V' cstcshalmazon egy F feszité erdét épit élek egyenkénti hozzavételével,
mig a méasodik bizonyos éleket kitérol. Kezdetben F := ().
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1. LEPES Ha az aktualis F erd6 mar feszité fa, az algoritmus befejezédik. Ha
F nem 0sszefiiggd, akkor valasszunk G-nek egy tetszéleges olyan B vigasat,

amelyben nincs F-nek éle és legyen az e él a B vagas legolcsobb eleme. Adjuk
e-t F-hez.

2. LEPES Amig van kor, véalasszunk ki egy tetszéleges C kort. Legyen e € C
egy legdragabb éle C — F -nek. Toréljiik e-t G-bol.

1.2.3. Tétel. Az algoritmus dltal taldlt végsé F feszitd fa minimdlis koltségi.

Bizonyitds. Az algoritmus futasanak tetsz6leges kozbenss allapota egy (F, D)
parral jellemezhetd, ahol F az addig megkonstrualt erd6t, D pedig az addig
eltorolt élek halmazat jeloli. Azt igazoljuk indukcioval, hogy létezik olyan T
minimalis koltségd feszité faja G-nek, amelyre ' C T C E — D. Vilagos,
hogy barmelyik minimélis koltségi fa jo lesz, amikor F = D = (). Tegyiik
most fel, hogy az allitast mar belattuk valamely (F, D) parra, vagyis hogy
van egy olyan T miniméalis koltségi feszit6 fa, amelyre F CT C E — D.

Elgszor tegyiik fel, hogy az 1. 1épést alkalmaztuk, és legyen e € B az
djonnan F-hez vett él. Legyen F’ := F +e. Ha e € T, akkor készen vagyunk,
mert a valtozatlan T jo lesz az (F’, D) parra nézve is. Ha e ¢ T, akkor legyen
C. az e alapkore a T-re nézve. Az e él a szabdly szerint a B vagasban van,
igy C.-nek kell lennie egy masik f élének B-ben. Miutén e, f € B, az 1. lépés
szabélya szerint c(e) < ¢(f). Mivel e, f € C, és T minimalis koltségd, azt
kapjuk, hogy c(e) > c(f). Ezekbdl c(e) = ¢(f), es T/ := T — f + e is egy
minimalis koltségd feszits fa, amelyre F/ C T C E — D.

Ezutan tegyiik fel, hogy a 2. 1épést alkalmazzuk, és legyen e € C' a frissen
eltorolt él. Ha T nem tartalmazza e-t, készen vagyunk, mert a valtozatlan T
jo lesz az (F, D+ e) parra nézve is. Tegylik fel tehat, hogy T tartalmazza e-t,
és legyen B, az e-nek T-re vonatkozo alapvagasa. Ekkor létezik egy f # e
él, amelyre f € C N B,.. Mivel e, f € C, a 2. 1épés szabalya szerint c(e) >
> ¢(f). Mivel e, f € B, és T minimalis koltségti, kovetkezik, hogy c(e) < ¢(f).
Ezekbdl c(e) = ¢(f), és T' :=T — f + e is egy minimalis koltségi feszits fa,
amelyre F CT' C E — (D +e). O

1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a fenti mohd algoritmus vdltozatok mind-
egyike az dltaldnos algoritmus specidlis esetének tekinthetd.

2. Feladat. Ha minden kéltség kiillonbozd, akkor a minimalis kéltségd feszitd
fa egyértelmd.

3. Feladat. Tegyiik fel, hogy két kdltségfiigguény adott az éleken: cq,co. Ad-
junk algoritmust olyan feszitd fa megkeresésére, amely a c1-re nézve minimdalis
koltségt, és ezen beliil co-re nézve minimdlis koltségi. Hogyan dltaldnosithato
az eljards tobb koltségfigguvényre ?
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4. Feladat. Legyen r(u,v) szimmetrikus, nemnegativ eqészértékd fiigguény a
V' alaphalmaz elempdrjain. Igazoljuk, hogy akkor és csak akkor létezik olyan
G = (V,E) grdf, amelyre A(u,v;G) = r(u,v) minden {u,v} pontpdrra, ha

r(uy, ug) > min{r(uy, ug), r(ug, us), ..., r(uk—1,ux)} fenndll minden, a V' ki-
l6nbdz6 elemeibdl készitett uq, ..., up sorozatra.

1.2.2. Lancok, utak, részfak

Valojaban egy teljes elmélet (a matroidelmélet) épiilt ki annak feltérképe-
zésére, hogy a Kruskal-tipusi moho algoritmus milyen koriilmények kozott
miikddik helyesen, és ezt a matroidokrol szold fejezetben térgyalni is fog-
juk. Vannak azonban maésféle moh6 megkozelitések is. Most ezekre mutatunk
példakat.

Diszjunkt utak

1.2.4. Tétel. Ha eqy H = (V, F) digrdfban az s és t pontokra o(s) = 0 =
=4(t) és o(v) = 6(v) minden v € V — {s,t} pontra, akkor D-ben létezik 6(s)
élidegen 1t s-bél t-be.

Bizonyitds. Az s-bdl kiindulva moh6 modon épitsiink egy maximalis olyan
sétat, amely minden élen legfeljebb egyszer halad at. A fokszamfeltételek
miatt egyrészt s-be sohasem érhetiink vissza, masrészt barmely v € V —
—{s,t} pontbol mindig tovabb tudunk haladni addig még nem hasznalt élen.
Igy a séta t-ben végzadik. A séta magaban foglal egy P utat s-bél t-be. A P
éleinek kihagyisaval keletkezs H' digrafban s kifoka eggyel kisebb, mint H-
ban, és a fokszamfeltételek H'-re is fennallnak. Az eljarast iteralva megkapjuk
a keresett d(s) élidegen utat. O

Bar egy tetszéleges D digrafban ez a mohd megkozelités nem alkalmas k
élidegen s-bdl t-be vezetd ut megkeresésére, az tétel mégis elvi lehe-
tGséget teremt erre. A tétel alapjan ugyanis nem kell az utakat kozvetleniil
keresniink, hanem elég D-nek egy olyan H részgrafjat megkonstrudlnunk,
amelyben 0(s) = k és teljesiilnek az tétel fokszamfeltételei. Megje-
gyezziik, hogy ez az egyszert megfigyelés inspiralta a folyamok fogalméanak
megsziiletését.

5. Feladat. Gondoljuk meg, hogy érvényben marad-e az[I.2.7) tétel, ha a v €
€V — {s,t} pontokra az o(v) = 0(v) egyenldség helyett csupin a o(v) < §(v)
egyenldtlenséget koveteljiik meg.
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Diszjunkt antilancok

1.2.5. Tétel (Mirsky). A P részbenrendezett halmazt fedd antildncok mini-
mdlis szdma egyenld a leghosszabb ldnc elemszdmdval.

Bizonyitds. Vilagos, hogy max < min. Az egyenl@ség igazolasihoz legyen A
a P minimalis elemeinek halmaza. Ez nyilvan antilanc. Legyen Ay az A; el-
hagyasa utan a minimélis elemek halmaza. Ezt folytatva megkonstrualjuk az
Ay, As, ..., A, antilancokbol 4116 felbontasat P-nek. Ezutan visszafelé halad-
va elallitunk egy ¢ elembdl 4ll6 lancot. Legyen a. az A, antilanc tetszéleges
eleme. Az a. elem nem keriilt bele A._1-be, ezért van A._i-nek egy a.-nél
kisebb a._1 eleme. Ez az elem nem keriilt A._o-be, tehat van A._o-ben egy
ac—o elem, amely kisebb, mint a._1. Ezt az eljarast folytatva megkapunk egy
c elemt lancot. O

A fenti bizonyités egy kétfazisa moho eljarasnak tekinthets. Az els fa-
zisban mohé médon megkonstrualtuk az antilanc felbontést, a méasodikban
pedig szintén moh6 modon, de méar az els6 fazis altal szolgaltatott antilanc
felbontas ismeretében, megkonstrualtuk a maximaélis lancot.

A Mirsky-tételt egyszert fogassal kiterjeszthetjiik a stulyozott esetre is.

1.2.6. Tétel (sulyozott Mirsky). Legyen adott a P elemein egy nemnegativ
egész s sulyozds. A mazximdlis sulyu ldnc silya egyenld a minden p elemet
legaldbb s(p)-szer fedd (nem feltétleniil kiilonbo6z8) antildncok minimdlis szd-
mdval.

Bizonyitds. Toroljik ki a nulla stlyd elemeket, majd minden p elemet he-
lyettesitsiink egy s(p) elem lanceal, melynek tagjai pontosan ugyanazon ele-
mekkel legyenek 6sszehasonlithatok, mint p. A kiterjesztett részbenrendezett
halmazra megfogalmazott Mirsky-tétel éppen a stulyozott esetet adja. O

6. Feladat. A fenti kétfazisu eljdrds dtalakitdsdval adjunk direkt bizonyitdst
a sulyozott Mirsky-tételre.

Részfak, részutak

1.2.7. Tétel (Dirac). Adott az F fa részfdinak eqy F rendszere. Az F-bol
kivdlaszthato diszjunkt fik maximdlis v szdma egyenld az F-et lefogd csicsok
minimadlis T szamdval.

Bizonyitds. Nyilvan v < 7, igy csak a forditott irdnyt egyenlGtlenség igazolé-
saval foglalkozunk. Valasszuk ki F-nek egy tetszGleges r pontjat. Egy részfa
talppontjan az r-hez legkozelebbi pontjat értjiik, és ennek tavolsagat r-tél a
részfa r-t6l valo tavolsaganak hivjuk.
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Ameddig csak lehet, valasszunk ki egymés utan F-bol fakat gy, hogy min-
dig az r-t6l legtéavolabbi olyan fat valasztjuk, amely diszjunkt az addig mar
kivalasztottaktol. Jelolje az igy kivalasztott fak halmazat Z, talppontjaik hal-
mazat pedig T'. Belatjuk, hogy T lefogja az F minden tagjat, amibsl v > 7
mar kovetkezik. Tegyiik fel, hogy F’ € F egy lefogatlan fa. Ez metszi Z va-
lamely tagjat. Jelolje I az Z-nek az algoritmus soran legkorabban valasztott
azon tagjat, amely metszi F’-t. Mivel F’ nincs lefogva, ezért I talppontja
nincs F'-ben, és F' diszjunkt az Z Osszes I-nél kordbban kivalasztott tagja-
tol, vagyis I valasztasakor nem a kivalasztasi szabaly szerint jartunk el. Ez
ellentmondaés. O

1.2.8. Tétel (Gallai). Adott az S szakasz zdrt részintervallumainak egqy F
rendszere. Akkor és csak akkor lehet az F tagjait k pdronként diszjunkt in-
tervallumokbol dllo osztdlyba sorolni, ha S minden pontjdt legfeljebb k darab
F-beli szakasz fedi.

Bizonyitds. A sziikségesség nyilvanvald. Az elegend@séghez igazolasahoz S-t
vizszintesen képzeljiik. Az intervallumokat (bal oldali) kezdSpontjuk sorrend-
jében tekintve egymas utdn betessziik a k szinosztaly koziil a legkorabbi
olyanba, amelybe beteheté a diszjunktsag megsértése nélkiil. Amennyiben
egy F' € F intervallumot nem tudunk elhelyezni, mert semelyik szinosztalyba
sem tehetd be a diszjunktsag megsértése nélkiil, ugy F kezdGpontjat a va-
lasztasi szabaly miatt mind a k szinosztaly egyik intervalluma tartalmazza,
ellentmondésban a feltevéssel, hogy egy pontot Gsszesen csak k intervallum
fedhet. O

1. Gyakorlat. Adott az S szakasz zart részintervallumainak eqy F rendsze-
re. Igazoljuk Gallai mdsik tételét, miszerint az F-b6l kivdlaszthato diszjunkt
intervallumok mazimdlis szdma egyenld az F tagjait lefogo pontok minimdlis
szamdval.

7. Feladat. Adott A és B diszjunkt halmaz és egqy m : AUB — Z fokszdm-
eldirds. Gale és Ryser tétele szerint akkor és csak akkor létezik olyan egyszert
G = (A, B; E) paros graf, amelyre d(v) = m(v) minden v € AU B cstcsra,
ha m(A) = m(B) és minden j = 1,...,|A| értékre a j legnagyobb A-beli
m(v) érték Osszege legfeljebb > min{j,m(u)}. Igazoljuk a feltétel sziik-
ségességét, majd eqy alkalmas mohd algoritmus segitségével az elegenddséget
is.

1.2.3. Iranyitasok

A G = (V,E) iranyitatlan graf éleinek (vagy roviden G-nek) egy iranyita-
san egy olyan iranyitott grafot értiink, amely G-bdl keletkezik azaltal, hogy
G minden wv élét helyettesitjiik az u-bol v-be és a v-bdl u-ba vezetd iranyitott
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élek egyikével. Kicsit altalanosabban beszélhetiink egy vegyes graf iranyita-
sarol, amikor is a vegyes graf iranyitott éleit valtozatlanul hagyjuk, mig az
iranyitatlan éleket helyettesitjiik egy-egy iranyitottal.

2. Gyakorlat. Egy irdnyitatlan grdfnak akkor és csak akkor van olyan ird-
nyitdsa, amelyben minden pont elérhetd egy megadott s gyokérpontbdl, ha G
osszefliggd.

1.2.9. Tétel (Robbins). Egy G irdnyitatlan grifnak akkor és csak akkor
létezik erdsen Osszefiiggd irdnyitdsa, ha G 2-€lésszefliggd.

Bizonyitds. A sziikségesség nyilvanvald. Az elegend@séghez tetszbleges sor-
rendben tekintjiik a graf éleit, és egyenként megiranyitjuk &ket, csak arra
iigyelve, hogy ne keletkezzék egyiranyu vagas. Azt kell igazolnunk, hogy az
eljaras mindig befejezhetd. Ennek érdekében tekintsiink egy kézbensd allapo-
tot, amikor éleknek egy F' C F részhalmazat méar megiranyitottuk, és jelolje
Fa megiranyitott F-t. Legyen e = uv € E— F a soron kovetkezg iranyitatlan
él. Amennyiben az u-bol v felé torténd iranyitas egy egyiranyu vagast hozna
létre, tigy 1étezne egy olyan X vu-halmaz, amelyre az e-t6l eltekintve az X és
V — X kozotti valamennyi él irdnyitott (eleme F -nek) éspedig V — X-t61 X
felé. Hasonloképp, amennyiben e-nek a v-bél u felé torténd irdnyitédsa hozna
létre egyiranyu vagast, akkor létezne egy olyan Y wwv-halmaz, amelyre e-t6l
eltekintve az Y és V — Y kozotti valamennyi él irdnyitott V — Y-t6l YV felé.
Ekkor viszont az X N'Y halmazbél nem 1ép ki sem iranyitott, sem irdnyitat-
lan él, és ugyanez &all az X UY halmazra is. Mivel a feltevés szerint eddig
még nem hoztunk létre egyiranya vagast, igy sziikségképpen X NY = () és
XUY =V, azaz Y =V —X. Igy X és V — X kozott egyediil az e él vezethet,
ellentétben a feltevéssel, hogy G 2-élosszefiiggs. O

Figyeljiik meg, hogy a bizonyitas az aldbbi altalanosabb eredményt is ki-
adja:

1.2.10. Tétel. Egy vegyes grif akkor és csak akkor iranyithatd erdsen dssze-
fliggévé, ha nincs benne tisztdn egyirdnyi vdgds, €s irdnyitatlan értelemben
2-élésszefiiggd.

Az tétel agy is megfogalmazhato, hogy egy iranyitott graf bizonyos
éleit at lehet forditani gy, hogy erdsen Osszefiiggd digrafot kapjunk, felté-
ve persze, hogy az irdnyitatlan alapgraf 2-élosszefiiggs. Kinalkozik a kérdés,
mennyi az atforditando6 élek minimalis szama. Meglepd modon a valasz sokkal
mélyebb eszkozoket igényel, mint a Robbins tétel, de legalabb létezik. Lucc-
hesi és Younger tétele szerint a keresett minimum éppen a paronként élidegen
egyiranyd vagasok maximalis szaméaval egyenld.

Természetesen vet&dik fel a Robbins-tétel egy masik irdnya altaldnosita-
sanak kérdése is: mikor lehet egy grafot k-élosszefiiggsvé iranyitani? Ehhez



1.2. ALGORITMIKUS BIZONYITASOK I: A MOHO MEGKOZELITES 9

nyilvan sziikséges, hogy a graf 2k-élosszefiiggs legyen. Nash—Williams bebizo-
nyitotta, hogy ez a feltétel elegends is. A bizonyitas a fentinél joval ravaszabb
eszkozoket igényel. A nehézséget jelzi, hogy méar k = 2-re sem igaz az, ami
k = l-re, amint azt fentebb lattuk, még érvényes volt; nevezetesen, hogy
az éleket moho modon egymés utan, tetsz6leges sorrendben iranyithattuk,
csupan arra ligyelve, hogy ne hozzunk létre hibas (azaz a k = 1 esetben
egyiranyu) vagast. Tekintsiik példaul azt a G = (V, E) grafot, ahol V =
= {v1,v2,v3,v4} és G-nek a kovetkezs 11 éle van: vivg, v3vy, 3-3 parhuzamos
él vy és vy kOzOtt, v1 és v3 kozott, valamint vg és v3 kozott. Ennek a grafnak az
olvas6 kénnyen taldlhat 2-él6sszefiiggs irdnyitasat. Ugyanakkor ha két parhu-
zamos v1v4 élt vy felé iranyitunk, a harmadikat vy felé; két parhuzamos viv3
élt v felé iranyitunk, a harmadikat vy felé; végiil két parhuzamos vovs élt vg
felé iranyitunk, a harmadikat vy felé, akkor egyrészt, amint azt szimpla eset-
szétvalasztas mutatja, az irdnyftatlanul maradt vyvs, v3v4 éleknek méar nem
tudunk agy iranyitast adni, hogy 2-élosszefiiggd digrafot kapjunk, masrészt
ennek a ténynek nincs egyszertien megfogalmazhaté altalanos oka.

Az igy kapott vegyes graf tehat azt is mutatja, hogy a Nash—Williams-féle
iranyitasi tétel és az[1.2.10] tétel természetesen kinalkozd kozds altalanositasa
k > 2-re nem érvényes: egy D = (V, A) iranyitott és G = (V, E) iranyitatlan
grafbol allo vegyes grafban az E elemei akkor sem feltétleniil irdnyithatok gy,
hogy k-élosszefiigegs digrafot kapjunk, ha minden X C V halmazra dg(X) >
> (k—op(X))" +(k—0p(X))" teljesiil. Nyitva marad tehat a kérdés, hogy
mikor 1étezik egy vegyes grafnak k-élosszefliggs iranyitasa, és az el6bbi négy-
pontu példa jelzi, hogy a valasz nem igérkezik egyszertinek. A szubmodularis
aramok elmeélete segitségével azonban az iranyithatosag feltétele megadhato.

8. Feladat. Igazoljuk Robbins tételét eqy mélységi fa segitségével.

9. Feladat. Legyen D olyan digrdf, amely irdnyitatlan értelemben 2-éléssze-
fiiggd. Legyen F' egy tartalmazdsra nézve minimdlis részhalmaza az éleknek,
amelynek elemeit dsszehizva erdsen dsszefliggd digrafot kapunk (azaz F' mini-
malis olyan, hogy minden egyirdnyt vagast lefog). Igazoljuk, hogy ha éssze-
hizds helyett F' minden elemének megforditjuk az irdnyitdsdt, mdr akkor is
erdsen dsszefliggd digrdfot kapunk.

10. Feladat. Igazoljuk, hogy egy elvigo élt nem tartalmazo digrdf élei két
szinnel szinezhetdk gy, hogy minden egyirdnyd vdgds mindkét szinbdl tartal-
mazzon €lt.

11. Feladat. Egy irdnyitatlan G grdfnak adva van két erdsen 0sszefiliggd ird-
nyitdsa. Igazoljuk, hogy az eqyikbdl el lehet jutni a mdsikba egyiranyi utak,
illetve egyirdnyd koérok egymds utdani megforditdsaval gy, hogy minden kioz-
bensd irdnyitds erésen Osszefiiggd!
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12. Feladat. Egy G = (V, E) dsszefiiggd grafnak akkor és csak akkor létezik
olyan irdnyitdsa, amely egy megadott T' C V' halmaz pontjaiban pdratlan, a
tobbi ponton pedig pdros, ha |E| és |T| ugyanolyan paritdsi.

1.2.4. Szinezések

1.2.11. Tétel. Egy G = (V, E) oOsszefiiggd irdnyitatlan grdf kromatikus szd-
ma legfeljebb A + 1, ahol A a G mazimalis fokszdmat jeldli. Raaddsul létezik
olyan A + 1 szinnel torténd szinezés, ahol az egyik szint legfeljebb csak egy
eldre meghatdrozott v1 pont haszndlja.

Bizonyitds. A vy ponttal kezdve konstrualjuk meg a graf pontjainak egy olyan
v1,...,V, sorrendjét, ahol a v;-t6l eltekintve minden pontbél megy kisebb
indexti ponthoz él. A graf GsszefliggGsége folytan ez mindig megtehets.

E sorrendben visszafelé haladva egymas utan szinezziik meg a cstucsokat a
A + 1 szin koziil mindig a lehetd legkisebb indextit hasznélva, arra tigyelve
csupan, hogy szomszédos cstcsok kiilonb6z6 szint kapjanak. Mivel minden
cstucsnak legfeljebb A szomszédja van a grafban, ezért egy v; (i > 2) cstcs
megszinezésekor, miutan van kisebb indext, még szinezetlen szomszédja, leg-
feljebb csak A —1 tiltott szin van, és igy a A rendelkezésre all6 szinbél tudunk
véalasztani. A A 4 1-dik szinre esetleg a v; csticsnal lehet sziikség. O

Kérdés, hogy meg lehet-e szabadulni, a A + 1-dik szintél. A paratlan kor
mutatja a A = 2 esetben és egy teljes A 4+ 1 ponti graf A > 3-ra, hogy a vé-
lasz altalaban nemleges. Az el6bbi moho szinezési eljaras cséppnyi finomitasa
azonban 3-Osszefiiggs grafok esetén segit.

1.2.12. Tétel (Lovasz). Legyen a G = (V, E) grdf 3-6sszefiiggd, nem teljes
grdf. Ekkor G pontjai megszinezhetdk A szinnel.

Bizonyitds. Mivel a graf nem teljes, igy van két nem szomszédos pontja. Az
ezeket Osszekots legrovidebb tat elsd harom pontjat jelolje rendre vy, v1, vy 1.
Ekkor v, és v,_1 is szomszédos vi-gyel, de egymassal nem szomszédosak.
Mivel a graf 3-6sszefliggs, igy G' = G — {v,,,v,—1} Osszefliggs, és ezért G’
pontjainak létezik egy v1,...,v,_2 sorrendje, amelyben minden v; (i > 2)
csuiesbol vezet visszafelé él. A v,-t6] kezdve e sorrendben visszafelé haladva
egymés utan szinezziik meg a csiicsokat a A szin koziil mindig a lehets leg-
kisebb sorszamut hasznalva, arra iigyelve csupan, hogy szomszédos cstucsok
kiilonbo6z§ szint kapjanak. Ekkor tehat v, és v,_1 az egyes szint kapja. Mivel
minden csicsnak legfeljebb A szomszédja van a grafban, ezért a v; (i > 2)
csucs megszinezésekor, miutan van kisebb indexti, még szinezetlen szomszéd-
ja, legfeljebb csak A —1 tiltott szin van, és igy a A rendelkezésre all6 szinbgl
tudunk vélasztani. A v csticsnak viszont a v, és a v,_1 két egyforméara szine-
zett szomszédja, igy a vy szomszédjaira is legfeljebb A — 1 szint hasznéltunk
fel, tehat ezt is meg tudjuk szinezni a A szin valamelyikével. O
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13. Feladat. Igazoljuk Brooks aldbbi tételét.

1.2.13. Tétel (Brooks). Ha egy egyszerd, dsszefiiggd graf nem teljes grdf és
nem pdratlan kor, akkor kromatikus szdma legfeljebb a mazximdlis fokszama.

1.2.5. Forras telepités

Egy G = (V, E) iranyitatlan graf minden csucsan adott egy r(v) egész szam.
Azt mondjuk, hogy az S halmaz forras, ha S-bsl minden v € V — S pontba
vezet r(v) élidegen ut. Ezek szerint a V' csticshalmaz maga forras. A feladat
a legkisebb elemszamu forrast meghatarozni. Legyen R(X) := max{r(v) :
:v € X}. A Menger-tétel szerint egy S halmaz pontosan akkor forras, ha
minden X C V — S halmazra dg(X) > R(X). Nevezziink egy X ponthalmazt
hidnyosnak, ha dg(X) < R(X). Tehat a forrasok azok a részhalmazok, melyek
lefognak minden hianyos halmazt. Természetesen elég lefogni a tartalmazasra
nézve minimélis hidnyos halmazokat.

1.2.14. Tétel. A minimdlis elemszdmi forrds elemszdma egyenld a pdron-
ként diszjunkt hidnyos halmazok maximdlis szamdval.

Bizonyitds. Vilagos, hogy min > max. Az egyenlGség igazolasdhoz egy mo-
ho algoritmus segitségével megkonstrudlunk egy S forrashalmazt, valamint
minimalis hidnyos halmazoknak egy |S| tagu diszjunkt rendszerét.

Rendezziik sorba a cstcsokat az r értékeik szerint névekvd modon, azaz
legyen r(vy) < r(vg) < --- < r(v,). Kezdetben legyen S =V, majd az adott
sorrendben a pontokon egyenként végighaladva az aktualis S-bsl pontosan
akkor toroljiikk a soron kovetkezd v; pontot, ha a torlés utan még mindig
forrast kapunk. Ez azt jelenti, hogy ha v;-t nem lehet kidobni, akkor létezik
egy olyan X; minimélis hidnyos halmaz, amelynek S-sel az egyetlen kozos
pontja v;. A névekvs sorrend miatt R(X;) = r(v;).

Jelolje S az algoritmus altal szolgaltatott végss forrashalmazt, és legyen
v, v; két eleme S-nek.

1.2.1. Allitas. X; N X; = 0.

Bizonyitds. Legyen X[ = X; — X és X} = X; — X;. Ha, indirekt, a metszet
nemiires, akkor X és X} nem hidnyos, azaz d(X]) > R(X]) és d(X}) >
> R(X}). Miutdn X; NS = {v;} és X; NS = {v;}, igy v; € X] és v; € X].
Ezért R(X]) = r(vi) és R(X}) = r(v;), amibol r(v;) + r(vj) = R(X;) +
TR(X;) > d(X0)+d(X;) > d(X]) +d(X)) > R(X)+ R(X)) = r(w3) + 7(vy),
ellentmondas. O

A tétel rogton kovetkezik a fenti allitasbol. O
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1.3. Algoritmikus bizonyitasok II: javité utak

1.3.1. Koénig és Hall tételei

Most bemutatjuk az egész elmélet egyik alapkévének tekinthets Kénig-tételt
és annak javitoutas bizonyitasat.

1.3.1. Tétel (Konig). Egy G = (S,T; E) pdros grifban a paronként diszjunkt
élek maximdlis v = v(G) szdma egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis
T =7(G) szdmdval.

Bizonyitds. Egy v elemi parositas lefogasahoz kell legalabb v csucs, igy az
Osszes élhez is kell, ezért v < 7.

A nemtrivialis v > 7 irdny igazolasahoz konstrualunk egy M parositast és
egy L lefogast, melyek elemszama ugyanaz. Az eljaras tetszéleges M parosi-
tasbol indul ki, ami kezdetben az iires halmaz is lehet. Az altalanos lépésben
vagy talalunk egy nagyobb elemszami parositast, és ekkor a nagyobb péa-
rositasra vonatkozoan iteraljuk az eljarast, vagy talalunk egy |M| méreti
lefogast. Az utobbi esetben az algoritmus véget ér.

Iranyitsuk meg M éleit T-t61 S felé, mig az 6sszes tobbi élt forditva. Jeldlje
Rg, illetve Rt az S-ben, illetve a T-ben az M altal fedetlen pontok halmazat.
Jeldlje Z az Rg pontjaibol az igy kapott irdnyitott grafban egyiranyt tton el-
érhets pontok halmazat (amit példaul szélességi kereséssel talalhatunk meg).

Két eset lehetséges. Amennyiben Rp-nek esik pontja Z-be, akkor megkap-
tunk egy olyan Rg-t és Rp-t Osszekoté P utat, amely M-ben alternal. Most
M és P szimmetrikus differenciaja egy M-nél eggyel tobb élbél 4ll6 M’ pa-
rositas. (Technikailag az eljarast konnyt végrehajtani: a megtalalt at éleinek
iranyitasat egyszerten megforditjuk.)

A masik esetben R diszjunkt Z-t6l. Z definicidja folytan Z-bdl nem lép ki
iranyitott él. Ervényes tovabba, hogy Z-be nem lép be megiranyitott uv € M
parositasél, hiszen v csak u-n keresztiil érhetd el, igy v csak akkor lehetett
egyiranyd tton elérhet6 Rg-bél, ha u is az volt.

Kovetkezik, hogy az L := (TNZ)U(S—Z) halmaz egyrészt lefogja az Gsszes
élt, masrészt minden M-beli élnek pontosan az egyik végpontjat tartalmazza,
tehat | M| = |L|. O

A fenti bizonyitas egyuttal egy O(nm) lépésszamu algoritmust ad a szoéban
forgd optimumok meghatarozasara. Kozvetlen folyomanyként adodik Hall té-
tele.

1.3.2. Tétel (Hall). Egy G = (A, B; E) pdros grifban akkor és csak akkor
létezik A-t fedd pdrositds, ha A minden X részhalmazdra teljesiil az win. Hall-
féle feltétel, azaz |T'(X)| > | X]|, ahol T'(X) jeloli azon B-beli pontok halmazit,
melyeknek van szomszédja X -ben.
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Bizonyitds. A feltétel sziikségessége kézenfekvs. Az elegendGséghez azt kell
belatnunk, hogy v > |A|. Ha ez nem allna, akkor Kénig tétele szerint 1é-
tezik az éleknek egy A-nal kevesebb pontbol allo L lefogasa. De ekkor az
X := A— L halmazra |[BNL| < |X| és I'(X) C BN L, azaz X megsérti a
Hall-feltételt. O

Iranyitasok segitségével algoritmikus bizonyitast adunk Lovész egy kap-
csolodo tételére.

1.3.3. Tétel (Lovasz). Eqy G = (S, T; E) pdros grifban akkor és csak akkor
létezik olyan erdd, amelyben minden s € S pont foka 2, ha minden X C S
nemiires halmazra

ID(X)] > | X] + 1. (1.1)

Bizonyitds. Az X és T'(X) altal feszitett részgrafban egy erddnek egyrészt
legfeljebb | X| 4 [T'(X)| — 1 éle van, masrészt 2| X|, amennyiben teljesiti, hogy
S-ben minden pontjanak foka ketts. A ketts Gsszevetésébdl sziikséges-
sége adodik.

Mivel a Hall-féle feltétel még szigoriian is teljesiil az S minden nemiires
részhalmazara, G-nek létezik S-et fed6 M péarositasa. Jelolje R a T azon
pontjainak halmazat, melyeket M nem fed. Hazzuk 6ssze R-et egy r pontta.
Iranyitsuk az M elemeit T felé, mig az 6sszes tobbi élt S felé. Allitjuk, hogy az
igy létrejott D digrafban r-bél S minden eleme elérhetd. Valoban, ha az S nem
elérhet6 pontjainak X halmaza nemiires, akkor I'¢(X) = T'jy(X), azaz X
megsértené —et. Ha viszont S minden pontja elérhetd r-bél, akkor a T-nek
is minden pontja, és igy D-nek van r gyokerd feszité fenydje, amelynek élei
az eredeti G grafban egy S minden pontjaban méasodfoku erdst alkotnak. [

Nevezziink egy hipergrafot erdével reprezentalhaténak, vagy réviden er-
désnek, ha minden hiperélébdl kivalaszthato két elem tgy, hogy a kivalasz-
tott parok mint grafélek erdét alkotnak. Egy hipergrafrol azt mondjuk, hogy
erésen teljesiti a Hall-feltételt, ha barmely j > 0 hiperélének az egyesitése
legalabb j + 1 elemi.

1.3.1. Kévetkezmény. Egy hipergrdf akkor és csak akkor erdds, ha erdsen
teljesiti a Hall-feltételt.

Bizonyitds. Alkalmazzuk Lovasz tételét a hipergrafhoz tartozo paros grafra.
O

1.3.2. K6vetkezmény. Ha egy hipergrdf erdsen teljesiti a Hall-feltételt, ak-
kor csucsait két szinnel lehet gy szinezni, hogy ne legyen egyszind hiperél.

Bizonyitds. Mivel a hipergraf erésen teljesiti a Hall feltételt, igy erdds. Mar-
pedig egy erdd pontjainak létezik kétszinezése. O
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14. Feladat. Legyen S C V a G = (V,E) ésszefiiggd grif pontjainak egy
stabil halmaza. Dolgozzuk ki a sziikséges és elegendd feltételét egy olyan fe-
szitd fa létezésének, amely minden S-beli pontban mdsodfoki. Algoritmikusan
hogyan taldlhato meg egy ilyen fa ?

15. Feladat. Az[I.3.3 tétel bizonyitdsi mddszerével igazoljuk a tétel aldbbi
kiterjesztését.

1.3.4. Tétel. Legyen G = (S,T; E) egyszerd pdros grif és m : S — Z4
eqy szigoruan pozitiv fligguény. Akkor és csak akkor létezik G-ben olyan erdd,
amelyben minden s € S pont foka pontosan m(s), ha minden X C S nemdires

halmazra
IT(X)| > m(X) — [X[+1, (1.2)

ahol m(X) = > [m(s) : s € X].

A tételnek Lovész altal eredetileg igazolt altalanosabb alakjara az [I.7.5]
szakaszban adunk (nem algoritmikus) bizonyitéast.

1.3.2. Fokszamkorlatos iranyitasok

Vizsgaljuk meg olyan iranyitéasok létezésének feltételét, amelyeknél a graf
minden csucsanak a befoka el6re megadott korlatok kozé esik. Kicsit konk-
rétabban, legyen f : V — Z, U{—o0} ésg: V — Z; U{oo} két fiiggvény,
melyekre f < g¢. (Egy csticson a —oo alsé korlat azt jelenti, hogy ezen a
cstucson egyaltalan nincs also korlat. Itt nullat is frhatnénk, de jobb a —oo,
mert igy a feltételben rogton latni lehet, hogy az ilyan csticsok nem jatsza-
nak szerepet. A helyzet hasonlo a oo felsg korlat esetén.) Kezdjiik egy nagyon
egyszer( speciélis esettel.

Egy iranyitatlan grafot akkor neveziink Euler-grafnak, ha minden pont
foka paros (fiiggetleniil attol, hogy a graf Gsszefiiggs-e vagy sem). Egy iranyi-
tott grafot vagy egy iranyitatlan graf egy iranyitéasat akkor neveziink Euler-
grafnak, ha minden pont befoka egyenld a kifokaval. Kicsit altaldnosabban,
egy graf iranyitasat kézel-Eulernak hivjuk, ha minden pontnak a befoka és
a kifoka legfeljebb eggyel tér el. Természetesen egy iranyitatlan Euler-graf
kozel-Euler iranyitasa Euler-iranyitas.

1.3.5. Tétel. Egy G irdnyitatlan grdifnak akkor és csak akkor van FEuler-
irdnyitdsa, ha G Fuler.

Bizonyitds. Iranyitatlan Euler-graf kénnyen lathaté6 médon mindig felbont-
hato élidegen iranyitatlan korok egyesitésére. E korok mindegyikét korbe ira-
nyitva egy iranyitott Euler-grafot kapunk. O

1.3.3. Kovetkezmény. Tetszdleges G grifnak van kizel-Euler irdnyitdsa.
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Bizonyitds. Jelolje a paratlan foku pontok halmazat T'. Adjunk a grathoz egy
@j pontot, és kossiik ossze a T' minden elemével. Igy Euler-grafot kaptunk,
amelynek az el6bbi tétel szerint van Euler-iranyitasa, és ezt az eredeti élekre
megszoritva G-nek egy kozel-Euler iranyitasat kapjuk. O

1.3.6. Tétel. Ha eqy iranyitatlan grdifnak Dy és Do két olyan irdnyitdsa,
amelyre p1(v) = p2(v) minden v csicsra fenndll, akkor egyirdnyi korok egy-
mds utdni megforditdsdval el lehet jutni D1-b6l Dy-be.

Bizonyitds. Ha egy él iranyitasa ugyanaz a két iranyitasban, tgy azt kihagyva
indukcioval készen vagyunk. Igy minden él forditva szerepel a két iranyitas-
ban, és ezért g1(v) = p2(v) = 61 (v), vagyis Dy iranyitott Euler-graf. Emiatt
élidegen korok unidjara bomlik, amelyeket egymas utan atforgatva Do-t kap-
juk. O

1.3.7. Tétel. A G = (V, E) grdfnak akkor és csak létezik olyan irdnyitdsa,
(i) amelyben o(v) > f(v) minden v csicsra fenndll, ha

e(X) > f(X) minden X CV -re, (1.3)
<

(ii) amelyben o(v) < g(v) minden v csicsra fenndll, ha
<

i(X) < g(X) minden X CV -re, (1.4)
(iii) amelyben f(v) < o(v) < g(v) minden v csicsra fenndll, ha mind (L.3]),

mand fennadll.
Bizonyitds. (1.3) sziikségessége. Tegyiik fel, hogy létezik jo iranyitas. Ekkor
F(X) < lo(v) v € X] < e(X).

(1.3) elegenddsége. G egy iranyitasaban nevezziink egy s pontot hibasnak,
vagy pontosabban behidnyosnak, ha o(s) < f(s). Valasszunk G-nek egy
olyan irdnyitasat, amelynek a > [f(v)—o(v)) : v behianyos] sszeggel definialt
hib4ja miniméalis. Ha ez a hiba 0, vagyis ha nincs behidnyos cstucs, akkor
készen vagyunk.

Legyen most az s csiics behianyos, és jeloljik X-szel a megadott iranyi-
tasban azon pontok halmazat, amelyek s-b6l elérheték. Ekkor X-bél nem 1ép
ki él, és igy > [o(v) : v € X] = e(X). Most X sziikségképpen tartalmaz egy
olyan ¢ pontot, amelyre o(t) > f(¢), mert ha nem létezne ilyen pont, akkor
F(X) > S[o) : v € X] = e(X) kivetkezne, ellentmondasban az fel-
tétellel. Egy s-bol t-be vezets ut éleinek iranyitasat megforditva G-nek egy
olyan iranyitasat kapjuk, amelynek hib4ja kisebb, mint a meglévé irdnyitasé.
A modszer ismételt alkalmazasaval legfeljebb f(V') at megforditasaval egy jo
irdnyitast kapunk.

Analog modon igazolhato a tétel masodik része (azzal az eltéréssel, hogy
most egy t pont akkor hibas, ha kihianyos, azaz ha a meglévé iranyitasban
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o(t) > g(t), és X-szel azon pontok halmazat jeloljiik, amelyekbél ¢ elérhets).
Valéjéban a masodik rész formailag is ekvivalens az els6 azon valtozatéval,
amikor olyan iranyitast keresiink, amelyben minden v pont kifoka legalabb
F(w) = de(v) — g(v).

Végiil a harmadik rész igazolasdhoz induljunk ki egy olyan iranyitésbol,
amelyre (x) o(v) < g(v) teljesiil minden v pontra. Alkalmazzuk az els6
rész algoritmusat és figyeljiikk meg, hogy ennek soran egy s pontnak a befoka
csak akkor ng, ha o(s) < f(s) < g(s), vagyis (*) automatikusan érvényben
marad. O

16. Feladat. Adjunk sziikséges és elegendd feltételt olyan irdnyitds létezésére,
amelyre nem csak a pontok befokdra van alsé és felsd korldt eldirds, hanem a
kifokdra is. (A megoldashoz hasznalhatjuk az tételt.)

Erdemes kiemelni a tétel alabbi, mindenképp meglepének mindsitends ko-
vetkezményét.

1.3.4. Kovetkezmény. Tegyik fel, hogy a G grifnak van olyan irdnyitdsa,
amelyre o(v) > f(v) minden v csicsra, és van olyan irdnyitdsa, amelyre
o(v) < g(v) minden v csicsra. Ekkor olyan is van, amely egyszerre elégiti ki
mindkét kovetelményt (feltéve, hogy f < g).

Az itt megfogalmazott tulajdonségot (jobb hijan) linking tulajdonsagnak
nevezhetjiik. Szamos helyen felttinik, héatterében, amint majd latni fogjuk,
egy polimatroidokra vonatkozo6 tétel all.

1.3.5. Ko6vetkezmény (Iranyitasi lemma). Adott G = (V,E) grdfra és
m V. — Z figguényre a kovetkezdk ekvivalensek.

G irdnyithatd gy, hogy minden v csicsra o(v) = m(v), (1.5)
e(X) > m(X) minden X C V-re és m(V) = |E| (1.6)
i(Y) <m(Y) minden Y CV-re ésm(V) = |E|. (1.7)

Bizonyitds. Miutan e(X) +i(V — X) = |E| = m(V) = m(X) + m(V — X),
az (|1.6) és feltételek ekvivalencidja kovetkezik. (1.6) nyilvan sziiksée-
ges (1.5)-hoz. Figyeljik meg, hogy f := m-re és (1.3) ugyanaz, igy az
.7 tételbsl kapjuk, hogy van olyan iranyitdsa G-nek, amelyre o(v) > m(v)
minden v csicsra. Mivel |[E| = > [o(v) : v € V] > Y [m(v) : v € V] =
= m(V) = |E|, minden v pontra egyenléség all, azaz o(v) = m(v). O

3. Gyakorlat. Legyenek o és o' a G két irdnyitdsdnak befokfiggvényei, ame-
lyekre o(v) = ¢'(v) minden v csicsra. Igazoljuk, hogy ekkor o(X) = o' (X)
minden X C V-re.



1.3. ALGORITMIKUS BIZONYITASOK II: JAVITO UTAK 17

17. Feladat. Legyen U a G = (V, E) grdf csucsainak egy részhalmaza. Mu-
tassuk meg, hogy eqy m' : U — Z figgvényhez akkor és csak akkor létezik
G-nek olyan irdnyitdsa, amelyre o(v) = m/(v) minden v € U-ra, ha ig(X) <
<m/(X) < eq(X) fenndll minden X C U halmazra.

18. Feladat. Egy 2-€éldsszefiiggd grifnak létezik erdsen dsszefiiggd kézel-Euler
ranyitdsa.

Fentebb mar emlitettiik, hogy egy iranyitatlan Euler-graf mindig iranyit-
hato tgy, hogy minden pontnak a befoka egyenld a kifokaval. Az alabbi altala-

nositas énmagaban is érdekes, de az élidegen utakrol szolo fejezetben meglep6
alkalmazésra is lel majd.

1.3.6. Kovetkezmény (Ford és Fulkerson). Adott egy M = (V,A + E)
vegyes grdf, amely a G = (V, E) irdnyitatlan és D = (V, A) irdnyitott grifok
osszetevésével keletkezett. Akkor és csak akkor lehet gy iranyitant E elemeit,
hogy az eldadll iranyitott grdf Euler-féle legyen (azaz minden pont befoka
megegyezzék a kifokaval), ha M-ben minden pont pdros sok (iranyitott és
iranyitatlan) éllel szomszédos, azaz

dp(v) + op(v) + dg(v) pdros, (1.8)

da(X) > op(X) — 0p(X) teljesil minden X C V-re. (1.9)

Bizonyitds. A G egy G = (V, E) iranyitasanak befok-, illetve kifokfiiggvényeét
jelolje o és 0. D+ G akkor Euler-féle, ha minden v csticsra op(v)+os(v) =
= 0p(v) + 65(v), ami o5(v) + 05(v) = dg(v) miatt azzal ekvivalens, hogy
05(v) = (0p(v) — op(v) +dg(v))/2. A jobb oldalt jeldljiik m(v)-vel. Ez (1.8)
miatt egész. Alkalmazzuk az kovetkezmeényt, és figyeljiik meg, hogy az
m adott vilasztasdnal ekvivalens az feltétellel. O

19. Feladat. Az kévetkezményt haszndlva vezessik le Hall tételét. (Se-
gitség: A G = (S, T; E) paros graf éleinek keressiink olyan iranyitasat, amely-
ben minden S-beli pont befoka 1 és minden T-beli ¢ pont befoka dg(t) — 1.)

20. Feladat. Mutassuk meg, hogy az[I.5.7 tétel bizonyitdsdban szerepld it-
datforditds technika az elébbi feladat megolddsa nyomdn a Kdénig-tételre leirt
javitéutas bizonyitdst adja vissza.

21. Feladat. Bizonyitsuk be az[1.3.5| kovetkezményt a Hall-tételre tamaszkod-
va. (Segitség: készitsiink el egy paros grafot gy, hogy G minden élét osszuk
fel egy ponttal [ezen osztopontok alkotjak a péaros graf pontjainak egyik osz-
talyat], tovabba minden v pontjat helyettesitsiik m(v) ponttal. Az igy kapott
péaros graf egy teljes parositiasa G egy —6t teljesits iranyitasdnak felel
meg, mig a Hall-féle feltétel az feltétellel ekvivalens.)
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22. Feladat. Az[1.377] tétel segitségével adjuk meg annak sziikséges és elegen-
dd feltételét, hogy egy adott pdros grafnak létezzék olyan részgrdfja, amelyben
minden pont fokszdma elére megadott korldtok kozé esik.

23. Feladat. Az eldzd feladatot felhaszndlva adjuk meg annak sziikséges és
elegendd feltételét, hogy egy iranyitott grifnak létezzék olyan részgrifja, amely-
ben minden pont befoka is és kifoka is eldre megadott korldtok kizé esik.

24. Feladat. Az [[.34] kovetkezmény segitségével igazoljuk az aldbbi ered-
ményt, amely a linking tulajdonsdg eqy korai megjelenése.

1.3.7. Kovetkezmény (Mendelssohn és Dulmage). Ha egy G = (S, T; E)
pdros grafban létezik olyan pdrositds, amely fedi az X C S halmazt, és létezik
olyan pdrositds, amely fedi az'Y C T halmazt, akkor létezik olyan pdrositds
is, amely egyszerre fedi X -et és 'Y -t.

25. Feladat. [Landau tétele] Legyen my > mq > ... > m, nem-negativ egé-
szeknek eqy sorozata. Akkor és csak akkor létezik olyan turnament, amelyben
az i-edik pont befoka m;, ha Y . m; = n(n —1)/2 és Zle m; < k(k —
—1)/2+4 k(n — k) minden 1 < k <n értékre.

26. Feladat. Legyen D = (V, A) irdnyitott grifban s és t két olyan csiics,
melyekre op(s) = 0= 0p(t) és tegyiik fel, hogy

o(T) > k fenndll minden ts-halmazra. (1.10)

Igazoljuk, hogy D tartalmaz egy olyan D’ részgrdfot, amelyben o' (v) = §'(v)
teljesil minden v € V — {s,t} pontra és §'(s) =k = ¢'(t). Vezessiik le ebbdl
a Menger-tétel élidegen vdltozatdt, amely szerint D-ben akkor és csak akkor
létezik k élidegen it s-bdl t-be, ha fenndll. (Segitség: Legyen G az az
iranyitatlan graf, amelyet D-bdl kapunk az élek iranyitasanak elhagyaséaval.
Keressiink G-nek olyan G iranyitasat, amelyben minden v € V — {s,t} pont
befoka az eredeti, s befoka k, és ¢ befoka op(t) — k. D azon élei altal alkotott
D’ részgraf, melyek G-ben forditva vannak, jo lesz.)

Iranyitasok egy alkalmazasa

Egy G = (V,E) iranyitatlan graf minden v pontjan adott tiltott foksza-
mok egy F(v) C {0,1,...,dg(v)} halmaza. A G egy G’ = (V, E’) részgrafja
F-elkeriils, ha dg/(v) € F(v) minden v cstcsra.

1.3.8. Tétel (Shirazi és Verstraéte). Ha
|F(v)] < |dg(v)/2] minden v csicsra, (1.11)

akkor G-nek létezik F-elkertild részgrdfja.
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Lattuk, hogy minden G grafnak van D = (V, E) kozel-Euler iranyitasa.
Ebben minden v pontra op(v) > |dg(v)/2], és igy az alabbi eredménybdl
kovetkezik az[[.3.§] tétel.

1.3.9. Tétel. Ha egy G grifnak van olyan D = (V, E) irdnyitdsa, amelyben
minden v pontra op(v) > |F(v)|, akkor G-nek létezik F-elkeruld részgrdfja.

Bizonyitds. Elszam szerinti indukcio. Egy e € E élre jelolje & a megfelels
irdnyitott élt D-ben. Ha a 0 semelyik csticsban sem tiltott fokszam, akkor
a (V,0) élmentes részgrafja G-nek F-elkeriils. Tegyiik fel, hogy 0 € F(¢)
valamely t cstcsra. Ekkor op(t) > |F(t)] > 1 és ezért van olyan e = st él
G-ben, amelyre € t felé van iranyitva.

Legyen G~ := G — e és D™ := D — €. Definialjuk F'~-t a kovetkezképp.
Legyen F~(t):={i—1:1€ F(t)\{0}}, F~(s):={i—1:i€ F(s)\{0}},
végiil z € V — {s,t} esetén legyen F~(z) := F(z). Mivel |F~(¢)| = |F(t)] —
—1,igy op-(v) > |F~(v)| fennall minden v cstcsra. Indukecié miatt G~ -nak
létezik egy F'~-elkeriils G részgrafja. Az F~ konstrukciojabol adodoan G-
nek a G’ := G" + e részgrafja F-elkeriils. O

Az tétel (i) részét az tétellel kombinalva kapjuk a kovetkezot.

1.3.10. Tétel. Ha egy G irdnyitatlan grifban eq(X) > Y [|[F(v)] : v €
€ X] minden X C V részhalmazra fenndll, akkor G-nek létezik F-elkerild
részgrdfja.

27. Feladat. Igazoljuk, hogy egy dsszefiiggd grafnak mindig van olyan ird-
nyitdsa, amelyben eqy esetleges pont kivételével minden pont befoka pdratlan.

Nyitott probléma. Keressiink az utéobbi feladatnak és tételnek kozos alta-
lanositasat.

1.4. Algoritmikus bizonyitasok III: helyi javita-
sok

A javité utakat hasznalo megfontoldasok hasznos bizonyitési (és algoritmikus)
eszkoznek bizonyultak, hatranyuk viszont, hogy egy 1épés viszonylag nagy-
mérvi valtoztatassal jar: a Kénig-tétel bizonyitasaban példaul egy teljes al-
ternald Gt mentén torténd cserével, vagy az irAnyitasi tételben egy egész
egyiranyd ut egyszerre vald atirdnyitasaval. A moho eljarasok ehhez képest
sokkal jobbak voltak, mert ott valamilyen elv szerint haladtunk a cél felé,
javitgatas mar nem tortént. A ketts kozott el lehet képzelni egy olyan elja-
rast, amelyben van ugyan javitgatas, de ezek mindegyike csupan lokalis, kis
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léptékd valtoztatas. Példaul az iranyitasi feladatban egyszerre mindig csak
egy él iranyitasat forditjuk meg, vagy a parositasi feladatban egyszerre csak
egy péarositasbeli élt cseréliink fel egy kinti élre. Az aldbbiakban egy ilyen
jellegti megkozelitést adunk meg. Elészor Gj bizonyitast adunk az tétel
els6 részének nemtrivialis iranyara.

1.4.1. Iranyitasok
A tétel a kovetkezd volt.

1.4.1. Tétel. A G = (V, E) grdfnak akkor és csak akkor létezik olyan ird-
nyitdsa, amelyben o(v) > f(v) minden v csicsra fenndll, ha

e(X) > f(X) minden X C V-re. (1.12)

Bizonyitds. (ElegendGség) Az eljaras egy tetszileges iranyitasbol indul. Egy z
pontot tébbletesnek, illetve hiAnyosnak neveziink annak megfelelGen, hogy
0(z) > f(2) vagy o(z) < f(z). Legyen n = |V|. Végig fenntartunk egy © :
:V = {0,1,...,n} szintfiiggvényt, amelyrdl azt koveteljiik meg, hogy

minden tobbletes pont a 0 szinten van, és (1.13)

minden uv iranyitott élre O(v) > O(u) — 1, (1.14)

azaz minden él legfeljebb egy szintet 1ép lefelé. Kezdetben © = 0.

Készen vagyunk, ha nincs hidnyos cstcs, igy tegyiik fel, hogy van. Akkor
is készen vagyunk, ha van olyan iires szint, amely felett van hidnyos cstcs.
Ekkor ugyanis az iires szint felett 1év6 csiicsok Z halmazabol nem léphet
ki él (hiszen egy ilyen él legalabb két szintet lépne lefelé) és igy e(Z) =
= wez 0(0) <D cp flv) = f(Z), azaz Z megsérti a feltételt. Specidlisan,
ha van hianyos csics az n-edik szinten, akkor biztosan van iires szint, tehat
ez az eset all fenn.

Az eljaras egy n-edik szint alatti u hianyos csiacsnal kétféle 1épést hasznal-
hat. Amennyiben létezik lefelé mend uwv €él, amelyre tehat ©(v) = O(u) — 1,
gy ennek forditsuk meg az irdnyitasat. Ha nem létezik ilyen él, gy emeljiik
meg u szintjét eggyel. Mindkét mitivelet fenntartja a ©-ra elsirt tulajdonsa-
gokat.

Mivel mindig lefelé mend él iranyitasat forditjuk meg, igy egy uv él két
megforditasa kozott a O(u) + O(v) Osszeg legalabb kettdvel né. Tovabba
minden pont szintje legfeljebb n, igy a ©(u) + ©(v) Gsszeg legfeljebb 2n,
és ezért minden élt legfeljebb n = 2n/2-szor forditunk meg. Emiatt élfordi-
tasbol sszesen legfeljebb mn lehet, mig szintemelésbdl legfeljebb n?, vagyis
az eljaras legfeljebb 2mn 1épés utan véget ér egy olyan iranyitassal, amelyben
nincs hianyos cstcs. O
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1.4.2. Parositasok
Nézziik meg, hogy miképp miikddik a szintezd algoritmus Kénig tételére.

1.4.2. Tétel (Konig). Egy G = (S,T; E) pdros grifban a mazimdlis elem-
szami parositis v elemszdma egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis T
szamadval.

Bizonyitds. Mivel barmely M péarositas éleinek lefogasahoz kell legalabb | M|
pont, igy a v = T egyenl@ség igazolasdhoz kell taldlnunk egy M pérositéast
és egy L lefogd pontrendszert, melyekre |M| = |L|. Feltehetjiik, hogy nem
létezik izolalt pont. Elek egy M részhalmazat félparositasnak nevezziik, ha
S-ben minden pont foka pontosan 1, azaz s € S-re dy(s) = 1 (a T-beli
fokokra nincs megkotés). Legyen n = |T|.

Az eljaras soran adott egy © : T — {0,1,...,n =} szintfiiggvény, amelyre

minden M 4ltal fedetlen pont szintje 0, és (1.15)

u € S,uv € M,uz € E— M esetén O(z) > O(v) — 1. (1.16)

Nevezziink egy T-beli ¢ csuicsot aktivnak, ha dps(t) > 2. Amig ilyen létezik,
tekintslink egy aktiv ¢ pontot az n-edik szint alatt. Ha ehhez vannak e =
=ste M és f =sz € E— M élek, melyekre O(z) = O(t) — 1, akkor legyen
M := M — e+ f. Amennyiben ilyen élek nem léteznek, emeljik meg eggyel
t szintjét. Mindkét miivelet megdrzi a feltételeket.

Az eljaras vagy akkor ér véget, ha nincs tobb aktiv pont, azaz M parositéas,
mert ekkor M bizonyosan maximélis elemszami, hiszen L := S lefogja a graf
Osszes élét. Vagy pedig akkor, ha minden aktiv pont a legfelss, n-edik szinten
van. Ekkor ugyanis létezik iires szint. Jelolje Z az ennél magasabb szinti
pontok halmazat, és legyen Z’ azon S-beli pontok halmaza, melyeknek M-beli
szomszédja Z-ben van. Ekkor az feltétel miatt Z’-bél kizarolag Z-be
megy él, azaz L := ZU (S — Z’) az Osszes élt lefogja. Masrészt minden Z-beli
és minden S — Z’-beli pontnal kivalasztva egy M-beli élt egy |L| elemszamu
pérositast kapunk.

Az eljaras soran a fedetlen pontok szdma sohasem nd, és igy legfeljebb
n-szer csokken. Ha mindig a legalacsonyabb szint aktiv ponttal dolgozunk,
akkor legfeljebb n élcsere utdn vagy a fedetlen pontok szama csokken vagy
szintemelés kovetkezik, igy legfeljebb n3 lépés utan az eljaras véget ér. O

A fent leirt szintez8 eljarast (push-relabel néven) Goldberg és Tarjan
dolgozta ki maximalis folyamok kiszamitaséra. Az irdnyitasi probléma és a
pérositasi probléma is egyszeriibb, és jobban mutatja az eljaras lényegét.
Az alabbiakban bemutatjuk az eljaras egy valtozatat a folyamprobléma egy
enyhe kiterjesztésére.
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1.4.3. A szintezd algoritmus megengedett m-aramok ki-
szamitasara

A Ford és Fulkerson altal bevezetett novelGutas modszer, illetve annak
Edmonds és Karp, illetve Dinits altal finomitott valtozata segitségével erGsen
polinomialis idében, nevezetesen O(nm?) lépésben meg tudtunk hatarozni
egy s-bdl t-be mend maximalis nagysagn folyamot és egy minimalis vagast.

Az alabbiakban bemutatunk egy ettsl gyokeresen kiillonbozé eljarast, az
agynevezett szintezd algoritmust, amely minden szempontbol feliilmulja a
novelGutas modszert. (Az angol nyelvii szakirodalomban az ilyen tipusu elja-
rasokat push-relabel algoritmusnak hivjak, mi a szintezd eljaras nevet hasznal-
juk). A Goldbergtol és Tarjantol szarmazo eljaras elvileg is és a gyakorlatban
is hatékonyabb a novelGutas algoritmusnal. Nem hasznal nével6 utakat, nem
hasznal segédgrafot, s6t még folyamokat sem! Egyetlen 1épése csak kicsiny,
lokalis valtoztatasbol all (szemben a névelGutas eljarasnak egy egész it men-
tén torténd valtoztatasaval), és helyességének, illetve a lépésszamara adott
korlatnak bizonyitasa is egyszerd.

Legyen D = (V, A) digraf élhalmazan adott az f : A — R4 U {—o0} és
g: A— R U{oo} fiiggvény, melyekre f < g. Egy z : A — R fiiggvény (vagy
vektor) megengedett, ha f <z < g. Legyen 0,(Z) := > [z(e) : e € A belép
Z-bel, 6:(Z) = 0.(V = Z) s U(Z) := 0,(Z) — 6.(Z) (Z CV). Konnyen
belathato, hogy a ¥, fliggvény modularis abban az értelemben, hogy

V,(2) =) [W.(v):v e Z]. (1.17)

Adott m : V — R fiiggvény esetén azt mondjuk, hogy = : A — R modu-
laris aram, réviden m-aram, ha

¥, (v) = m(v) minden v € V csucsra. (1.18)

Ha m = 0, visszajutunk a méar ismert aram fogalomhoz. Egy masik specialis
esetben f = 0 < g és m-et gy definidljuk, hogy m(t) = k, m(s) = —k
két kijelolt s és t pontra, mig m(v) = 0 minden méas pontra. Ekkor egy
megengedett m-aram nem mas, mint egy k nagysagu folyam s-bél ¢-be.

4. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy m(V') = 0. Igazoljuk, hogy x akkor és csak
akkor m-dram, ha 0,(v) — 6, (v) < m(v) minden v csicsra. Ha x m-dram,
akkor 0(Z) — 0,(Z) = m(Z) minden Z CV halmazra.

1.4.3. Tétel (Hoffman, 1960). Akkor és csak akkor létezik megengedett
m-dram, ha m(V) =0 és

07(X) — 04(X) < m(X) minden X C V-re. (1.19)
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Ha f, g és m egészértékd és fenndll, akkor létezik egészértékd megen-
gedett m-dram is.

28. Feladat. Vezessiik le a D = (V, A) digrdfra vonatkozd [1.4.3 tételt azon
eggyel tobb ponti digrdfra vonatkozo specidlis alakjdbol, amelyben m = 0.

Hoffman tétele specialis esetben kiadja a kovetkezét.

1.4.4. Tétel. Akkor és csak akkor létezik k nagysdgi megengedett folyam
s-b0l t-be, ha 64(S) > k fenndll minden S st-halmazra. Ha g egészértékd, a
folyam is vdlaszthato egészértékinek.

A tétel ekvivalens alakban is megfogalmazhato.

1.4.5. Tétel (max-flow min-cut, MFMC). Adott g kapacitds fiigguény és D =
= (V, A) digrif esetén a megengedett st-folyamok mazximdlis nagysdga egyenld
a 64(S) értékek minimumdval, ahol a minimum az Osszes st-halmazra megy.
Ha g egészértéki, a maximdlis folyam is vdlaszthatd egészértékinek.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az el6z6 tételt a szoban forgd minimum k értékére.
O

Tegyiik fel, hogy az tétel feltételei teljesiilnek. Az egyszertiség kedvé-
ért feltessziik, hogy nincsenek parhuzamos élek. Az algoritmus fenntart egy
megengedett = : A — R vektort és igyekszik az kovetelményt elérni.
Egy v € V pontra akkor mondjuk, hogy pozitiv, negativ vagy semleges,
ha U,(v) — m(v) pozitiv, negativ vagy nulla. Egy e él cs6kkenthets, ha
xz(e) > f(e), és névelhetd, ha z(e) < g(e).

Szinttulajdonsagok és megallasi szabalyok

A megengedett z-en kiviil az algoritmus fenntart egy © : V- — {0,1,...,n}
szintfiiggvényt, ahol ©(v) a v cstics szintje. (Szokas szerint n a V' csticshalmaz
elemszamat jeloli.) Adott j € {0,1,...,n} szintre az L;:= {v €V :0(v) =4}
halmazt szinthalmaznak hivjuk. Tekintsiik a kovetkezs szinttulajdonsa-
gokat.

(LP1) Minden negativ csics az Lo szinthalmazban van.

(LP2) ©(v) > O(u) — 1 minden névelhets uv élre, azaz minden névelhets
él legfeljebb egy szintet 1ép le.

(LP2") O(v) < O(u) + 1 minden csokkenthets uv élre, azaz minden csok-
kenthet§ él legfeljebb egy szintet 1ép fel.

Az algoritmus futésa akkor fejezédik be, ha a kiévetkezd két megallasi
szabaly egyike bekovetkezik.

(A) Nincs pozitiv csics.
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(B) Létezik egy z pozitiv cstcs és a szintje alatt egy tires L; szinthalmaz
(azaz j < ©(2)).

1.4.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy x és O teljesitik a szinttulajdonsdgokat.
Ekkor (A) esetén x megengedett m-dram, mig (B) esetén a Z := {v € V :

:O(v) > j} halmaz megsérti az feltételt.

Bizonyitds. Ha nincs pozitiv csucs, akkor m(V) = 0 = ¥, (V) miatt negativ
sincs, és igy x megengedett m-aram.

Tegytik fel, hogy (B) teljesiil. Miutan (LP1) miatt minden negativ csics
Lg-ban van, Z nem tartalmaz negativ csicsot. Ugyanakkor Z tartalmazza a
pozitiv z-t és ezért ¥, (Z) = > [V, (v) : v € Z] > m(Z). Masrészrdl az L,
szinthalmaz {iressége miatt minden Z-bdl kiléps e él legalabb két szintet 1ép
le és ezért (LP2') folytan z(e) = g(e), vagyis 0,(Z) = 0,(Z). Hasonloképp,
minden Z-be 1épé e él legalabb két szintet 1ép fel, és igy (LP2”) miatt z(e) =
= f(e) vagyis 02(Z) = 0f(Z). A kett&b6l 04(Z) — 04(Z) = 02(Z) — 0.(Z) =
= V,(Z) > m(Z) adédik, mutatva, hogy Z megsérti (L.19)-et. O

Alapmiiveletek egy pozitiv z csiicsnal

Az algoritmus egy kozbensd, altalanos helyzetében adott egy z : A — R
megengedett vektor és egy O szintfliiggvény, melyek teljesitik a szinttulajdon-
sagokat. Tegyiik fel, hogy egyik megallasi szabaly sem &ll fenn.

Egy z pozitiv csticsra bizonyosan O(z) < n, mert ©(z) = n esetén létezne
z alatt {ires szinthalmaz, azaz (B) fennallna. Két alapmiiveletet alkalmazha-
tunk z-nél: élértékesere (push) és cstcsemelés (relabel).

Elértékcsere z-nél modositja z(e)-t egy z-ben kezddds vagy végzéds e élen,
a kovetkezSképp.

(N&velés) Ha e = zu novelhets él, amely lelép z-bdl, akkor noveljiik z(e)-t
az « = min{g(e) — z(e), ¥, (z) — m(z)} értékkel.

(CsOkkentés) Ha e = uz csokkenthetd él, amely fellép z-be, akkor csok-
kentsiik z(e)-t az o := min{z(e) — f(e), ¥,(z) — m(z)} értékkel.

Csucsemelés z-nél Amennyiben élértékcsere nem alkalmazhaté z-nél, emel-
jiuk meg 2 szintjét eggyel, azaz noveljiik eggyel a O(z) értéket.

1.4.7. Lemma. Az alapmiveletek megdrzik a megengedettséget €s a szinttu-
lajdonsdgokat.

Bizonyitds. Az « definicioja miatt egy élértékcsere fenntartja a megengedett-
séget. Mivel nem hoz létre j negativ csucsot, az (LP1) tulajdonsag is fenn-
marad. Miutan egy élértékcsere csak olyan uv élen okoz valtozast, amelyre
|O(u) — ©(v)| = 1, az (LP2) tulajdonsag sem (azaz (LP2’) és (LP2") egyike
sem) tud elromlani.
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Egy csticsemelés z-nél nem érinti (LP1)-et, hiszen O(2)-t csak akkor novel-
juk, ha z pozitiv cstics. Megérzi (LP2)-t is, mert csak akkor alkalmazhatjuk,
ha mér nincsen z-bdl leléps novelhets, vagy z-be fellepd csokkenthets él. [

Az eljaras és lépésszambecslés

Az algoritmus tetszéleges x : A — R vektorral indul, amelyre f < x < g,
tovabba © kezdetben azonosan nulla. Egy kézbensé helyzetben adott egy
megengedett = és egy © szintfliggvény, melyekre fennallnak a szinttulajdon-
sagok. Ha nincsen pozitiv cstcs, akkor az adott = megengedett m-aram és az
algoritmus futasa befejezsdik.

Ameddig van pozitiv csics, az algoritmus kivalaszt koziilik egy legmaga-
sabb szinten lévét és a kovetkezSképpen kezeli. Amig csak z pozitiv marad
és van beldle lelépd novelhets vagy z-be fellépd csokenthetd él, alkalmazzuk
az élértékcsere miveletet z-nél. Ha ezek utdn z még mindig pozitiv marad,
alkalmazzuk a csticsemelést z-nél. Ennek megfelelgen a z kezelésének a végére
z vagy semlegessé valt vagy a szintjét megemeltiik.

Az egyik lehetséges leallasi mod az, amikor egy élérték csere nyomén (A)
igazzd valik: a kapott x megengedett m-dram az lemma folytan. A
masik lehetséges leallasi mod az, amikor egy csticsemelés nyoman (B) igazzéa
valik, vagyis a z emelésekor a z (emelés el6tti) szinthalmaza kiiirtil. Ekkor a
Z ={v:0(v) > O(z)} halmaz megsérti (L.19)-et az lemma miatt.

Hoffman tételének nemtrivialis irAnya rogton kévetkezik, amint be-
latjuk, hogy a megallasi szabalyok egyike véges sok 1épés utan bizonyosan
bekovetkezik. Valojaban érvényes a kiovetkezd élesebb becslés.

1.4.8. Lemma. Legfeljebb n® alapmiivelet utdin (A) vagy (B) bekivetkezik.

Bizonyitds. Azt mondjuk, hogy egy z-nél 1év6 e élen végrehajtott élérték
csere semlegesits, ha z-t semlegessé teszi (amely akkor fordul els, ha « =
= U,(2) —m(z)). Az algoritmus egy fazisan a futasnak egy olyan maximalis
szakaszat értjiik, melynek soran a © fiiggvény valtozatlan. Miutan egy cstcs-
nal legfeljebb n szintemelés lehet, a fazisok teljes szama legfeljebb n2.

Egy 2’ csiicsnal végrehajtott élértékesere csak egy 2’ alatti csicsot ala-
kithat pozitivva, a legmagasabb szint vélasztéasi szabaly miatt, ha a z cstcs
semlegessé valik, ugyanabban a fazisban mér nem lesz Gjra pozitiv. Emiatt
egy fazison beliil legfeljebb n semlegesit élértékesere fordulhat els, és igy a
semlegesit élértékeserék teljes szama legfeljebb n?.

Egy nem semlegesits élértékesere az e élen vagy noveli z(e)-et g(e)-re,
amivel nemnévelhetévé teszi e-t, vagy csokkenti z(e)-t f(e)-re, amivel nem-
csOkkenthetévé teszi e-t. Emiatt egy nem semlegesité élértékesere miiveletet
kévetGen csak akkor keriilhet tjra sor az e élen élértékceserére, ha a ©(z) —
— O(u) elgjele megfordul. Ekkorra viszont a ©(z) + ©(u) dsszeg legalabb
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kettével megnétt. Emiatt a nem semlegesits élértékeserék szama egy e élen
legfeljebb n, és igy a nem semlegesit§ élértékeserék teljes szama legfeljebb
|Aln < nd. O

Osszefoglalva, az algoritmus futasa legfeljebb O(n3) élértékesere és cstics-
emelés utan befejez6dik. Megjegyzendd, hogy alkalmas adatstruktira haszna-
lataval biztosithato, hogy az alapmiiveletek konstans idében végrehajthatok,
ezért a szintezs algoritmus teljes 1épésszama O(n?).

A leginkabb sért6 halmaz kiszamitasa

Amnnyiben nem létezik megengedett m-aram, a fenti algoritmus megtalalt
egy —et megsérté Z halmazt. Az eljaras miniméalis modositasaval egy
legjobban sérté Z halmaz is megkereshetd, azaz egy olyan, amelyre oy (X) —
— 04(X) — m(X) a lehet legnagyobb.

A modositas abbol all, hogy a futas nem ér véget, amikor egy szintemelés
nyoman egy szint kiiiriil. Ennek kévetkeztében lehetnek cstucsok a legfelsé L,
szinten, és emiatt z vilasztasat gy moédositjuk, hogy mindig az n-edik szint
alatti legfels6 pozitiv cstucsot valasztjuk. Az algoritmus akkor ér véget, ha mar
nincs pozitiv csics az n-edik szint alatt. Ha egyaltalan nincs pozitiv csucs,
akkor az aktualis x megengedett m-aram, és ilyenkor nincsen sérté halmaz.

1.4.9. Tétel. Ha a mddositott algoritmus futdsdnak befejezésekor van pozitiv
cstcs, akkor eqy tires szint feletti pontok Z halmaza a legjobban sérti -et,
azaz

0§(Z) —64(Z) —m(Z) > pf(X) — 64(X) —m(X) minden X C V-re.
(1.20)

Bizonyitds. Mivel Z minden pozitiv cstcsot tartalmaz, de negativat nem,
V.(Z)—m(Z) = > [V(v) —mv) :v € Z] > > [¥u(v) —m(v) :v € X] =
= U, (X) — m(X) tetszdleges X C V-re, amib6l ¢¢(2) — 64(2Z2) — m(Z) =
0:(2) = 62(Z) —m(Z) = Vy(Z) — m(Z) = Vu(X) — m(X) > 0p(X) —
—0g(X) — m(X). O

Maximalis nagysagu st-folyam kiszamitasa

Amint mar emlitettiik, Hoffman tétele az f =0 < g, m(t) = k,m(s) = —k, és
m(v) =0 (v €V —{s,t}) valasztassal az[1.4.4] tételre specializalodik. Ebben
az esetben egy m-aram épp egy megengedett k nagysagu folyam. Tovabba,
ha az S megsérti (L.19)-et, azaz —6,(S) = 0f(S) — 64(S) > m(S), akkor
0<§,(5) < —m(S) ésezért s€ SCV —t és m(S) = —k.

Amikor az elvart k folyamnagység elére adott, a fenti (modositott) algo-
ritmus vagy megad egy k nagysagu st-folyamot, vagy megad egy olyan S
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st-halmazt, melyre d,(S) < k. Ha k nincs elre megadva, hanem maximalis
nagysagu folyamot keresiink, akkor alkalmazzuk els6 menetben a fenti algo-
ritmust a k := d4(s) értékre. Amennyiben létezik k nagysagu st-folyam, akkor
ez bizonyosan maximalis nagysagi, hiszen S := {s} egy minimalis vagast de-
finial. Ha nem létezik k nagysagi st-folyam, akkor a moédositott algoritmus
megtalal egy legjobban sérté S st-halmazt, vagyis egy olyat, amelyre d4(.5)
minimalis. Legyen k' := §,(S). Az MFMC tétel miatt biztosan létezik &’
nagysagi st-folyam, és ezért az algoritmust k’-re tijra futtatva ezt kiszamit-
hatjuk.

Megjegyzendd, hogy Goldberg és Tarjan eredeti algoritmusa egyetlen me-
netben szamolja ki a maximalis st-folyamot (és nem kettGben), viszont meg
kell engednie, hogy a cstcsok az n-dik szint {61¢€ is keriilhessenek. Emiatt kii-
16n igazolni kell, hogy a csticsok nem tudnak a 2n — 1-edik szint f6lé¢ menni.

Egy specialis eset

Ha valaki a fenti eljarast vagy a bizonyitast kissé bonyodalmasnak érzi, ér-
demes a kovetkezd specialis esetet kiilon atgondolnia.

Tegyiik fel, hogy f = 0, g = co. Ekkor az x megengedettsége egyszertien azt
jelenti, hogy x nemnegativ. Az x(e) mindig névelhetd, és akkor csokkenthetd,
ha pozitiv. Hoffman tétele a kovetkezSképp egyszertisodik.

1.4.10. Tétel. Akkor és csak akkor létezik nemnegativ m-dram, ha m(V) = 0
és

0 < m(X) minden olyan X C V-re, amelybdl nem lép ki él. (1.21)

Ha m egészértéki és fenndll, akkor létezik egészértékd nemnegativ m-
dram 1is.

A szinttulajdonsagok az aldbbiakra egyszertisbdnek.

(LP1) Minden negativ csics az Lo szinthalmazban van.
(LP2') Minden él legfeljebb egy szintet 1ép le.
(LP2"”) Minden pozitiv értéki él legfeljebb egy szintet lép fel.

Az lemma (B) részének bizonyitésa is kicsit egyszertibbé valik: Miu-
tan (LP1) miatt minden negativ csics Lo-ban van, Z nem tartalmaz negativ
csucsot. Ugyanakkor Z tartalmazza a pozitiv z-t és ezért ¥, (Z) = > [V, (v) :
:v € Z] > m(Z). Masrészrdl, az L; szinthalmaz iiressége miatt minden Z-b6l
kilépd e él legalabb két szintet 1ép le és ezért (LP2') folytan ilyen él nem létez-
het. Tovabba minden Z-be 1épé e él legalabb két szintet 1ép fel és igy (LP2")
miatt z(e) = 0, vagyis 04(Z) = 0. A kett6bol 0 = 0,(Z) — 0,(Z) = ¥.(Z) >
> m(Z) adédik, mutatva, hogy Z megseérti (L.19)-et.

Az élértékesere mivelet is egyszertsodik.
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(No6velés) Ha e = zu él lelép 2-bdl, akkor néveljikk z(e)-t a U,(2) — m(z)
értékkel. (Ezaltal z semlegessé valik).

(Csbkkentés) Ha e = uz csokkenthetd él, amely fellép z-be, akkor csok-
kentsiik z(e)-t az o := min{x(e), ¥, (z) — m(z)} értékkel.

1.5. Szétszedés pontos halmaz mentén

Az eddig vizsgalt konstruktiv technikdk utan most bemutatunk egy szamos
teriileten hasznalhato nemkonstruktiv bizonyitasi megkozelitést. Sok esetben
ez szinte kozvetleniil elvezet a bizonyitashoz, maskor pedig nagyban egysze-
riisiti azt.

Kénig, Hall, Menger és Dilworth tételei

Az részben a Koénig-tételbdl vezettiik le Hall tételét. Most lassunk egy
nemkonstruktiv, kézvetlen bizonyitast.

1.5.1. Tétel (Hall). Egy G = (A, B; E) pdros grifban akkor és csak akkor
létezik A-t fedd pdrositds, ha A minden X részhalmazdra teljesil az un. Hall-

feltétel, azaz
IT(X)] = X, (1.22)

ahol T'(X) jeloli azon B-beli pontok halmazdt, melyeknek van szomszédja X -
ben.

Bizonyitds. (Halmos és Vaughan) A feltétel sziikségessége kézenfekvs. Az
elegend@séget az A méretére vonatkozo indukcioval latjuk be. Elgszor tegyiik
fel, hogy A minden valodi nemiires részhalmazéara az [1.22] feltétel szigoru
egyenl6tlenséggel teljesiil. Ekkor a graf tetszdleges uv élére (u € A) az u
és v kihagyasaval keletkezs G’ grafban még mindig teljesiil a Hall-feltétel,
igy indukcio miatt G’-ben létezik A — u-t feds pérositds, amit az uv éllel
kiegészitve A-t fedd parositast kapunk.

Tegyiik most fel, hogy létezik A-nak egy A’ valodi nemiires részhalmaza,
melyre [T'(A”)| = |A’|. Ekkor egyrészt az A’ UT'(A’") altal feszitett G’ rész-
grafban teljesiil a Hall-feltétel, hiszen egy X C A’ halmaz G’-beli szomszédai
ugyanazok, mint a G-beli szomszédai. Emiatt, indukcioval, 1étezik G’-ben A’-
t fed6 M’ parositas. Masrészt allitjuk, hogy az A’ UT(A’) torlésével keletkezd
G" grafban az A” :== A— A’ halmaz X részhalmazaira teljesiil a Hall-feltétel.
Valoban, mivel I (X) = T'(A'UX) —T'(A’), ezért a Hall-feltételt A’U X-re al-
kalmazva kapjuk, hogy |I"(X)| = [T(A'UX)|—|T(A")] > |AUX|—|A| = | X|.
Ezutan, ismét indukciét hasznalva, egy A-t feds parositast kaphatunk. [
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1.5.1. Kévetkezmény (Konig élszinezési tétele). G = (A, B; E) A-requldris
pdros graf kromatikus indexe A. Mds szoval G élhalmaza felbomlik A teljes
pdrositdsra.

Bizonyitds. A szerinti indukciét hasznalva elegendd azt igazolnunk, hogy
G-nek létezik teljes parositasa. Az A egy X részhalmazéra tekintsiik az X és
I'(X) altal feszitett G’ = (X,T'(X); E') részgrafot. G regularitasat kihasznal-
va kapjuk, hogy A|X| = |E'| < A|T'(X)], és igy a Hall-tétel alapjan létezik
teljes parosités. O

Azt mondjuk, hogy egy H = (V, £) hipergrafnak van reprezentans rend-
szere, ha minden hiperéléhez hozza lehet rendelni egy elemét tgy, hogy kii-
16nb6z6 hiperélekhez kiilonb6z6 elemeket rendeliink.

1.5.2. Tétel. Egy hipergrifnak akkor és csak akkor van reprezentdns rend-
szere, ha barmely j élének egyesitése legaldbb j elemd.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Hall-tételt a hipergrafhoz tartozé paros grafra.
O

A pontos halmaz mentén torténd szétszedés modszere olyan esetekben
hasznalhat6, amikor bizonyos feltételek fennalldsa esetén valamely konfigura-
cio létezését akarjuk igazolni. A lényege abban &ll, hogy vagy valami egyszert
redukcidt végre tudunk hajtani a feltételek megsértése nélkiil és ekkor induk-
cioval készen vagyunk, vagy pedig egy ,kritikus” (mésszoval pontos) halmaz
mentén két (esetleg tobb) kisebb részre bontjuk a feladatot, és az azokra
induktivan nyert megoldasok Gsszeragasztasaval az eredeti feladat megolda-
sat kapjuk. Gyakran ez a megkdzelités a teljes bizonyitashoz elegendd, de ha
nem, akkor is jelent&s egyszertisitést tesz lehetévé. Lassuk a modszer néhany
tovabbi alkalmazasat.

1.5.3. Tétel (Dilworth). Egy P részbenrendezett halmazban o fedd lincok
manimdlis szdma egyenld az antildncok maximdlis méretével. Azaz P akkor
és csak akkor fedhetd le k ldnccal, ha nincs k-ndl nagyobb antildnc.

Bizonyitds. Mivel lancnak és antilancnak legfeljebb egy kozos eleme lehet, a
feltétel sziikséges. Az elegenddség igazolasahoz jelolje k a maximalis antilanc
méretet. A tétel trivialis, ha nincs két sszehasonlithaté elem, igy tegyiik fel,
hogy nem ez a helyzet.

Legyen u egy minimalis elem és v egy u-nal nagyobb maximalis. Amennyi-
ben u és v kihagyasa utdn méar nincs k£ elemi antildnc, tgy indukcioval a
maradék halmaz k — 1 lanccal lefedhets. Ehhez hozzavéve az {u,v} (kétele-
mi) lancot az egész P-nek egy k lancbol allo fedését kapjuk.

Feltehetjiik tehat, hogy van egy k elemi A antilanc, amely sem u-t, sem
v-t nem tartalmazza. Jeldlje AT azon z elemek halmazat, melyekre z > a
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valamely a € A elemre. Mivel A antilanc, AN A" = (), tovabba AU AT-ban
a minimalis elemek halmaza éppen A. A v maximalitdsa miatt v € AT, mig
u minimalitadsa miatt u ¢ AU AT. Indukciéval kapjuk, hogy AU AT fedhetd
k lanccal.

Anal6g modon definialva A™-t, indukciéval kapjuk, hogy A U A™-ban a
maximalis elemek halmaza A, és AU A~ is fedhetd k lanccal.

Miutén A antilanc, kapjuk, hogy AT N A~ = 0, és a két k tagt lanccsalad
a k elemd A mentén Osszeillesztheté P-nek egy k lancbol allo fedéséve. [

1.5.4. Tétel. Ha egy G = (S,T; E) pdros grifban minden pont foka pozitiv,
akkor a pontokat fedd élek minimdlis ¢ szdma egyenld G fiiggetlen pontjainak
mazimdlis o szamduval.

Bizonyitds. Tekintsiik azt a részbenrendezést S U T-n, amelyben egy s € S
elem pontosan akkor nagyobb egy ¢t € T' elemnél, ha st € E. Alkalmazzuk a
Dilworth-tételt, és figyeljiik meg, hogy minden egyelemi lanc kiterjeszthetd
kételemiivé, hiszen G-ben minden pontnak van szomszédja. O

1.5.5. Lemma (Gallai). Ha egy n ponti G = (V, E) grdfban minden pont
foka pozitiv, akkor v+ o =n, és a+ T =n.

Bizonyitds. Az elss részhez legyen M maximalis, v elemii parositas. M-et, és
minden M &ltal nem fedett ponthoz egy ra illeszkedd élt kivalasztva G pont-
jainak egy |M|+ (n —2|M|) = n — v elemd fedését kapjuk, és igy ¢ <n —v.
Megforditva, legyen F' egy minimalis, azaz ¢ elem( fedése G pontjainak. Le-
gyen az I éleibdl allo részgrafnak k komponense. Egy minimélis fedésben a
komponensek csillagok. Mivel egy csillag az élszaméanal eggyel tébb pontot
fed, az F' altal fedett pontok szama |F'| + k = n. Mindegyik csillaghol kiva-
lasztva egy élt egy k éld parositast kapunk, tehat v > k=n — |F| =n — ¢,
azaz v+ @ >n ésigy v+ ¢ =n.

A masik azonossag rogton kovetkezik abbol a megfigyelésbdl, hogy egy X
ponthalmaz akkor és csak akkor fliggetlen, ha a komplementere lefogd. [

Az tétel és az lemma, felhasznalasaval rogton megkapjuk Ko-
nig tételét (1.3.1] tétel), amelyre korabban mar mutattunk egy algoritmikus
bizonyitast.

29. Feladat. Tetszdleges grafban eqy M pdrositds akkor és csak akkor ma-
rimdlis elemszdma, ha nincs olyan t, amely két fedetlen pontot kit 6ssze és
minden mdsodik éle M -beli.

30. Feladat. Tetszdleges grdafban ha egy halmazt fed pdrositds, akkor fed
mazimdlis elemszamai pdrositds is.
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1.5.6. Tétel (iranyitott él-Menger). Egy irdnyitott grdfban akkor és csak
akkor vezet s-b6l t-be k > 1 élidegen 1it, ha minden st-halmaz kifoka legaldbb
k.

Bizonyitds. A feltétel sziikségessége nyilvanvalé. Amennyiben létezik s-bdl
t-be egyélii vagy kétélid P tt, gy ennek éleit kihagyva minden st-halmaz
kifoka pontosan eggyel csokken. A keletkezé D’-ben indukciéval létezik k — 1
élidegen 1ut, melyekhez P-t hozzavéve megkapjuk az eredeti digraf k élidegen
atjat.

Létezik tehat e = uv olyan él, amely sem s-sel, sem t-vel nem szomszédos.
Ha e-t tordlve tovabbra is minden st-halmaz kifoka legalabb k, akkor induk-
cioval készen vagyunk, gy feltehetjiik, hogy e kilép egy pontosan k kifoka S
st-halmazbol.

Az S 6sszehtzasaval keletkezd D’ digrafban indukeié miatt van k élidegen
at az S-bol keletkez6 s’ pontbol t-be. Hasonléan, a D-b6l a T := V — S
Osszehnuzasaval keletkezd D" digrafban indukcié miatt létezik s-b6l kiinduld
k élidegen ut a T-bol keletkezs ¢'-be. Miutan D-ben az S-b6l pontosan k
él megy ki, ez a két (k utbol allo) ttrendszer Gsszeilleszthetd, és igy D-ben
kapunk k élidegen utat s-bél t-be. O

1.5.7. Tétel (iranyitatlan él-Menger). Egy irdnyitatlan grdfban akkor és csak
akkor létezik s ést kozott k > 1 élidegen 1it, ha minden st-halmaz foka legaldbb
k.

Az iranyitatlan él-Menger tétel bizonyitasa az [L.5.0] tétel bizonyitasahoz
hasonléan kaphato.

5. Gyakorlat. Mind az irdnyitott, mind az irdnyitatlan esetben igazoljuk,
hogy adott S, T C 'V diszjunkt részhalmazokra az S-bdl T-be vezetd élidegen
utak mazimdlis \(S,T) szdma egyenld azon X halmazok befokainak minimu-
mdaval, melyekre T C X CV — S.

Teljes parositasok

Az eddigi tételek tobbsége egy szinten van abban az értelemben, hogy egysze-
rid elemi konstrukciok segitségével egymasra visszavezetheték. Most az el6b-
bieknél mélyebb tétel kovetkezik.

1.5.8. Tétel (Tutte). Egy irdnyitatlan G = (V, E) grdfban akkor és csak
akkor létezik teljes pdrositds, ha teljesil a Tutte-feltétel, azaz minden X C
C V halmazra az X torlésével kapott grdfban a pdratlan pontszdmai (réviden
paratlan) komponensek q(X) szdmdra ¢(X) < |X]|.

Bizonyitds. Sziikségesség. Ha M egy teljes parositas és C' C V a csticsoknak
egy paratlan részhalmaza, akkor C-bdl 1ép ki M-beli él. Ezért X C V-re a
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G — X-ben 1év6 ¢(X) darab péaratlan komponens mindegyikébsl lép ki M-
beli él, melynek mésik végpontja sziikségképpen X-ben van. Igy a ¢(X) < | X|
feltétel valoban sziikséges.

Elegend&ség. Pontszam szerinti indukciéval bizonyitunk. A 0 ponta grafra
a tétel semmitmondo, ezért feltessziik, hogy |V| > 1. Az X = ) halmazra
a Tutte-feltétel azt adja, hogy G minden komponense péaros, és emiatt |V|
paros.

Nevezziink egy X C V halmazt pontosnak, ha ¢(X) = |X|. Egy egyelem
X := {v} halmaz bizonyosan pontos, hiszen egyrészt |V — v| paratlansaga
miatt ¢({v}) > 1 = |{v}|, masrészt a Tutte-feltétel miatt q({v}) < |{v},
vagyis valoban ¢({v}) = [{v}|. Legyen X egy maximélis elemszamu pontos
halmaz.

1.5.2. Allitas. G — X, minden komponense pdratlan.

Bizonyitds. Indirekt, legyen K a G — X egy péaros komponense. Legyen
v € K tetszbleges elem és X' := Xy + v. Mivel K paros elemszamu, igy
q(X’) > q(Xo) + 1. Ezt, az Xy pontossagat, valamint a Tutte-feltételt X'-
re hasznalva kapjuk, hogy ¢(X’) < |X'| = |Xo| +1 = ¢(Xo) + 1 < ¢(X").
Emiatt végig egyenlGség 4ll, specialisan ¢(X') = |X’|, vagyis X’ is pontos,
ellentmondasban Xy maximalitasaval. O

Nevezziink egy Osszefiiggs grafot faktorkritikusnak, ha barmely pontjat
kihagyva létezik teljes parositasa. (Egy paratlan kor példaul faktorkritikus,
és konnyen igazolhato, hogy egy faktorkritikus grafhoz egy paratlan ,fiilet”
adva faktorkritikus grafot kapunk.)

1.5.3. Allitas. G — X minden C komponense faktorkritikus.

Bizonyitds. A C halmaz egy v elemére legyen V' :=C —v és G' = (V', E')
jelolje a G grafnak a V' altal feszitett részgrafjat. X C V'-re jelolje ¢/(X) a
G’ — X pératlan komponenseinek szamat.

Tegylik fel indirekt, hogy G’-nek nincs teljes péarositésa. Indukeié alapjan
létezik egy X C V' halmaz, amelyre ¢/(X() > |X{| + 1, és raadéasul itt nem
allhat egyenlség hiszen |V'| parossaga miatt az |X|| és ¢/(X()) ugyanolyan
paritéasu.

Ekkor az X; := Xy U X{ + v halmazra egyrészt ¢(X1) = [¢(Xo) — 1] +
+ ¢(X}) > [|Xo| = 1] + | X4 + 2 = | X1, méasrészt a Tutte-feltétel miatt
q(X7) < |X1|, vagyis X1 pontos halmaz, ellentmondasban X, maximalis va-
lasztasaval. O

Toroljik ki az Xy altal feszitett éleket, és a G — Xy komponenseinek
mindegyikét huzzuk Ossze egy-egy pontra. A keletkezd paros grafot jelolje
Go = (Xo, Yo; Ep), ahol Yy az osszehizott pontok halmaza (és ezért |Xo| =
= q(Xo) = [Yo).
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1.5.4. Allitas. Go-ban van teljes pdrositds.

Bizonyitds. A Hall-tétel alapjan elég azt kimutatni, hogy Y, részhalmazai-
ra teljesiil a Hall-feltétel. Tegyiik fel indirekt, hogy Yp-ban létezik j pont,
amelyre az Xy-beli szomszédok X’ halmaza j-nél kevesebb pontbol all. Ez
azt jelenti, hogy G-bdl az X’ kihagyasaval keletkezd komponensek kozott ott
lesz a j pontnak G-ben megfelel§ j paratlan komponens, azaz ¢(X') > j >
> | X', ellentmondasban a Tutte-feltétellel. O

A Gy egy teljes péarositasa G-ben egy olyan M’ pérositasnak felel meg,
amely minden Xg-beli pontot egy G — Xg-beli paratlan komponenssel kot
Ossze, és ezek mindegyikébdl egyetlen pontot fed. Mivel a paratlan kompo-
nensek mind faktorkritikusak, az M’ parositas kiegészitheté G teljes parosi-
tasava. O

Még a XIX. szazadban tlizték ki a négyszin-sejtést, amely azt allitja, hogy
minden sikgrafban lehetséges a tartomanyokat négy szinnel szinezni agy, hogy
szomszédos tartoméanyok szine kiilonbozzék (és amelyre mindmaéig csak olyan
bizonyitas ismert, amely szamitogép hasznalatat igényli). Nem ttl nehéz iga-
zolni, hogy a négyszin-sejtés ekvivalens azzal, hogy egy 2-élosszefiiggs, 3-
regularis sikgraf éleit meg lehet szinezni harom szinnel agy, hogy azonos szint
élek végpontjai kilonbozsek legyenek. Masként fogalmazva, a graf élhalmaza
felbonthatd harom teljes parositasra. Petersen példaval megmutatta, hogy a
feltételek koziil a sikbeliség nem hagyhato ki. Azt azonban sikeriilt belatnia
(joval a Tutte-tétel el6tt), hogy egyetlen teljes parositas létezéséhez a sikbe-
liséget nem kell kikétni.

1.5.5. Kovetkezmény (Petersen). Minden 2-élosszefiiggd, 3-requldris
G = (V, E) grdfban van teljes pdrositds.

Bizonyitds. Tutte tétele alapjan elég a Tutte-feltétel fennallasat igazolnunk.
Figyeljiik meg el6szor, hogy minden C paratlan halmazbdl legalabb 3 él lép
ki, hiszen a 3-regularitds miatt paratlan sok, mig a 2-élosszefliggéség miatt
legalabb kettd.

Legyen X C V a pontok egy részhalmaza. Tekintsiik a graf éleinek azon
F részhalmazat, melyek X és az X elhagyasaval keletkezs ¢(X) paratlan
komponens kozott vezetnek. Ekkor F' egyrészt e paratlan komponensekbdl
kiléps élek halmaza és igy |F| > 3¢(X), masrészt F' minden elemének egyik
végpontja X-ben van és igy a 3-regularitas miatt |F| < 3| X, amibdl ¢(X) <
< | X, tehéat a Tutte-feltétel tényleg teljesiil. O
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1.6. Elemi konstrukciok

Deficites alakok

Ebben a részben bemutatunk néhany egyszert fogast (elemi konstrukciot”),
melyek segitségével meglévs tételeket atalakithatunk vagy altalanosithatunk.
El6szor mutassuk meg, hogy a Hall-tételbdl miképp vezethets le annak alta-
lanosabb, deficites alakja.

1.6.1. Tétel (Ore). Egy G = (A, B; E) pdros grdifban egy pdrositds dltal
fedetlen A-beli pontok minimdlis szdma egyenlé az A-beli X részhalmazok
h(X) = |X|— |T(X)| hidnydnak p mazimumdval.

Bizonyitds. Egy parositas az X elemei koziil legfeljebb |T'(X)|-et tud fedni,
igy legalabb h(X) pont fedetlen marad. A forditott irdnyhoz azt kell kimu-
tatnuk, hogy létezik egy olyan parositas, amely legfeljebb i A-beli pontot
nem fed. Ennek érdekében egészitsiik ki a B halmazt egy p pontbol allo j
halmazzal, és ennek minden elemét kossiik 6ssze A minden elemével. Az igy
nyert G’ grafban minden X C A halmaznak p 1j szomszédja van, és ezért
G'-re mar teljesiil a Hall-feltétel. Ebb6l a Hall-tétel alapjan adodik, hogy
G’-ben létezik egy M’ parositas, amely fedi A-t. M’'-nek legfeljebb u 1j éle
van, amiket kihagyva G-nek egy olyan parositdsat kapjuk, melynek legaldbb
|A| — p éle van, azaz amely A-nak legfeljebb p pontjat nem fedi. O

6. Gyakorlat. Vezessiik le egymdsbol Kdnig és Ore tételeit.
Ugyanez a megkozelités hasznalhato a Tutte-tétel esetén is.

1.6.2. Tétel (Berge-Tutte-formula). Egy G = (V, E) grifban egy pdrositds
dltal fedetlen pontok minimdlis szdma egyenld az X C V részhalmazok q(X) —
— | X| hidnydnak p mazimumdval. Ekvivalens alakban, a mazimdlis pdrositds
v elemszama egyenld a

win{[V] = (¢(X) - [X)}/2 (1.23)

értékkel.

Bizonyitds. Legyen X olyan halmaz, amelyre ¢(X) — |X| = p. Az X elha-
gyasaval ¢(X) paratlan komponens keletkezik. Ha egy pérositds e paratlan
komponensek valamelyikének minden pontjat fedi, akkor tartalmaz az X és
a komponens kozott vezetd élt. Emiatt legfeljebb |X| teljesen fedett parat-
lan komponens létezhet, vagyis legalabb ¢(X) — | X| paratlan komponensnek
van fedetlen pontja, azaz tetszéleges parositas legalabb ¢(X) — | X| pontot
fedetleniil hagy, és igy legalabb pu-t.

A megforditashoz azt kell kimutatnuk, hogy létezik olyan péarositas, amely
legfeljebb 1 pontot nem fed. Ennek érdekében egészitsiik ki V-t egy p 4j
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pontbol allé U halmazzal, és ennek minden elemét kossiik Ossze egymassal és
V minden elemével. Az igy kapott G’ grafban ha egy X’ halmaz megsérti a
Tutte-féle feltételt, akkor X’ nem lehet {ires, hiszen ¢(X) — | X| és |V| mindig
megegyezl paritasi, és ezért p + |V| paros. Emiatt X’-nek tartalmaznia kell
mind a p j pontot (hiszen azok minden mas ponttal Gssze vannak kotve).
Legyen X := X' — U. Ekkor G’ — X' = G — X, és mivel G’ — X' az |X'|-
nél tébb péaratlan komponenst tartalmaz, X hidnya nagyobb, mint u = |U],
ellentétben p definiciojaval.

A Tutte-tétel alapjan adodik, hogy G’-ben létezik egy M’ teljes parosités.
M'-nek legfeljebb p 1j éle van, amelyeket kihagyva G-nek egy olyan parosi-
tasat kapjuk, amely legfeljebb p pontot hagy fedetlentl. O

31. Feladat. Igazoljuk a Berge—Tutte-formula aldbbi ekvivalens alakjdt.

1.6.3. Tétel (Berge-Tutte-formula méas alakban). Egy G = (V, E) grdfban
a mazximdlis pdrositds v elemszdma egyenld a

min{|X|+ Y [|K]/2] : X CV} (1.24)
K

értékkel, ahol az 0sszegzés a G — X graf K komponenseire megy.

1.6.1. Pontszétnyitas

Kézenfekvs elemi miivelet a pontszétnyitas, amelynél egy iranyitott graf min-
den pontjat kettovel helyettesitjiik, szétosztva kozottiik az eredeti pontba be-
és kimend éleket. T6bb varians is lehet aszerint, hogy a szétnyitott pont két
példanya kozott vezetiink-e élt vagy sem, illetve megtartjuk-e az élek iranyi-
tasat vagy sem.

1.6.4. Tétel (Menger, iranyitott pontvaltozat). Egy D = (V, A) irdnyitott
grdafban, amelyben nincs €l s-bdl t-be, akkor és csak akkor létezik s-bdl t-be k
belsdleg diszjunkt it, ha az s-bdl t-be mend utakat nem lehet k-ndl kevesebb
V — {s, t}-beli ponttal lefogni.

Bizonyitds. (Az él-Mengerbol) A feltétel nyilvan sziikséges. Az elegenddség
igazolasahoz készitsiink egy 1j D’ digrafot. Minden u pontot helyettesitsiink
két 4j csiicesal, melyeket jeloljon u’ és u”, de tordljiik az s” és t' csticsokat.
Minden uv € A élre vegyiik D’-be az u'v” élnek k parhuzamos példanyat,
tovabba minden u € V —{s, t} csicsra tegyiik D’-be az u” v’ élt. Amennyiben
D’-ben van s’-bél t”’-be k élidegen 1t, gy a konstrukcié miatt ezek k pontide-
gen ttnak felelnek meg az eredeti D-ben. Ha viszont D’-ben nincs k élidegen
at, akkor az iranyitott él-Menger tétel szerint 1étezik k — 1 él, amely
lefogja az Osszes s’-bél t-be vezets utat. Ismét csak a konstrukcio miatt ezen
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élek sziikségképpen u”u’ tipustak, és igy k — 1 V — {s,t}-beli csiucsnak felel-
nek meg, melyek lefogjék az Gsszes s-bdl t-be vezetd utat, ellentmondasban
a tétel feltevésével. O

7. Gyakorlat. Vezessiik le a Menger-tétel (eredeti) irdnyitatlan pontvdlto-
zatdt.

1.6.5. Tétel (Menger, iranyitatlan pontvaltozat). Egy G = (V, E) irdnyitlan
grdafban, amelyben nincs €l s és t kézott, akkor és csak akkor létezik s-bdl t-be
k belsdleg diszjunkt 1it, ha az s-b6l t-be mend utakat nem lehet k-ndl kevesebb
V — {s, t}-beli ponttal lefogni.

8. Gyakorlat. Vezessiik le Hall tételét az irdnyitatlan pont-Menger-tételbdl.
A Menger-tétel egyéb ekvivalens alakokban is megfogalmazhato. Példaul:

1.6.6. Tétel. Egy D = (V, A) digrdfban legyen S és T a csicsoknak két k ele-
md diszjunkt részhalmaza. Akkor és csak akkor létezik S-bdl T-be k diszjunkt
ut, ha az S-b6l T-be vezetd utakat nem lehet k-ndl kevesebb ponttal lefogni.

Bizonyitds. A tétel rogton kovetkezik az [1.6.4] tételbsl: adjunk D-hez egy 1]
s pontot és minden v € S-re egy sv élt, tovabba egy 1j ¢t pontot és minden v €
€ T-re egy vt-élt. Most azonban egy direkt bizonyitast is bemutatunk, amely
a Hall-tételt hasznalja.

Készitstink egy G = (A’, B”; E) paros grafot a kovetkezSképpen. Minden
u pontot helyettesitsiink két aj csticesal, melyeket jeloljon u' és u”, de S
minden s elemére toroljiik az s” csticsokat és T minden ¢ elemére torsljik a
t' csticsokat. Az egyvessz6s pontok halmazat jelolje A’, a kétvessz6sokét B”.
Minden uv € A élre vegylik G-be az u'v” iranyitatlan élt, tovabba minden
u eV — S —T csicsra tegyik G-be az u'u’ élt.

Amennyiben G-ben van M teljes parosités, akkor ez meghataroz k disz-
junkt utat S-bsl T-be. Ugyanis barmely s € S-beli pontra legyen s'uf €
€ M,ujuy € M,...,ujt" € M, ekkor s,uy,uz,...,uj,t egy D-beli egyiranyt
at, és ezek az utak sziikségképpen diszjunktak. Ha viszont nincs teljes paro-
sitas G-ben, tgy a Hall tétel szerint létezik egy X’ C A’ halmaz, melynek
| X’|-nél kevesebb szomszédja van. Legyen Y’ := S — X' és Z" :=T'(X’) —
— (X = 8)". Ekkor |I(X")| < |X'| azt jelenti, hogy |Y'| + |Z"] < k. A
konstrukci6é miatt az YU Z D-beli halmaz lefogja az 6sszes S-b6l T-be vezetd
utat, ellentmondasban a feltevéssel. O]

32. Feladat. Vezessiik le az[1.6.7) tételt az[1.6.6 tételbdl.

Dilworth tétele Koénig tételébdl

Az el6bbihez hasonlé pontszétnyitasos konstrukcioval levezethetjiik Dilworth

[[5.3 tételét is.
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1.6.7. Tétel (Dilworth). Legyen P egy részbenrendezett halmaz. A P-t fedd
lancok minimdlis szdma egyenld a legnagyobb antilinc elemszamdval, vagyis
P szélességével.

Bizonyitds. A max < min egyenlStlenség ismét nyilvanvald. A forditott irany
igazolasahoz készitsiink el egy G = (X,Y; E) paros grafot, melynek mindkét
osztalya a P halmaznak felel meg, és valamely x; elem y;-vel akkor van 6ssze-
kétve, ha p; > p;. (Tehat x; nincs Osszekdtve y;-vel.) P elemszamat jelolje
n.

1.6.8. Lemma. G tetszdleges M pdrositdsinak megfelel P-nek egy n — | M|
lancbol dllo felbontdsa.

Bizonyitds. Tekintsiik az X halmaz M altal fedetlen pontjait. Ezek szama n—
—|M]|. Legyen z; olyan pont, amelyet M nem fed. Mindegyik ilyen x; elemhez
megkonstrualunk egy C; lancot, a kivetkez6képpen. Ha y; fedetlen, akkor C;
alljon az  egyetlen p; elembsl. Ha  y;-t fedi  valamely
M-beli z;y; él, akkor p; > p;, és legyen p; a lanc kévetkezd eleme. Ha y;-t
fedi valamely M-beli z,y; ¢él, akkor legyen p; a lanc kovetkezs eleme. Igy
folytatva, a lancot addig ndveljiik, amig a lanchoz utolsénak vett p,, elemhez
tartozo y,, csucsot mar nem fedi M-beli él.

Ezzel a modszerrel az M altal nem fedett n — |M| darab X-beli cstics
mindegyikéhez definidltunk egy lancot P-ben. A lemma kovetkezik abbol,
hogy az igy kapott lancok paronként diszjunktak és lefedik P-t. O

1.6.9. Lemma. Legyen L C X UY a pdros grdf éleinek minimdlis lefogdsa.
Ekkor P-ben van olyan A antildnc, amelyre |L| + |A| = n.

Bizonyitds. ElGszor belatjuk, hogy ha x; € L, akkor y; ¢ L. Ha indirekt
mindkét cstics L-ben volna, akkor L minimalitdsa miatt a grafnak létezne
olyan z;y;, illetve xpy; éle, melyekre y;,xi ¢ L. Ekkor tehat pp > p; >
> pj;, amibdl py, > pj, és igy xry; éle a grafnak. Ezt az élt viszont nem fogja
le L, amely ellentmondas azt bizonyitja, hogy valéoban nem lehet z; és y;
mindegyike L-ben.

Legyen most A := {p; : x; € L,y; ¢ L}. Rogton latszik, hogy az A halmaz
kielégiti a lemma kovetelményeit. O

A két lemmat felhasznalva Dilworth tétele rogton kovetkezik a Koénig-
tételbsl, amely szerint egy paros grafban a fiiggetlen élek maximalis szama
egyenld az éleket lefogd pontok minimalis szamaval. O

Az iranyitott pont-Menger tételnek illetve a Dilworth-tételnek a Hall-,
illetve Kénig-tételre torténd fenti visszavezetése egyuttal algoritmust is biz-
tosit a szobanforgé maximum- és minimumértékek meghatarozasara, hiszen
a Kénig tételre adott javitoutas bizonyitas konstruktiv.
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1.7. Szub- és szupermodularis fliggvények hasz-
nalata

A szubmoduléris fliggvények hatékony bizonyitasi modszereket kinalnak. Ezt
el6szor Hall tételén szemléltetjiik.

1.7.1. Hall tétele Gjra

1.7.1. Tétel (Hall). Egy G = (A, B; E) pdros grifban akkor és csak akkor
létezik A-t fedd pdrositds, ha A minden X részhalmazdra

DX = 1X], (1.25)

ahol T'(X) jeloli azon B-beli pontok halmazdt, melyeknek van szomszédja
X -ben.

Bizonyitds. (Elegendéség.) Nevezziink egy X C A halmazt pontosnak, ha
IT(X)| = | X]|, és a rovidség kedveéért jeloljiik |T'(X)|-et v(X)-szel.

1.7.2. Lemma. Két pontos halmaz metszete és unidja is pontos.

Bizonyitds. Legyen X és Y pontos. A Hall-féle feltétel miatt y(X NY) >
>|XNY|ésy(XUY)>|XUY| Igy a v szubmodularitasa, valamint X és
Y pontossaga folytan | X| + Y] =v(X) + (YY) > ~+(XNY)+4(XUY) >
> | XNY|+|XUY| = |X|+|Y| Emiatt minden egyenl6tlenség egyenldseggel
teljestl, specidlisan y(X NY) =X NY|ésy(XUY)=|XUY]|. O

A lemma ismételt alkalmazasaval kévetkezik, hogy egy z megadott pontot
tartalmazo pontos halmazok B(z) metszete is pontos.

A bizonyitasra térve feltehets, hogy G minimalis abban az értelemben,
hogy barmely él elhagyasa utan mar megsériil . Allitjuk, hogy A-ban
minden pont elsé foki. Tegyiik fel ugyanis, hogy egy z € A cstcsbol kiin-
dul két él: e = zu és f = zv (u # v). Mivel az e kihagydsa mar megsérti
(1.25)-06t, igy létezik egy z-t tartalmazo olyan X pontos halmaz, amelyben z
az egyetlen u-val szomszédos pont. B(z) C X miatt B(z)-ben is z az egyet-
len u-val szomszédos pont, ezért feltehetd, hogy X = B(z). Ugyanigy kapjuk,
hogy B(z)-ben z az egyetlen v-vel szomszédos pont. Ekkor viszont B(z) —
— z-nek sem u, sem v nem szomszédja, és ezért |B(z)] — 1 = |B(z) — z| <
<A(B(z) — z) <v(B(2)) —2 = |B(z2)| — 2, ellentmondas.

Tehat valoban minden A-beli pont foka egy, és ekkor E maga egy A-
t feds parositas, hiszen ([1.25) miatt barmely két A-beli pontnak van két
szomszédja. O
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Most megmutatjuk, hogy ugyanez a bizonyitasi 6tlet szinte valtoztatas nél-
kiil hasznalhat6 Lovész [1.3.3] tételében az elegenddség igazolasara. Valojaban
Lovasz eredeti, altalanosabb eredményét igazoljuk.

1.7.3. Tétel (Lovasz). Legyen G = (S,T; E) egyszerd pdros grdf. Legyen p az
S alaphalmazon értelmezett nemnegativ, egészértéki metszdn szupermoduldris
halmazfiggvény, amely riaddsul elem-szubadditiv, azaz p(X)+ p(z) > p(X +
+ 2) fenndll minden X C S halmazra és z € S — X elemre. Amennyiben

IT(X)| > p(X) (1.26)

fenndll minden X C S halmazra, és G élelhagydsra nézve minimdlis ezen
tulajdonsdgra nézve, dgy |I'(s)| (= d(s)) = p(s) minden s € S elemre.

Bizonyitds. Hasznaljuk ismét a v(X) := |T'(X)| jelolést. Nevezziink egy nem-
iires halmazt pontosnak, ha (1.26)-ot egyenlséggel teljesiti, azaz v(X) =
= p(X).

1.7.4. Lemma. Két metszd, pontos halmaz metszete és unidja is pontos.

Bizonyitds. Legyenek X és Y egyméast metszé pontos halmazok. Az ([1.26))
feltétel miatt y(X UY) > p(XUY) és (X NY) > p(X NY) (itt hasznaljuk,
hogy X NY # (). Igy a v szubmodularitasa, valamint X és Y pontossaga
folytan p(X) + p(Y') = 1(X) +7(Y) > 1(X NY) +4(X UY) > p(X NY) +
+p(XUY) > p(X) 4 p(Y). Emiatt minden egyenlStlenség egyenlGséggel
teljestl, specialisan y(X NY) =p(X NY) ésy(X UY) =p(X UY). O

A lemma ismételt alkalmazéisaval kovetkezik, hogy egy megadott s € S
pontot tartalmaz6 pontos halmazok B(s) metszete is pontos.

G minimalitdsa miatt barmely él elhagyasa utan mar megsériil. Te-
gylk fel indirekt, hogy valamely s € S pont foka nagyobb, mint p(s). Ekkor
B(s) — s # 0, és minden su; élre (i = 1,2,...,d(s)) létezik egy olyan, s-
et tartalmazo pontos X; halmaz, amelyben s az egyetlen u;-val szomszédos
pont. Minden i-re, ahol 1 < i < d(s), B(s)-ben is s az egyetlen u;-val szom-
szédos pont. Ekkor viszont a nemiires X := B(s) — s halmaznak d(s)-sel
kevesebb szomszédja van, mint B(s)-nek, igy az elem-szubadditivitast hasz-
ndlva (X) = 7(B(s)) — d(s) = p(B(s)) — d(s) < p(B(s)) — p(s) < p(X),
vagyis az X megsérti az feltételt. O

Kovetkezményként adodik az [I.3.4] tétel:

1.7.5. Tétel. Legyen G = (S,T; E) egyszert, pdros grdf és m : S — Z,
eqy szigoruan pozitiv fligguény. Akkor és csak akkor létezik G-ben olyan erdd,
amelyben minden s € S pont foka pontosan m(s), ha minden X C S nemdires
halmazra

IT(X)| > m(X)—|X]|+1. (1.27)
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Bizonyitds. Szikségesség. Legyen H = (S,T; F) egy olyan részerdeje G-nek,
amelyre dy(s) = m(s) minden s € S-re. Tekintsiik H-nak az X U T'(X)
altal feszitett H' = (X,T'(X); F') részerdejét. Mivel ez is erds, kapjuk, hogy
dp(X) =dgp(X) = |F'| < | X UTH(X)|—1=|X|+ |Txg(X)| — 1, amibdl
)| > [La(X)| > di(X) — |X| +1 = m(X) - |X] + 1

Elegenddség. Legyen p(X) := m(X) — | X| + 1. Ez nyilvanvaléoan metsz6n
szupermodularis és elem-szubadditiv. Feltehetjiik, hogy G olyan, élelhagyasra
nézve minimalis graf, amelyre |I'(X)| > p(X) minden nemiires X C S-re
fennall. Ekkor a Lovasz-tétel miatt d(s) = p(s) = m(s) minden s € S-re, és
igy a kovetkez6 lemma implikalja a tételt.

1.7.6. Lemma. Legyen G = (S,T; E) egyszerd pdros grdf, amelyben minden
X C S nemiires halmazra |T'(X)| > d(X) — | X| + 1. Ekkor G erdd.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy a grafban nincsen izolalt pont. Barmely élt ki-
hagyva a feltétel fennmarad, hiszen ha |I'(X)| az élkihagyassal csokken, akkor
d(X) is csokken. Indukcioval kovetkezik, hogy G — e erd6 minden e € E él-
re. Ezért, ha indirekt feltessziik, hogy G tartalmaz kort, akkor G maga egy
kér, de ekkor |S| = |T(S)| > d(S) —|S|+1 =2|S|—|S|+1 = |5] +1,
ellentmondaés. O

O

1.7.2. El-Menger tjra
Hasonlo triikkel lassuk be az iranyitott él-Menger-tételt.

1.7.7. Tétel (iranyitott él-Menger). Egy D = (V, A) irdnyitott grafban akkor
és csak akkor vezet s-bél t-be k > 1 élidegen 1it, ha minden S st-halmaz kifoka
legaldbb k, azaz

6(S) > k. (1.28)

Bizonyitds. (Elegend6ség.) Nevezziink egy X st-halmaz pontosnak, ha
§(X) =k.

1.7.8. Lemma. Két pontos halmaz metszete és unidja is pontos.

Bizonyitds. Legyenek X ésY egymast metszé pontos halmazok. miatt
S(XNY)>keés 6(XUY) > k. Igy a § szubmodularitasa, valamint X és Y
pontossaga folytan |k| + |k = 6(X) +6(Y) > (X NY)+6(XUY) > k+k.
Emiatt minden egyenl6tlenség egyenlSséggel teljesiil, specialisan §(XNY) = k
és (X UY) =k. O

A lemma ismételt alkalmazéasaval kovetkezik, hogy egy megadott z pontot
tartalmazo pontos halmazok B(z) metszete is pontos.
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A bizonyitasra térve feltehets, hogy D minimalis abban az értelemben,
hogy barmely él elhagyasa utan méar megsériil . Allitjuk, hogy minden
z € V. —{s,t} pont befoka és kifoka egyenls. Valoban, ha mondjuk §(z) >
> o(z), akkor a minimalitds miatt barmely z-bgl kiléps él kilép egy pontos
halmazbol és igy kilép B(z)-bdl is. De ekkor §(B(z) — z) < §(B(2)) — d(2) +
+ 0(2) < §(B(z)) = k, ellentétben az feltétellel. (A §(z) < o(z) eset
hasonlo).

Tehat valoban minden V' — {s,t}-beli pontra §(z) = o(z) és persze a mi-
nimalitas miatt o(s) = 0 . De egy ilyen digrafban létezik §(s) > k élidegen
ut, hiszen s-bél kiindulva és csatlakozo élek mentén haladva §(z) = o(z) mi-
att megkapunk egy t-be vezetd utat, és ezt §(s)-szer megismételhetjiik, mert
a maradék grafban szintén fennall a kifokok és befokok egyenl@sége minden
V — {s,t}-beli pontra. O

1.7.3. Iranyitasi lemma tjra

Szubmodularitast hasznalva belatjuk az kovetkezményben megfogalma-
zott irdnyitasi lemma nemtrivialis irdnyat. Tegytiik fel tehat, hogy adott G =
= (V,E) grafra és m : V. — Z fiiggvényre m(V) = |E| és teljesiil azaz
m(X) < e(X) minden X C V halmazra fennall, ahol e(X) jeloli azon G-beli
élek szamat melyeknek legalabb egyik végpontja X-ben van. Emlékezziink
ra, hogy az e fiiggvény szubmodularis. Nevezziink egy halmazt pontosnak, ha
m(X) = e(X). Eszerint az tires halmaz pontos.

1.7.1. Allitas. Két pontos halmaz metszete és unidja is pontos.

Bizonyitds. m(X)+m(Y)=e(X)+e(Y)>e(XNY)+e(XUY)>m(XN
NY)+m(XUY)=m(X)+ m(Y), amibgl az allitas kovetkezik. O

Az iranyitasi lemma bizonyitasahoz m(V') szerinti indukciot hasznalunk.
Az allitas semmitmondo, ha m(V) = |E| = 0, igy feltehetjiik, hogy van olyan
s pont, melyre m(s) > 0. A lemma miatt létezik egy egyértelmd, legbGvebb
s-et nem tartalmaz6 Z pontos halmaz. Van olyan f = us él, melyre u ¢ Z,
mert kiilonben e(Z + s) = e(Z) = m(Z) = m(Z + s) — m(s) < m(Z + s),
azaz Z + s megsértené a feltételt. Hagyjuk ki az f élt, és csokkentsiik eggyel
m(s) értekét. A keletkezd G’ grafra és m’ befokszam-elGirasra teljestil az (1.6
feltétel, mert ha egy X halmaz megsértené, akkor X eredetileg egy pontos
us-halmaz volt. De a Z valasztasa folytan v € X C Z, ellentétben az u ¢ Z
feltevéssel.

Indukcioval, G'-nek létezik m’ befokt iranyitasa, amihez az us irdanyitott
élt hozzavéve a G-nek m befoku iranyitasat kapjuk.
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1.7.4. Megengedett aramok: Hoffman tétele

Jeloljon D = (V, A) egy iranyitott grafot. Legyen f: A — R U {—o0} also
kapacitas, g : A — R U {+oo} felss kapacitas agy, hogy f < g. Valamely
x: A — R vektorra és S C V részhalmazra legyen 0,(S) := > (z(uv) : uv €
€ A, uv belép S-be) és legyen 0,(S) := 0,(V — S). Az z vektort Aramnak
(circulation) nevezziik, ha teljesiil r4 a megmaradasi szabaly (conservation
rule), azaz g, (v) = 0, (v) fennall minden v cstcsra. (Figyelem: az f-ben meg-
engediink —oo komponenst, ami persze csak annyit jelent, hogy az illet élen
az aram értéke nincs alulrél korlatozva. Ez azt is jelenti, hogy csak az olyan e
élen rendeliink majd az f(e) < z(e) egyenl6tlenséghez dual valtozot, amelyen
az f(e) korlat véges. Analég modon a g-nek lehetnek +oo komponensei, de
az x dram komponensei mindig valosak. Az f als6é korlatban +oo-t, a g felss
korlatban pedig —oo-t nem engediink meg. Néha elGirjuk, hogy az f vagy a
¢ komponensei egészértékiiek legyenek; ebbe beleértjiik a +oo-t is.)

9. Gyakorlat. (a) Igazoljuk, hogy x akkor és csak akkor dram, ha o, (v) <
< 6,(v) fenndll minden v csicsra. (b) Ha x dram, akkor 0,(Z) = 6,(Z)
minden Z CV részhalmazra is fenndall.

Az x aramot megengedettnek (feasible) mondjuk, ha f <z <g.

1.7.9. Tétel (Hoffman). Akkor és csak akkor létezik megengedett dram, ha
0§(X) < 04(X) minden X CV halmazra. (1.29)

Tovdbbd, ha f és g egészértékiek és fenndll, akkor létezik egészértéki
megengedett dram is.

Bizonyitds. A sziikségesség igazolasahoz tegyiik fel, hogy x megengedett dram.
Ekkor 6,(X) — 07(X) > 6,(X) — 0,(X) = 0, amibél kovetkezik.

Tekintsiik a kévetkezd fiiggvényt. S(X) := 64(X) — 05 (X). Most ([1.29)) az-
zal ekvivalens, hogy § nemnegativ. Az X, Y C V halmazokra jelolje d,(X,Y)
az x(e) értékek Osszegét mindazon e élekre, melyek X —Y és Y — X egy-egy
pontjat kotik 6ssze (mindegy melyik irdnyban). A bizonyitas kulcsa a kovet-
kez6 lemma.

1.7.10. Lemma. S(X)+8(Y)=38(XNY)+ (X UY)+d,—;(X,Y).

Bizonyitds. Konnyen ellenérizhetjiik, hogy minden lehetséges él hozzajarula-
sa a két oldalhoz ugyanannyi. O

A Hoffman-tétel bizonyitasahoz visszatérve nevezziink egy e élt pontosnak,
ha f(e) = g(e). Nevezziik csticsok egy Z részhalmazat pontosnak, ha 8(Z) =
= 0. Tegylik fel indirekt, hogy a D digrafra nem igaz a tétel, és valasszunk
egy olyan ellenpéldat (adott D mellett), amelyben a pontos élek és a pontos
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halmazok egyiittes szama maximalis. Az nem lehet, hogy minden él pontos,
mert akkor z := f (= g) az miatt, megengedett dram volna. Legyen
a = st olyan él, amelyre f(a) < g(a).

Allitjuk, hogy a belép egy pontos 1" halmazba. Valoban, ha nem lépne be,
akkor f(a)-t meg tudnank gy novelni, hogy a modositott f’ alsd korlatra
tovabbra is fennallna f' < g és p;/(Z) < §4(Z) minden Z C V-re, tovabba
vagy az a él valna pontossa, vagy pedig egy olyan halmaz, amelybe az a
él belép. Ez a lehetdség azonban ellentmondana a pontos élek és halmazok
maximalis egyiittes szamara tett feltevésiinknek. Tehat az a él valéban belép
egy T pontos halmazba. Analég moédon lathato, hogy a kilép egy S pontos
halmazbol.

Az a él letezése folytan tudjuk, hogy a dg— (S, T) érték szigortan pozitiv.
A lemmat és (L.29)-et alkalmazva kapjuk, hogy 0+0 = 3(S)+ B(T) > B(SN
NT)+ B(SUT) > 0+ 0, amely ellentmondas mutatja, hogy nem létezhet
ellenpélda, és igy a tétel kdvetkezik. Ugyanez a gondolatmenet azt is mutatja,
hogy ha f és g egészértéki, akkor van egészértéki megengedett aram is. O

Megjegyezziik, hogy Hoffman tételébdl kbzvetleniil kiolvashato a maximalis
folyam minimalis vagas tétel.

1.7.11. Tétel (Ford és Fulkerson, MFMC). Egy D = (V, A) digrdfban adott
g+ A = Ry kapacitisra nézve a megengedett st-folyamok maximdlis nagy-
sdga egyenld a min{dy(S) : s € S C V —t} minimummal. Amennyiben g
egészértéki, létezik egészértékd maximdlis folyam is.

33. Feladat. Vezessiik le az MFMC tételbdl a Menger-tétel aldbbi wegyes”
valtozatdt.

1.7.12. Tétel (Menger: vegyes pont-¢l valtozat). Legyen D = (V, A) digrdf
és legyenek k., £ pozitiv egészek. Akkor és csak akkor létezik D-ben kf élidegen
it s-bdl t-be ugy, hogy minden csicson legfeljebb ¢ darab it halad keresztiil, ha
barhogy kihagyva egy X C V —{s,t} halmazt (0 < |X| < k—1), a maradékban
minden st-halmazbol legaldbb (k — | X|)¢ él lép ki.

1.8. Minimalis koltségi feny6k

Legyen D = (V, E) iranyitott graf, amelynek egy adott s pontjabol minden
mas pontja elérhetd egyiranyt dton, azaz D tartalmaz feszitGé s-fenyGt. (A
kovetkezSkben s-feny6n mindig feszits fenyst értiink.) Adott az éleken egy
nemnegativ ¢ : E — R koltségfiiggvény. Keressiink minimalis 6sszkoltsé-
gii (azaz legolcsobb) s-feny6t. Az aldbbiakban el6szér Chu és Liu eljarasat
mutatjuk be, de ezel6tt hasznos az alabbi feladatokat megoldani.
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34. Feladat. Mutassuk meg, hogy a minimdlis kiltségid s-fenyd problémdja
dltaldnositja az irdnyitatlan grdfra vonatkozd minimdlis koltségi feszitd fa
problémdjdt.

35. Feladat. Hogyan lehet minimdlis kéltségl s-fenyd segitségével irdnyitott
grdafban eqy s-bdl t-be vezetd legkisebb koltségi utat megkeresni ?

36. Feladat. Mutassunk példdt arra, hogy a kévetkezd természetes mohd eljd-
rdas nem mindig ad optimdlis s-fenydt: Kiindulva az s pontbol élek egyenkénti
hozzdvételével épitsink fel eqy s-fenydt az aldbbi szabdly szerint. Mindig a
legkisebb koltségi olyan élt vdlasztjuk, amelynek a téve a mdr megkonstrudlt
részfenydben van, mig a feje ij pont.

37. Feladat. Miként lehet az dltaldnos kéltségfigguényre vonatkozo feladatot
visszavezetni nemnegativ koltségek esetére ?

38. Feladat. Ha egy s-tdl kiilonbézd v pontba belépd valamennyi €l koltségét
ugyanazzal az o szammal csokkentjik, akkor minden s-fenyd koltsége a-val
csokken.

Ezen utols6é gyakorlat alapjan feltehetjiik, hogy minden s-t61 kiilénb6zé
pontba 1ép be 0 koltségi él. Amennyiben a 0 koltségd élek Dy részgrafja
tartalmaz s-feny6t, akkor ennek 0 6sszkoltsége nyilvan minimaélis, hiszen a ¢
koltségfiiggvényrdl feltettiik, hogy nemnegativ. A megoldand6 eset tehét az,
amikor Dy nem tartalmaz s-feny6t, azaz nem minden pont érhetd el s-bél.

1.8.1. Lemma. Dy tartalmaz olyan C egyirdnyd kért, amelyben s nincs
benne.

Bizonyitds. Legyen S az s-b6l Dg-ban elérheté pontok halmaza. Ekkor
S-bdl nem vezet ki 0 koltségi él, és a feltevés szerint V' — S nem tires. Most
tetszéleges v € V — S pontba 1ép be uv 0 koltségi él, és tudjuk, hogy u
nem S-ben van. Kovetkezésképpen V — S tartalmaz 0 koltségi élekbsl allo
kort. O

A donts észrevétel az alabbi:

1.8.2. Lemma. A C 0 kdltségd kort dsszehizva az s-fenydk kéltségének mi-
nimuma nem vdltozik.

Bizonyitds. Egy tetsz6leges él 6sszehtizdsédval a minimum bizonyosan nem nd,
hiszen az 6sszehiizas egy eredetileg a koltségii feny6t egy legfeljebb o koltségt
gyOkeresen Osszefliggd digraffa alakit, amely tartalmaz legfeljebb o koltségs
feny6t. Ebbol adodik, hogy tetszéleges kor Gsszehtzéasaval a minimum nem
ng.

Annak belatasahoz, hogy C 6sszehizasakor nem is csokken, valasszunk egy
legolesobb F” s-feny6t az Osszehtizott D’ digrafban. Ennek egyetlen e’ éle 1ép
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be a C kor osszehizéasaval keletkezett ve pontba. Jelolje e = uv az e’ élnek
megfelels eredeti élt, ahol v a C' kornek pontja, mig v nem. Ha a C-beli élek
koziil kihagyjuk a v-be 1épst, akkor egy olyan v-bél indulé P utat kapunk,
amelynek minden éle 0 koltségd.

Most F'-t és P-t osszetéve az eredeti D digrafnak kapjuk egy s-fenysjét,
amelynek koltsége ugyanannyi, mint F’ koltsége. O

Az lemma alapjan elegend6 meghatarozni az 6sszehuzott D’ dig-
rafnak egy minimalis koltségti s-feny@jét, és e meggondolasokat rekurzivan
alkalmazva kiszamithatdé D egy minimalis koltségii s-fenyGje. Ez tehat a ko-
vetkez§ algoritmust jelenti. Az eljaras két fazisbol all. Az els6ben valtakozva
koltségeket csokkentiink és koroket huzunk 6ssze, mig a masodikban megke-
ressiik a kivant s-feny6t.

1. fazis (A) Minden s-t6l kiilénb6z6 v pontra csokkentsiik a v-be 1ép6 élek
koltségét ezen minimumaval.

(B) Dontsiik el, hogy minden pont elérheté-e s-bsl 0 koltsegt éleket hasz-
nélva. Ha igen, menjiink a 2. fazisra. Ha nem, keressiink egy 0 koltségii élekbsl
all6 egyiranya kort, huzzuk Ossze, és az dsszehiizott digraffal menjlink vissza
az (A) pontba.

2. fazis Hatarozzunk meg az aktualis (6sszehuzasok utan keletkezett) digraf-
ban egy 0 koltségii élekbdl allo s-feny6t. Az 6sszehtuzott koroket az Gsszehuizas
sorrendjében visszafelé haladva egymés utan egyenként ,fujjuk vissza’, és az
lemma bizonyitasaban leirt moédon a meglévs s-feny6bsl hatarozzuk
meg a visszafujt digrafnak egy s-fenydjét.

39. Feladat. Tegyiik fel, hogy eqy D irdnyitott grifban nem létezik s-fenyd
(merthogy van olyan s-et tartalmazé X C 'V részhalmaz, amelybdl nem lép
ki él) és uj élek hozzdvételével akarjuk elérni, hogy létezzék. Hogyan lehet ezt
minimdlis kéltséggel megtenni, ha minden lehetséges uj élre adott a hozzdvé-
telének a koltsége ?

40. Feladat. Adott eqy erdsen dsszefiiggd digrdf, €lein kdltségekkel. Mutassuk
meg (valamely kézismert NP-teljes feladatra torténd visszavezetéssel), hogy
minimdlis kéltségld erdsen dsszefiliggd feszitd részgrif keresésének problémd-
ja NP-teljes. Készitsiink olyan polinom ideji eljdardst, amely az optimumnak
legfeljebb kétszeresét adja.

41. Feladat. Igazoljuk, hogy egy digrif akkor és csak akkor erdsen dsszefiig-
g6, ha egyiranyud kérok egymds utdni dsszehizdsdval egyetlen pontra huzhatd.

Chu és Liu fenti eljarasarél konnyen kimutathato, hogy polinomiélis futasi
ideji. Gyakorlati szempontbél azonban nem tilsdgosan hatékony. Az 1. fazis
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(B) lépésében példaul, amikor egy C' kort osszehizunk, lehet hogy az Gssze-
huazéssal keletkezd pontba 1ép be 0 koltségt él, és ilyenkor az (A) lépésre valo
visszatéréskor ott semmi sem torténik, hanem a koltségek valtoztatasa nélkiil
ismét a (B) lépésre keriil a sor. Hogyan lehetne ezeket az {ires (A) 1épéseket
kiiktatni? Ugy, hogy egyszerre nem csak egyetlen kort htizunk 6ssze, hanem
a 0 koltségi élek Dy digrafjanak egy olyan s-et nem tartalmazo erésen Gssze-
fligg6 komponensét, amelybe nem vezet 0 koltségt él. Nevezziink egy ilyen
halmazt forraskomponensnek.

1.8.3. Lemma. Az 1. fazis folyamdn az aktudlis Dy-nak mindig van s-et
nem tartalmazo forrdiskomponense.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy egy tetszSleges D’ digraf erésen Osszefiiggs kom-
ponenseit Osszehuzva aciklikus digrafot kapunk, amelyben biztosan van for-
raspont, ami az Osszehizas el6tti digraf egy forrdskomponensének felel meg.
Marmost legyen D’ az a digraf, amely Dg-bol keletkezik tigy, hogy minden
v pontbol behizunk egy s-be mend 1j élt. Mivel az 1. fazisban vagyunk,
Dy-ban az s-bdl elérhetd pontok S halmaza sztikebb V-nél, és az S a D'-nek
egy erdsen Osszefliggé komponense lesz, amely nem forraskomponens. Tehéat
D’ barmely forraskomponense jo lesz, mert nem tartalmazza s-et. O

Modositott 1. fazis A lemma alapjan modositsuk ugy az 1. fazist, hogy
a 2. lépésben nem csupéan egyetlen egyiranyu kort huzunk 6ssze, hanem egy
teljes, s-et nem tartalmazo K forraskomponenst. Figyeljiik meg, hogy K nem
egyetlen pontbol 4ll, hiszen az (A) lépés miatt minden s-t6l kiilonb6z8 pontba
vezet 0 koltségi él, tehéat egyetlen pont nem lehet forraskomponens.

Ezen lépés Gsszevonasnak nagy elénye, hogy egy-egy mélységi keresés se-
gitségével linearis id6ben mind egy digraf erés komponenseit, mind egy acik-
likus digraf forraspontjait meg tudjuk hatarozni, vagyis Dp-nak az s-et nem
tartalmazo forraskomponense linearis idében megtalalhato.

Kellemetlenség azonban, hogy a 2. fazis fenyGépitési eljarasa attekinthe-
tetlenné valik. Ezt a nehézséget lekiizdendd, elGszor is figyeljiik meg, hogy
az lemma érvényben marad akkor is, ha kor helyett forraskomponens-
r6l beszéliink. Ebbdl kévetkezik, hogy a 2. fazisban a D digrafnak egy olyan
s-fenyGjét kell megkeresni, amelynek minden élének modositott koltsége nul-
la, és amely (%) minden valamikor is Gsszehtizasra keriilt halmazba egyetlen
egy éllel 1ép be. Ezt a célt éri el a kovetkez6:

Moédodositott 2. fazis s-bdl kiindulva 0 (modositott) koltségt élek egyen-
kénti hozzavételével D-ben épitsiink fel egy F' s-feny6t, mindig olyan élt véve
a méar megléve részfeny6hoz, amelynek koltsége az elsd fazis soran leghama-
rabb valt nullava.

1.8.4. Lemma. A megkonstrudlt F s-fenyd kielégiti a fenti (x) tulajdonsdgot,
és igy optimdlis.
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Bizonyitds. Legyen K az 1. fazis soran valamikor 6sszehtzott forraskompo-
nens, és tegylik fel indirekt, hogy F' tobb mint egyszer 1ép be K-ba. Legyen
e = wv az F-nek a K-ba beléps méasodik éle (a 2. fazis fenyGépitésének sor-
rendjében), és jelolje K’ a K-nak azt a részhalmazat, amely az e bevétele
el6tti pillanatban a meglévs részfeny6hoz tartozik. Tekintsiik az 1. fazisnak
a K Osszehuzasa el6tti pillanatat. Ekkor K-ba nem 1ép 0 koltségi él, de a
K altal feszitett 0 koltségi élek erdsen Osszefiiggs digrafot alkotnak. Tehat
e koltsége kés6bb valt nullava, mint ezen éleké. Ily moédon a modositott 2.
fazis elGirasa szerint az e helyett egy K'-b6l K — K'-be vezets 0 koltségii élt
kellett volna a meglévs részfeny6hoz venni. Ez az ellentmondéas bizonyitja a
lemmét. O

A fenti algoritmus segitségével most igazoljuk a legolcsobb fenydk kolt-
ségére vonatkoz6 minimax tételt. Ennek kimondasdhoz nevezziink egy y :
: 2V~ — R, halmazfiiggvényt c-megengedettnek, ha minden e € E élre

c(e) =Y " [y(X) : e belép X-be . (1.30)

1.8.5. Tétel (Fulkerson, 1974). Az s-fenydk minimdlis kéltsége egyenld
max{> [y(X) : X CV —s] : y c-megengedett}. Tovibbd, ha ¢ egészértékd,
akkor az optimdlis y vdlaszthatd egészértékinek.

Bizonyitds. Legyen F' feszits s-feny6 és y egy c-megengedett halmazfiiggvény.
Ekkor

AF)=> lele) e F] >

EZ(Z[y(X):ebelépX—be}:eGF) EZ[y(X):XQV—s]
(1.31)

amibgl max < min kévetkezik. (1.31)-ben akkor van végig egyenlGség, ha a
kovetkezs optimalitasi feltételek teljestilnek.

c(e) = Z [y(X) : e belép X-be | minden e € F élre, (1.32)

y(X) > 0 esetén op(X) = 1. (1.33)

Az alabbi algoritmus egy olyan F' feszitd s-fenyst és megengedett y-t konst-
ruél, amelyre (1.32) és teljesiilnek. Két fazisbol all. Az elsében y-t
konstrualjuk meg, mig a masodikban F-et. Mindkét rész egyfajta értelemben
moho lesz. Az els§ fazis minden lépésében modositjuk a koltségfiiggvényt,
és az aktualis koltségfliggvényt c¢’-vel fogjuk jelolni. Egy e élt a ¢’ aktualis
koltségfiiggvényre nézve 0-élnek nevezziik, ha ¢/(e) = 0.
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1. fazis Amig van V — rg-nak olyan nemiires részhalmaza, amelybe nem
1ép be 0-él, ismételjiik a kovetkezd 1épést. Vialasszunk egy olyan minimélis
nemiires X C V — rg részhalmazt, amelybe nem lép 0-él. Legyen y(X) :
:= min{c(e) : e belép X-be}, és csikkentsiik ¢'(e)-t az y(X) értékkel az
Osszes X -be 1épé e élen.

A modositott ¢’ tovabbra is nemnegativ, és mindazokon az X-be beléps
éleken 0-va valik, amelyeken az el6bbi minimum eléretik. Az 1. fazis tehat
akkor fejez6dik be, amikor mar minden X C V —rq részhalmazba 1ép be 0-€l,
vagyis amikor mar létezik 0-élekbdl allo feszits ro-fenyd.

2. fazis Az rg pontbdl kiindulva, 0-élek egymaés utdni hozzavételével felépi-
tiink egy F ro-fenyét. Ha az épitési eljaras egy lépésében tobb mint egy olyan
0-él van, amely a mar megkonstrualt részfenyé ponthalmazabdl kilép, akkor
azt az élt adjuk a részfeny6héz, amely az 1. fazis soran a leghamarabb valt
0-¢éllé.

Az elsallitas szabalyai miatt vildgos, hogy a megkonstrualt y vektor
c-megengedett, tovabba, hogy ((1.32) fennall.

1.8.6. Lemma. y és F kielégitik —at,

Bizonyitds. Legyen X olyan halmaz, amelyre y(X) > 0, és tegyiik fel indirekt,
hogy or(X) > 1. Ekkor a 2. fazisnak van egy olyan pillanata, amikor az
aktualis F részfenyd olyan, hogy op(X) = 1, és az F’'-hoz éppen hozzaadasra
keriils e él belép X-be.

Tekintsiik most az 1. fazisnak azt a pillanatat, amikor y(X) pozitiv lett.
Ekkor az X-be még nem lépett 0-él, ugyanakkor az X-nek méar minden valodi
nemiires részhalmazéaba lépett. Specidlisan, az X — V' (F’) halmazba is lépett
egy f 0-¢l, és mivel ez X-be nem léphetett, igy f tove XNV (F’)-ben van. Az f
tehat mar y(X) pozitivva valasanak pillanataban 0-él volt, amikor még e nem
volt az. Miutan az f éllel is lehetne névelni az F' részfenyét, ellentmondasra
jutottunk a 2. fazis valasztasi szabalyaval, amely szerint a legkorabban 0-éllé
valt éllel kell névelni az aktualis részfenyst. O

A lemmabol kiévetkezik, hogy az algoritmus &altal megtalalt F' feszit6
ro-feny6 és y megengedett dudlis megoldas kielégitik az optimalitasi felté-
teleket, amibdl az algoritmus helyessége, valamint Fulkerson tétele is kovet-
kezik. O

Maximalis sulya fenyvesek

Az elébbihez kapcsolodik a kovetkezd probléma. Legyen D = (V) E) ismét
egy iranyitott graf, élhalmazan egy w sulyfiiggvénnyel. Keressiink maximalis
sulyua fenyvest!
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Egy (p,y) part fedésnek neveziink, ha p : V — R, ésy : 2V — R,
nemnegativ fiiggvények, melyekre w(u,v) < p(v) + > [y(B) : u,v € B C V]
teljesiil minden uv € E élre. A fedés értéke > [p(v) : v € V]+ > [y(B)(|B| —
—1):BCV].

1.8.7. Tétel (Chu és Liu — 1965, Edmonds — 1967). Egy fenyves sulydnak
mazximuma o fedések minimdlis értékével eqyenld. Ha w egészértéktd, akkor az
optimdlis fedés is vdlaszthaté annak.

Bizonyitds. Kénnyen latszik, hogy max<min. A forditott irdny belatasahoz
egészitsiik ki D-t egy 1j s ponttal, és vezessiink s-bél minden v € V pontba
egy 1j sv élt. Az igy kapott D’ digrafon definidljunk egy c koltségfiiggvényt
a kovetkezSképpen. Az 1j élek koltsége legyen M := max{w(e) : e € E'}, mig
minden eredeti e € E élre legyen c(e) = M — w(e).

Az tétel szerint létezik z : 2¥ — R, c-megengedett halmazfiiggvény
és D'-nek egy F feszits s-fenyGje, amelyek kielégitik -t és —at.
Legyen p(v) := M — > [2(B) : v € B] minden v € V pontra, és B C V,
|B| > 1 esetén legyen y(B) := z(B) (B C V). Kénnyen lathato, hogy az igy
kapott (p,y) fedést alkot D-ben w-re nézve, tovabbé, hogy az értéke egyenls
a D digraf F'N E fenyvesének sulyaval. O

42. Feladat. Legyen T C V — s adott halmaz olyan, hogy a digrdf min-
den pozitiv koltségd élének a feje T-ben van (a kéltségfiigguény nemnegativ).
Olyan minimdlis kéltségi s gydkerd fenydt keresiink, amely T minden pont-
jat tartalmazza (de nem feltétlendl feszité). Mutassuk meg, hogy a feladat
visszavezethetd a minimdlis kéltségu feszitd fenyd problémdjdra.

43. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy D = (V,E) digrdfban éleknek egy adott
F C FE részhalmaza akkor €s csak akkor egészithetd ki s gydkerd feszitd fe-
nydvé, ha nem lehet igy megadni a V — s halmaznak |V| — |F| darab nemiires
részhalmazdt, hogy ezek egyikébe sem lép F-beli él, és E — F minden eleme
legfeljebb egybe lép.

44. Feladat. Tegyiik fel, hogy adott V — s részhalmazainak egy {Ay, ..., A}
rendszere. Hogyan lehetne algoritmikusan elddnteni, hogy a digrdf tartalmaz-e
olyan feszitd fenydt, amely mindegyik A; halmazba pontosan egyszer lép bele ?

1.9. Fenydk és fak pakolasa

Egy iranyitott fat akkor neveztiink fenydének, ha a gyokérpontja kivételé-
vel minden mas pontjdba pontosan egy él 1ép be, azaz a gydkérpontjabol
minden mas pontjaba el lehet jutni egyiranyu tdton. Egy iranyitott erddét
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akkor neveztiink fenyvesnek, ha minden pont befoka legfeljebb egy, azaz
ha az erdé minden komponense fenys. A 0 befokt pontok halmazat a feny-
ves gyOkérhalmazanak nevezziikk. Egy D = (V, A) irdnyitott graf feszits
fenyvesén olyan fenyvest értiink, amelynek ponthalmaza V', mig élhalmaza
az A-nak része. Egy D = (V, A) digrafot egy s pontjara nézve gyokeresen
k-¢élosszefiiggbnek nevezziik, ha

0(X) > k minden nemiires X C V — s halmazra. (1.34)

Menger tétele alapjan ez azzal ekvivalens, hogy a digraf minden pontjaba
vezet s-bdl k élidegen tt.

1.9.1. Tétel (Edmonds: gyenge alak). Egy D = (V, A) digrdf akkor és csak
akkor tartalmaz k élidegen s gydkerd feszitd fenydt, ha D az s-re nézve gyo-
keresen k-élosszefiiggd.

Bizonyitds. (Lovasz) Mivel egy s gyokerd feszité feny minden X C V — s
nemiires halmazba belép, a kivant k fenyd létezése esetén o(X) > k, azaz D
gyokeresen k-élosszefliggs.

Az elegend@ség igazolasahoz élek egyenkénti hozzavételével egy s gyokert
Fy fenyGt épitiink csak arra vigyazva, hogy (*) a maradék D — F; digraf
gyokeresen (k — 1)-élosszefliggd legyen. Megmutatjuk, hogy igy felépithetd
egy feszit6 fenyd, amibdl a tétel indukcioval kovetkezik.

Legyen tehat Fy egy s gyokerii fenyS, amelyre igaz, hogy D' = D — Fy
gyokeresen (k — 1)-élosszefliggs. Jelolje o a D’ digraf befok fiiggvényét, mig
V1 az Fy feny$ ponthalmazat.

Egy X C V — s nemiires halmazt nevezziink pontosnak, ha ¢/ (X) =k —
— 1. Mivel D gydkeresen k-élosszefiiggs, X metszi Vi-et. Ha rdaadasul X a
V — Vi-et is metszi, akkor veszélyesnek nevezziik.

Nincs mit bizonyitanunk, ha F} feszits fenys. Tegytik fel tehat, hogy nem
ez a helyzet. Kimutatjuk, hogy létezik olyan e € A — F} él, amely kilép V;-
bél és amelyet Fi-hez véve (%) tovabbra is fennall. Valamely V3-bol kiléps e
élnek az Fi-hez torténd hozzavétele pontosan akkor rontja el a () feltételt,
ha belép egy veszélyes X halmazba. Ekkor ugyanis az e-nek Fj-be vételével
0'(X) eggyel csokken. Ha nincs veszélyes halmaz, akkor barmely Vi-bél ki-
1ép6 él (van ilyen!) Fi-hez vehets a (x) feltétel elrontésa nélkiil. Tegyiik fel
tehat, hogy vannak veszélyes halmazok, és legyen M egy tartalmazasra nézve
minimélis veszélyes halmaz.

Allitjuk, hogy létezik e = uv € A él, amelyre u € M NV, v € M — V.
Valoban, ha nem létezne ilyen él, akkor k—1 = o'(M) > o/(M —V;) = o(M —
— V1), azaz ilyenkor M — V; megsértené a tétel feltételét.

Allitjuk, hogy e nem lép bele veszélyes halmazba. Valoban, ha indirekt e
belépne valamely X veszélyes halmazba, akkor a (k—1)+ (k—1) = o' (M) +
+0(X) > (XNM)+ 0 (XUM) > (k—1)+(k—1), amibél kdvetkezik, hogy
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X N M is veszélyes, ami ellentmond M minimalis valasztasanak. (Az v pont
M — X-ben van, tehat M N X valodi része M-nek.) Talaltunk tehat egy olyan
e élt, amellyel az Fy feny6t kibdvitve a (%) feltétel tovabbra is érvényben
marad. O

Feladatok

45. Feladat. Hogyan lehet algoritmikusan megkeresni a kivdnt fenydket?
(Szubrutinként hasznalhatjuk a maximaélis folyam, minimalis vagas megkere-
sésére vonatkozo6 algoritmust.)

46. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy digrdfban barmely €lt elhagyva a (s, v)
értéke csokken valamely v csicsra, akkor minden v csicsra A(s,v) = o(v).

47. Feladat. Legyen c olyan nemnegativ, valds siulyozds a D digrdf élhalma-
zdn, amelyre 9.(X) > 1 teljestil minden ) # X CV — s halmazra. Nevezziink
egy X halmazt szorosnak, ha itt eqyenldség teljesil. Igazoljuk, hogy létezik
olyan s-gydkeri feszitd fenyd, amely minden szoros halmazba pontosan egy-
szer lép be.

48. Feladat. Igazoljuk az Edmonds tétel aldbbi kiterjesztését. Legyen D =
= (V, E) irdnyitott grdf. Legyen F a V — s részhalmazainak olyan rendszere,
amelyre XY € F, X NY # 0-b6l kovetkezik, hogy X UY, X NY € F.
Amennyiben minden X € F halmaz befoka legaldbb k, akkor E felbonthato k
részre ugy, hogy minden X € F-re mind a k rész tartalmaz X -be lépd élt.

Gyokeresen k-é16sszefliggdvé iranyitas

Kovetkezd célunk levezetni Tutte tételét diszjunkt feszits fak létezésérsl. Eh-
hez igazolunk egy iranyitasi tételt, majd alkalmazzuk Edmonds tételét.

Egy G iranyitatlan grafnak pontosan akkor van olyan irdnyitasa, amelyben
egy megadott s pontbol minden més pont iranyitott iton elérhets, ha a graf
Osszefiiggs. Kérdés, hogy altalanosabban, adott & > 1 egészre mikor létezik
a G-nek adott s pontjara nézve gyokeresen k-élosszefiiggd iranyitasa, azaz
olyan, amelyben minden nemiires V' — s-beli részhalmaz befoka legalabb k.
Az alabbi tétel nemcsak ezt a tulajdonsagot karakterizalja, hanem rogton
megadja az un. deficites alakot is, amely azt mondja meg, hogy legkevesebb
hany 4j él hozzdadasaval létezik a keresett iranyitas.

1.9.2. Tétel. Legyen a G = (V, E) irdnyitatlan grifnak s egy kijelolt pontja,
€s legyen v nemnegativ egész. Akkor és csak akkor lehet G-hez v 1j élt gy
hozzdadni, hogy a megnovelt grifnak létezik s-bdl gyokeresen k-élosszefiiggd
irdnyitdsa, ha

e(F)>k(t—1)—x (1.35)
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teljesil V- minden F := {V1,...,Vi} particidjira. Az ij élek mind vdlasztha-
tok s-bdl indulonak.

Bizonyitds. Egy s-bdl k-élosszefliggs iranyitast nevezziink réviden jonak. Ha
v 1j él hozzdadasa utén létezik jo iranyitas, akkor mindegyik s-et nem tar-
talmazo V; részhalmazra o(V;) > k, igy e(F) +~ > e (F) > k(t — 1), ahol az
et jeldlés a megndvelt grafra utal, azaz fennall.

Az elegenddség igazolasihoz adjunk G-hez minimalisan sok s végponta
aj élt ugy, hogy a kiegészitett grafban mar létezzék jo iranyitas. Jelolje a
minimumot /. Célunk azt kimutatni, hogy v < 7.

Jel6lje p a megnovelt graf jo irdanyitasdnak a befokfiiggvényét. Feltehetjiik,
hogy o(s) = 0. Nevezziink egy X C V — s halmazt pontosnak, ha o(X) = k.
Ha X és Y két egymast metszs, pontos halmaz, akkor k+k = o(X)+0(Y) >
> o(XNY)+o(XUY) > k+k miatt a metszet is és az unio6 is pontos. Ebbdl
az is kiadodik, hogy ha pontos halmazok egy rendszere Gsszefiiggs hipergréfot
alkot, akkor a halmazok metszete is pontos.

Jelolje T azon pontok halmazat, melyek legalabb egy Gjonnan hozzaadott
él végpontjabol az adott iranyitasban elérhetsk. Nyilvan s ¢ T és o(V —T) =
=0.

1.9.3. Lemma. Ha Z pontos és ZNT # 0, akkor Z C T.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy Z € T. Ekkor YV := V — T-re k = oY) +
+0Z2)=0YNZ)+oYUZ)+d"(Y,Z) > k+0+d"(Y,Z) > k. Ebbol
oY UZ) =0 ¢ dr(Y,Z) = 0 adodik. Az els6 egyenléség miatt van olyan
e = st 4 él, amelyre t € Z (mert kiilonben 7' N Z pontjai semelyik ] él
fejébdl nem lehetnének elérhetsk). Ekkor viszont az e él miatt d+ (Y, Z) > 0,
amely ellentmondas a lemmat bizonyitja. O

Két eset lehetséges. Ha létezik T-ben olyan v pont, amely nincs benne
pontos halmazban, akkor vegyiink egy olyan st 0j élt, amelyre ¢t-b6l vezet
v-be egy P iranyitott ut. Forditsuk meg P éleinek iranyitasat, és hagyjuk ki
az st élt. Mivel v nincs pontos halmazban, az Gj iranyitas tovibbra is jo lesz,
ellentmondéasban az 1j élek szaimanak minimalitasaval.

Nézziik most azt az esetet, amikor T" minden pontja benne van pontos
halmazban. Jelolje Vi, ..., V;_1 azon maximAalis pontos halmazokat, melyek
metszik T-t. Fentebb lattuk, hogy ezek paronként diszjunktak, és hogy a T'
particiojat alkotjak. Legyen Vi :=V —T és F := {Vi,...,V;}. Mivel o(V;) =
= 0, és minden 4j él belép T-be, azt kapjuk, hogy k(t — 1) = > [o(V;) : i =
=1...,t-1D]=>[o(Vi):i=1,....¢ :6+(]:) =e(F)+7, igy ‘ét
hasznalva, v/ = k(t — 1) — e(F) < v adodik. O

Adott pozitiv egész k-ra és egész [ szamra egy G = (V, E) iranyitatlan gra-
fot akkor neveziink (k, £)-particié-6sszefiiggdnek, ha V' pontjainak minden
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t > 2 részes particiojara a koztes élek szama legalabb k(t — 1) +¢. A (k,0)-
particio-Osszefliggd grafokat roviden k-particio-osszefliggének nevezziik. Az
feltetel tehat azt jelenti, hogy a G graf (k,—-)-particio-osszefiiggs.
Erdemes a v = 0 specialis esetet kiilon megfogalmazni.

1.9.1. Ko6vetkezmény. Egy G grdifnak akkor és csak akkor létezik s-b6l gyo-
keresen k-élosszefiiggd irdnyitdsa, ha G k-particic-osszefiiggd.

1.9.4. Tétel (Tutte). Egy irdnyitatlan G = (V, E) grdfban akkor és csak
akkor létezik k élidegen feszitd fa, ha G k-partico-osszefiiggd.

Bizonyitas. A tétel kozvetlenill adodik Edmonds diszjunkt fenySkre vonatko-
z6 tételebdl és az [1.9.1] kovetkezmeénybdl. O

1.9.1. Fedés fenyvesekkel és erdékkel

Az Edmonds-tétel egy masik érdekes alkalmazasa a kovetkezd.

1.9.5. Tétel. A D = (V, A) digrdf élhalmaza akkor és csak akkor fedhetd le
k fenyvessel, ha (i) minden pont befoka legfeljebd k, és (ii) i(X) < k(| X|—1)
teljesil minden X C V' halmazra, ahol i(X) jeloli az X dltal feszitett élek
szdmat.

Bizonyitds. Mindkét feltétel sziikségessége nyilvanvalo. Az elegenddGséget ele-
mi konstrukcioval igazoljuk. Adjunk a digrafhoz egy 4j s pontot és minden
v pontra k — o(v) parhuzamos élt s-bdl v-be. Az uj D’ digrafban minden
X C V halmazra fennall o' (X) = o(X) + > [k — o(v) : v € X] = o(X) —
—o(X) —i(X)+k|X| > k. Az[L.9.1] tétel szerint létezik k diszjunkt s gySkerti
feszit6 fenys. Ezeket az eredeti D-re megszoritva k fenyvest kapunk, melyek
fedik D éleit. O

1.9.6. Tétel (Nash-Williams). Egy G = (V, E) irdnyitatlan grif élhalmaza
akkor és csak akkor fedhetd le k erddvel, ha a csiucsok tetszéleges X nemiires
részhalmaza legfeljebb k(| X| — 1) €lt feszit.

Bizonyitds. Egy erdd legfeljebb |X| — 1 darab X altal feszitett élt tud fedni,
k erdd pedig legfeljebb k-szor ennyit, igy a feltétel sziikséges.

Az elegend@séghez figyeljiik meg, hogy az iranyitasi tétel (ii) része
alapjan G-nek van olyan iranyitasa, amelyben minden pont befoka legfeljebb
k, igy az tételt alkalmazhatjuk. O

49. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy (egyirinyi) pdrhuzamos éleket és hur-
kokat mem tartalmazd digrifban minden pont befoka legfeljebb K, akkor az
élhalmaz lefedhetéd K + 1 fenyvessel.
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1.10. Maximalis parositasok

Valamely G iranyitatlan grafra jelolje v = v(G) a fliggetlen élek maximalis
szamét, vagyis a legnagyobb parositas elemszamat. Kénig tétele szerint paros
grafban ez egyenld az éleket lefogd pontok minimalis 7 szdmaval. Nem péros
grafokban a ¥ = 7 minimax relacié méar nem feltétleniil igaz, amint ezt a ha-
romszog példaja mutatja. Itt v = 1,7 = 2. Altalanos grafokra vonatkozik az
alabbi jellemzés, amit valojaban méar az|1.6|szakaszban levezettiink a Tutte-
tételbsl. Most bemutatunk egy direkt bizonyitast, amelynek hatranya, hogy
ez sem algoritmikus, ugyanakkor az itt szereplé megkozelités kiterjesztésével
lehet a maximalis stulyt parositas silyara vonatkoz6é minimax tételt igazolni
(lasd pl. Frank A. Poliéderes kombinatorika c. elektronikus jegyzetét).

1.10.1. Tétel (Berge-Tutte-formula). G-ben a fiiggetlen élek maximdlis v(G)
szamdra €rvényes:

v(G) = min{|V] —¢(X) +[X]} /2 (1.36)
ahol q(X) jeloli az X elhagydsdval keletkezd pdratlan pontszdmi komponensek
szdmdat.

Bizonyitds. Ezt a tételt mar korabban levezettiik Tutte tételébdl, most egy
kozvetlen bizonyitast is adunk. Ahogy ezt kordbban maéar emlitettiik, egy
Osszefiiggs grafot akkor neveziink faktorkritikusnak, vagy roéviden kritikus-
nak, ha barmely pontjat elkeriili maximalis elemszami parositéas.

1.10.2. Lemma (Gallai). G kritikus grdifban a maximdlis pdrositds egyetlen
pontot hagy fedetlendil.

Bizonyitds. A definiciobdl kapjuk, hogy G-nek nincs teljes parositasa. Tegytiik
fel indirekt, hogy egy M maximalis parositas legalabb két pontot nem fed.
Valasszuk M-et és a fedetleniil marad6 s és ¢ pontokat tugy, hogy az s és t
pontok G-beli tavolsaga a lehetd legkisebb legyen. Persze ez a tavolsdg nem
egy, azaz s és t nem szomszédos, mert akkor az st élt M-hez lehetne venni,
ellentétben M maximaélis voltaval. Legyen P egy legrévidebb 1t s és t kozott,
és legyen z ennek egy bels pontja. Mivel G kritikus, 1étezik egy z-t elkeriilé
maximélis elemszamua M, parositas. M, s és t valasztasa miatt M fedi a P ut
minden bels§ pontjat, igy z-t is. Tekintsiik a z-bél indulé M — M, -alternalo
utat, amelynek els6 éle M-beli, igy utolsé xy éle az M, maximalitdsa miatt
sziikségképpen M,-beli. Az y pontot tehat nem fedi M, és értelemszertien
y kiilonbozik s és t egyikétdl, mondjuk s-t6l. Ekkor az alterndlé it mentén
cserélve egy olyan parositast kapunk M-bél, amelynek elemszama megegyezik
M-ével, azaz amelyik szintén maximalis, tovabbé szabadon hagyja z-t és s-et,
ellentmondasban M, s és t valasztasaval. O
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Térjiink ra a Berge-Tutte-formula bizonyitasara. Tetszbleges M parositas
és X C V halmaz esetén legalabb ¢(X) — |X| pont marad fedetlen, azaz
M legfeljebb |V] — (¢(X) — | X]|) pontot fed, igy az M elemszama legfeljebb
(V] - q(X) +|X])/2. Igy a formulaban a v(G) < min irany kovetkezik.

A forditott egyenlGtlenség bizonyitasahoz V' elemszama szerinti indukciot
alkalmazunk. Ha |V| = 0, akkor ([1.36) mindkét oldala 0. Tegyiik fel tehat,
hogy |V| > 1, és azt, hogy az mula érvényes minden kisebb grafra.
Nyilvan feltehets, hogy G sszefiiggs. Azt kell kimutatnunk, hogy létezik egy
olyan Xy C V halmaz, amelyre

v(G) = (V] = a(Xo) + [Xol)/2. (1.37)

1. eset G nem kritikus, azaz van olyan v pontja, amelyet elhagyva a keletkezs
G’ grafra v(G') < v(G)—1. Legyen V' := V —v. Indukeiét hasznalva kapjuk,
hogy létezik olyan X C V — v, amelyre v(G') = (|V'| — ¢'(X{) + |X§1)/2,
ahol ¢'(X()) a G’ — X/-ben jeloli a paratlan komponensek szamat. Legyen
Xo = X} +v. Nyilvan ¢(Xo) = ¢'(X{)). Ezeket 6sszevetve kapjuk: v(G) —
1 (@) = (V'] — (X)) + IX5D/2 = (V] — a(Xo) + [ Xo| — 2)/2, ami
éppen .

2. eset G kritikus. A Gallai lemma alapjan v(G) = (|]V| — 1)/2. Tehat
Xo = 0 valasztassal v(G) = (|V]—1)/2 > (V]| —q(Xo) + | X0|)/2, azaz (1.37)
fennall. O

Algoritmikus bizonyitas

A Berge—Tutte-formula nemtrivialis iranyara bemutatunk egy harmadik bizo-
nyitast is, amely mar elvezet majd egy maximalis parositds meghatarozasara
szolgalo algoritmushoz. A bizonyitas két megfigyelésen mulik.

Legyen M egy parositas. Egy olyan M-alternalé utat, amely két szabad
(azaz M altal nem fedett) pontot kot dssze, M-névels vagy roviden névels
utnak neveziink.

1.10.3. Lemma (Berge). A G = (V, E) grdf egy M pdrositdsa akkor és csak
akkor maximdlis elemszamai, ha nincsen M -néveld 1it.

Bizonyitds. Amennyiben P M-névels ut, ugy az M’ := M & P szimmetrikus
differencia olyan péarositas lesz, amelynek eggyel tobb éle van, mint M-nek,
vagyis ilyenkor M nem lehet maximalis.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy létezik egy M-nél nagyobb N parositas.
Ekkor az M & N szimmetrikus differencia komponensei M-alternalé korok és
utak. Miutan |N| > | M|, az egyik komponensben sziikségképpen tébb N-beli
él van, mint M-beli él, de akkor ez a komponens egy M-ndvel§ 1ut. O



56 1. OPTIMALIZALAS GRAFOKON

Nevezziik G egy K paratlan korét kehelynek, ha G-nek létezik olyan M
parositasa, amely K egyetlen r pontjat nem fedi és az r-bdl a koron akar-
melyik irdnyba elindulva minden mésodik él M-beli. Az r pontot a kehely
bazisanak hivjuk, és azt mondjuk, hogy M és K illeszkednek.

1.10.4. Lemma (Edmonds). Legyen K egy kehely és M egy illeszkedd ma-
ximdlis pdrositdsa G-nek. Ekkor a K 6sszehiizdsdval keletkezd G’ grdfban az
M’ := M — K pdrositds maximdlis elemszdmai.

Bizonyitds. Indirekt, ha M’ nem lenne maximaélis G’-ben, akkor a Berge-
lemma miatt létezne egy M’'-névels P’ 4t G'-ben. Amennyiben P’ nem tar-
talmazza a K Osszehtizasaval keletkezett vy pontot, gy P’ egy M-noveld
utat adna G-ben, ami ellentmondana M maximalitasanak. Ha viszont P’
tartalmazza vi-t, akkor ott végzddik. Jelolje z a K-nak azt a pontjat, ahol a
P’-nek megfelels G-beli P at végzédik. Ha z megegyezik a K kehely r bazi-
saval, akkor P egy M-no6vels ut. Ha z # r, akkor legyen ) az a K-ban z és r
kozott vezetd M-alternalo ut, melynek z-nél levd els éle M-ben van. Ekkor
P + @ egy M-novel$ it G-ben, ellentmondasban M maximalitaséval. O

50. Feladat. Igazoljuk, hogy ha M mnem mazximdlis G-ben, akkor M' nem
maximdlis G'-ben.

Bizonyitds. (A Berge-Tutte formula nemtrivialis iranyara.) Nevezziink gat-
nak egy olyan X halmazt, amelyre a minimum a Berge-Tutte-formulaban
felvétetik. Tetszsleges X C V halmaz és M parpsitas esetén pontosan akkor
teljesiil |M| = (V| — ¢(X) + |X])/2, ha az alabbi (a), (b) és (c) feltételek
teljesiilnek. Ekkor persze X biztosan gat, az M pedig maximalis parositas (a
Berge-Tutte-formula kénnyt irdnya miatt).

(a) Az X elhagydsdval keletkezd barmely C' komponensre az M-nek a C-be
esd része legfeljebb egqy pont hijin fedi C-t.

(b) X nem feszit M-beli élt.

(¢) M fedi X minden pontjdt.

Célunk egy olyan M maximaélis parositas és egy X C V részhalmaz léte-
zését kimutatni, melyre az (a), (b) és (c) G.n. optimalitasi kritériumok fenn-
allnak. A pontok szdma szerinti indukciét hasznalunk.

Tegyiik fel el6szor, hogy létezik egy K kehely és egy illeszkedd M maximalis
parositas. Ekkor az Edmonds-lemma szerint M’ = M — K maximalis parositas
a K osszehuzéasaval kapott G'-ben. Indukcié miatt létezik pontoknak egy
olyan X részhalmaza G'-ben, melyekre (a), (b) és (c) fennall. Mivel a K
Osszehiizasaval keletkezett vy pont fedetlen G’-ben, igy nincs X-ben, és ezért
X az eredeti G-ben is teljesiti az optimalitéasi kritériumokat.

Tegyilik most fel, hogy nem létezik kehely G-ben, amely maximélis pa-
rositasra illeszkedik. Legyen M egy maximalis parositas. Egy F' erdérdl azt
mondjuk, hogy M-alternalé, ha
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(i) F minden komponense egyetlen fedetlen pontot tartalmaz, amelyet a kom-
ponens gytkerének neveziink.

(ii) F barmely pontjabol a gyokérhez vezetd ut M-alternalo.
(iii) Ha valamely uv € M élre a v pont F-ben van, akkor w is.

Legyen F' egy maximalis M-alternélé erdd. Az F erd6ben nem szerepls G-
beli pontok halmazat tisztasnak hivjuk és C' := C(F)-fel jeloljiik. Nyilvan
az M-nek C-ben levé élei C-t teljesen parositjak. Kiilsé pontnak hivjuk az F
azon pontjait, melyek a gyokértsl paros tavolsidgban vannak, mig az F' tobbi
pontja bels6 pont.

1.10.5. Lemma. Ha nem létezik maximadlis pdrositdsra illeszkedd kehely,
akkor kiilsd pontbdl csak belsébe vezethet él.

Bizonyitds. Az F maximalitasa miatt kiilsé pontbol nem vezet €l a tisztasra.
Az F két kiillonb6z6 komponensében 1évE kiilsé pontok kozott sem vezethet
él, mert egy ilyen uv élt a két komponensben kiegészitve az u-bol, illetve a
v-b6l a megfelels gydkerekbe vezeté M-alternald utakkal egy M-noveld utat
kapnank.

Végiil belatjuk, hogy az F' egy F; komponensébe esé két kiils6 pont kozott
sem vezethet él. Tekintsiik ugyanis egy ilyen élnek az F fahoz tartozé K
alapkorét, amelynek az Fy r; gyokeréhez legkdzelebbi pontja legyen r. Legyen
P az Fi-ben az ry és r kozott vezets alternélo ut. Most My = M @ P egy
maximalis parositis, amely illeszkedik K-ra, ellentmondasban a feltevéssel,
hogy nem létezik kehely. O

Jelolje X a bels§ pontok halmazat. Az F' definiciojabol rogton kovetkezik,
hogy a (b) és (c) optimalitasi feltételek teljesiilnek X-re. A lemmabol pedig
azt kapjuk, hogy (a) is fennall, hiszen G — X péaros elemszami komponen-
sel a tisztast particionaljak, mig a péaratlan elemszamu komponensei mind
egyelemiiek, éspedig a kiilsé pontok. O

Az algoritmus

A fenti bizonyitast konnyen algoritmussé alakithatjuk. Az eljaras fazisokbol
all. Egy fazisban valamely kordbban megtalalt M parositasbol indulunk ki és
keresiink egy P M-novels utat. Amennyiben talalunk, tgy az M’ :== M © P
szimmetrikus differencia olyan péarositas lesz, amelynek eggyel tobb éle van,
mint M-nek, és ekkor a kovetkezs fazisra tériink. Amikor az algoritmus méar
nem talal M-alternal6 utat, akkor megad majd egy X részhalmazt, amely az
aktualis M parositassal egyiitt kielégiti a harom optimalitési feltételt.

Legyen tehat M valamilyen parositas, S a szabad (fedetlen) pontok hal-
maza és v € V — S-re jeloljiikk p(v)-vel a v parositasbeli szomszédjat. Az S
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pontjaira pedig legyen u(v) = v. Az eljaras egy F M-alternalo erdét épit
fel. Kiindulaskor F' a szabad pontokbél 4ll és élt nem tartalmaz. Az altalanos
lépés leirdsdhoz legyen F' M-alternalé erds. Harom esetet kiilonboztetiink
meg.

1. eset Az F-nek létezik olyan u és v kiils§ pontja, melyek az F kiilonb6z6
komponenséhez tartoznak és amelyek kozott vezet él a grafban. Ekkor az u
és v komponensében a gyokerekhez vezet§ két alternald utat az uv él mentén
Osszekapcsolva egy P novel6 utat kapunk, és ekkor az adott fazis véget ér.

2. eset [F-nek létezik olyan u kiils6 pontja, amely szomszédos egy tisztéson
1évs v ponttal. Ekkor az uv élt és a vu(v) parosito élt F-hez véve nagyobb
M-alternald erdst kapunk.

3. eset F-nek egy komponensében létezik u és v kiils6 pont, melyek szom-
szédosak. Ekkor az F-ben az u-t és v-t Gsszekots egyértelmd ut az uwv éllel
egyiitt egy K paratlan kort alkot. Hizzuk Gssze K-t egy v pontta. Ekkor
F-bél egy masik M-alternald erdd keletkezik, melynek az 6sszehtizott pont
kiils6 pontja.

Az Edmonds-lemmabol kévetkezik, hogy ha az 6sszehizott grafban létezik
novels ut, akkor ebbdl elallithatjuk az eredeti graf egy névels utjat. Ebbsl
az is kovetkezik, hogy ha az 1. eset olyankor fordul el6, amikor mér bizonyos
Osszehuzasokat végrehajtottunk, akkor az eredeti grafnak is el tudjuk allitani
egy novels utjat. Azt is megfigyelhetjiik, hogy (esetleg tobbszori) dsszehuzas-
sal keletkezett pont Gsképe olyan halmaz, amelyet a belees§ M-beli élek egy
pont hijan parositanak.

Tehat: ameddig a 2. vagy 3. eset fordul eld, jarjunk el az ott leirtak szerint.
Amennyiben az 1. eset kévetkezik be, azaz az 6sszehizott grafban van névels
ut, akkor keressiink az eredeti grafban névels utat és egy nagyobb péarositast,
majd térjiink a kévetkezd fazisra.

Végezetiil amikor a fenti hdrom eset egyike sem all fenn, akkor a bels6
pontok X halmaza, amint a fenti bizonyitasban mar igazoltuk, teljesiti az
optimalitasi feltételeket.

Kanonikus gat

1.10.6. Tétel (Lovasz). Eqy dsszefiiggd graf akkor és csak akkor kritikus, ha
felépithetd barmely pontjdbol kiindulva pdratlan élszami filek egymds utdni
hozzdavételével (ahol egy fiil vagy egy egyszerd ut, amelynek csak a két vég-
pontja kozos a megléve graffal, vagypedig egy kor, amelynek egyetlen pontja
koéz6s a meglévs graffal.)
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Bizonyitdas. A Gallai-lemma nyomén a kritikussagnak azt az ekvivalens de-
finici6jat hasznéljuk, hogy barmely pontot kihagyva létezik teljes parositas.
Egyszert ellendrizni, hogy a felépitési miivelet kritikus grafot eredményez.

A forditott iranyhoz legyen r a graf egy tetszéleges pontja és M a G —r
egy teljes parositasa. Azt fogjuk belatni, hogy G felépithet r-bdl olyan M-
alternalo fiilek hozzavételével, amelyek els§ és utolsé éle nem M-beli. Egy
ilyen M-alternald fiill mindig paratlan élszamai.

Tegylik fel, hogy r-bdl kiindulva méar felépitettiikk G-nek egy részgrafjat a
megadott modon. Jeldlje a részgraf ponthalmazat T'. (Kezdetben T' az egyet-
len r pontbol all.) Készen vagyunk, ha T = V, ekkor ugyanis a még G-bdl
esetleg hianyzé éleket egyéli M-alternéld utakként bevéve megkapjuk G-t.
Ha még T # V, akkor G Osszefiigg6sége miatt 1étezik olyan uwv él, amelyre
u € T,vegT. A graf kritikus, igy v-bdl létezik r-be vezetd paros M-alternald
ut (ilyet talalunk az M és a G — v egy teljes parositasanak unidjaban). Le-
gyen ennek p az elsé T-be es6 pontja és jelolje P’ az ttnak v-b6l p-be vezets
szegmensét. Most az uv €l a P’-vel egylitt egy M-alternalo utat vagy kort
alkot, amellyel T" tovabb épithetd. O

Most igazolni fogjuk, hogy a Berge-Tutte-formuldban szerepls gatak ko-
zOtt van egy ,kanonikus”.

1.10.7. Tétel (Edmonds és Gallai). A G = (V, E) grdfban jelélje D(G) azon
pontok halmazdt, amelyeket G-nek valamely maximdlis pdrositdsa nem fed le.
Alljon A(G) a V — D(G) azon pontjaibsl, melyeknek van D(G)-beli szom-
szédja, és legyen C(G) a maradék pontok halmaza. Ekkor A(G) gdtja G-nek,
éspedig éppen az a gdt, amelynek elhagydsdvdl keletkezd pdratlan komponen-
sek unidja a lehetd legszitkebb. D(G) a V — A(G) pdratlan komponenseinek
egyesitése, C(G) pedig a V — A(G) pdros komponenseinek egyesitése. D(QG)
komponensei kritikus grdfok. Végil, ha eltoroljik C(G)-t valamint az A(G)
dltal feszitett éleket, és a V — A(Q) pdratlan komponenseinek mindegyikét
egy-eqy pontra hizzuk dssze, akkor olyan pdros grdfot kapunk, amelyben az
A(G) minden X nemdires részhalmazdnak legaldbb | X |+ 1 szomszédja van.

Bizonyitds. Tetsz6leges A’ gathoz jelolje D’ a G — A’ paratlan komponensei-
nek unidjat, C’ pedig a parosakét. Tetszbleges maximalis M’ parositas esetén
az M’ lefedi A’-t és C'-t. Ezért D(G) biztosan része D’-nek.

Legyen most A’ egy olyan gat, amelyre D’ minimalis. Ekkor D’ kompo-
nensei kritikusak, mert ha mondjuk az egyik K komponens nem volna az,
akkor a K altal feszitett G[K] grafnak létezne nemiires X' gatja, amelyet
A’-hoz véve a G-nek egy olyan gatjat kapnank, ahol a paratlan komponensek
unibja valodi része volna D’-nek.

Ervényes tovabba, hogy ha eltorsljiik C’-t és az A’-ben lévs éleket, és a D'~
beli paratlan komponensek mindegyikét egy-egy pontra huzzuk, akkor olyan
paros grafot kapunk, amelyben az A’ minden X nemiires részhalmazanak
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legalabb | X| + 1 szomszédja van. Valoban, ha volna egy ezt nem teljesité X
halmaz, akkor A" — X is gat lenne G-ben, amelynek elhagyasaval keletkez6
paratlan komponensek uniéja valodi része lenne D’-nek. Ebbél kapjuk, hogy
D’ barmely K paratlan komponenséhez létezik maximalis parositas, amely
nem tartalmaz K-ba lépé élt, és igy K kritikussaga miatt K béarmely pont-
jahoz létezik 6t elkeriils maximalis parositas. Vagyis D’ = D(G). Mivel A’
gat, igy minden pontjabol vezet él D’-be, ugyanakkor C’ semelyik pontjabol
nem vezet €l D'-be. Tehat A’ = A(G), és emiatt C' = C(G). O

A fenti algoritmus tovabbi elemzésével igazolni lehet a kévetkezot.

1.10.8. Tétel. A Edmonds—Gallai-tételben szereplé A(G) gdt éppen az a
gdtja G-nek, amelyet az algoritmus megtaldl, vagyis a belsé pontok halmaza.
C(G) az algoritmus dltal taldlt tisztds.

1.11. Perfekt grafok

A G = (V, E) irdnyitatlan grafban a kovetkezo jeloléseket hasznaljuk.

X(G) kromatikus szdm: a legkisebb szam, ahany stabil részhalmazra a cst-
csokat fel lehet bontani,

w(G): a maximalis klikk elemszama,

X(G) klikkfedési szam: a komplementer graf kromatikus szama,

a(G): a maximalis stabil halmaz elemszama (= w(G)).

Nyilvan x > w és ¥ > a. Egy G = (V, E) grafot akkor neveziink per-
fektnek, ha minden feszitett G’ részgrafjaban x(G') = w(G’), vagyis a kro-
matikus szam egyenld a maximalis klikk méretével. Egy paros graf nyilvan
perfekt, és a komplementere is az (a Konig-tétel fedési alakja miatt). H péa-
ros graf élgrafja is perfekt hiszen az élgraf kromatikus szama éppen a H graf
X'(H) élszinezési szdma, mig a klikkszdma a H maximalis A(H) fokszdma,
méarpedig Kénig élszinezési tétele szerint x'(H) = A(H). A H paros graf él-
grafjanak komplementere is perfekt, mert egyrészt ennek egy stabil halmaza
a H egy csucsaban végz6ds élei halmazéanak felel meg, vagyis a kromati-
kus szama épp H lefogd pontjainak minimalis 7(H) szadma, masrészt pedig
egy klikkje a H egy péarositasanak felel meg, marpedig Koénig tétele szerint
7(H) = v(H). Részbenrendezett halmaz grafja (comparability graf) is per-
fekt a Mirsky-tétel miatt, és a komplementer grafja is perfekt a Dilworth-tétel
miatt.

1.11.1. Tétel (Lovasz 1. perfekt graf tétele). Egy perfekt grdf komplementere
perfekt.
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A tétel rogvest adodik az alabbi erésebb valtozatbol.

1.11.2. Tétel (Lovasz 2. perfekt graf tétele). Egy G = (V, E) grdf akkor és
csak akkor perfekt, ha minden G' = (V' | E') feszitett részgrifidra

V'] < a(Gw(G) (1.38)

Bizonyitds. (Gasparian) Ha G perfekt, akkor V felbonthato w(G) darab sta-
bil halmazra. Ezek mindegyike legfeljebb a(G) elem, ezért |V| < a(G)w(G),
és ugyanez érvényes a G minden G’ feszitett részgrafjara is. Tehat (1.38)
sziikséges.

A forditott iranyhoz azt kell igazolnunk, hogy ha G imperfekt (azaz nem
perfekt), akkor létezik —at sérts G’ feszitett részgrafja. Ez avval ekviva-
lens, hogy ha G (tartalmazasra nézve) minimalis imperfekt, akkor n > aw,
ahol n = |V|, a = a(G), w = w(G). Ezért a tétel kovetkezik az alabbi
lemmabol.

1.11.8. Lemma. Ha G = (V, E) minimdlis imperfekt grdf, akkor n = aw+1.

Bizonyitds. Jeloljiik az aw—+1 értéket n*-gal. Mivel egy s pontraa G' = G—s
graf perfekt, igy n — 1 < a(Gw(G') < aw, vagyis n < n*. Célunk tehat a
forditott n* < n irany igazolasa.

1. Allitas Minden S # () stabil halmazra x(G — S) = w(G — S) = w(Q).

Bizonyitds. x(G — S) = w(G — S) kévetkezik abbol, hogy G — S perfekt. A
G — S egy szinezéséhez az S halmazt hozzavéve a G szinezését kapjuk, amibdl
X(G) < x(G = S) + 1 addédik. Ha most indirekt w(G — S) + 1 < w(G) volna,
akkor x(G) < x(G—95)+1=w(G—-5)+1 < w(G), ellentmondasban G
minimaélis imperfektségével. O

2. Allitas Tetszdleges s csicsra G — s felbonthaté Si, ..., S, stabil halma-
zokra. G-nek barmely K w elemd klikkje vagy (2A) nem tartalmazza s-et,
és mindegyik S;-t pontosan egy elemben metszi vagypedig (2B) tartalmazza
s-et, és ekkor egyetlen S;-tdl diszjunkt, a tobbit pedig pontosan egy elemben
metszi.

Legyen Sy egy « elemszamu stabil halmaz. A 2. allitds folytan minden
s € Sy elemre G — s felbonthato w darab stabil halmazra. Igy az Sy-lal egyiitt
nyerjikk az S = {So, S1, - .., Saw} Osszesen n* = aw + 1 stabil halmazbol allo
rendszert.

3. Allitas Bdrmely K w elemi klikk pontosan egy S;-tél diszjunkt.
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Bizonyitds. Ha K az Sy-t6l diszjunkt, akkor az Sy barmely s elemére alkal-
mazhatjuk a (2A) tulajdonsagot. Ha viszont K metszi Sp-t, akkor egyetlen s
elemben metszi, és ezen s-re alkalmazhatjuk a (2B) tulajdonsagot. O

Az 1. allitas folytan mindegyik S;-hez van egy téle diszjunkt K; w elemd
klikk. A 3. allitds miatt K; metszi az Osszes S;-t6] kiilonb6z6 tagjat S-nek,
éspedig mindegyiket egy pontban. Jellje K az igy nyert n* darab w-klikkbsl
all6 halmazrendszert.

Jelolje A azt az n* x n-es (0,1)-es matrixot, amelynek i-edik sora az S; ka-
rakterisztikus vektora. Jelolje B azt az n x n*-os (0,1)-es métrixot, amelynek
i-dik oszlopa a K; karakterisztikus vektora.

Ekkor a C' = AB maétrix n* x n* méretd, melynek c;; eleme az S; N K;
elemszéama, vagyis C egy olyan matrix, amelynek fatlojaban minden elem 0,
a tobbi elem pedig mind 1. A C matrix nemszingularis, ugyanis ha z egy olyan
vektor, amelyre C'z = 0, akkor ;cz = 0 alapjan 1z = ;cz + 2(i) = 2(¢) minden
i-re, vagyis z(i) konstans és igy 0. (Itt ;¢ a C méatrix i-edik sorat jeloli.) Ezek
szerint AB rangja n*, de ekkor az A rangja is legalabb n*, vagyis az A n*
darab sora linearisan fiiggetlen, és emiatt n* < n, amire sziikségiink volt. [J

O

Mivel a(G') = w(é/) és w(G') = a(a/), pontosan akkor all fenn
G’-re, amikor a G komplementerre, igy a 2. perfekt graf tétel implikalja az
els6t. Tovabbi elényként megmutatjuk, hogy a perfektség co-NP-ben van,
ami azt jelenti, hogy létezik egy polinom idgben ellenérizhetd bizonyiték egy
graf imperfektségére. Nevezziink egy G grafot szépen particionalhatonak,
ha léteznek o > 2 és w > 2 egészek gy, hogy G minden s csucsara G — s
felbonthaté a darab w elemii klikkre és felbonthato w darab a elemd stabilra.

1.11.4. Lemma. Szépen particiondlhato grdf imperfekt.

Bizonyitds. A feltevés szerint G-nek n = aw + 1 cstcsa van. G-ben nem
létezhet oo + 1 elemt S stabil, mert akkor egy s ¢ V — S elemre G — s nem

volna a darab klikkre particionalhato. Emiatt a(G) = «, és hasonloképp
adodik, hogy w(G) = w. Ekkor viszont G megsérti az (1.38)) egyenl6tlenséget,
és igy G nem perfekt. O

1.11.5. Tétel. Egy G grdf akkor és csak akkor imperfekt, ha van szépen
particiondlhato feszitett részgrifja.

Bizonyitds. Az lemma szerint, ha G-nek van szépen particionalhato
feszitett részgrafja, akkor G nem perfekt. Megforditva, legyen G imperfekt.
Feltehetjiik, hogy G minimaélis imperfekt. Ekkor (1.38]) teljesiil minden valodi
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feszitett részgrafra, de G-re magéra nem. Kovetkezik, hogy |V | = a(G)w(G)+
+ 1, tovabb& minden s € V cstcsra a G = G — s grafra a(G') = o(G) és
w(G") = w(G). Mivel G’ perfekt, felbonthaté w = w(G’) darab stabilra
és ezen stabil halmazok sziikségképpen mind a elemiiek. Hasonloképp, G’
felbonthato a := «(G”’) darab klikkre, és ezen klikkek mind w elemtek. Vagyis
G valoban szépen particionalhato. O

Bizonyitas nélkiil emlitjiik a kévetkez6 nagyon nehéz eredményt.

1.11.6. Tétel (ErGs perfekt graf tétel). Egy grdf akkor és csak akkor perfekt,
ha sem &, sem a komplementere nem tartalmaz feszitett, atlomentes pdratlan
kort.

Lovasz tétele alapjan ez azzal ekvivalens, hogy minden szépen particionél-
hato graf tartalmaz feszitett, atlomentes paratlan kort vagy ennek komple-
menterét.

Seymour és tarsai azt is bebizonyitottak, hogy a perfektség NP-ben van
azaltal, hogy leirtak egy konstrukciot perfekt grafok készitésére, és megmu-
tattak, hogy minden perfekt graf el6all a megadott konstrukci6 segitségével.






2. fejezet

Optimalizilas matroidokon

2.1. Bevezetés

A matroid egy (S, F) parral megadhato absztrakt strukttra, ahol S véges
halmaz, F pedig az S részhalmazainak bizonyos axiémakat kielégité rend-
szere. A fogalmat Hassler Whitney vezette be 1933-ban azzal a céllal, hogy
a fliggetlenséget”, kiilonosképpen pedig a linearis fiiggetlenséget altaldnos
absztrakt keretbe helyezze.

Egy masik lehetséges megkozelités a matroidokat olyan rendszerekként ve-
zeti be, melyekre a mohé algoritmus minden koltségfiiggvény esetén helyes
eredményt ad. Ismert, hogy egy élsilyozott, dsszefliggs, iranyitatlan graf ma-
ximalis sulyu feszité fajanak meghatarozasa a moho algoritmussal tortén-
het: egymas utan valasztunk éleket, mindig a legnagyobb silytt, csak arra
iigyelve, hogy a kivalasztott élek erdst alkossanak. Bebizonyithato, hogy igy
maximalis silyu feszité fat kapunk. Ugyanakkor, ha példaul élsulyozott pa-
ros grafban akarndnk maximalis stulya parositast keresni, akkor nem okoz
nehézséget olyan példat talalni, ahol a mohé algoritmus nem ad optimalis
parositast. Ennek kapcsan felvetédik a kérdés, hogy melyek azok a lénye-
gi vonésok, amelyek a moho algoritmus helyes miikdését lehetévé teszik. A
valaszhoz mindenekel6tt definialni kell, hogy pontosan mit is értiink moho al-
goritmuson. Egy lehetséges definici6 a kovetkezs: az S alaphalmaz egy leszallo
F részhalmazrendszerére és egy S-en értelmezett tetszéleges sulyfliggvényre
egymés utan valasszunk ki S-bdl elemeket, mindig a lehetséges legnagyobb
sulyut, csak arra tigyelve, hogy a kivélasztott elemek egy F-beli részhalmazt
alkossanak. Marmost a matroidok éppen az olyan leszallo halmazrendsze-
rek, melyekre ez a moho algoritmus tetszéleges sulyfiiggvényre megadja az
optimumot. (Leszallo azt jelenti, hogy Y C X € F esetén Y € F.)

65
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Jelen felépitésiinkben azonban a matroidok bevezetésére nem ezt az utat
kovetjlik, hanem a Whitney altal eredetileg javasoltat, amely a linearis fiigget-
lenséget absztrahalja. A modszer a szokasos: kivalasztjuk a linearis fiigget-
lenség néhany alapvetd tulajdonségat (amelyek tehat a linaris algebraban
bizonyitott allitasok) és ezeket tessziik meg axioméaknak. A matroidok fogal-
manak bevezetése tobb, egyméssal ekvivalens axiémarendszerrel is torténhet.
Ezeket azért érdemes targyalni, mert kiilonféle alkalmazasokban méas-mas axi-
6marendszerrel konnyebb dolgozni.

A matroidok hasznossaga két ténybdl fakad (mint ahogy barmely egyéb
jol sikeriilt strukturaé is). Egyrészt kellen altalanosak ahhoz, hogy szdmos
helyen alkalmazhatoak legyenek, ugyanakkor elég specialisak is, hogy mélyen-
fekvg, értékes eredményeket nyerjiink roluk.

Néhany probléma

Kedvcesinalonak alljon itt néhany érdekes kombinatorikus optimalizélasi fel-
adat, melyek megoldasa matroidok nélkiil nem lehetséges, de legalabbis igen
kényelmetlen.

1. Grafban keressiink k élidegen feszité fat. Elstlyozott grafban keressiink
olyan minimalis sulyu részgrafot, amely tartalmaz k élidegen feszits fat. Al-
talanosabban: a graf élhalmazan adott k sulyfliggvény, keressiink k élidegen
feszit6 fat ugy, hogy a fak sulytsszege minimélis legyen, ahol az i-edik fa
sulyat az i-edik sulyfiiggvény definialja.

2. Iranyitott grafban keressiink olyan minimalis silyt részgrafot, amelyben
egy gyokérpontbol a digraf minden mas pontjaba vezet (a) k élidegen ut,
(b) k pontidegen ut.

3. Grafban keressiink olyan minimélis koltségid feszité fat, melynek egy
adott pontban a fokszama el6irt korlatok kozé esik. Altalanosabban: egy sta-
bil halmaz minden pontjaban a fa fokszama megadott korlatok kozé essék.
(Ha minden pontra eléirhatnank korlatot, akkor a feladat specialis esetként
mér magaban foglalna a Hamilton-tt keresésének NP-teljes feladatat.)

4. Pontsilyozott digrafban keressiink csticsoknak egy olyan minimélis si-
Iyt részhalmazat, amelybdl minden cstcsba vezet k diszjunkt tt.

5. A sikban véges sok pont koziil valasszunk ki maximélisan sok diszjunkt
pontharmast, melyek mindegyike val6di haromszoget feszit.

6. Egy iranyitatlan grafon Kots és Vago felvaltva valasztanak még nem
tekintett éleket. Kot6 megerGsitheti az élt, Vago eltorolheti. Koto célja, hogy
megerdsitett élekbdl utat hozzon létre két elére adott pont kozott. Vago célja
egy olyan vagast eltorolni, amely elvalasztja a két megadott pontot. Kinek,
mikor van nyeré stratégiaja?
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2.2. Filiggetlenség és rang

2.2.1. Fiiggetlenségi axiomak

Adott egy S véges halmaz és részhalmazainak egy F rendszere. Az M =
= (5, F) part matroidnak nevezziik, ha fennall a kovetkezs harom tulajdon-
Sag.

(I1) 0 eF.

(I12) Ha X CY € F, akkor X € F.

(I3) Minden X C S részhalmazra az F-nek X-ben fekvd, X -ben legbdvebb
tagjai azonos elemszdmaiak.

Az F tagjait szokas fliggetlen halmazoknak nevezni, mig S tobbi részhal-
mazat fliggbnek. Az axiomak tehat azt kivanjak, hogy (I1) az iires halmaz
mindig fiiggetlen, (I12) fiiggetlen halmaz részhalmaza is fiiggetlen, (I3) tet-
sz6leges X részhalmazban az X-ben méar nem bévithets fliggetlen halmazok
elemszéma ugyanaz. Ezt a csupan X-t6l fiiggs, r(X)-szel jelolt szamot az X
halmaz rangjanak nevezik. A matroid rangjan az alaphalmazénak rang-
jat értjik. Két matroidot akkor tekintiink izomorfnak, ha az alaphalmazaik
kozott 1étezik egy olyan egy-egy értelmd megfeleltetés, amelynél fiiggetlen
részhalmaz képe fiiggetlen és fliggs részhalmaz képe fliggs. Az alabbiakban
egy halmazra vonatkozo6 ,legh6vebb”, ,nem bdévithets”, ,tartalmazasra nézve
maximalis” jelzGket egymas szinonimaiként fogjuk hasznélni.

Konny latni, hogy ekvivalens axiomarendszert kapunk, ha az (I1) axiomat
kicseréljiik a kovetkezgvel:

(I1") F nemiires.

Az (I3) axioma azt jelenti, hogy X-ben minden fiiggetlen részhalmaz ki-
bévitheté X-nek egy maximalis, azaz r(X) elemszam, fliggetlen részhalma-
zéva. Ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy a mohd algoritmus S-nek mindig egy
maximalis Ossz-silyu fiiggetlen részhalmazat szolgéltatja, barmilyen 0 — 1
értéki sulyfliggvény esetén is alkalmazzuk. Amint azt késébb kimutatjuk, a
moho algoritmus barmilyen sulyfiiggvényre helyesen dolgozik.

Az (I3) tulajdonsag helyett gyakran az alabbit tekintik:

(I3') Legyen K,N € F, melyekre |K| < |N|. Ekkor létezik olyan € N—K,
amelyre K + x € F. (Magyarul, egy kisebb elemszamu fliggetlen halmaz
mindig bévithets egy nagyobb elemszamu fliggetlen halmazbdl vett alkalmas
elemmel.)

2.2.1. Allitas. (I3) ekvivalens (13')-vel.

Bizonyitds. = Legyen K, N € F, melyekre |K| < |N| és legyen S’ := K U
U N. Most (I3) miatt S’-nek minden nem bévithets fiiggetlen részhalmaza
legalabb |N| elemd, és igy (I3') kovetkezik.

< Tegyiik fel, hogy A, B C X fiiggetlenek, és hogy |A| < |B|. (I3") miatt
létezik y € B — A, melyre A + y fliggetlen. O
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Az (I3) axioma egy kevesebbet kovetels alakja a kovetkezs:
(I3") Ha I, I41 € F és |Ix| = k, | Ix+1| = k + 1 valamely k > 0 egészre,
akkor létezik eqy s € Ixy1 — Iy, elem gy, hogy Iy, + s € F.

Erdekes, hogy mar (I3") segitségével is definialhatjuk a matroidokat, annak
ellenére, hogy (I3"”) énmagéban gyengébb, mint (I3).

2.2.2. Allitas. {(I1),(12),(I3)} ekvivalens {(11),(12), (I3")}-vel.

Bizonyitds. (I3") nyilvan speciélis esete (I3')-nek. A megforditashoz azt iga-
zoljuk, hogy (I3’) kovetkezik (I2) és (I3”)-bdl. Legyen k := |K|, I, := K és
legyen I;+1 az N-nek egy (k + 1) elemt részhalmaza. Az (12) axidma szerint
I}, 41 fliggetlen, igy létezik egy olyan s € Ip41 — I, € N — K elem, amelyre
I, + s € F, azaz (13') fennall. O

A definiciobdl rogton kovetkezik, hogy ha M = (S, F) matroid és S’ C S,
akkor M’ := (S, F') is matroid, ahol ' := {F : F C S"F € F}. M'-t az
M részmatroidjanak nevezik. Azt is mondjuk, hogy az M’ matroid M-bsl
a Z := S — 5 halmaz elhagyasaval (torlésével) keletkezik, vagy hogy M’
az M megszoritasa S'-re. Jelolesben M’ = M — Z vagy M' = M|S".

A harmadik fliggetlenségi axiéméat még tovabb gyengithetjiik.

(I3"") Minden S-beli leghdvebd fiiggetlen részhalmaznak az elemszdma ugyan-
az azr szdm, és ha I._1,I. € F, |I.|—1 = |L,_1| = r— 1, akkor létezik olyan
se€l.—I._1 elem, amelyre I,_1 + s € F.

2.2.3. Allitas. {(11),(12),(13")} ekvivalens {(11),(12),(13"")}-vel.

Bizonyitds. Azt kell igazolnunk, hogy a méasodik rendszerbdl kovetkezik (I3').
Legyen K, N C S két olyan tagja F-nek, melyekre |K| < |N|. Ekkor (I3")
miatt létezik By, By € F, melyekre K C B, N C By és |Bx| = |Bn| = .
Valasszuk ezeket ugy, hogy Bx N By maximélis legyen.

Allitjuk, hogy ilyenkor (Bx —K)NN nem iires. Ennek igazolasahoz indirekt
tegyiik fel, hogy (*) nem létezik z € (Bx — K) N N elem. Mivel |K| < |N|
és |Bg| = |Bn|, kovetkezik, hogy |Bx — K| > |By — N| és igy létezik egy
21 € Bg — K, amely nincs By — N-ben. A (x) feltevés miatt z; & By, igy az
(I3"") axioma miatt létezik egy zo € By — Bk elem, amelyre Bj. := Bg —
— 21 + 22 benne van F-ben. Ilyen B, létezése viszont ellentmond |Bx N By|
maximalitdsdnak.

Tetsz6leges « € (Bx — K) N N elemre K + 2 C By, azaz K + ¢ € F és
igy (I3') fennall. O

Az (13') axiéma egy mas irdnyu gyengitése a kovetkezs.
(I3""") Legyen K, N € F, melyekre |K —N| =1, és |N — K| = 2. Ekkor létezik
olyan x € N — K, amelyre K +x € F.
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51. Feladat. Igazoljuk, hogy {(11),(12),(I3)} ekvivalens {(11),(I2), (I3"")}-

vel.

Miért jo, hogy az axiomaknak gyengébb és erGsebb valtozatait is tekintjik ?
Amikor matroidokrél akarunk valamit bizonyitani, akkor kényelmesebb, ha
erésebb tulajdonsigok allnak rendelkezésre. Ha viszont valamely konkrétan
megadott struktararél akarjuk belatni, hogy matroid, akkor egyszertibb a
gyengébb axiomak fennallasat igazolni.

Lassuk be a matroid rangfiiggvényének egy alapvets tulajdonsagat.

2.2.1. Lemma. A rangfiiggvény minden X, Y C S-re kielégiti a
r(X)+r¥)>r(XNY)+r(XUY) (2.1)
szubmodularitdsi egyenldtlenséget.

Bizonyitds. Legyen F egy maximaélis fiiggetlen részhalmaza X NY -nak. Ekkor
|F| = r(XNY) és a 3. axiéma szerint F kib6vithetd X UY -ban egy maximalis,
azaz (X UY) elemszamau fliggetlen N részhalmazza. F' maximalitdsa miatt
NNXNY =Fésigy INNX|+|NNY|=|F|+|N|. Most NN X fiiggetlen
része X-nek, igy r(X) > |[NNX|. Hasonloan, r(Y) > |[NNY|, amibsl r(X) +
+r(Y)> INNX|+|NNY|=|F|+|N|=r(XNY)+r(XUY). O

Egy halmazfiiggvényt, amely minden X,Y C S-re kielégiti —et tel-
jesen szubmodularisnak vagy réviden szubmodularisnak neveziink. Egy
matroid rangfliggvénye tehat szubmoduléaris, monoton névé (azaz X C Y
esetén r(X) < r(Y)) és szubkardinalis ,elemszam alatti”: minden X C S-
re (X)) < |X|). Megjegyzends, hogy vannak olyan szubmodularis fiiggvé-
nyek, amelyek nem rangfiiggvényei semmilyen matroidnak. Példaul egy G =
= (S,T; F) paros gratban az S részhalmazain értelmezhetjiik a |T'(X)| figg-
vényt, amely az X-szel szomszédos T-beli csticsok szamat jeloli. Ez szubmo-
duléris, monoton, de nem szubkardinélis. Egy iranyitott grafban a cstcsok
egy X részhalmazaba belépd élek szaméat o( X )-szel jelolve, kimutathato, hogy
o szubmoduléris, baAr nem monoton és nem szubkardinélis.

A szubmodularitas érdekes kovetkezménye az alabbi észrevétel.

2.2.2. Lemma. Legyen b tetszdleges szubmoduldris fliggvény az S alaphal-
mazon. Rogzitett T C S részhalmazra definidljuk az S — T részhalmazain a
hr(X) := b(XUT)—b(X) novekményfiggvényt. Ekkor hp monoton csékkend,
azaz X CY esetén hp(X) > hp(Y).

Bizonyitds. A szubmoduléris egyenltlenséget az X' = X UT és Y halma-
zokra felirva kapjuk, hogy b(X UT) +b(Y) = b(X') +b(Y) > b(X' NY) +
+H(X'UY)=bX)+b(TUY), amibsl hp(X) =b(X UT)—b(X) > b(Y U
UT)—5b(Y)=hr(Y). O
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52. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy b halmazfiiggvény esetén minden egy-
elemd T halmazhoz tartozé névekményfiiggvény monoton csokkend, akkor
b szubmoduldris.

2.2.2. Példak matroidokra

MATRIXMATROID Adott (valamilyen test felett) egy A maétrix. Jelolje
S az A oszlopainak halmazat. Definialjuk F-et ugy, hogy A oszlopainak egy
F részhalmaza akkor tartozzék F-hez, ha az F-beli oszlopvektorok lineéri-
san fliggetlenek. Ekkor (S, F) matroidot alkot. Valoban, az elss két axidma
trivialisan teljesiil, mig a harmadik egy alapvets (elemi) tétel linearis algeb-
rabol (aminek matroidos altalanositasat, semmiféle linearis algebrai tételt
sem hasznélva, nemsokara be is bizonyitjuk). Az igy el6allo matroidot mat-
rixmatroidnak nevezziik. Hasznalatban van még a linearis vagy repre-
zentalhat6 matroid elnevezés is. Amennyiben az alaptest a GF(2), binaris
matroidrol beszéliink. A matrixmatroidban egy X halmaz (matroidelméleti)
rangja az X oszlopai altal alkotott matrix (linearis algebrai) rangja.

AFFIN MATROID Legyen S az n dimenzios tér pontjainak véges részhal-
maza. S egy részhalmazat deklaraljuk fiiggetlennek, ha affin fiiggetlen. (Szam
n-esek egy halmazat akkor mondjuk affin fiiggetlennek, ha mindegyikiiket
egy (n + 1)-edik 1 értékd koordinataval kiegészitve linearisan fiiggetlen n +
+ 1 dimenziés vektorokat kapunk.) Konnyen ellendrizhetjiik, hogy az affin
fliggetlenség is matroidot definial. A sikban példaul a pontok, a pontpéarok,
valamint a nem egy egyenesen 1év6 pontharmasok affin fiiggetlen halmazokat
alkotnak. Ebben a szemléletben a matroid elemei a tér pontjai, szemben a
maétrixmatroiddal, ahol vektorok az alaphalmaz elemei. Az affin szemlélet-
nek az az elénye, hogy segitségével sikban 3 (térben 4) rangt matroidokat
abrazolhatunk, mig vektorokkal sikban csak 2 (térben 3) rangtakat.

Speciélis példa az Uy matroid, amely a sikban négy darab egy egyene-
sen 1év6 pont altal meghatarozott affin matroid, amelyben tehat a legfeljebb
kételemid halmazok a fiiggetlenek.

10. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy Us o a GF(2) alaptest felett nem mdt-
rizmatroid (azaz nem binaris), de GF'(3) felett az. Igaz-e, hogy Uy 2 bdrmely
GF(2)-tdl kiilonbozd test felett mdtriz-matroid ?

KORMATROID Legyen G = (V, E) iranyitatlan graf, melynek E élhal-
maza alkotja a definialandé matroid alaphalmazat. Elek egy részhalmazat
fliggetlennek deklaraljuk, ha nem tartalmazza a grafnak korét, vagyis ha er-
d6. Az els6 két axioma ismét trivialis, mig a harmadik kdvetkezik abbol a
kozismert grafelméleti tételbdl, hogy egy grafban tetszéleges nem bévithetd
erd§ élszama egyenld a pontok és a komponensek szamanak kiilonbségével.
Eszerint tehat egy X C E élhalmaz r(X) rangja az X altal alkotott részgraf
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pontjainak szadma minusz a részgraf komponenseinek a szama. Az igy el6allo
matroidot a G graf kérmatroidjanak nevezik. Hasznalatos a grafikus mat-
roid elnevezés is. Osszefiiggd graf kormatroidjaban a a maximalis fiiggetlen
halmazok éppen a feszits fak.

2.2.3. Tétel. Bdrmely T testre a grafikus matroid izomorf eqy T feletti mdt-
rizmatroiddal.

Bizonyitds. Legyen G= (v, E_") a G graf egy tetszéleges iranyitasa. Jelolje A
ezen digraf pont-él incidencia matrixat, amelyben tehat a sorok V elemeinek,
az oszlopok E elemeinek felelnek meg, és egy z csiicsnak és e = uv irdnyitott
élnek megfelels a,. métrixelem +1, —1 vagy 0 annak megfelelGen, hogy z =
=wv, z=wuvagy z # u,v. (Itt +1 az adott test egységelemét jeloli, —1 pedig
a negaltjat.)

Allitjuk, hogy a G graf kérmatroidja és az A-hoz tartozo matrix matroid
izomorfak. Ehhez legyen F C FE elGszor egy erdd, és mutassuk meg, hogy
az F elemeihez tartozo A-beli oszlopok linedrisan fiiggetlenek. |F| szerinti
indukciot hasznélunk. Ha F' egyelemi, akkor az eleméhez tartozé oszlop nem
a nulla vektor, igy linearisan fiiggetlen. Legyen |F'| > 2. Mivel F erdd, igy
van olyan v csics, amely egyetlen F-beli e éllel szomszédos. Ezért az F-hez
tartozé A-beli oszlopok pontosan akkor linearisan fliggetlenek, ha az F — e-
hez tartozok azok. Marpedig F' — e is erdd, igy indukcié miatt az F' — e-nek
megfelel§ oszlopok linearisan fliggetlenek.

Megforditva, legyen F' a graf éleinek egy olyan részhalmaza, amely tar-
talmaz egy C kort. Ki kell mutatnunk, hogy az F-nek megfelel§ oszlopok
linearisan Gsszefiiggnek. A C' elemein valamelyik iranyban kérbemenve a G-
ban el6re mutatd élekhez rendeljiink +1 egyiitthatot, a hatra mutaté élekhez
—1-et, az Gsszes tobbi élhez pedig 0-t. Ezzel az F-nek megfelel A-beli oszlo-
pok egy linearis Osszefiiggését kaptuk meg. O

A grafhoz rendelt kormatroid sok informéaciot tartalmaz a grafrol, de nem
mindent: nem-izomorf grafok kérmatroidja lehet izomorf. Példaul tetszéle-
ges két m éld fa kormatroidja izomorf: minden részhalmaz fiiggetlen. Nem
nehéz konstrualni két nemizomorf 2-Gsszefliggs grafot, melyek kérmatroidja
ugyanaz.

2.2.3. Tovabbi fogalmak

A most megismert grafikus és linearis matroidokra tamaszkodva kiterjeszthet-
jik a grafelmélet, illetve a linearis algebra néhany alapvets fogalméat altalanos
matroidokra. A rang-fliggvény fogalma példéul a linearis algebrabol jott. Az
S alaphalmaz egy maximélis fiiggetlen részhalmazat a matroid bazisanak
hivjuk. Azt mondjuk, hogy egy X C S halmaz fesziti vagy generalja az
Y C S halmazt, ha r(X UY) = r(X). Az X részhalmaz altal feszitett



72 2. OPTIMALIZALAS MATROIDOKON

vagy generalt halmaz, vagy masnéven az X lezartja, mindazon elemekbdl
all, melyek X-hez vétele a rangot nem noveli. A lezart jele cl(X) vagy o(X).
(A cl jelolés a closure szobdl ered.) Nemsokéra lemma) bebizonyitjuk,
hogy a rang akkor sem ng, ha a lezart elemeit egyszerre vessziik X-hez. Né-
ha hasznalatos a generator fogalma: ez egy olyan X C S halmaz, amely
tartalmaz bazist, vagy més szdval fesziti S-et.

A gréafelmélet szamos fogalma kiterjesztheté matroidokra is. Példaul a graf
egy kore olyan fligg6 részhalmaz, amelynek barmely valodi része mar fiigget-
len. Ez inspiralja a kovetkez6 definiciot. Egy M = (S, F) matroid valamely
X C S részhalmazat kornek nevezziik, ha X fliggd részhalmaz, de X-nek
barmely valodi részhalmaza fiiggetlen. Az egyelemi kor neve hurok. Figyel-
jik meg, hogy egy C kor rangj |C| — 1. Megjegyezziik, hogy a matroidkérnek
ez a definici6ja a grafkor fogalménak csak bizonyos vonasait ragadja meg,
de azt példaul nem, hogy a grafkor szomszédos elemei ciklikusan helyezked-
nek el. A matroid két elemét parhuzamosnak nevezziik, ha kételemii kort
alkotnak. (Példaul a méatrixmatroidban két nemnulla vektor akkor parhuza-
mos, ha egyik a masik skalarszorosa. A nullvektor hurkot alkot.) Hurkot és
parhuzamos elemeket nem tartalmazé matroidot egyszertinek mondunk.

Ha egy graf e, f, g élei koziil e, f parhuzamos és f, g parhuzamos, akkor
persze e, g is az. Ez a tulajdonsig tetszbleges matroidra atmegy.

2.2.4. Lemma. Egy matroidban e, f,qg elemek legyenek egyenként fiigget-
lenek. Tegyiik fel, hogy e, f pdrhuzamos és f,g pdrhuzamos. Ekkor e, g is
pdrhuzamos és r({e, f,g}) = 1.

Bizonyitds. Legyen X :={e, f} ésY := {f, g}. Hasznalva r szubmodularita-
sat azt kapjuk, hogy 141 = r(X)+r(Y) > r(XNY)+r(XUY) = 14r(XUY),
amibdl (X UY) < 1 adodik. Masrészt r monotonitasa miatt 7(X UY) > 1
és igy r({e, f,g}) = r(X UY) = 1. Ebbol méar az is kivetkezik, hogy az {e, g}
halmaz rangja is 1, ez pedig azzal ekvivalens, miutan e és g nem hurok, hogy
{e, g} kor, vagyis hogy e és g parhuzamosak. O

A graf vagasanak fogalma is kiterjeszthetd matroidokra. Emlékeztet6iil,
egy Osszefiiggs G = (V, E) graf vagasan az X és V — X kozott vezets élek
halmazét értjiik valamely @ C X C V részhalmazra. Elemi vagason olyan
vagast értiink, amely nem tartalmaz valodi részhalmazként vagéast, vagyis az
elemi vagas az éleknek egy olyan tartalmazasra nézve minimaélis élhalmaza,
amelynek elhagyésa a grafot két komponensre ejti. Példaul egy legalabb ha-
rom pontd péros grafban az Osszes élbdl all6 halmaz vagéas, de nem elemi
vagéas. Hasznos grafelméleti feladat annak kimutatasa, hogy egy Osszefiiggs
G = (V, E) graf vagasa akkor és csak akkor elemi, ha mind X, mind V — X
Osszefiiggs részgrafot feszit.

Val6jéban az elemi vagés fogalmat altalanositjuk matroidra, és ezt fogjuk
vagasnak nevezni. A matroid vagasan olyan tartalmazasra nézve minimaélis
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halmazt értiink, amely metsz minden bazist. (Ebben az értelemben egy graf
kormatroidjanak vagasai éppen a graf elemi vagésai.) Egy olyan elemet, amely
minden bazisban benne van, hidnak vagy elvagé elemnek neveziink. A hid
tehat egy egyelemi vagas. Graf kormatroidjaban ennek az elvago él fogalma
felel meg (azaz olyan él, amit kihagyva a graf mar nem 0Osszefiiggs). Egy elem
éppen akkor elvagd, ha nincs benne kérben. Az S valamely X részhalmazéanak
valamely ¢ elemére azt mondjuk, hogy X-nek hidja vagy elvagé eleme, ha
t benne van X minden maximalis fiiggetlen halmazaban. Ez avval ekvivalens,
hogy t nincs X-beli kérben. Hasznos megjegyezni, hogy ha t az X-nek hidja,
akkor hidja X minden ¢-t tartalmazo részének is.

2.3. Korok és felbonthatbsag

Egy matroid korei egyértelmiien meghatarozzak a matroidot abban az érte-
lemben, hogy kozos alaphalmazon adott két kiilonb6z6 matroid korhalmaza
nem lehet ugyanaz. Valoban, ha létezik olyan X halmaz, amely mondjuk az
My matroidban fiiggetlen, de az Ms-ben nem, akkor X az Ms-ben tartalmaz
minimalis fiiggd halmazt, azaz egy C kort, masrészrél viszont X valamennyi
részhalmaza, igy C is fliggetlen az M;-ben. Az is vilagos, hogy a fiiggetlen
halmazok éppen azon részhalmazai S-nek, melyek nem tartalmaznak kort,
azaz

F ={F: nem létezik C € C,C C F}, (2.2)

ahol C jeldli a korok halmazat.

Tegyiik most fel, hogy egy C halmazrendszerbdl indulunk ki. Kérdés, mi-
lyen kikotéseket kell tenniink C-re ahhoz, hogy a altal meghatéarozott F
rendszer egy matroid fiiggetlenjeit alkossa, mely matroid kérhalmaza épp C. E
kérdés megvalaszolasahoz vizsgaljuk meg a korok legfontosabb tulajdonsagéat.

2.3.1. Korok tulajdonsagai, koraxiomak

Nyilvanvalé, hogy az iires halmaz sohasem kor, és egy kor nem tartalmaz
maésik kort.

2.3.1. Tétel. Legyen Cy és Co két kiilonbézd tagja C-nek és e € C1 N Cs.
Ekkor létezik olyan C € C, amelyre C C Cy UCy —e.

Bizonyitds. Két bizonyitast is mutatunk. Az els6ben tegyiik fel indirekt, hogy
van két olyan Cy, Cy kor, melyekre a tétel nem igaz. Az unidjukat jeloljiik K-
val. Most K —e fiiggetlen, mig K nem az, igy r(K) = |K|—1. Masrészt C1NCy
fliggetlen, gy kiegészithet6 K-nak egy maximalis F' fliggetlen halmazéva,
amely tehat r(K) = |K| — 1 elemd. De ekkor F' a K elemei kozil csak



74 2. OPTIMALIZALAS MATROIDOKON

egyet hagy ki, amely elem nincs a korok metszetében, és igy F' az egyik kort
tartalmazza, ellentmondas.

Masik bizonyitds. A Cy,Cy kordkre (|Cq] — 1) + (|C2| — 1) = r(C1) +
+ T(CQ) > T(Cl n CQ) + T(Cl U CQ) = ‘Cl N CQ| + ’I"(Cl U 02), amibdl T(Cl U
UCQ) S (|Cl| - 1) + (‘CQ| — 1) — |Cl ﬂCgl = |Cl UCgl — 2, Vagyis Cl UCQ-b61
egy elemet kihagyva fiiggd halmazt kapunk, ami tartalmaz kort. [

2.3.2. Tétel. Ha F figgetlen halmaz és e € S, akkor F + e legfeljebb egy
kort tartalmaz.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy F' + e tartalmazza a Cy és Cy koroket,
akkor az el6z6 tétel szerint létezne olyan C kor, amelyre C C C;UC,—e C F,
ellentétben F fiiggetlenségével. O

Ezek szerint a tétel kivetkezménye a tételnek. Kénnyen latszik,
hogy ez forditva is igaz. Amennyiben B béazis és e € S— B, ugy B+ e biztosan
nem fiiggetlen, igy pontosan egy kort tartalmaz. Ezt a kort az e elem B-hez
tartozé alapkorének nevezziik. A B + e-ben 1évs alapkor barmely elemét
kidobva ismét bazist kapunk.

2.3.3. Tétel. Legyen Cy és Cs két kiilonbozd kor, e € C1NCy, e; € Cp —Cs.
Ekkor létezik olyan C € C, amelyre e; € C C C1 UC, —e.

Bizonyitds. Legyen C, Cs két olyan kor, amelyre a tétel nem igaz és az uni-
ojuk, melyet K-val jeloliink, minimalis elemszamu. A [2:3.1] tétel miatt létezik
egy Cs-mal jelolt kor, amelyre Cs C C1 UCy —e. Most e; & Cs, hiszen Cy, Cs
a feltevés szerint ellenpélda.

Mivel C3 nem része Ci-nek, létezik egy f € C3 — Cp elem, ami persze
benne van Co-ben. K minimalitdsa miatt a tétel allitasa mar érvényes
a Oy, C3 korokre (az unidjuk kisebb, mint K), igy létezik olyan Cy C Co U
U C3 — f kor, amely tartalmazza e-t. Most viszont a Cy és C; korck unidja
valodi része K-nak, igy ezekre is érvényes a tétel allitasa, azaz létezik olyan
CCCiulCy—eC K — e kor, amely tartalmazza e;-et, ellentmondasban az
indirekt feltevéssel. O

Legyen adott a C halmazrendszer, és tekintsiik a kdvetkezs axiémakat.
(Cyhgc.
(C2) Ha C1,Cy € C, akkor Cy ¢ Cs.
(C3) (Gyenge kortulajdonsag) Ha Cy és Co két kilonbozd tagja C-nek és e €
€ C1 N Csy, akkor létezik olyan C € C, amelyre C C CL UCy —e.

A fentiekben mar lattuk, hogy egy matroid koreinek halmaza kielégiti
mindharom tulajdonsagot. Figyeljiik még meg, hogy a [2:3.3] tétel bizonyi-
tasanal csupan a fenti tulajdonsagokat hasznéltuk, ezért igaz az, hogy az
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alabbi tulajdonsag, az tn. erds kortulajdonsag, kovetkezménye a {C1,C2,C3}
axidmaknak.

(C3') (Erss kortulajdonsag) Legyen Cy és Co két kiilonbozd tagja C-nek és
e € C1NCy, ep € Cp —Cy. Ekkor létezik olyan C € C, amelyre e € C' C
Q Cl U CQ — €.

Mas szoval a {C1,02,C3}, illetve a {C1,C2,C3'} axiémarendszer ekviva-
lens. A kovetkezo tétel tartalma az, hogy ez a harom tulajdonsag mar elég is
a matroid lefrasahoz.

2.3.4. Tétel. Ha C kielégiti a fenti hdrom tulajdonsdgot, akkor a képlet
dltal definidlt halmazrendszer matroidot alkot, melynek kirei éppen a C tagjai.

Bizonyitds. El6szor lassuk be, hogy teljesiilnek a fliggetlenségi axiomék. Az
(I1) és (I2) axiomak trivialisan teljesiilnek. Tegyiik fel indirekt, hogy (I3) nem
all és legyen K, N olyan ellenpélda, amelyre |K| < |N| és | K N N| maximalis.
Valasszunk ki egy e € N — K elemet. Ekkor K + e & F, igy létezik egy
C1 € C, amelyre e € C; C K +e. folytan C7 nincs teljesen N-ben, igy
létezik egy h € C; — N elem. Most K’ := K — h + e € F, hiszen a gyenge
kortulajdonsag miatt K + e-nek egyetlen részhalmaza tartozik C-hez.

Miutéan |K’ N N| > |[K N N|, a K’ és N halmazokra méar érvényes, hogy
létezik olyan f € N — K', amelyre K’ + f € F. K + f tartalmazza C egy Cs
tagjat. Cy-nek tartalmaznia kell h-t, mert kiilonben Co C K’ + f, de K' + f-
ben nem volt C-nek tagja. (C3)-at alkalmazva a Cp,Cs,h valasztassal, azt
kapjuk, hogy létezik egy olyan C3 € C, amelyre h ¢ C3, azaz C3 C K' + f,
ellentmondaés.

Végiil lassuk be, hogy a kapott matroid korei éppen a C elemei. Valoban,
ha C’ a kapott matroid egy kore, akkor C'-nek része egy C-beli C' halmaz és
C' erre a tulajdonsagra minimaélis, azaz C’' = C'. Forditva, ha C € C, akkor C
nem fliggetlen a kapott matroidban, igy részhalmazként tartalmazza annak
egy C’ korét. Az elobb lattuk méar, hogy C' € C, igy a (C2) axiéma miatt
c=cC. O

Matrixmatroidok djra

Legyen A egy matrix és S az A oszlopainak halmaza. Deklaraljuk S egy C
részhalmazat kornek, ha a C-nek megfelel§ oszlophalmaz linearisan fliggs, de
C barmely valodi része linearisan fiiggetlen. Bebizonyitjuk (linearis algebrai
tételre valo hivatkozas nélkiil), hogy az igy kapott korok kielégitik a koraxio-
mékat. Az elsé kettd trivialis. A gyenge koraxioméhoz legyen C7, Cy két kor
és ¢ € C1NCy. Ekkor c elgéll mind a Cy —{c} tagjainak linearis kombinacioja-
ként, mind a Cy — {c} tagjainak linearis kombinéacidjaként. Azaz, c =Y \a;
(a; € C1 —{c}, ahol \; # 0), és ¢ = > u;b; (b; € Ca — {c}, ahol p; # 0).
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Ebbdl >~ Aia;—Y 1;b; = 0, azaz C; UC, —{c} linearisan fiiggd, igy tartalmaz
kort, vagyis teljesiil a gyenge kortulajdonsag.

Ebben a felépitésben tehat a [2:34] tételnek kovetkezménye az az alapvetd
linearis algebrai tétel, amit az (I3) tulajdonsag ir le matrix-matroidokra.

Vagasmatroid

2.3.5. Tétel. G = (V, E) dsszefiiggd grdf elemi vdgdsai teljesitik a koraxid-
mdkat.

Bizonyitds. Az els6 két koraxioma az elemi vagas definiciojabol kozvetleniil
kiolvashato. (C3) igazolasahoz tekintsiik a graf By és B, elemi vagasait, va-
lamint az e € B; N By élt. Miutan By # Bs, a By U By eltorlésével keletkezo
grafnak legalabb harom komponense van. Ehhez visszavéve az e élt nem ka-
punk Osszefliggs grafot, vagyis (By U Bg) — e tartalmaz vagast és igy elemi
vagast is. O

A[2.3.4]tétel alapjan az F := {F C E : F nem tartalmaz vagast} halmaz-
rendszer kielégiti a fiiggetlenségi axidmakat. Az E alaphalmazon igy elGallo
matroidot a G vagasmatroidjanak hivjuk. Ebben tehat egy F' élhalmaz fiig-
getlen, ha elhagyasa meg6rzi a graf Osszefliggéségét, magyaran, ha van F-t61
diszjunkt feszits fa. Kissé altalanosabban, konnyen igazolhato, hogy tetszdle-
ges (azaz nem feltétetlentil osszefiiggs) graf esetén azon élhalmazok rendszere,
melyek elhagydsa nem noveli a komponensek szamat kielégiti a fiiggetlenségi
axiomakat.

11. Gyakorlat. Osszefiiggs graf vigdasmatroidjdban I bdzis, ha feszité fa
komplementere. Egy F' C E halmaz rangja |F| 4+ 1 minusz G — F komponen-
seinek szama.

12. Gyakorlat. A vdgds-matroid vdgdsai a kérmatroid kérei.

53. Feladat. Igazoljuk (lehetsleg a vagasmatroid rangfliggvényének szubmo-
dularitasat hasznalva), hogy minden X,Y CV részhalmazra ¢(X )+ ¢(Y) <
<e(XNY)+e(XUY)+d(X,Y), ahol ¢(Z) jeloli a Z dltal feszitett részgrif
komponenseinek szamdt, mig d(X,Y) az X =Y ésY — X kézott vezetd élek
szdmdt.

2.3.2. Felbonthatosag

A graf korének fogalmat sikerrel vittiik 4t matroidokra. Mi a helyzet a grafok
OsszefiiggGségével 7 Ennek értelmes kiterjesztésére nincs remény, mert bér-
mely k éld erdének, 6sszefliggd vagy sem, ugyanaz a kérmatroidja. Masszoval,
a grafhoz rendelt kérmatroid nem érzékeli a graf osszefliggéségét.
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Ugyanakkor természetesen kinalkozik a kovetkezd definicio. Egy M =
= (5,7) matroidot akkor neveziink felbonthaténak, ha S-nek létezik egy
valodi, nemiires Z C S részhalmaza ugy, hogy M filiggetlen halmazai ponto-
san azok a halmazok, amelyek egy Z-be es6 és egy S — Z-be es6 fiiggetlen
halmaz uni6jaként allnak el6. E tulajdonsag nyilvan azzal ekvivalens, hogy
M minden kére vagy Z-ben van, vagy S — Z-ben. Ilyenkor azt is mond-
juk, hogy M felbonthato Z (vagy S — Z) mentén. Konnyen ellendrizhetSen
a Z menti felbonthatosag azzal ekvivalens, hogy minden X C S halmazra
r(X) =r(XNZ)+r(X — Z). Ertelemszertien a nem felbonthat6 matroidokat
felbonthatatlannak (vagy néha az angolban hasznalt ,connected” nyoman
Osszefiliggdnek) hivjuk. Az egyelemd matroid definicié szerint felbonthatat-
lan. (Kis zavart okozhat, hogy a magyarban nincs igazan kiilén sz6 a depen-
dent és a connected angol kifejezésekre. Mi a dependent-re a fliggd szot, mig
a connected-re az Osszefiiggd szot fogjuk hasznalni.) Amint kimutathato, egy
graf kormatroidja pontosan akkor felbonthatatlan (=06sszefiiggd), ha a graf
2-Osszefliggd.

A tovabbi elemzés el6tt emlékeztetiink ré, hogy az S alaphalmazon egy
H = (S, T) hipergrafot akkor neveznek 6sszefiiggének, ha az alaphalmaz
barmelyik két nemiires részre torténd felbontdsanal létezik olyan hiperél,
amely mindkét részt metszi. Jelolje G = (S,T; E) a hipergrathoz tartozo
paros grafot, amelyben T' elemei a hiperéleknek felelnek meg, és az s € S és
t € T pontok akkor vannak éllel 6sszekGtve, ha s benne van a t-nek megfelelé
hiperélben. Kénnyen latszik, hogy 0 ¢ T esetén H és G egyszerre Ossze-
fliggs. Ebbdl adodik, hogy egy S-en Osszefiiggd hipergraf mindig tartalmaz
legfeljebb |S| — 1 hiperélt, melyek Osszefiiggs hipergrafot alkotnak az S-en.
Valoban, kénnyen lathato, hogy a G egy feszits fajabol kihagyva a T-ben elsd
foka pontokat egy S-et feds fat kapunk, amelynek legfeljebb |S| — 1 pontja
van T-ben. Hasonloképp, H Gsszefliggfsége azzal ekvivalens, hogy az alaphal-
maz barmely u és v eleméhez 1étezik hiperélek egy C1, ..., sorozata ugy,
hogy u € Cy, ve Cpés 1 <i < fl-re C;NCiyq # 0.

A definiciobol rogton latszik, hogy M pontosan akkor Gsszefliggd, ha korei-
nek (S, C) hipergrafja 6sszefliggs. Amennyiben C nem osszefiiggs, és S1, ..., Sk
(k > 2) jeloli az Osszefiigg6 komponenseinek alaphalmazait (ahol tehat
{S1,...,Sk} az S alaphalmaz particidja), tgy az M az S; halmazokra vett
M; részmatroidjai mind felbonthatatlanok. Ezen M, matroidokat nevezziik
az M blokkjainak.

Fontos kérdés annak eldontése, hogy egy matroid felbonthatatlan-e vagy
sem. Ez tobb kérdést is takar: milyen tanusitvanyt tudunk elképzelni a fel-
bonthatésagra, milyet a felbonthatatlansagra, és algoritmikusan hogyan lehet
megtalalni ezen tantkat. A kovetkezd tétel a felbonthatosagra szolgaltat egy-
szerd tanusitvanyt.
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2.3.6. Tétel. Egy M matroid akkor és csak akkor felbonthato, ha létezik
S-nek olyan {S1, S2} particidja nemiires halmazokra, amelyre

7(S1) +7(S2) = 7(9). (2.3)

Bizonyitds. A definiciobol rogton adodik, hogy ha M felbonthato {S7,S2}
mentén, akkor r(S1) + r(S2) = r(9).

A megforditashoz |S| szerinti indukciot hasznalunk. Mivel az allitas |S| <
< 2 esetén semmitmondo, feltessziik, hogy |S| > 3. Tegyiik fel tehat, hogy
valamely ) C S; C S részhalmazra fennéll és legyen Sy = S — S55.
Azt fogjuk igazolni, hogy ekkor minden U C S halmazra r(Uy) + r(Us) =
=r(U), ahol Uy :=U NS és Uy := U N Sy. Tegylik fel, hogy ez nem igaz,
és legyen U egy maximalis halmaz, amelyre r(Uy) +r(Uz) > r(U). A feltevés
szerint U # S, és legyen mondjuk Sy € U. Az U maximalitasa miatt (U ) +
+7(S2) =r(U; USs). A lemméat T := Uj-re, X := Us-re és Y := Sy-re
alkalmazva kapjuk, hogy r(U) — r(Us) = r(Uy UUs) —r(Usz) > r(U; U Sy) —
—r(S2) = r(Uyr), ellentmondas. O

Vizsgéaljuk most meg, hogy egy matroidra miként lehet a felbonthatat-
lansagat rabizonyitani. Amint mér emlitettiik, M akkor és csak akkor fel-
bonthatatlan, ha koreinek C hipergrafja osszefiiggs. E tulajdonsagnak kétféle
élesitését is megadjuk.

2.3.7. Tétel. Egy M = (S, F) matroid akkor és csak akkor felbonthatatlan,
ha barmely két eleme egy korén van.

Bizonyitds. Az allitas trivialis, ha |S| = 1, ezért feltessziik, hogy |S| > 1. Ha
barmely két elem egy koron van, akkor a korok hipergrafja Osszefliggs, azaz
M felbonthatatlan. Megforditva, tegyiik fel, hogy a matroid felbonthatatlan.
Ekkor minden e € S benne van kérben, kiilléonben M felbonthaté lenne e
mentén. Az is kovetkezik, hogy koreinek hipergrafja 6sszefiiggé S-en. Lassuk
be, hogy barmely két elem egy koron van.

2.3.8. Lemma. Ha az x,y elemekhez létezik olyan x-et tartalmazé Cy kér
és y-t tartalmazo Cy kor, melyek metszik eqymdst, akkor létezik olyan kor,
amely tartalmazza x-et és y-t.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy a tétel nem igaz és valasszunk olyan
ellenpéldat, hogy K = Cy U Cy minimélis. Legyen ¢ € Cy N Cy. Az erds
kortulajdonsag szerint létezik egy C7 C K kor, amelyre ¢ € C,z € C]. Most
CiUCy = K, mert ha C] UCy C K volna, akkor K minimalitdsa miatt,
C1,Cy méar nem ellenpélda, tehat volna x-et és y-t tartalmazo kor.

Hasonlé megfontolassal adodik, hogy létezik olyan C) kor, amelyre
c & Chy e Chés CyUC) = K. De most Cf és C} sziikségképpen met-
szi egymast, az uniojuk valodi része K-nak (merthogy c¢ nincs az uniéban).
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Ezért Cf,C5 mar nem ellenpélda, és igy mégiscsak létezik egy z-et és y-t
tartalmaz6 kor, ellentmondas. O

A fenti lemma alapjan az egy kéron levés ekvivalencia-relacio, azaz létezik
S-nek egy egyértelmii particivja S1,...,S; részekre ugy, hogy M mindegyik
kore része valamelyik S;-nek, és mindegyik S; rész olyan, hogy barmely két
eleme rajta van egy koron. Miutan a korok hipergrafja osszefiiggs, t sziikség-
képpen 1, és igy S barmely két eleme rajta van egy koron. O

13. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az erds kortulajdonsdg és a2.3.8| lemma
aldbbi kozds dltaldnositdsa nem igaz, nem mindig érvényes: ha C1, Cy korok,
feCindCy e € C; —Cseq € Cy —(Cy, akkor van olyan C C C; UCy — f
kor, amelyre e1,eq € C.

Miutan a matroid felbonthatatlansaga a kordk hipergrafjanak osszefiig-
gGségével ekvivalens, a felbonthatatlansagra létezik legfeljebb |S| — 1 korbdl
allo tanusitvany. Réadasul a tétel szerint ez egyszert alakban is meg-
adhato: valasszunk ki egy tetszGleges s elemet, és minden = € S — s elemre
vegylink egy s-et és z-et tartalmazo kort. A most kovetkezd tétel szerint méar
egy legfeljebb |S| — r(S) darab korbsl allo tandsitvany is létezik.

2.3.9. Tétel. Egy M = (S, F) matroid akkor és csak akkor felbonthatatlan,
ha|S| = 1, vagy ha valamely B bdzisdhoz tartozd alapkorck (S,Cp) hipergrifia
osszefliggd.

Bizonyitds. Természetesen ha Cp 0sszefiiggd, akkor C is az, és ezért a matroid
felbonthatatlan. Forditva, tegyiik fel, hogy létezik S-nek olyan két Si, S
nemiires részekre torténd felbontasa, hogy minden B-hez tartozé alapkor vagy
teljesen az egyik részben van, vagy teljesen a méasikban. Ez azt jelenti, hogy
Si-ben S; N B maximalis fiiggetlen, tehat r(S;) = |[B N S;| (i = 1,2), és igy
7(S1) +7(S) = |BNS1|+|BNSs| = |B| = r(S). AR.3.6| tétel alapjan tehat
ilyenkor M nem osszefliggd. O

Tetszbleges B bézisra és © € S — B elemre B+ z tartalmaz egy egyértelmi
C = C(B,x) kort, amely az = elem B bazishoz tartozé alapkére. Rogton
adodik, hogy az alapkér pontosan azokbdl az elemekbdl éll, amelyeket B + -
bol kihagyva ismét bazist kapunk. Adott B béazishoz elkészithetjiik a hozza
tartozd6 G = (B, S — B; Ep) bazisgrafot. Ez egy paros graf, amelyben z €
€ B,y € S — B elemekre zy pontosan akkor él, ha € C(B,y), azaz, ha z
benne van az y alapkorében. Vilagos, hogy Cp akkor és csak akkor 6sszefiiggd
hipergraf, ha Gp 6sszefiiggs graf.

Osszefoglalva megallapithato, hogy a matroid alaphalmaza egyértelmten
felbomlik a matroid blokkjaira (azaz a hidakra és a korok hipergrafjanak kom-
ponenseire). Az egyes blokkok azon ekvivalencia-relacié osztalyai, amelyben
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két e, f elem akkor ekvivalens, ha e = f vagy ha van olyan kor, amely mind-
kettst tartalmazza. A nem egyelemi osztalyok megegyeznek egy bazishoz tar-
tozé alapkorok hipergrafjanak komponenseivel. A komponensek ugyanazok,
mint a Cp hipergraf, illetve a G paros graf komponensei.

2.4. Bazisok és rang

A matroid egy maximalis fiiggetlen halmazat bazisnak neveztiik. Ennek
elemszama a matroid rangja. A béazisok csaladja egyértelmien meghatarozza
a matroidot abban az értelemben, hogy kiilonb6z& M7, Ms matroidok bazisa-
inak halmaza kiilonb6z6. Valoban, ha példaul X fiiggetlen M;-ben, de fligg6
Ms-ben, akkor Mi-ben kiterjeszthet6 bézissa, mig Ms-ben nem, masszdoval
M;i-ben létezik X-et tartalmazo béazis, de Ms-ben nem, azaz M, és My ba-
zisainak halmaza tényleg kiilonbozé. Viladgos, hogy egy halmaz éppen akkor
fliggetlen, ha részhalmaza egy béazisnak. Kérdés, hogy egy halmazrendszerre
milyen tulajdonsigokat kell el6irni, hogy tagjai egy matroid béazisait alkossak.

2.4.1. Bazisaxiémak

Legyen adott S részhalmazainak egy B halmaza, és tekintsiik a kovetkezd
bazisaxiémaknak nevezett tulajdonsagokat.

(B1) B nemiires,
(B2) By, By € B és x1 € By — By esetén van olyan 25 € By — By elem, melyre
By —xz1+29€B.

A (B2) tulajdonsagot néha kicserélési axiémanak hivjak.

2.4.1. Tétel. Egy matroid bdzisai kielégitik a fenti két tulajdonsdgot. Ha B
egy olyan halmazrendszer, amely kielégiti a bdzisaxiomdkat, akkor az

F :={F: létezik B € B,F C B} (2.4)
halmazrendszer kielégiti a fliggetlenségi axiomdkat.

Bizonyitds. A tétel els6 fele rogton adodik a fliggetlenségi axiomakbol. A
forditott irdny igazoldsahoz lathato, hogy F kielégiti az els6 két fiiggetlenségi
axiomat. Lassuk be (I3")-t. Ennek elsg fele azt koveteli, hogy barmely két
B;, By € B halmaz elemszama ugyanaz. Tegyiik fel indirekt, hogy |Ba| <
< |By|, és valasszuk ezeket tgy, hogy |Bs — Bj| minimalis legyen. A (B2)
axiéma miatt valamely x1 € By — Ba esetén létezik egy olyan x5 € By — By
elem, amelyre Bf := By — x1 + 2 € B. De most |Bz| < |B1| = |B}| és | Bz —
— Bi| < |Bz2 — By, ellentmondasban B; és By vélasztasaval. A B tagjainak
koz0s elemszamat jeldlje r.
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(I3"") méasodik felehez legyen K, N C S két r — 1, illetve r elemd tagja
F-nek. Ekkor persze By := N B-ben van, és definici6 szerint létezik By € B
és x1 € By, melyekre K = By —x,. Ha x1 € By — By, akkor K +x1 € F, mig
ha 1 € Bs — By, akkor a (B2) axidoma szerint létezik zo € By — By, amelyre
By — z1 + x5 € B, azaz K valoban fiiggetlenné bévitheté N-bdl. O

14. Gyakorlat. Egy dsszefiiggd grif vagdsmatroidjinak bdzisai a feszitd fak
komplementerei.

A Kkicserélési axiomanak érvényes egyfajta tiikorvaltozata:

2.4.1. Allitas. By,By € B és x5 € By — By esetén van olyan x1 € By — By
elem, amelyre By — x1 + x4 € B.

Bizonyitds. Tekintsiik az x5 elem Bj-re vonatkozé C alapkorét. Ez nem lehet
teljesen Bs-ben, és igy egy 1 € C' — By elem j6 lesz. O

A allitasban megfogalmazott (B2*) tulajdonsagot nevezhetjiik becse-
rélési axiomanak.

54. Feladat. Igazoljuk, hogy ha B teljesiti (Bl)-et és (B2*)-t, akkor B egy
matroid bazisainak a halmaza.

A (B2) és (B2*) tulajdonsagok kis esztétikai hianyossaga, hogy benniik a
két bazis szerepe nem szimmetrikus. Ez azonban kikiiszobolhetd.

2.4.2. Tétel (Szimmetrikus baziskicserélési tétel). By, By € B és w1 € By —
— By esetén létezik eqy olyan xo € Bs — By elem, amelyre By —x1 +x2 € B
€s By — x5 + 121 € B.

Azt fogjuk mondani, hogy a fenti tulajdonsaggal bird x; és x5 elemek kol-
csonosen kicserélhetdk, roviden felcserélhetsk. A tételbeli tulajdonsagot
szimmetrikus bazis-kicserélési tulajdonsagnak hivjuk.

Bizonyitds. Jelolje az x1 elem Bs-hoz tartozd alapkorét Cs. Vegyilink egy
olyan C kort, amelyre

1€ CCBiUByés(C—By CCy— By (25)

és amelyre |C — By | minimalis. (Létezik 2.5}t kielégit6 kér: Cy ilyen.) Termé-
szetesen ez a minimum nem 0, hiszen B; nem tartalmaz kort.

Allitjuk, hogy |C' — B;| = 1. Valéban, ha indirekt |C — B;| > 1, akkor
tekintsiik egy x € C' — By elemnek a Bj-hez tartozé Cp alapkorét. C' mini-
malitasa miatt ez nem tartalmazza xi-et. Az erGs koraxioma szerint azonban
létezik olyan C' C Cy U C — z kor, amely tartalmazza xi-et, és ilyen C” kor
létezése ellentmondésban van C' miniméalis valasztasaval.
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Azt kaptuk, hogy C — By egyetlen elembdl all, melyet jeloljiink xo-vel.
Vagyis a C kor az zo elem Bj-hez tartozo alapkore, amely tartalmazza xi-
et, mig az xo elem benne van az z; elem By-hoz tartozé alapkorében. Ezen
elemek tehat felcserélhetsk. O

2.4.2. Kovetkezmény. Legyen Fy és Fy két diszjunkt figgetlen halmaz és
legyen s1 € Fy. Ekkor vagy Fo + s1 flggetlen vagy létezik egy so € Fy elem,
amelyre mind Fy — s1 + s2, mind Fy — so + s1 fiiggetlen.

Bizonyitds. Amennyiben Fs+s; nem fliggetlen, gy egy F>-t magaban foglalo
B bézis nem tartalmazza si-et. Legyen By egy Fj-et magaban foglal6 béazis,
és alkalmazzuk a [2.4.2] tételt. O

55. Feladat. Tegyik fel, hogy a matroid alaphalmazdn adott egy c suly-
fiigguény. Igazoljuk, hogy a c-re nézve mazimdlis sulyu bdzisok kielégitik o
bdzisaxiomdkat!

A kovetkezd tétel a (B2) axioma egy maés iranyud kiterjesztését mutatja.

2.4.3. Tétel. Adott By, By bazisokhoz létezik olyan f : By — By — By — By
bijekcid gy, hogy minden x € By — By elemre By — x + f(x) bdzis.

Bizonyitds. By — x + f(x) pontosan akkor bazis, ha x € C(By, f(z)), az-
az x benne van az f(x) elem Bj-re vonatkozd alapkorében. Tekintsiik a
{C(B1,%2) — By : z € By — B1} halmazrendszert.

Azt allitjuk, hogy erre teljesiil a Hall-feltétel, azaz, akarhogy vélasztva j
halmazt, az uni6juk elemszama legalabb j. Valoban, vegylink By — Bj-ben
J elemet, és tekintsiik a Bj-re vonatkozo Ch,...,C; alapkoreiket. Legyen
K :=UC;. Azt kell belatnunk, hogy |K — Bs| > |K — By|. Egyrészt r(K) >
> r(K N By) = |K N By|. Masrészt K N By tovabb nem bévithetd fiiggetlen
részhalmaz K-ban, igy |K N By| = r(K) > |K N Bsy|, ami azt jelenti, hogy
|K — Bs| > |K — By, tehat a Hall-feltétel tényleg teljestil.

A Hall-tétel szerint létezik egy f bijekcio gy, hogy minden z € B; — Bs
elem benne van az f(z) elem Bj-hez tartozd alapkorében, ami azt jelenti,
hogy B1 — z + f(z) bazis. O

56. Feladat. Legyen x1,x2,...,x eqy B bdzis néhdny eleme, y1,y2, ..., Yi
pedig bdzison kivili elemek. Tegyiik fel, hogy mindegyik x; benne van a megfe-
lelé y;-nek a B-hez tartozé C(B,y;) alapkorében, de h > j esetén
xp & C(B,y;). Igazoljuk, hogy B —{z1 ...,z } U{y1,...,yx} bdzis.

57. Feladat. Legyen B az M = (S,B) matroid egy bazisa. Tegyik fel, hogy
adott az elemeken eqy © : S — {0,1,...,n} dn. szintfigguény, amelyre (x)
O(v) < O(u) + 1 fennall minden olyan {u,v} elemparra, amelyre v € S —
— B, v € C(B,u). Legyen s és t olyan, hogy ©(t) = ©(s) +1, s € S — B,
t € C(B,s). Igazoljuk, hogy a (%) tulajdonsig a B’ :== B —t + s bdzisra
vonatkozdlag is fenndll.
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2.4.2. Rangaxiomak

A rangfiiggvény definiciojabol adodik, hogy egy halmaz akkor és csak akkor
fliggetlen, ha elemszama egyenls a rangjaval, vagyis a fliggetlenek csaladja a
kovetkezs:

F={XCSrX)=|X|} (2.6)

Ebbdl kovetkezik, hogy kiilonb6z6 matroidok rangfiiggvénye kiilonb6z6. Ho-
gyan lehet felismerni egy mas modon definidlt halmazfiiggvényrdl, hogy mat-
roid rangfiiggvény-e vagy sem? Més szoval, mik a rangfiiggvény lényeges tu-
lajdonsagai, melyeket meg kell kovetelniink, hogy a altal szolgaltatott
F halmazrendszer kielégitse a fiiggetlenségi axiomakat ?

2.4.4. Tétel. Azr: 2% — Z, nemnegativ, egészértéki halmazfiiggvény akkor
és csak akkor egy matroid rangfiggvénye, ha kielégiti az aldbbi
rangaxiomakat.

(R1) (@) =0 (az tires halmazon 0),

(R2) r(X)>r(Y) amikor X DY (monoton névs),

(R3) r(X) < |X] (szubkardinalis = ,elemszam alatti”),

(R4) (X) +rY) > r(XNY)+r(XUY) minden X, Y C S halmazra
(szubmodularis).

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy r egy matroid rang-fliiggvénye. Az el-
s6 harom tulajdonsag a definiciobol kozvetleniil adodik, a szubmodularitast
pedig méar belattuk a lemmaban.

Megforditva, tegyiik fel, hogy r kielégiti a fenti axiémékat. Belatjuk, hogy
a [2.6] altal definialt F halmazrendszer teljesiti a fiiggetlenségi axiomékat.
Ennek érdekében el6szor is igazoljuk a kdvetkezdt.

(R3") r(A+4+e) <r(A)+1amikor A C Sjee S — A.

Valéban, a szubmodularitast hasznalva: r(A) +1 > r(A) +r(e) > r(AN
N{e}) +r(Au{e}) > r(A+e), vagyis (R3’) fennall.

2.4.5. Lemma. Legyen AC S ésey,...,e €S —A. Har(A+e)=---=
=r(A+er) =r(A), akkor r(AU{es,...,ex}) = r(A). ( Azaz, ha bizonyos
elemek egyike sem noveli egy halmaz rangjat, akkor egyiittesen sem névelik.)

Bizonyitds. Indukciot hasznalunk. Az allitas trivialis k = 1-re, igy tegytiik fel,
hogy k > 2 és azt, hogy a lemma érvényes k — 1-re. Azaz r(A’) = r(A) ahol
A= AU{e1,...,ex—1}. (R2) és (R4) alapjan 7(A) + r(4) = r(A+ex) +
+r(A)>r((A+e)NA)+r((A+e) UA) =r(A)+r(AUudes, ..., ex}) >
>7r(A) +7(A), amibdl a lemma kévetkezik. O

Lassuk most be, hogy F kielégiti a fliggetlenségi axiomékat. (I1) kovetkezik
(R1)-b8l. Legyen X C Y € F. Ekkor r(Y) = |Y]. Az (R3’) tulajdonsag
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ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy r(Y) < r(X)+|Y — X]| és innen r(X) >
> |X|. (R3) alapjan r(X) = |X|, vagyis X € F, tehat (I12) is fennall.

(I3) igazolasdhoz egy X C S részhalmazra tekintsiikk az F-nek egy X-
ben fekvs, de X-ben tovabb méar nem bévithetd F' tagjat. Belatjuk, hogy
ennek elemszama r(X). Valoban, F' maximalitasa folytan minden v € X — F
elemre F +v ¢ F, vagyis (F) < r(F+v) < |F+v|—1=|F| =r(F). Igy a
lemma miatt |F| = r(F) = r(X), vagyis az F elemszama valoban csak
X-t8l fiigg. Bebizonyitottuk tehat, hogy (S, F) valoban matroid, amelynek
rangfiiggvénye éppen 7. O

Figyeljiik meg, hogy a rangaxiémakkal ekvivalens rendszert kapunk, ha
(R3)-at kicseréljiik (R3')-re. Valoban, az elgbb levezettiik (R3')-t, mig a for-
ditott irdny |X| szerinti indukcioval kénnyen lathaté. Kimutatjuk, hogy (R3)
helyettesithet6 a kovetkezével is:

(R3") r(s) <1 minden s € S elemre.

Valoban, (R3"”) és (R4)-bdl kapjuk, hogy |X| > > _r(s) > r(X), és
innen (R3) kovetkezik. Masrészt (R3") specialis esete (R3)-nek.

58. Feladat. Legyen M matroid az S alaphalmazon és legyen Z C S réogzitett
részhalmaz. Definidljuk az S’ := S — Z halmazon az aldbbi v fiigguényt.
r(X) = r(X U Z) — r(Z). Igazoljuk, hogy v’ kielégiti a rang-axidomdkat!
Az M figgetlenjeivel hogyan lehet meghatdrozni az v’ rangfiigguényd matroid
fiiggetlenjeit ?

A kovetkezd fontos fogalmak linearis algebrabol jonnek. Egy X C S részhal-
mazt akkor neveziink zartnak, ha barmely x € S—X elemre r(X+z) > r(X).
Az S alaphalmaz mindig zart. Egy halmaz nyilt, ha komplementere zart. Egy
r(S) — 1 rangi zart halmaz neve hipersik.

15. Gyakorlat. Zdrt halmazok metszete zdrt. Eqy halmaz pontosan akkor
hipersik, ha vagds komplementere.

59. Feladat. Tegyiik fel, hogy a Z C S részhalmaz zdrt az S-en értelmezett
M matroidban. Igazoljuk, hogy ha az M|Z matroid (az M megszoritasa Z-re)
felbonthato eqy X halmaz mentén, akkor X zdrt M -ben.

Egy X C S részhalmaz o(X) lezartjan (mas szoval az X altal feszitett
halmazon) azon z € S elemek halmazat értettiik, melyekre r(X + z) =
= 7(X). Eszerint a lezart mindig zart halmaz, és minden halmaz része a
lezartjanak. A lemma szerint o(X) nem mas, mint az X-et magaban
foglalo, egyértelmtien meghatarozott legb6vebb olyan halmaz, melynek rangja
ugyanaz, mint X-¢. Megint masképp fogalmazva, o(X) az X-et tartalmazo
zart halmazok metszete.
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16. Gyakorlat. Hurokmentes matroidban a mazimdlis 1 rangi halmazok
particiondljik az alaphalmazt.

17. Gyakorlat. Egy grdf kérmatroidjaban egy halmaz pontosan akkor nyilt,
ha a csucsok eqy particidjanak a hatdra, azaz a particio osztalyai kézdtt vezetd
élek halmaza.

60. Feladat. Legyen F az X egy maximdlis fiiggetlen részhalmaza. Igazoljuk,
hogy X akkor és csak akkor zdrt, ha minden s € S — X elemre F + s nem
tartalmaz kort.

61. Feladat. Legyen G = (V, E) irdnyitatlan grdf és {V1,Va,...,Vi} a V
egy olyan particidja, ahol mindegyik V; dsszefiiggd grifot feszit. Igazoljuk,
hogy a V1, ..., Vi halmazok dltal feszitett élek halmazainak unidja zdrt a graf
kérmatroidjaban, és megforditva, hogy a kérmatroid minden zdrt halmaza igy
dall eld.

2.5. Matroid-algoritmusok és -poliéderek

2.5.1. Orakulumok

Mar a [2:3.2] szakaszban felvetGdtek matroidokkal kapcsolatos algoritmikus
kérdések. Ahhoz, hogy egy ilyen algoritmus hatékonysagarol egyaltalan be-
szélni lehessen, tisztazni kell, mit is jelent algoritmikus szempontbél az a ki-
jelentés, hogy adott egy matroid. A hatékonysag szokasos mértéke a bemend
adatok méretének fliggvényében megadott 1épésszam. Ezért, ha egy matro-
idot példaul tgy adunk meg, hogy felsoroljuk a fiiggetlen halmazait, akkor
egy olyan algoritmust, amely ezek szaméaban polinomialis, aligha tekinthetiink
hatékonynak, hiszen a fliggetlen halmazok szama tipikusan exponencialis | S|-
ben. Marpedig a hatékonységra olyan definiciot szeretnénk megfogalmazni,
amely egy algoritmust akkor tekint hatékonynak, ha az |\S|-ben polinomialis.

Az algoritmushoz nem adjuk meg semmilyen explicit formaban a matroi-
dot. Ehelyett egy szubrutint, fliggetlenségi orakulumot tartunk készenlétben,
amely azt tudja, hogy az alaphalmaz tetsz6leges részhalmazat megadva neki,
megmondja, hogy az illeté halmaz fiiggetlen-e vagy sem. Ebben a szemlélet-
ben egy matroid-algoritmus ugy fut, hogy idénként megkérdezi a fiiggetlen-
ségi orakulumot arrél, hogy egy halmaz fliggetlen-e, és a vilasz fliggvényében
folytatja a szdmitéasait. Ilyen matroid-algoritmust akkor tekintiink polinomi-
alisnak, ha egyrészt a sajat szamitasainak mennyisége |S| hatvanyaval kor-
latozhato, méasrészt a fliggetlenségi orakulumhoz is a futasa soran legfeljebb
csak |S|-nek egy hatvanyaszor fordul.

Természetesen egy matroid-algoritmus konkrét matroidokra csak akkor
hasznalhaté, ha az adott matroidra a fiiggetlenségi orakulumot valahogy tény-
legesen meg tudjuk valositani (mint példaul racionalis vagy valos matrix altal
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definialt matrixmatroid esetén Gauss-eliminécidval). De ez mar mas szinten
16v6 kérdés: a matroid-algoritmus nem torédik azzal, hogy konkrét matroid
esetén a fiiggetlenségi orakulum algoritmikusan realizalhato-e vagy sem.

Matroidokat, amint lattuk, persze nem csak fliggetlenekkel lehet megad-
ni. Ha egy matroid példaul a bazisaival van definidlva, akkor egy matroid-
algoritmusban a fliggetlenségi orakulum helyett elényGsebb, ha egy béazisora-
kulum &ll rendelkezésre. Vagy esetleg egy rangorakulum vagy kérorakulum.
A megel6z6 szakaszokban lattuk, hogy a fliggetlenségi-, bazis-, rang-, illetve
koraxioma rendszerek paronként ekvivalensek, legalabbis abban az értelem-
ben, hogy mindegyikiik matroidot definial.

Vizsgaljuk most meg azt a kérdést, hogy miképp viszonyulnak egymés-
hoz ezek az axidma-rendszerek algoritmikus szempontbol. Mas szoval, ha egy
matroidnak adott valamelyik tipusi orakuluma, akkor ennek felhasznélasa-
val tudunk-e gyartani egy masik tipusi orakulumot. Kideriil, hogy bizonyos
esetekben igen, maskor viszont nem a valasz.

2.5.1. Allitas. A rang- és a fiiggetlenségi ordkulumok egymdssal polinomid-
lisan ekvivalensek.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy rendelkezésiinkre all egy fliggetlenségi
orakulum és ennek felhasznalasaval polinom idében szeretnénk meghatarozni
egy adott X C S halmaz rangjat. E célbol meghatarozzuk az X egy maxi-
maélis elemszamu fiiggetlen részhalmazat. Menjiink végig az X elemein egy
(tetszblegesen) megadott a1, ...,z sorrendben, és valasszuk ki az éppen te-
kintett elemet akkor, ha a mér ezt megel6zGen kivalasztott elemekkel egyiitt
fiiggetlen halmazt alkot. Az (I3) fiiggetlenségi axioma szerint igy X-nek egy
maximaélis, tehat r(X) elemszamu fiiggetlen részhalmazat kapjuk, éspedig a
fiiggetlenségi ordkulum | X| darab hivasaval.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a rangorakulum all rendelkezésiinkre (amely
tehat egy tetszdleges X halmaz megadasakor megmondja az X rangjat). En-
nek segitségével a fliggetlenségi ordkulum rogton realizalhatod, hiszen egy X
halmaz pontosan akkor fliggetlen, ha r(X) = | X]|. O

Hogyan viszonylik egymaéashoz a filiggetlenségi és a béazisordkulum, amely
egy megadott halmazrol donti el, hogy bazis-e vagy sem?

2.5.2. Allitas. A fiiggetlenségi ordkulum segitségével a bdzisordkulum eld-
dallithato.

Bizonyitds. Elgszor meghatarozzuk a fentebb leirt modon az alaphalmaz r(.5)
rangjat. Fzutan egy bazissag eldontésére beadott X halmazrol megkérdezziik,
hogy fiiggetlen-e, és ha a valasz igen és | X| = r(5), agy X béaazis, kiilénben
pedig nem az. O
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2.5.3. Allitas. A bdzisordkulum segitségével polinomidlis lépésben vdlaszold
fliggetlenségi ordkulum nem dllithato eld.

Bizonyitds. Azt latjuk be, hogy egyetlen bazist sem tudunk taldlni polinom
idében (marpedig egy fiiggetlenségi ordkulum az tudna). Még akkor sem, ha
a matroid r rangja elére ismert.

Tekintslik ugyanis azt a matroidosztalyt, amelyben egyetlen egy r elemi
béazis van, az ebbe nem tartoz6 elemek mind hurokelemek. Marmost, ha az
algoritmusunk sorra kérdezgeti az r elemtd halmazokat az orakulumtol, vajon
bézisok-e, és a valasz minden esetben nemleges, akkor amig csak van még két
meg nem kérdezett r elemi halmaz, az algoritmusunk nem tudhatja a helyes
valaszt, hiszen ezen ketts barmelyike lehet az egyetlen bazis. O

Erdekes, hogy megvéltozik a helyzet, ha a rang helyett elére meg van
adva egy tetszéleges bazis. Nevezziik ezt erds bazisorakulumnak: ez tehat
tetszGleges halmazroél el tudja donteni, hogy béazis-e tovabba rendelkezésére
all egy adott B bazis.

2.5.4. Allitas. Az erds bazisordkulum segitségével eqy fiiggetlenségi ordkulum
elddllithato polinom iddben.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy egy X halmazroél kell eldonteniink, hogy fligget-
len-e. A megadott By bazisbol kiindulva olyan béazisokat igyeksziink konstru-
alni, melyeknek egyre t6bb k6z6s eleme van X-szel. Amennyiben az aktuélis
rendelkezésre 4ll6 B bazis magaba foglalja X-et, gy X fliggetlen, és az al-
goritmus futésa véget ér. Ha létezik x € X — B elem, akkor minden egyes
y € B — X elemre megkérdezziik, hogy B’ := B — y + x bazis-e. Amennyiben
valamelyik y-ra igenld a valasz, ugy a B’ béazisnak eggyel tobb kozos eleme
van X-szel, és B’-re vonatkozolag iteraljuk az eljarast. Ha viszont minden
y-ra nemleges a valasz, az azzal ekvivalens, hogy az z-nek az B-hez tartozo
alapkore teljesen X-ben van, vagyis X nem fiiggetlen. O

A kororakulum egy megadott halmazrol megmondja, hogy kor vagy sem.

62. Feladat. Igazoljuk, hogy a fiiggetlenségi ordkulumbdl lehet korordkulumot
gydrtani, de forditva nem.

2.5.2. A mohé algoritmus

Tegyiik fel, hogy az M matroid S alaphalmazan adott egy ¢ : S — R
sulyfliggvény (vagy koltségfiiggvény). Keészitsiink algoritmust maximalis 6ssz-
sulyu bazis keresésére. Megjegyezziik, hogy egy ilyen algoritmus segitségével
maximalis stulyu fiiggetlen halmaz mér kdnnyen kereshets. Valoban, ha ¢ nem-
negativ, akkor egy maximalis silyt bazis automatikusan maximalis silyu flig-
getlen, hiszen egy fiiggetlen halmaz mindig kib6vithets bazissa. Amennyiben



88 2. OPTIMALIZALAS MATROIDOKON

vannak negativ sulyd elemek, gy ezeket toroljiik el a matroidbol, és a kelet-
kez§ részmatroidnak keressiik meg egy maximalis sulya bézisat. Ez nyilvan
az eredeti matroid maximalis sulyu fiiggetlen halmaza lesz.

A maximaélis sulyu bazis elallitasihoz a moho algoritmus egymas utéan
valaszt elemeket a kovetkezd szabaly szerint. Az elsé 1épésben kivalasztja az
egyik maximalis silyt elemet, amely nem hurok. Az altalanos lépésben az
addig kivalasztott F' fliggetlen halmazrdl eldonti, hogy bazis-e. Ha igen, az
eljaras a kapott bazis kiadasaval véget ér. Ha nem, akkor megnéveli F-et
egy olyan maximalis stlya = € S — F elemmel, amelyre F' + z fiiggetlen.
Amennyiben itt tobb (azonos stlyd) elem is rendelkezére all, barmelyiket
valaszthatjuk. Figyeljiik meg, hogy az (I3) fiiggetlenségi axioma pontosan
azt mondja ki, hogy a moho algoritmus minden (0 — 1) értéki salyfiiggvény
esetén maximalis sulyua bazist ad.

2.5.1. Tétel. A fenti mohd algoritmus mazximdlis sulyu bdzist szolgdltat.

Bizonyitds. Jelolje By, az algoritmus altal konstrualt bazist. Legyen B, qz
egy olyan maximaélis salyu bazis, amelynek B,,,-val maximélis sok k6z0s ele-
me van. Készen vagyunk, ha B,,, = B, ezért feltehetjiik, hogy nem ez a
helyzet. Tegyiik fel, hogy az algoritmus a B,,, elemeit az f1, fs,..., f sor-
rendben talalta meg, és legyen fi az els6 olyan elem, amely nincs B, q-ban.

A tétel szerint létezik olyan e € By,uz — Bmo, amely kolesonosen ki-
cserélhetd fi-val. Ami azt jelenti egyrészt, hogy {f1,..., fx—1, e} fliggetlen, és
igy a moho algoritmus el6irasa szerint c(e) < ¢(f). Masrészt, By,q, maxima-
litasa miatt c(e) > ¢(fx). Ezért c(e) = ¢(fx), és igy Bmaz —e+ [ is maximalis
sulyta bézis, aminek eggyel tobb kozos eleme van B,,,-val, ellentmondasban
Bias valasztasaval. O

A moho algoritmus tényleges végrehajtéasahoz el6szor rendezziik nagysag
szerint csokkend sorrendbe az elemeket, azaz feltehetd, hogy az elemek ugy
vannak indexelve, hogy c(vy) > ¢(va2) > ... > ¢(vy), ahol n = |S|. Azonos
stlyt elemek egymas kozti sorrendje tetsz6leges lehet. Ebben a sorrendben
végighaladva az elemeken mindegyikrél eldontjiik, hogy kivalasztjuk-e vagy
sem: az éppen aktualis elemet akkor valasztjuk ki, ha a mar kivalasztott
elemekhez véve még mindig fiiggetlen halmazt kapunk.

Kovetkezik, hogy az optimalis bazis nem annyira a stlyozas tényleges érté-
keitdl fiigg, hanem csupan az elemeknek sulyok altal meghatarozott sorrend-
jétsl. Vagyis ha példaul két (vagy tobb) sulyfiiggvényhez ugyanaz a csokkend
sorrend tartozik, akkor 1étezik olyan bézis, amely szimultan mindegyik stly-
fliggvényre nézve maximalis sulyt.

63. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges maximdlis sulyd bdzis megkaphato a
mohd algoritmus alkalmazdsdval (abban az értelemben, hogy amikor a moho
algoritmus futésa sorén tobb elem koziil is valaszthatunk, agy ezt alkalmasan
tessziik).
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Természetesen a mohé algoritmus minimalis stlyd bézis megkeresésére is
jO, hiszen ez ekvivalens a —c sulyozasra vonatkoz6é maximalis béazis problé-
maval. Ilyenkor teh&t minden 1épésben a legkisebb sulytu elemet valasztjuk
ki, amely a méar kivalasztottakkal egyiitt fliggetlen halmazt alkot.

A moh¢ algoritmust el6szor a kdrmatroidra vonatkozo specidlis esetben
irtak le, amikor is egy Gsszefiiggd grafban kellett maximélis salyt feszits fat
keresni. Ismert e feladatnak a kovetkezs alternativ megoldasa is, amely egy-
fajta ,,ovatos” algoritmusnak tekinthets. Tekintsiik a graf éleit novekvs suly
szerinti sorrendben, és egy élt dobjunk ki, ha a maradék graf még mindig
Osszefiiggs lesz. Végiil egy feszit$ fat kapunk, amelyrsl belathato, hogy ma-
ximalis silyt. Ez az algoritmus is kiterjeszheté matroidokra. Itt csékkend
stulyok szerint megyiink végig az elemeken, az aktualisat akkor dobva ki, ha
a megmarado matroid még tartalmazza az eredetinek egy bazisat. Az algo-
ritmus akkor fejez6dik be, amikor méar csak egy bazis maradt.

64. Feladat. Igazoljuk, hogy a fenti dvatos algoritmus mazximdalis sulyu bdzist
szolgdltat!

A feladatot a moho algoritmus igazolasanal hasznaltakhoz hasonld esz-
kozokkel lehet belatni. Ez tehat itt kijon. Latni fogjuk azonban, hogy ennek
mélyebb oka is van, és valojaban az 6vatos algoritmus interpretalhaté egy ma-
sik matroidon, az ugynevezett dualis matroidon dolgozé mohé algoritmusként
is: lasd a[2.6.1] tétel utani megjegyzést.

65. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a silyok pdronként kilonbozdek, akkor a
maximalis sulyd bazis egyértelmd!

66. Feladat. Tegyiik fel, hogy két sulyozdsunk is adott: ¢y és co. Hogyan
lehet a matroidnak olyan bdzisdt megtaldlni, amely a c1-re nézve maximdlis
sulyi, és ezen belil a co-re nézve maximdlis sulyd? Mi a helyzet, ha ketté
helyett k > 3 sulyozdsunk van ?

Hasznos lesz a maximalis stulyi béazisok alabbi jellemzése.

2.5.2. Tétel. Egy B bazis akkor és csak akkor maximadlis sulyd, ha minden
y€S—B ésxeC(B,y) elemre c(y) < ¢(x).

Bizonyitds. Ha x benne van az y alapkorében, akkor B — x + vy is bazis, tehat
ha B maximalis salyu, akkor c(x) > c(y).

Megforditva, tegyiik fel, hogy B’ egy maximalis stlyt bazis. Alkalmazzuk
a tételt a By = B és By, = B’ szereposztassal. A hipotézis szerint
c(f(z)) < ¢(z) minden x € B — B’ esetén. Ebbdl adédik, hogy ¢(B’) <
< ¢(B). Mivel B’ maximalis stlyt volt, igy ¢(B) < ¢(B'), azaz B is maximélis
suly. O

67. Feladat. Igazoljuk az eldz6 tételt a[2.4.2) tétel felhaszndldsdval!
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2.5.3. Tétel. Egy F fiiggetlen halmaz akkor és csak akkor mazimdlis sulyd,
ha minden elemének silya nemnegativ, c(y) < 0 fenndll minden olyany € S—
—F elemre, amelyre F+y figgetlen, tovdbbd c(y) < c(x) fenndll, valahdnyszor
F + vy fiiggs és x € C(F,y).

Bizonyitds. A feltételek nyilvan sziikségesek. Az elegendéségiik igazolasdhoz
legyen S’ a (szigortian) pozitiv silyt elemek halmaza, és legyen F' := S’ N
N F. Mivel F minden elemének stlya nemnegativ, ¢(F’) = ¢(F), és igy F
akkor és csak akkor maximalis sulyd, ha F’ maximalis sulya fiiggetlen az
M’ := M|S’ matroidban, ami azzal ekvivalens (mivel S’ minden eleme pozi-
tiv), hogy F’ maximaélis stlya bazisa M'-nek. Az F-re tett feltételek nyoman
a tételbeli feltételek teljesiilnek, gy F’ valoban maximalis stlyu béazisa
M'-nek, tehat F' maximalis salyu fiiggetlen M-ben. O

Feladatok

68. Feladat. Készitsiink algoritmust annak eldéntésére, hogy egy adott fig-
getlen halmaz kiegészithetd-e maximdlis sulyi bdzissd.

69. Feladat. Készitsiink algoritmust annak eldontésére, hogy létezik-e olyan
bdzis, amely eldre adott cy,. .., c, sulyfigguények mindegyikére nézve szimul-
tdn mazximadlis sulyd.

70. Feladat. Igazoljuk, hogy bdrmely c sulyozdsra a mazimdlis sulyd bdzisok
kielégitik a bdzisaziomdkat.

71. Feladat. Igazoljuk, hogy ha eqy G = (X,Y; E) pdros grifban pontosan
eqy teljes pdrositds létezik, akkor mind az X, mind az Y elemei ugy sorba-
rendezhetdk, hogy az azonos indexd elemek szomszédosak G-ben (€és igy az
egyértelmi teljes pdrositdst adjdk), tovdbbd kisebb indexd x € X elem soha-
sem szomszédos nagyobb indexd y € Y elemmel.

72. Feladat. Legyen F' egy matroid fiiggetlen halmaza, X CF ésY C S —
— F azonos elemszdmi halmazok. Legyen G = (X,Y;E) az a pdros grdf,
amelyben amelyben xy pontosan akkor él, ha x € C(F,y), vagyis ha a F +y
nem flggetlen, de F' + vy — x az. Igazoljuk, hogy amennyiben G-nek pontosan
eqy teljes pdrositdsa létezik, gy F UY — X fiiggetlen.

73. Feladat. Legyen B egy maximdlis sulyu bdzis a c sulyfigguényre néz-
ve. Tegyik fel, hogy az x1,xs,...,x) bdzisbeli elemek és az yi,y2,..., Yk
bazison kivili elemek olyanok, hogy z; € C(B,y;) és c(z;) = c(y;) min-
deni =1,....k-ra, és h > j, c(xp) = c(y;) esetén xp & C(B,y;). Ekkor
B :=B—{x1...,zx} U{y1,...,yx} maximdlis silyud bdzis.
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2.5.3. Matroidok poliéderei

Ismeretes, hogy a maximalis folyamra vagy a legolcsobb ttra minimax té-
telek fogalmazhatok meg. A maximalis folyam, miniméalis vagas (MFMC)
tétel tobbek kozott arra jo, hogy tanudsitvanyt szolgaltasson egy adott fo-
lyam maximalitasara: egy ugyanolyan nagysagu vagast. Egy ilyen vagas léte
valéban bizonyitja az adott folyam maximalitasat, fliggetleniil attol, hogy mi-
ként tudtuk kiszamitani akar a folyamot, akar a vagast. A mohoé algoritmus
annyira egyszer(d volt a matroid maximalis silyt bazisdnak (vagy fliggetlen-
jének) meghatéarozasara, hogy a bézis maximalitdsat kénnyen igazold tanu-
sitvanynak nem is igazén érezziik sziikségét: a tanusitvany ellendrzése nem
egyszertibb feladat, mint a moho algoritmus egy esetleges jboli lefuttatasa.
Mindamellett ilyen tétel megfogalmazhato.

2.5.4. Tétel. Az M = (S,r) matroidban tetszdleges ¢ : S — R silyozdsra a
maximdlis bdzis silya 7(c), ami definicid szerint

#(c) == r(S)ec(sn) + z_: r(Si)[e(si) — e(sit1)], (2.7)
ahol c(s1) > c(s2) > ... > c(sp) ésS; :={s1,...,8i}.

Bizonyitds. Az ezen sorrend szerint lefuttatott moho algoritmus olyan B béa-
zist szolgéltat, amelyre |B N S;| = r(S;) minden i-re fennall. Egyszert at-
Osszegzéssel kapjuk, hogy #(c) = r(S)c(sy) + Z?;ll r(S:)[e(s;) — e(siy1)] =
— B Sle(sn) + XI5 1B A Sille(si) — elsian)] = Soepels) = c(B). O

74. Feladat. A mohd algoritmus segitségével igazoljuk, hogy egészértéki c
esetén barmely Z C S halmazra #(c + x ) = #(c) +1c(Z), ahol ro(Z) jeldli a
Z és egy maximdlis silyd bdzis metszetének mazimdlis elemszamdt (vagyis a
feladatban definialt matroidban Z rangjat).

75. Feladat. Igazoljuk, hogy egészértéki c-re #(c—x,,) = #(c) +r.(S—2Z) —
—r(S).

76. Feladat. Legyen c : S — Zy egészértéki, és tegyiik fel, hogy a T C S
halmaz olyan, hogy x € T,y € S — T elemekre mindig c(x) > c(y). Ekkor

Flc = x,) = 7(c) —r(T).
77. Feladat. Igazoljuk, hogy ¥ szubadditiv, azaz 7(c1) + 7(c2) > 7(c1 + c2)
minden ¢ €s co sulyozdsra fenndll.

2.5.5. Tétel. Az M = (S, r) matroidhoz tartozo

max{cz:z € R%, 2> 0,2(Z) < r(Z) minden Z C S részhalmazra

és x(S) =r(S)} (2:8)
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primdl linedris program, illetve ennek dudlisa, a

min{}_ s y(Z)r(Z2) 1y 29 5 R, Y., y(Z) > c(s), has €S,

(2.9)
ésy(Z) >0, ha Z C S}

linedris program olyanok, hogy a primdl problémdnak mindig létezik egészérté-
ki optimuma (amely automatikusan (0 —1) értékd), mig a dudl problémdnak
létezik olyan optimdlis y megolddsa, amelyre a {Z : y(Z) > 0} halmazrendszer
lanc. Tovdbbd egészértékid c esetén az optimdlis y is vdlaszthato egészértéki-
nek.

Bizonyitds. Az elemek indexelése és az S; halmazok definicitja legyen a[2.5.4]
tétel szerinti. Legyen B egy maximaélis sulyu bazis és x ennek karakterisztikus
vektora. Legyen

y(Sn) :=c(sn) (2.10)

és
y(Si) = c(s;) —¢(s;y1) minden i =1,...,n — 1 -re, (2.11)
valamint minden mas halmazon legyen az y értéke 0. Ekkor z (egész) eleme a
primal poliédernek és y (amely egész, ha ¢ egész) eleme a dualis poliédernek,
és a tétel szerint cx = yr(:= > [y(Z)r(Z) : Z C S|, azaz x primal

optimum, y duél optimum. O

2.5.6. Tétel. Az M = (S,r) matroidhoz tartozé max{cr : x € R% z >
> 0,2(X) < r(X) minden X C S részhalmazra} primdl linedris program,
illetve ennek dudlisa, a min{> [y(Z)r(Z) : Z C S| :y>0,> [y(Z):s€ Z] >
> c(s) minden s € S-re} linedris program olyanok, hogy a primdl problémdnak
mindig létezik egészértéki optimuma (amely automatikusan (0 — 1) értéki),
mig a dudl problémdnak létezik olyan optimdlis y megolddsa, amelyre a {Z :
1 y(Z) > 0} halmazrendszer lanc. Tovdbbd egészértéki c esetén az optimdlis
y s vdlaszthato egészértékinek.

Bizonyitds. Amennyiben ¢ nemnegativ, ugy a tételben kapott primal
és dual optimumok itt is jok lesznek, hiszen ekkor az y(S) = c(sy,) érték is
nemnegativ. Ha c-nek minden komponense nempozitiv, akkor z = 0 primél
megoldas, y = 0 dual megoldas és ezek optimélisak. Tegyiik most fel, hogy c-
nek vannak pozitiv és negativ komponensei is, és legyen ¢ az az index, amelyre
c(s;) > 0 > ¢(si4+1). Legyen S’ := S; és M’ := M|S’. Legyen 2/, illetve 3/
a tétel altal az M’-ben biztositott primal és dual optimalis megoldas.
Ekkor az z’-t nullakkal kiegészitve kapott x és a valtozatlan y' primal, illetve
dualis optimuma a [2.5.6] tételbeli programparnak. O

Legyen az M matroid rang-fiiggvénye r, és jeldlje a fiiggetlen halmazok ka-
rakterisztikus vektorainak konvex burkat P(r). Ezt a matroid poliéderének
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vagy a fiiggetlenek poliéderének nevezziik. A bazisok karakterisztikus vek-
torainak konvex burkat a matroid bazispoliéderének nevezziik, és B(r)-rel
jeloljiik.

Ismeretes, hogy minden politop (:=véges sok pont konvex burka) poli-
éder, azaz el6all véges sok feltér metszeteként (mas szoval egy egyenl6tlenség-
rendszer megoldas halmazaként). Most explicit megadjuk a fliggetlenségi és
a bazispoliédereket félterek metszeteként, azaz egyenltlenségekkel. Legyen

B':={z€R":2>0,2(Z)<r(Z) minden ZCS részhalmazra, és x(S)=r(S)}
(2.12)
és legyen

P :={xe€R%:2>0,2(Z) <r(Z) minden Z C S részhalmazra}. (2.13)
2.5.7. Tétel. B(r) =B’ és P(r)=P’.

Bizonyitds. Miutan B(r) C B’ és P(r) C P’, csak azt kell latni, hogy B’,
illetve P’ csticsal egészek, hiszen egy B’-ben, illetve P’-ben 1év egész (és
igy 0-1 koordinatékkal rendelkezs) pont sziikkségképpen egy bazisnak, illetve
egy fiiggetlen halmaznak a karakterisztikus vektora. A és tételek
szerint viszont B’ és P’ valoban egész poliéderek. O

Egy alkalmazas

A poliéderes szemlélet hasznat a moho algoritmus egy érdekes alkalmazasa-
val mutatjuk be. Adott az S alaphalmazon egy M matroid, tovabba S rész-
halmazainak egy {Si,...,Sk} rendszere. Fejlessziink ki algoritmust annak
eldontésére, hogy létezik-e a matroidnak olyan B bézisa, amelyre

BN S; fesziti S;-t minden i-re. (2.14)

Egy teljes graf kormatroidjara alkalmazva, ennek segitségével példaul el lehet
donteni, hogy egy adott hipergraf részfahipergraf-e, azaz létezik-e a hipergraf
ponthalmazéan egy olyan F' feszits fa, hogy minden hiperél az F' egy részfaja.

Tekintsiik a c:= ), x s, sulyfliggvényt, és legyen B* egy maximalis c-stulya
(azaz c-re nézve maximalis stlyd) bazis, amit példaul a moho6 algoritmus
segitségével kereshetiink meg.

2.5.8. Tétel. Akkor és csak akkor létezik -et kielégitd bazis, ha a ma-
rimdlis c-sulyd B* bdzis ilyen.

Bizonyitds. Az elegend@ség semmitmondo6. A sziikségesség igazolasahoz te-
gyiik fel, hogy létezik (2.14)-et kielégité B’ bézis. Tekintsiik a tételben
megfogalmazott dudlis linearis programot, és legyen y/'(Z) := 1, ha Z = S,
valamely ¢ = 1,...,k-ra és y/(Z) := 0 kiilonben. A ¢ definiciéja folytan y’
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dualis megengedett megoldas. Igy a maximalis c-sulyn bazis silya legfeljebb
Sr(S;) :i=1,...,k], és egy B béazisra pontosan akkor all fenn egyenlség,
ha r(S;) = |BN.S;| minden i-re, ami épp (2.14]). Miutan létezik ilyen B’ bazis,
igy minden maximalis silya bazis teljesiti (2.14)-et. O

2.6. Matroid miiveletek

Ebben a fejezetben attekintjiik azokat az egyszertibb és Osszetettebb mii-
veleteket, melyek segitségével grafokbol vagy meglévé matroidokbol tjabb
matroidot gyarthatunk.

2.6.1. Elemi miiveletek
Parhuzamos t6bbszorozés

Az M matroid egy s fiiggetlen elemének parhuzamos t6bbszordzésén azt
értjiik, hogy az s elemet helyettesitjiik az S-t6l diszjunkt S” := {s1,..., sk}
halmazzal, és a létrejovs S — s U S’ alaphalmazon egy X részhalmazt akkor
deklaralunk fiiggetlennek, ha X C S — s és X fliggetlen M-ben, vagy ha |X N
NS’'| =1és X —5"+s fiiggetlen M-ben. Konnyen lathat6, hogy igy matroidot
kapunk, amelyben barmely két 4j elem kételemd kort alkot. Graf kormatro-
idjdban ez a konstrukcié annak felel meg, hogy egy élt k parhuzamos éllel
helyettesitiink. Hasznos a parhuzamos tobbszorozés egy mésik szemléltetése.
Tegyiik fel, hogy (S,T; E') paros graf S ponthalmazan adott egy hurokmen-
tes M matroid. Ekkor M-et ,ratehetjik” a graf élhalmazara, egy FF C E
részhalmazt akkor tekintve fiiggetlenek, ha az F-beli élek végpontjai S-ben
kiilonbozsek és fliggetlenek. Az igy kapott M’ matroid izomorf azzal, amit
M-bél kapunk, ha minden s € S elemét fokszamnyiszor (dg(s)-szer) parhu-
zamosan megtobbszorozziik. Egy F' C E élhalmaz M’-beli rangja nem mas,
mint az I’ S-beli végponthalmazanak M szerinti rangja.

Soros tobbszorozés

Az M matroid egy s elemének soros tObbszOrozésén azt értjiik, hogy az
s elemet helyettesitjiik az S-t6l diszjunkt S’ := {sq,..., s} halmazzal, és
a létrejové S — s U S’ alaphalmazon egy X részhalmazt akkor deklaralunk
kornek, ha vagy X € S — 5" és X kor M-ben, vagy S’ C X és X — S’ + s kor
M-ben. Kénnyen lathato, hogy igy egy (koreivel definialt) matroidot kapunk.
Graf kormatroidjaban ez a konstrukcié annak felel meg, hogy egy élt k élbél
allo uttal helyettesitiink.
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Direkt 6sszeg

Tegyiik fel, hogy adott k matroid, M; = (S;, F;) gy, hogy az S; alaphalma-
zok diszjunktak. Legyen S := U;S; és F:={I C S:INS; € F;,i =1,...,t},
vagyis I fiiggetlen, ha minden i-re az S;-be esé része fiiggetlen az i-edik matro-
idban. Az axiomak ezuttal is konnyen ellenérizhetGek. A keletkez6 matroidot
az M; matroidok direkt Osszegének vagy diszjunkt unidjinak nevezziik.
Rangfiiggvénye r(X) = >, (X NS;). A direkt 6sszeg egy kore valamelyik M;
osszeadando egy kore, és M; egy kore M-nek is kore. (Tehat M minden kore
valamelyik S; halmazban fekszik.) Kénny ellenérizni, hogy minden matroid
blokkjainak direkt 0sszegeként all el6.

18. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy eqy X halmazra akkor és csak akkor teljestil
r(X) = t(X), ha M az M|X és M — X matroidok direkt osszege. Iit t a
matroid ko-rangfiggvénye. (Egy X halmaz t(X) ko-rangja a bdzisok X -szel
vett metszetének minimdlis mérete. Konnyen ldthato, hogy t(X) = r(S) —
—r(S —X), ahol S az alaphalmaz.)

Csonkolas

Legyen M = (S, F) matroid és g > 0 egész szam. Az M matroid egy cson-
koltjan (truncation) vagy g-csonkoltjan azt az M, matroidot értjik, amely-
ben egy X halmaz akkor fliggetlen, ha F-hez tartozik és elemszama legfeljebb
g. Ez nyilvan matroid lesz, melynek rangfiiggvénye r,(X) = min{r(X), g}.

Nyujtas

Legyen M = (S, F) matroid és f > 0 egész szam. Az M matroid egy nytaj-
tasan (elongation) vagy f-nytjtasan azt az M/ matroidot értjiik, amelyben
egy X halmaz akkor fiiggetlen, ha M egy fiiggetlenjébsl keletkezik legfel-
jebb f elem hozzavételével. Ez matroid lesz, melynek rangfiiggvénye rf (X) =
= min{r(X) + f,|X|}.

Adjungalas

Legyen M = (S, F) matroid, Z C S, és z egy 1j elem. A z elem Z szerinti
adjungaltjaban az S + z halmaz egy X részhalmaza akkor legyen fiiggetlen,
ha X € F vagy ha z € X és Z-nek van olyan 2’ € X eleme, amelyre X — 2z +
+ 2’ € F. Ha Z az egyetlen 2’ pontbol all, akkor a Z szerinti adjungalt nem
mas, mint a z’ parhuzamos duplazasa.

78. Feladat. Igazoljuk, hogy az adjungdlt valéban matroid, melynek ' rang-
fiigguényére X C S esetén r'(X) = r(X), mig z € X esetén r'(X) =
=min{r(XUZ—-2z),r(X —2)+ 1)}
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Affin matroidban az adjungalas annak felel meg, hogy a Z részhalmaz altal
feszitett affin altérbél a matroidhoz vesziink egy,altalanos helyzetben” 1é6vé
4j z pontot. Ez azt jelenti, hogy 2z pontosan akkor van benne valamely X
halmaz lezartjaban, ha X minden eleme benne van Z lezartjaban. Példaul a
sikban, ha Z két pontbol all, akkor az adjungélt elem a két pontot 6sszekdté
egyenesen van ugy, hogy kiilonbozik minden S-beli ponttdl és nincs rajta
semelyik més egyenesen, amelyet S két pontja hataroz meg.

2.6.2. Dualis matroid

Grafoknal talalkoztunk azzal a jelenséggel, hogy a graf krmatroidja és vagas-
matroidja kézott igen szoros kapcsolat mutatkozik. Nevezetesen a kérmatro-
idban a feszitd fak a bazisok, mig a vagasmatroid bazisai éppen a feszit6 fak
komplementerei. Val6jaban minden matroidhoz elkészitheté a dualis matro-
idja.

Legyen M = (S,B) matroid a bézisaival adva. Az M dualisan azt az
M* = (8,B*) matroidot értjiik, ahol B* := {X : S — X € B}. Tehat M*
bézisai éppen az M béazisainak komplementerei. A definiciobol vilagos, hogy a
matroid dualis matroidjanak dualisa 6nmaga. Természetesen be kell latnunk,
hogy M* tényleg matroidot alkot.

2.6.1. Tétel. B* kielégiti a bazisaxiomdkat. A dudlis matroid r* rangfiggvé-
nye:
r(X) =|X|+7r(S—-X)—r(5). (2.15)

Bizonyitds. Az els6 bazisaxioma trividlisan teljesiil. (B2) igazolasahoz legyen
Bf =S5 — B; és B =S5 — By a B* két tagja, azaz By és By az M bazisai.
Barmely x € Bf — B elemre meg kell mutatnunk, hogy létezik egy y € B5 —
— B elem, amelyre Bf —x+y € B*. Ez azzal ekvivalens, hogy az x € By — B,
elemhez létezik olyan y € By — By elem, amelyre By +  — y bazisa M-nek,
ami éppen a allités.

igazolésahoz figyeljiik meg, hogy egy X halmaz rangja azt méri,
maximum mennyire tud egy bazis X-be belemetszeni. Marmost |B* N X|
maximumaét, ahol B* dualis bazis, tgy hatarozhatjuk meg, hogy vesziink M-
nek egy olyan B béazisat, amelyre |B N X| minimalis, azaz amelyre |B — X|
maximalis. Ez a maximum nyilvan r(S — X). Igy a minimalis |B N X| értéke
r(S) —r(S—X), amibdl a keresett |B* N X| maximuma, azaz r*(X) = | X| —
—r(S)+r(S - X). O

A definiciobol rogton latszik, hogy egy X C S halmaz akkor és csak akkor
fliggetlenje M-nek, ha a komplementere generatora a dualisnak.

Megjegyezziik, hogy most mar vilagos, miért is kellett a[64] feladat szerint
az 6vatos algoritmusnak maximalis silyt bazis meghatérozasara helyesen mii-
kddnie. Ugyanis ez az algoritmus pontosan azt teszi, amit a moho algoritmus
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tesz a dualis matroid minimélis salyd bazisanak megkeresésekor. Marpedig a
maximélis sulyu eredeti bazisok és a minimalis stlyi duélis bazisok nyilvan
egymas komplementerei.

19. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy r*(X) + t(X) = |X|, ahol r* a dudlis rang-
fiigguénye.

20. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy egy matroid eqy B bdzisanak bdzisgrdfja
ugyanaz, mint a dudlis matroid B* := S — B bdzisdnak bdzisgrifja.

21. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy egy matroid akkor és csak akkor dsszefiiggd,
ha a dudlisa is az.

22. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy az elsd szakaszban leirt csonkolds és nyujtds
mdveletek egymds dudlisai abban az értelemben, hogy egy matroid csonkolt-
janak a dudlisa nem mds, mint a dudlis matroid nyijtottja. Hasonloképp, a
nyujtott dudlisa ugyanaz, mint a dudlis csonkoltja.

23. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy eqy matroid kore a dudlis matroid vdgdsa,
egy vdgdsa pedig a dudlis matroid kore.

Matrixmatroid dualisa

2.6.2. Tétel. Ha eqy M = (S, F) matroid valamely F test feletti mdtrizmat-
roid, akkor dudlisa is I feletti mdtrizmatroid.

Bizonyitds. Legyen S = {s1,...,s,}. Legyen A olyan méatrix, melynek ele-
mei F-bol valok, oszlopai megfelelnek az S elemeinek, és az oszlopok egy
részhalmaza pontosan akkor linearisan fliggetlen, ha a megfelels részhalmaza
S-nek F-hez tartozik. Azt mondjuk, hogy az A matrix reprezentalja az M
matroidot.

Vilagos, hogy ha az A sorat megszorozzuk egy nemnulla elemmel, akkor az
oszlopok lineéris fliggdsége, illetve fiiggetlensége valtozatlan marad. Ugyanez
érvényes, ha egy sort hozzaadunk egy masikhoz, vagy ha két sort felcseréliink.
Hasonloképp, ha az A egy sora linearisan fiigg a tobbi sortol, akkor a sor
kihagyasaval keletkezG matrix is reprezentalja M-et.

Legyen B := {s1, 82,...,8,} a matroid egy bézisa. A fenti miveletek egy-
mas utani alkalmazasaval (magyarul Gauss-eliminacioval) elérhetjiik, hogy az
A matrix r sorbol alljon, és az elsd r oszlopa egységmatrixot alkosson. Jeldlje
C az A métrix maradék r x (n — r)-es részét. Tekintsiik az A’ := (CT, E,_,)
matrixot, ahol CT a C transzponéltja, E,_, pedig az (n —r) x (n — r)-es
egységmatrix.

Az A’ matrix rangja nyilvin n — r. Azt allitjuk, hogy A’ méatrix M’
matrix-matroidja éppen az M duélisa. Legyen P egy r elemi részhalmaza
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S-nek. Feltehetjiik, hogy P = {s;,..., Sitr—1}. Amennyiben P = B, ugy S —
— B-nek az E, _, egységmatrix felel meg A’-ben, vagyis ebben az esetben P
bazisa M-nek és S — P bazisa M'-nek.

Ha P # B, akkor legyen k a legkisebb index, amelyre s, ¢ B. Ugyanazt a
P bettit hasznalhatjuk az A matrixban a P részhalmaznak megfelels r x r-es
részmatrix jelolésére. Jelolje P~ a P matrixnak azt a részmatrixat, amely a P
els6 k —1 oszlopanak és utolso k —1i soranak elhagyasaval keletkezik. Mivel P~
konstrualasakor a P-bél torolt sorok és oszlopok metszete egységmatrix, ezért
a P részhalmaz akkor és csak akkor bazisa M-nek, ha P~ nemszingularis.

Tekintsiik most az S — P-nek megfelels oszlopokat A’-ben, és legyen T az
A’-nek az els6 r — (k—1i) oszlopa és az els6 r — (k—1) sora altal meghatéarozott
részmatrixa. Mivel T az S — P-nek megfelel négyzetes matrixboél olyan so-
rok és oszlopok torlésével keletkezik, amelyek metszete egységméatrix, S — P
akkor és csak akkor fiiggetlen M’-ben, ha a T matrix nemszingularis. De a
konstrukcié miatt a T' matrix éppen P~ transzponéltja, igy megkaptuk, hogy
P akkor és csak akkor bazis M-ben, ha S — P bazis M’-ben. O

A valos szamok teste felett reprezentalhaté dualis matroidparoknak szem-
léletes geometriai tartalmuk van: egymaésra ortogonalis kiegészits altereknek
felelnek meg. Legyen A; egy r X n-es valés méatrix, melynek sorai linearisan
fliggetlenek, és legyen M7 az oszlophalmazon értelmezett matrixmatroid. Lé-
tezik egy (n—r) X n méretd Ay matrix, amelynek sorai linearisan fiiggetlenek,
és minden sora ortogonalis az A; minden sorara. Vagyis az A; és A, maét-
rixok sorterei egyméas ortogonalis kiegészits alterei. Jelolje My az oszlopok
halmazan az A, altal definialt matrixmatroidot.

Azt allitjuk, hogy M, és M, egymasnak duélisai. A dolog szimmetridja
miatt ehhez elég azt belatni, hogy ha By az M; bazisa, akkor By := S — B;
fliggetlen Ms-ben. Tegyiik fel indirekt, hogy nem az. Ekkor 1étezik egy = # 0
vektor, amelyben a Bj-nek megfelel§ komponensek nullék, és amelyre Asx =
= 0. Ez azt jelenti, hogy z ortogonalis az A, minden sorara, és igy benne
van van az A; sorterében, vagyis létezik y (r dimenzios) vektor, amelyre x =
= yA;. Mivel z # 0, igy y # 0. De ez azt jelenti, hogy az y ortogonalis
a Bi-nek megfelel6 Ai-beli oszlopokra, vagyis ezen oszlopok nem linearisan
fliggetlenek, ellentmondéasban a feltevéssel, hogy By bézisa M;i-nek.

Grafikus matroid dualisa, sikgraf sikdualisa

Latjuk tehat, hogy reprezentalhaté matroid dualisa is reprezentalhatd. Fel-
vetédik a kérdés, hogy egy grafikus matroid dualisa mikor grafikus. Erdekes
modon ez grafok sikba rajzolhatosagaval van kapcsolatban. Legyen G Gssze-
fliggd, sikba rajzolhato graf, és tekintsiik egy konkrét sikba rajzolasat. Ehhez
elkészithets a G* stkduélis graf oly médon, hogy minden tartoményba elhe-
lyezziik a G*-nak egy csucsat, és kett6t o parhuzamos éllel 6sszekotiink, ha a
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megfelel§ tartomanyoknak « kozos éle van G-ben. A konstrukciobol adodik,
hogy G* sikbarajzolt graf, amelynek annyi cstcsa van, mint ahany tartoma-
nya a sikba rajzolt G-nek, és az élei egy-egy értelmii megfeleltetésben vannak
a G éleivel. Hangsulyozzuk, hogy a sik-dualis a graf egy konkrét sikba rajzo-
lasahoz rendel egy sikba rajzolt grafot, és el6fordulhat, hogy G két kiilénb6zé
sikba rajzolasahoz tartozo sikduélis grafok nem izomorfak egymassal. (Tétel:
3-0sszefiiggd grafoknal ez mar nem fordulhat eld.)

Hurokélnek a dualisban elvago él felel meg, és megforditva. Altalanosab-
ban, nem nehéz bebizonyitani, hogy a sikgraf egy korének a sikdualis graf egy
elemi vagésa felel meg, mig egy elemi vagasanak a sikdualis graf egy kore. (A
dolog azon a megfigyelésen mulik, hogy egy sikba rajzolt graf kore a sikot bel-
s6 és kiils6 részre osztja.) Ebbdl rogton kovetkezik, hogy ha F a G = (V, E)
sikgraf feszitd faja, akkor az E — F-nek megfelel§ élhalmaz a dudlis graf-
nak feszit6 faja. Ebbdl adédik, hogy sikba rajzolt graf és sikdualis grafjanak
kérmatroidjai egyméasnak (matroid-) dudlisai. Tovabba, hogy a G kiilonbo6z6
sikba rajzolasaihoz tartozo sikdualis grafok, bar nem biztosan izomorfak, de
kormatroidjuk ugyanaz (nevezetesen G kormatroidjanak dudlisa).

Megallapitottuk tehat, hogy sikgraf kérmatroidjanak duédlisa mindig gra-
fikus. Fzen kijelentés megforditasa is érvényes, vagyishogy nem sikba raj-
zolhat6 graf kérmatroidjanak dudlisa nem grafikus. (A bizonyitas vazlata a
kovetkezs. Elészor kimutatja az ember, hogy ha egy graf kormatroidjanak
duéalisa grafikus, akkor ugyanez érvényes egy él elhagyasaval vagy Gsszehi-
zasaval keletkez$ grafra. A Kuratowski-tétel szerint ha egy graf nem sikbeli,
akkor pontok elhagyaséaval, valamint élek egymas utani elhagyasaval, illetve
Osszehuzéasaval megkaphatjuk a két Kuratowski-graf egyikét. Elég tehat ki-
mutatni, hogy a K5 és a K3 3 kormatroidjainak dudlisa nem grafikus. Nézziik
példaul a K5 6tpontu teljes grafot. A kérmatroid M* dualisanak rangja 10 —
— 4 = 6. Ha M* grafikus, azaz egy G’ (0sszefiiggs) graf kormatroidja, akkor
G'-nek 7 pontja van. Mivel K5-ben minden kor legalabb harom elemt, az M’
matroidban minden vagas legalabb harom elemt, és igy G’ minden pontja-
nak a foka legalabb 3. De akkor G’-nek legalabb [7 % 3/2] = 11 éle kell hogy
legyen, holott csak 10 éle van. Hasonl6 meggondolassal lathato, hogy Ks 3
kormatroidjanak M’ dualisa sem grafikus. Valoban, ha M’ valamely Ossze-
fliggs G’ graf kormatroidja lenne, akkor G’-nek 5 pontja van (merthogy M’
rangja 9-5=4). Mivel K3 3-ban mindegyik kor legalabb 4 elemt, az M’-ben
mindegyik vagas legalabb 4 elemd, és ezért G’-ben mindegyik pont foka leg-
alabb 4. G'-ben tehat legalabb 5% 4/2 = 10 élnek kell lennie, de csak 9 van.)

Mivel egy feszit§ fa élszama eggyel kisebb, mint a pontszama, azt kapjuk,
hogy F' eggyel kevesebb élbdl all, mint a G csticsainak szama, és E — F' eggyel
kevesebb élbdl all, mint G* cstcsainak szama, ami épp a G tartomanyainak
szdma. E kett6 Osszeadasaval nyerjik az Euler-formulat, amely szerint egy
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sikba rajzolt graf csiicsainak és tartomanyainak egyiittes sziama kettével na-
gyobb, mint a graf éleinek a szama.

2.6.3. Minorok: elhagyas és 0sszehtizas

Az S alaphalmazon adott az M matroid, melynek rangfiiggvénye r. Rogton a
bevezetében mar megismerkedtiink az elhagyés vagy részmatroid fogalmaval.
Most ennek egyfajta értelemben dudlis muveletét, az 6sszehiizast vezetjiik be.
Legyen Z az S valodi, nemiires részhalmaza és S’ := S — Z. Definialjuk az
P25 Z . halmazfiiggvényt a kovetkezSképpen.

r(X):=r(XUZ)-r(Z). (2.16)
24. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy v’ teljesiti a rang axiémdkat.

A gyakorlat alapjan az r’ egy M’ matroidot hataroz meg az S’ halmazon.
Azt mondjuk, hogy az M’ matroid az M-b6l a Z halmaz 6sszehtizasival
keletkezik, vagy azt, hogy M’ az M 6sszehuzottja (S — Z)-re. Jelolésben
M' =M/Z vagy M' =M - (S — Z).

2.6.3. Tétel. A kovetkezdk ekvivalensek.

(1) F C S fiiggetlen M'-ben,

(2) Z-nek mindegyik I mazimdlis M-ben fiiggetlen részhalmazdra I U F fiig-
getlen M -ben.

(3) Létezik Z-nek egy I maximdlis M-ben fiiggetlen részhalmaza, amelyre
TUF figgetlen M-ben.

Bizonyitds. (1) — (2). Legyen I a Z-nek egy maximéalis M-ben fliggetlen
részhalmaza. Ez kiegészithets az F U Z-nek egy F’/ U I maximalis M-ben
fiiggetlen részhalmazava. (1) szerint F fliggetlen M’-ben, igy r(F U Z) —
—r(Z)=|F|, amib6l |FUI| > |F'UI|=r(FUZ)=|F|+r(Z)=|F|+|I|
Itt szitkségképpen egyenlGség van, ezért F' = F és (2) kovetkezik.

A (2) — (3) irany semmitmondd. Tegyiik fel most (3)-at. Ekkor r(FUI) =
=|FUl|ésr(Z)=|I],igy ' (F)=r(FUZ)—r(Z) > r(FUI)—7r(Z) =
=|FUI|—|I| = |F| > r'(F). Végig egyenldségnek kell teljesiilnie és ezért F'
fiiggetlen M'-ben, vagyis (1) fennall. O

25. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy a fenti konstrukcic eqy G = (V, E) grdf kor-
matroidjaban annak felel meg, hogy az élek egy F részhalmazdnak elemeit
0sszehizzuk.

Konnyen igazolhato, hogy egy M matrixmatroidban valamely a (nem hu-
rok, azaz nem nulla) elem Gsszehuzasa azt jelenti, hogy a tobbi vektort az
a-ra merdleges hipersikra vetitjiik. Konkrétan ez azt jelenti, hogy ha a mat-
roid elemei az A matrix oszlopvektorai, akkor (sorokra vonatkozo) Gauss-
eliminacioval és sorcserével elérhetd, hogy az a oszlopaban az els6 elem 1-es,
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a tobbi 0. Ezzel persze az oszlopok lineéris fiiggdsége vagy fliggetlensége nem
valtozik. A merGleges vetités most azt jelenti, hogy elhagyjuk az elsd sort,
valamint az a oszlopat. A kapott matrix matroidja éppen az M’.

A definiciobol rogton latszik, hogy ha Z;, Zo két diszjunkt részhalmaza
S-nek, akkor ugyanahhoz az M’ matroidhoz jutunk, ha el6szor osszehiizzuk
Z1-et majd toroljik Zs-t, mint ha el&szor toroljik Zs-t, és azutédn hizzuk
Ossze Zi1-et. Azt mondjuk, hogy M’ az M matroid minorja.

Feladatok

79. Feladat. Igazoljuk, hogy t(X) az S — X halmaz ésszehizdsdval keletkezd
matroid rangja.

80. Feladat. Igazoljuk, hogy egy X C S — Z halmaz M’ = M/Z-beli t'(X)
ko-rangja t(X).

81. Feladat. Legyen Zy C Z C S és Zy := Z — Zy. Igazoljuk, hogy M /Z =
=(M/Z1)]Zy = (M/Z3)]Zy és (M — Z1)/Zo = (M/Zs) — Z1.

82. Feladat. Igazoljuk, hogy (M/Z)* = M* — Z és (M — Z)* = M*/Z.

A feladat értelmében elhagyas és Osszehiuizas duélis fogalmak. Specialis
eset, amikor egy G sikgraf és G* dualisdnak kormatroidjait tekintjiik, amelyek
(mint tudjuk) egymas dudlisai. Egyszer grafelméleti megfontolasbol adodik,
hogy egy G-beli e (nem elvago) él elhagyasaval keletkezd graf dualisa ugyanaz,
mint a G*-bol az e-nek megfelels e* él Gsszehtzasaval keletkezd graf.

A szakaszban attekintettiik a matroidokra vontakoz6 alapmiiveleteket.
Most tovabbi olyan érdekes konstrukciokat mutatunk be, melyek segitségével
meglévé matroidokbol tjakat gyarthatunk.

2.6.4. Maximalis sulyt bazisok matroidja

Egy matroidbdl az elemek tetszéleges ¢ silyozasa segitségével egy Gj matroi-
dot nyerhetiink.

2.6.4. Tétel. Bdrmely ¢ : S — R sulyozdsra a maximdlis sulyd bdzisok
kielégitik a bdzis axiomdkat.

Bizonyitds. Legyen By és Bs két maximalis silyd bézis, és legyen x € By —
— Bs. A tétel alapjan létezik olyan y € By — Bj elem, amelyre mind
B} := By —z +y, mind B} = By — y + x bazis. Ekkor sziikségképpen ¢(z) =
= c(y), igy B} és Bl maximalis sulyt bazisok. O

A 2:6.4] tételben definialt matroidot jeloljitk M.-vel.
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26. Gyakorlat. Legyen Z C S. Igazoljuk, hogy a c := X, silyozdsra M |Z =
= M|Z, mig a c:= —x, sulyozdsra M.|Z = M/(S — Z).

Tetszbleges c-re az M. matroidot konkrétan elallithatjuk mint az M bi-
zonyos minorjainak direkt Osszege. Tegyiik fel, hogy a ¢ kiillénb6z6 értékei
g > ¢y > >c¢ (t>1) Legyen Z; := {s € S : ¢(s) > ¢;}. Legyen
P1 = Zl és Pz = Zz — Zi—1~ Legyen M1 = M|P1, Hlfg 1= 2,...,t esetén
M; legyen az a matroid a P; alaphalmazon, amely M-bél keletkezik a Z; 1
halmaz Gsszehuzasaval és az S — Z; elhagyasaval.

2.6.5. Tétel. A mazimdlis silyd bdzisok M. matroidja az M; matroidok
direkt dsszege. Az M. rangfiiggvénye:

t

re(X) =Y [r(XNP)UZi_y) —r(Zimy)]- (2.17)

i=1

Bizonyitds. Legyen B maximalis stlyt bazis. Allitjuk, hogy M-ben B N Z;
fesziti Z;-t minden i = 1, ..., t-re. Legyen indirekt 7 a legkisebb index, amelyre
ez nem teljesiil. Ekkor van olyan =z € Z; — B, amelyre B N Z; + x fiiggetlen
M-ben. A kicserélési axioma miatt létezik olyan y € B — Z;, amelyre B —
— y + x bazis. Most y & Z;, igy ¢(x) > ¢(y), ellentmondasban azzal, hogy B
maximaélis silyd bazis. Tehat B N Z; valoban fesziti Z;-t, és emiatt BN P;
béazisa az M; matroidnak, vagyis B bazisa a direkt 0sszegnek.

Megforditva, ha B bazisa a direkt osszegnek, akkor lathato, hogy B bazisa
M-nek, és rdadasul olyan bazisa, amit a mohoé algoritmus véalaszthatott, ezért
maximalis stlyu. A rangformula kozvetleniil adodik a minor és a direkt dsszeg
rangfiiggvényére megismert alakbol. O

83. Feladat. Igazoljuk, hogy a[2.6.4 tételben szerepld M. matroid bazispoli-
édere az M bdzispoliéderének egy oldala, €s megforditva, minden ilyen oldal
alkalmas c-re elddll, mint az M. matroid bdzispoliédere.

84. Feladat. Legyen c egészértékid, nemnegativ sulyozds az M matroid S
alaphalmazdn. Minden X C S részhalmazra jeldlje b.(X) az X-be esd figget-
len halmazok maximdlis sulydt. Igazoljuk, hogy b. szubmoduldris.

2.7. Matroidok halmazrendszerekbdl és grafok-
bél

Az alabbi konstrukcidkban szereplé matroidok mind tgy allnak els, hogy
megadunk egy bizonyos halmazrendszert, és egy részhalmazt akkor deklara-
lunk fiiggetlennek, ha a rendszer minden tagjabol legfeljebb egy elére adott
szamu elemet tartalmaz.
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2.7.1. Particiés matroid és rokonai
Teljes és lires matroid

Akkor beszéliink teljes vagy szabad matroidrol, ha minden részhalmaz fiig-
getlen, mig az iires vagy trivialis matroidban az iires halmaz az egyetlen
fliggetlen halmaz.

Uniform matroid

Legyen az S halmaz n elemii és k egy egész szam, amelyre 0 < k < n. Alljon
F az S 0Osszes legfeljebb k elemd részhalmazabol. Kénnyen ellendrizhetéen
mindhirom axiéoma fennall. A kapott matroidot uniform matroidnak hiv-
jak és U, -val jelolik. Egy X halmaz rangja r(X) = min{|X|,k}. A teljes és
az lres matroid nyilvan specialis uniform matroidok.

Particiés matroid

Legyen {S1,...,5:} az S alaphalmaz particioja, és legyenek g1, ..., g; nem-
negativ egészek. Egy I halmazt deklaraljunk fiiggetlennek, ha |1 N S;| < g;
minden i-re. Az axiomakat ismét konnyt ellenGrizni: a kapott matroid neve
particiés matroid. A ¢t = 1 esetben visszajutunk az uniform matroidhoz,
maésrészt egy particios matroid uniform matroidok direkt dsszege. A particios
matroid rangfiiggvénye r(X) := >, [min{g;, | X N .S;|}].

27. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy eqy Z C S halmaz akkor és csak akkor zdrt,
ha minden i = 1,...,t-re vagy S; C Z vagy |Z N S;| < g;.

28. Gyakorlat. Egy iranyitott graf éleinek egy részhalmazdt deklardljuk fiig-
getlennek, ha minden pontba legfeljebb egy belépd élt tartalmaz. Igazoljuk, hogy
ez matroidot hatdroz meg.

A tovabbiakban a particiés matroid kiilonféle altalanositasait tekintjiik at.

Laminaris matroid

A particios matroid fogalma altalanosithato. Egy {S1, ..., S} halmazcsalad-
rol akkor mondjuk, hogy laminaris, ha barmely két tagja vagy diszjunkt,
vagy az egyik tartalmazza a masikat.

85. Feladat. Igazoljuk, hogy ha {S1,S2,...,S:} halmazrendszer lamindris,
akkor az
T:={I:]INS;|<gii=1,...,t} (2.18)
halmazrendszer kielégiti a fliggetlenségi axiomdkat.
Az igy definialt matroidot laminaris matroidnak nevezziik.

29. Gyakorlat. Hatdrozzuk meg a lamindris matroid rangfiigguényét.
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Altalanositott particiés matroid

A particiés matroidok egy maés iranyu altalanositasa a kovetkezs. Legyen
{S1,...,5} az S alaphalmaz particioja. Adottak a gi,...,g:, valamint az
fi,--., ft nemnegativ egészek (0 < f; < g; <|95;|) és még egy k egész.

86. Feladat. Igazoljuk, hogy a B :={X : |X| =k, f; <|9:NX| < g; minden
1t =1,...,t-re} halmazrendszer, amennyiben nemiires, kielégiti a bdzisaxio-
madkat.

A kapott matroid neve altalanositott particiés matroid. Az f; := 0
és k := >, min{g,, |S;|} speciélis esetben visszajutunk a particiés matroid
fogalmahoz.

87. Feladat. Akkor és csak akkor létezik olyan k elemi@ B halmaz, amelyre
(7’) |S7 ﬂBl < g (Z = 1""7t)7 ha Zigi > k;
(i) f; <|S;NB| <g; (i=1,...,1t), ha kilon-kilon létezik (i)-t kielégits

és (it)-t kielégitd halmaz, azaz ha Y, fi <k <. gi.

2.7.1. Tétel. Egy F halmaz akkor és csak akkor fiiggetlen az dltaldnositott
particios matroidban, ha

|F'N.S;| < g; minden i-re (2.19)

> max{f;, |F NS} <k. (2.20)

Bizonyitds. Ha F fliggetlen, akkor létezik egy B bazis, amely magaban fog-
lalja. Ekkor [FNS;| < |BNS;| < gi és Y, max{ f;,|[FNS;|} <>, max{f;, |BN
NSi|} =2, 1BNS;| = |B| =k, vagyis a feltételek valoban sziikségesek.

Tegyiik most fel, hogy egy F' halmaz teljesiti a feltételeket. Be kell latnunk,
hogy benne van valamely bézisban. Ezt elég olyan F' halmazokra igazolni, me-
lyek maximaélisak abban az értelemben, hogy mar nem bévithetdk a feltételek
megsértése nélkiil. Azt latjuk be, hogy egy ilyen F' halmaz bézis.

A feltevés miatt |F'N S;| < g; teljesiil. Belatjuk, hogy |F' N S;| >
> fi is fennéll minden i-re. Valéban, ha valamely j indexre ez nem teljesiilne,
akkor S; — F egy elemét F-hez véve a keletkez F'-re max{f;, |F' N S;|} =
= max{f;,|FNS;|}, vagyis F’ is teljesitené (2.20)-at (¢és persze (2.19)-ct is),
ellentétben F' maximalis valasztasaval.

Azt kell még igazolnunk, hogy |F| = k. Miutan most |F' N .S;| > f; min-
den i-re, igy max{f;,|F N S;|} = |[FNS;|, és ezért |[F| = Y . |FNS;| =
= > ,max{f;,|FFNS;|} < k. Ha itt, indirekt, szigorti egyenl6tlenség allna,
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akkor ) . g; > k miatt az egyik S; halmazra |F' N S| < g; teljesiilne, és igy
létezne egy s € S;— F elem, és ezzel F-et ki lehetne béviteni a (2.19)) és (2.20))
feltételek megsértése nélkiil, ellentmondasban F' maximélis valasztasaval. [

Az alabbiakban olyan konstrukciok szerepelnek, amelyek (di)grafok paro-
sitasaival és ttrendszereivel kapcsolatos matroidokat eredményeznek.

2.7.2. Transzverzalis matroidok és deltoidok

Elgszor vizsgaljuk meg, hogy paros grafok ponthalmazan milyen matroido-
kat készithetiink. Legyen G = (S, T; E) paros graf. Egy I C S részhalmazt
parosithatéonak mondunk, ha létezik G-ben egy olyan parositas, amely fedi
az I elemeit. (A G éleinek egy X részhalmazat parositasnak nevezik, ha min-
den pontot legfeljebb egy X-beli él fed. Ha pontosan egy, teljes parositasrol
beszéliink.)

2.7.2. Tétel. Eqy G = (S,T; E) pdros grifban az S pdrosithato részhalmazai
matroidot alkotnak.

Bizonyitds. (Vazlat) Az elsS két axioma trividlisan teljesiil. (I3) pedig kovet-
kezik a kozismert alternald utas modszerbdl, amely egy paros graf barmely
nem teljes P parositasahoz megkonstrual egy olyan nagyobb P’ parositast,
amelyre az S-ben fedett pontok halmaza b&vebb, mint a P altal fedetteké. [

A 2772 tételben szerepl matroidot transzverzalis matroidnak nevezik.
A név eredete a kovetkezs. Legyen T := {A;, Ag,..., A} az S alaphalmaz
részhalmazainak tetszéleges csaladja. Azt mondjuk, hogy az I C S halmaz
résztranszverzalis, ha I minden x eleméhez hozza lehet rendelni egy x-
et tartalmazoé A; halmazt ugy, hogy minden halmazt legfeljebb egy elemhez
rendeljiik.

Rendeljiink a szobanforgo6 részhalmazrendszerhez egy G := (S, T; E) pa-
ros grafot, ahol |T'| = t, a T elemei az A; halmazoknak felelnek meg, és egy
A; halmaznak megfeleltetett ¢; pont akkor szomszédos az s € S ponttal, ha
s € A;. A definiciobol rogton latszik, hogy T résztranszverzalisai és az S
parosithato részhalmazai ugyanazok. Ezért a résztranszverzalisok kielégitik a
fliggetlenségi axiomakat.

A transzverzalis matroid még egy ekvivalens modon bevezethets. Legyen
(S,T) egy hipergraf. Hiperélek egy F részhalmazat reprezentalhaténak
mondunk, ha F-nek minden tagjabol kivalaszthatéo annak egy pontja ugy,
hogy kiilonboz6 hiperélbdl kiilonb6zs pontot valasztunk. (A Hall-tétel alapjan
ez pontosan akkor lehetséges, ha F-bdl barhogyan kivéve j hiperélt, ezek
egyesitése legalabb j elemi).
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2.7.1. K6évetkezmény. A T alaphalmazon a reprezentdlhato részhipergrdfok
egy matroid fiiggetlen halmazait alkotjdk.

30. Gyakorlat. Igazoljuk a[2.7.1] kévetkezményt, majd mutassuk meg, hogy
a kovetkezmény is implikdlja a[2.7.9 tételt.

88. Feladat. Igazoljuk, hogy a négyponti teljes graf kérmatroidja nem transz-
verzdlis matroid.

A Kénig-tételbsl, illetve a vele ekvivalens deficites alakbol rogton kiolvas-
hat6 a transzverzalis matroid rangfiiggvénye.

2.7.3. Tétel. A G = (S,T; E) pdros grdf dltal az S halmazon definidlt transz-
verzdlis matroid rangfiiggvénye a kévetkezd.

r(S’) = min{|S’ — X| + |T'(X)| : X C §'}. (2.21)

Parositasok segitségével egy G = (S,T'; E') paros graf teljes SUT ponthal-
mazan is definidlhatunk matroidot, éspedig a bazisaival. Alljon B az SUT
alaphalmaz azon | S| elemii részhalmazaibol, amelyek az S halmaz és valamely
pérositas ponthalmazanak szimmetrikus differenciajaként éllnak eld.

89. Feladat. Igazoljuk, hogy az elébbi definicid egy matroid bazisait adja.

Az igy nyert matroidot a G = (S, T; E) paros graf S bazisa deltoidjanak
nevezziik. Egy deltoid dualisa is deltoid, hiszen az S bézist, illetve a T' bazistu
deltoidok egymas dualisai. Az is nyilvanvald, hogy az S-en definialt transzver-
zalis matroid a T' bazisu deltoid részmatroidja. Méasrészt az S bazisu deltoid
konnyen lathaté modon a {I'(s) + s : s € S} halmazrendszer altal definialt
transzverzalis matroid (ahol T'(s) az s pont G-beli szomszédainak a halmaza).

2.7.2. Kovetkezmény. Fgy matroid pontosan akkor transzverzilis, ha egy
deltoid részmatroidja.

Emlékeztetiink a paros grafok Mendelsohn-Dulmage tulajdonsagara:

2.7.4. Lemma. Ha a G = (S,T; E) pdros grdf pontjainak egy X C S hal-
maza €s eqy Y C T halmaza kiilon-kilon fedhetd egy-egy pdrositdssal, akkor
létezik X UY -t fedd pdrositds is.

Bizonyitds. Legyen Mx egy X-et feds, mig My egy Y-t fed6 maximalis (azaz
v(Q@)) elemszami parositas olyan, hogy |Mx N My | maximalis. Ekkor Mx =
= My, mert kiillonben az Myx U My halmaz tartalmazna egy C' alternaléd
kort, és igy az Mx elemeit C' mentén kicserélve a kapott M5 olyan X-et feds
v(Q@) elemszamu parositas volna, melyre |M% N My | > |[Mx N My |. Ezért az
Mx = My parositas fedi X UY-t. O]
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90. Feladat. Igazoljuk, hogy egy t rangi transzverzdlis matroid az S halma-
zon mindig megadhatd egy olyan (S, T; E) pdros grdf dltal definidlt transzver-
zdlis matroidként, amelyben |T| = t.

2.7.3. Kovetkezmény. A G = (S,T; E) pdros grdf dltal az S-en, illetve a
T-n definidlt transzverzdlis matroidok direkt 6sszegében egy halmaz pontosan
akkor fiiggetlen, ha fedhetéd G egy pdrositdisdval.

Ezek szerint egy paros graf pontjainak azon részhalmazai, melyek fedhe-
t6k parositassal, egy matroidot alkotnak. Valojaban ez a konstrukcié minden
grafra atvihetd.

2.7.3. Parositas-matroid

Legyen G = (V, E) egyszer(, iranyitatlan graf. G parositas matroidja a V
ponthalmazon van definidlva agy, hogy csticsoknak egy U részhalmaza akkor
tartozzék F-hez, ha létezik G-ben olyan parositas, amely U minden pontjat
fedi. A (V,F) parrol mindjart belatjuk, hogy matroid, a G graf parositas-
matroidja.

2.7.5. Tétel. A fent definidlt (V, F) pdr matroidot alkot.

Bizonyitds. Az (I1) és (I12) axiéma a definiciobol rogton adodik. Jeldlje v a
graf legnagyobb péarositasanak elemszamat. Az (I3") axiomahoz el6szor fi-
gyeljiik meg, hogy ha M és M’ parositasok, melyekre |M'| < |M| = v, akkor a
két parositas szimmetrikus differencidjanak egyik komponense sziikségképpen
egy olyan P alternal6 ut, amely két M’ altal fedetlen pontot kot dssze. Igy az
M’ @& P parositas altal fedett cstucsok halmaza b6vebb (két elemmel), mint az
M’ altal fedetteké. Ebbdl rogton adodik, hogy a nem bévithets fiiggetlenek
elemszama ugyanaz: 2v.

Az (I3"") axiéma méasodik feléhez igazolnunk kell, hogy egy 2v — 1 ele-
mi K és egy 2v elemi N fiiggetlen halmaz esetén K fiiggetlenné bévithets
N — K-bol. Léteznek My és My péarositasok, melyek fedik K-t, illetve N-
t. Az elemszamok miatt sziikségképpen mindkét parositds maximalis, ezért
Mpg-nak van olyan uv eleme, amelyre v € K,v ¢ K. Ekkor K + v fliggetlen,
igy ha v € N, akkor kész is vagyunk. Ha v ¢ N, akkor legyen P az a maxi-
maélis alternéalo ut, amelynek egyik végpontja v. Az My maximalitdsa miatt
P masik, y-nal jelolt végpontja N — K-ban van. Igy a P @ My szimmetri-
kus differencia egy olyan (maximalis) parositas, amelynek végponthalmaza
K +y. O

91. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy G = (S, T; E) pdros grdf pdrositds-matroidja
a G dltal az S-en, illetve a T-n definidlt transzverzdlis matroidok direkt dssze-
ge.
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Figyeljiik meg, hogy a feladatban megfogalmazott allitds nem mas, mint a
Mendelsohn-Dulmage tulajdonség (miszerint, ha az X C S és az Y C T hal-
mazok kiilon-kiilon fedhet&k egy-egy parositassal, akkor egyetlen parositéssal
is fedhetdk).

2.7.4. Gammoidok

A transzverzalis matroidok egy maés iranya altalanositasat kaphatjuk iranyi-
tott grafok segitségével. Legyen D = (V, A) irdnyitott graf és T C V a csuicsok
egy részhalmaza. X, Y C V esetén azt mondjuk, hogy X elvezethetd az Y-
hoz, ha |X| = |Y| és 1étezik | X| darab (esetleg egypontt) diszjunkt iranyitott
ut X-bol Y-ba.

2.7.6. Tétel. AV azon részhalmazai, amelyekhez a T valamely részhalmaza
elvezethetd egy matroidot alkotnak, éspedig egy transzverzdlis matroid dudli-
sdt.

Bizonyitds. Legyen V' és V" a V  illetve a V — T halmazok egy-egy példanya.
Azzal a jelolési konvencioval éliink, hogy egy V-beli v elem vagy X részhalmaz
V'-beli megfelelgjét v'-vel, illetve X'-vel jeloljiik, mig egy V — T-beli v elem
vagy X részhalmaz V”-beli megfelelsjét v”-vel, illetve X"-vel. Készitsiink el
egy G' = (V' V", E) péros grafot, amelyben az v’ € V' és v"" € V" cstcsok
akkor vannak éllel 6sszekotve, ha u = v vagy ha uv éle D-nek. Tekintsiik a
G’ altal V'-n definialt M’ transzverzalis matroidot.

2.7.4. Allitas. Egy B’ C V' halmaz pontosan akkor bizisa M’'-nek, ha T
elvezethetd a V — B halmazhoz.

Bizonyitds. Legyen el6szor B’ az M' egy bazisa és P egy olyan parositas,
amely fedi B’-t. A konstrukcié miatt |B| = |V — T|. Tetszoleges v’ € V' —
— B’ ponthoz a P parositas segitségével megkonstrualhatunk D-ben egy T-
bél induld és v-ben végzdds utat, a kovetkezSképpen. Ha o' € T', ugy az
at alljon az egyetlen v pontbél. Tegyiik fel, hogy v/ € T'. Miutan P fedi
V"-t, a v" pontot fedi parositasél, melynek masik, v} végpontja olyan, hogy
vagy v1 benne van T-ben, vagy ha nincs, akkor v}-t fedi parositasél. Ezt az
eljarast ismételve valoban egy utat definidlunk 7" egy pontjabol v-be. Kénnyt
ellendrizni, hogy a V' — B’ kiilonb6z8 pontjaihoz igy definialt utak paronként
diszjunktak D-ben, tehat T" valéban elvezethet§ V' — B-hez.

Megforditva, tekintsiink egy |T'| darab diszjunkt atboél 4ll6 rendszert D-
ben, amely a T halmazt valamely X C V halmazhoz vezeti. Tekintsiik G’ azon
éleit, melyek az ttrendszer éleinek felelnek meg, egylitt az olyan v'v” tipustu
élekkel, melyekre v € V' — T nincs egyik tton sem. Koénnyen ellenérizhetd,
hogy igy a paros grafnak egy olyan V"-t fed6 M’ parositasat kapjuk, amely
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altal fedetlen V’-beli pontok halmaza V' — X’ azaz V' — X’ a transzverzalis
matroid egy bézisa. O

Az M’ dualisaban egy Y’ C V' halmaz akkor fiiggetlen, ha V' — Y’ ma-
gaban foglalja M’ egy bazisat. Igy az allitasbol adodoan Y’ pontosan akkor
fliggetlen a duélisban, ha T-nek valamely részhalmaza elvezethet§ az Y C V
halmazhoz. O

A 78] tételben szerepls matroid neve szoros gammoid. Ennek egy meg-
szoritasat (D pontjainak egy S részhalmazara) gammoidnak nevezik.

2.7.7. Tétel. A szoros gammoidok éppen a transzverzdilis matroidok dudlisai.

Bizonyitds. A [2.7.6] tétel masodik része szerint minden szoros gammoid egy
transzverzalis matroid dualisa. A  megforditashoz tekintsiink egy
G = (V',V"; E) péros graf altal a V' halmazon definialt transzverzalis mat-
roidot. A feladat szerint feltehets, hogy |V”| a matroid rangja, azaz G-nek
létezik V-t fed6 N parositésa. Jelolje T” a V' fedetlen pontjainak halmazat.
Készitsiink el egy D = (V, A) iranyitott grafot, amelyben V a V' egy példa-
nya, és zy akkor éle D-nek, ha «' € V',y" € V" és a'y” € E — N. Jelolje
T a T'-nek megfelel V-beli részhalmazt. A tételben hasznalt bizonyi-
tas gondolatat kovetve nem nehéz ellendérizni, hogy az igy kapott digrafban
a T altal meghatarozott szoros gammoid izomorf a kiindulasi transzverzalis
matroid duélisaval. O

Miutan a szoros gammoidok épp a transzverzalis matroidok duélisai, a
transzverzalis matroidok pedig épp a deltoidok részmatroidjai, tovabbéa a del-
toidok dualisa is deltoid, kapjuk:

2.7.5. Kovetkezmény. A szoros gammoidok éppen a deltoidok dsszehizott-
jas.

2.7.6. Kovetkezmény. A gammoidok pontosan a deltoidok minorjai és pon-
tosan a transzverzdlis matroidok Osszehizottjai.

2.7.7. Kovetkezmény. Gammoidok dudlisa gammoid.

Bizonyitds. Egy gammoid dualisa egy deltoid minorjanak dualisa, azaz egy
dualis deltoid minorja, és igy egy deltoid minorja, tehat gammoid. O

2.8. Matroidok Osszege és metszete

2.8.1. Matroidok Osszege

A most ismertetésre keriil§ 6sszegmatroid fogalma joval izgalmasabb matro-
id konstrukcié, mint a mar targyalt direkt 6sszeg. A kozos S alaphalmazon
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legyenek adva az M, ..., M} matroidok. Az S azon részhalmazait, amelyek
elsallnak az M; matroidokbol vett egy-egy fliggetlen halmaz egyesitéseként
particionalhaté halmazoknak hivjuk (az M; matroidokra nézve).

2.8.1. Tétel (Edmonds és Fulkerson). Legyenek My, Mo, ..., My, matroidok
a kézos S alaphalmazon. A particiondlhaté halmazok Fx, rendszere kielégiti
a flggetlenségi axiomdkat. Az igy nyert 0sszegmatroid rangfliggvényét a
kovetkezd dsszegformula adja meg.

TE(Z)Z)Iglgi%ﬂZ—X‘—FZTi(X)}. (2.22)

Bizonyitds. A particionalhaté halmazok nyilvan kielégitik az els6 két fiig-
getlenségi axiomat. A 3. fiiggetlenségi axiéma azt koveteli meg, hogy egy
tetsz6leges Z halmazban az ott mar tovabb nem bgvithetd fiiggetlen halma-
zok elemszéama ugyanaz. Egy algoritmus segitségével azt fogjuk belatni, hogy
ez a kozos elemszam épp a[2.22] formulaval megadott értek. Ezt elegends csu-
pén a Z = S alaphalmazra igazolni, mert S részhalmazaira ugyanigy megy
a bizonyitas.

Tegylik fel, hogy az I C S halmaz particionalhato, és legyen X tetszGleges
részhalmaza S-nek. Ekkor [I| = [I — X[+ [INX]| < [S = X| + >, (X)),
amibdl kovetkezik, hogy egy particiondlhaté halmaz maximalis elemszama
legfeljebb minxcg{]|S — X[+ >, 7:(X)}. Az egyenlSség igazolasahoz leirunk
egy algoritmust, amely egyrészt megad Fi, ..., F} diszjunkt halmazokat gy,
hogy az F; fliggetlen M;-ben, masrészt megad egy X halmazt tgy, hogy
S = XU (UF;), és F; N X az M; matroidban fesziti X-et. E feltételekre
optimalitasi kritériumként fogunk hivatkozni.

Az algoritmus tetszoleges diszjunkt F; € F; halmazokbol indithato (ez
lényeges a 3. fiiggetlenségi axioma igazolasahoz), ahol F; az M, fiiggetlen
halmazainak csalddja minden 1 < i < k-ra. Kezdetben ezek mindegyike lehet
példaul az {ires halmaz. Legyen a kimarad6 pontok halmaza R, és készitsiink
el egy segédgrafot a kovetkezSképpen. Mindegyik matroidhoz vegytlink fel
egy Uj t; pontot és legyen az j pontok halmaza T. Egy z € S — F; pontbdl
vezesslink élt ¢;-be, ha M;-ben F; 4+ x fliggetlen, azaz ha x az F;-hez vehetd.
Az x € S—F; pontbol vezessiink élt az y € F; pontba, ha F; +z fiiggd M;-ben
és y benne van az F; + x egyetlen korében.

Egy utkeresd algoritmussal hatédrozzuk meg az R halmazbél iranyitott dton
elérhets pontok X halmazat. Két eset lehetséges.

1. eset Nincs ut R-bol T-be, azaz X diszjunkt T-t6l. Miutan X-bol nem lép
ki semmilyen él, mindegyik i-re érvényes, hogy barmely x € X — F; pontra
F; + x fligg6 halmaz M;-ben, és rdadasul az F; 4+ z-ben 1évé egyetlen M;-beli
kor teljesen X-ben fekszik. Ez pont azt jelenti, hogy az F; N X halmaz fesziti
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az M; matroidban X-et. Tehat a meglévs F; fiiggetlen halmazok a megtalalt
X halmazzal teljesitik az optimalitasi kritériumokat, és ilyenkor az algoritmus
véget ér.

2. eset Létezik it R-bdl T-be. Valasszunk ki egy P legrovidebb utat (amely-
r6l csak annyit fogunk hasznélni, hogy nincsen hozzé eléreugro él.) Legyen
P utolso6 éle st;. Bovitsiik ki Fj-t az s elemmel, azaz legyen F; := F}; + s.
Mindegyik F; halmazra tekintsiik az dtnak az Fj-be 1ép6 xy éleit, és ezek
mindegyikének y fejét hagyjuk ki F;-bdl és x tovét vegyiik be Fj-be.

2.8.2. Lemma. Legyen M matroidnak I eqy fiiggetlen részhalmaza. Legyenek
Y1, Ye €S—1I ésxy,...,xp € I olyan elemek, amelyekre x; € C(I,y;) (i =
=1,....0) ésx; & C(L,y;) (1 < i < j < {). Ekkor I —{x1,...,2¢} U
U{y1,...ye} figgetlen.

Bizonyitds. ¢ szerinti indukcié. Ha ¢ = 1, akkor az allitas nyilvanvald, mert
minden elemet be lehet cserélni az alapkorének egy elemére. Tegyiik fel, hogy
£ > 1és {—1-re igaz az allitas. Legyen I’ := [ —x1 +y;. Ekkor I’ fiiggetlen. A
feltétel szerint C(I',y;) (¢ > 2) tartalmazza a C(I,y;) kort, vagyis C(I', z;) =
= C(I,x;). Ezért I'-re, {ya, ..., ye}-re, valamint {za,. .., z¢}-re teljesiilnek a
lemma feltételei, és igy indukcioval a lemma kiévetkezik. O

Miutan a P 1t legrévidebb volt, alkalmazhatjuk a lemmaét, amibsl
kovetkezik, hogy a keletkez6 F] halmaz is fiiggetlen lesz M;-ben. Igy tehat
olyan diszjunkt F/ fiiggetlen halmazokat kaptunk, amelyek unidja egy elem-
mel (éspedig a P ut kezd6pontjaval) b6vebb, mint a kiindulasi F; halmazok
unioja. Kovetkezik, hogy az eljarast ismételve legfeljebb |S| tutkeresés utan
az 1. eset fog el6fordulni.

Végiil a 3. fliggetlenségi axioma kiovetkezik abbol, hogy az algoritmus egy
javito lépése soran a szébanforgd F; halmazok ugyan nagy mértékben &t-
szabésra keriilnek, de az uniéjuk csupan annyiban valtozik, hogy egyszertien
egyetlen elemmel béviil (nevezetesen a javito ut elss elemével). O

2.8.3. Tétel. Az S halmazon adott k matroid. S akkor és csak akkor tartal-
maz k diszjunkt halmazt gy, hogy az i-edik halmaz bdzis az i-edik matroidban,

ha
Z[m(S) —r(Y)] <|S =Y/, vagy ekvivalensen Zti(X) <|X|  (2.23)
teljestiil minden Y C S halmazra, illetve minden X C S halmazra.

Az (S, Fx) matroidot az My, Ms, ..., M} matroidok 8sszegének (néha
unidjanak) nevezik. Amennyiben M = M; = My = --- = My, gy az
(S, Fx) matroidot az M matroid k-szorosanak mondjuk.
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2.8.4. Tétel. Az S halmazon adott eqgy matroid. S akkor és csak akkor bomlik
fel k fiiggetlen halmazra, ha

kr(X) > |X|, (2.24)
teljestiil minden felbonthatatlan, zdrt X C S halmazra.

Bizonyitds. A feltétel nyilvain minden X C S-re sziikséges. Az elegendséghez
figyeljiik meg, hogy ha egy X zart halmazra megszoritva a matroidot X direkt
Osszegre bomlik, akkor a direkt ¢sszeadandok is zart halmazok. Emiatt
teljestil minden zart halmazra. De ekkor teljesiil minden halmazra is, hiszen
ha egy halmaz megsérti, akkor a lezéartja is. Alkalmazhatjuk a2.8:1]tételt. [

2.8.1. Kovetkezmény. Egy G = (V, E) irdnyitatlan grdf élhalmaza akkor
és csak akkor fedhetd le k erddvel, ha i(Z) < k(|Z| —1) fenndll minden olyan
Z C 'V nemiires csicshalmazra, amely 2-pontisszefiiggd grdafot feszit.

Bizonyitds. Egy graf kormatroidjaban élek egy részhalmaza pontosan akkor
felbonthatatlan és zart, ha valamely, a tételben megadott tulajdonsagu Z
halmaz fesziti. O

2.8.5. Tétel. Az S halmazon adott egy matroid. S akkor és csak akkor tar-
talmaz k diszjunkt bdzist, ha

E(r(S)—r(Y)) <|S—Y]|, vagy ekvivalensen kt(X) < |X| (2.25)

teljestil minden zart Y C S halmazra, illetve minden nyilt X halmazra.

2.8.2. A matroidmetszet-tétel

A matroidosszeggel analdg moédon felvethet, hogy maximum milyen nagy
lehet egy koz0s alaphalmazon adott k matroid kozos fliggetlenjének az elem-
szama. Sajnos mar a k = 3 eset is NP-teljes problémakat foglal magaban.
Példaul az az NP-teljes feladat, hogy egy digrafban van-e Hamilton-ut meg-
fogalmazhat6 agy, hogy a kérmatroidnak és két particios matroidnak van-e
n — 1 elemii k6zos fliggetlenje. Még a k = 2 esetben sem érvényes, hogy két
matroid kozos fiiggetlenjei egy matroid fiiggetlenjeit alkotjak, hiszen egy pa-
ros grafban a parositasok két particios matroid kozos fiiggetlenjei, de nem
alkotnak matroidot. De a k = 2 esetre legalabb meg tudjuk mondani a ma-
ximaélis kozos fliggetlen halmaz elemszamaét.

2.8.6. Tétel (J. Edmonds). Az S alaphalmazon adott két matroid. A kézis
fiiggetlen halmazok maximdlis elemszama egyenld a

min{r1 (X) + r2(8 - X)) (2.26)
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értékkel.
Edmonds tételét néha az alabbi ekvivalens alakban fogalmazzak meg.

2.8.7. Tétel. Az S alaphalmazon adott két matroid. Akkor és csak akkor
létezik k elemi kozos fliggetlen halmaz, ha

rl(Xl) + TQ(XQ) >k (227)
fenndll az S minden {X1, Xo} particidjdra.

A feltétel sziikségessége kézenfekvs, hiszen tetszéleges F' k6z0s fiig-
getlen halmazra és az alaphalmaz { X, X»} particiojara fennall, hogy r1(X;) >
> | X1 NF| és re(Xa) > | XoN F|, amiket 6sszeadva r1(X1) +r2(X2) > | X1 N
NF|+|X2NF| = |F| adédik. Hasonloképp lathato a[2.8.6] tételben a max <
< min irdny. Igy a tovabbiakban csak az elegendd@ség, illetve a nemtriviélis
max > min irany igazolasaval foglalkozunk.

alak. Jeldlje B; az M; bazisainak halmazat, és tekintsiik az My matroid
M3 dudlisat. Az My és M, maximalis kozos fliggetlenjének keresése olyan
B; € B; (1 = 1,2) bazisok keresésével ekvivalens, melyek metszete maximalis
elemszami. Ez viszont olyan M;-beli By bazis és M3-beli B3 bazis keresésével
egyenértékd, melyek egyesitése maximaélis elemszama.

A tételben szerepld r5(S) = minxcs{>_, r:(X) + [S — X|} formu-
lat az r1,r3-ra alkalmazva azt kapjuk, hogy ezen maximalis unié elemszama
minx s {r (X) 473 (X) + S — X[} = minxes{ri (X) + | X| - ra(S) + (S -
— X))+ |5 — X|} = minxcs{ri(X) + |S| — r2(S) + r2(S — X)}. Miutén
|B1 N By| = |By U B3| — |Bjl, adodik, hogy max{|B; N By| : By € B1,By €
€ Bo} = minxcs{(ri(X) + |S] = r2(5) + r2(5 — X)) = (IS] = r2(9))} =
=minxcs{ri(X)+r(S - X)}. O

31. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy ekvivalens feltételt kapunk, ha -et olyan
{X1, X2} particickra koveteljik meg, ahol X zdrt az My matroidban.

32. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy ekvivalens feltételt kapunk, ha -et olyan
{X1, X2} particickra koveteljik meg, ahol X1 nem tartalmazza az My|X;
matroid elvdgo elemét.

33. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy ekvivalens feltételt kapunk, ha -et olyan
{X1, X2} halmazpdrokra koveteljiik meg, amelyek unidja S (de nem feltétlendil
diszjunktak), és X; zdrt az M; matroidban (i = 1,2).

Tegyiik fel, hogy egy paros graf mindkét pontosztalyan adva van egy-egy
matroid. A graf egy élhalmazat akkor nevezziik erésen filiggetlennek, ha
parositas (azaz minden pontot legfeljebb egyszer fed), és mindkét pontosztaly-
ban a fedett pontok halmaza a megfelel6 matroidban fiiggetlen.



114 2. OPTIMALIZALAS MATROIDOKON

2.8.8. Tétel (Brualdi). Legyen a G = (S,T; E) pdros grdf S, illetve T pont-
halmazain adva az My, illetve az My matroid. Az erdsen fiiggetlen élek ma-
rimdlis szdma egyenld

min{r;(X)+r2(Y): X CS)Y CT,X UY minden élt lefog}. (2.28)

Bizonyitds. Az E élhalmazon definialjuk az M/ matroidot ugy, hogy egy hal-
maz fliggetlen, ha S-ben minden pontot legfeljebb egyszer fed, és a fedett
pontok halmaza fiiggetlen M;j-ben. Ez nyilvan matroid lesz, éspedig az a
matroid, amely M;-b6l az elemek parhuzamos tobbszorozésével all els (min-
den v € S elemet dg(v)-szer t6bbszoroziink). Definialjuk analég modon az
MY, matroidot. Régton adodik, hogy egy élhalmaz akkor és csak akkor erésen
fiiggetlen, ha az M| és az M} matroidok kozos fiiggetlenje. Az Edmonds-féle
matroidmetszet-tételbsl adodik, hogy a kozos fiiggetlenek maximaélis elem-
szama egyenl az

1 (E1) + 75 (E2) (2.29)

értékének minimumaval, ahol Ey U Ey = E és E; zart Mj{-ben, FE5 pedig
zart Mj-ben. Az M{ matroid minden zart halmaza olyan alakd, hogy egy
X1 C S halmazra az X; pontjaival szomszédos élekbdl &ll, és ekkor ] (F4) =
= r1(Xy). Hasonloképp, M) egy Eo zart halmaza olyan alaka, hogy egy
Xo C T halmazra az X, pontjaival szomszédos élekbdl all. Ebbsl addéddan

(2.28) megegyezik (2.29) minimuméval. O
Amennyiben |S| = |T|, és a graf egyetlen teljes parositasbol all, agy vissza-

jutunk Edmonds tételéhez. Tetszoleges péaros graf esetén, ha a két matroid
egyike a szabad matroid, akkor a kovetkezg tételhez jutunk. Ha M egy matro-
id S-en, akkor egy parositast M-fliggetlennek hivunk, ha S-ben az M matroid
egy fiiggetlen ponthalmazat fedi.

2.8.9. Tétel. Legyen adva a G = (S,T; E) pdros grdf S pontosztilydn egy
M matroid. A maximdlis M -fliggetlen pdrositds elemszama egyenld a

min{r(X1) + |X2| : X1 €5, X5 CT, X3 UXs lefogja E-t} (2.30)
értékkel.

Specialis esetben kapjuk Rado tételét.

2.8.10. Tétel (Rado). Legyen M = (S,r) matroid. A G = (S,T; E) pdros
grdafban akkor és csak akkor létezik T-t fedd M -fiiggetlen pdrositds, ha minden
X C T esetén teljesil a Rado-feltétel, azaz

r(I(X)) = |X]. (2.31)

A Hall-tételhez hasonloan a Rado-tételt is meg lehet fogalmazni egy masik,
ekvivalens alakban.
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2.8.11. Tétel. Legyen adott az M = (S,r) matroid, valamint egy k halmaz-
bol dlle T := {11, T, ..., Tr} halmazrendszer. Akkor és csak akkor lehet a T;
halmazok egy-eqy elemét gy kivdlasztani, hogy a kivdlasztott elemek kiilon-
bozdek legyenek és a matroidban (k elem@) figgetlen halmazt alkossanak, ha
barhogyan is véve T-bél § halmazt (1<j<k), az egyesitésiik rangja legaldbb j.

Bizonyitds. Készitsiink el egy paros grafot, melynek két pontosztalya S és
egy k elemi T halmaz, ahol T elemei az T tagjainak felelnek meg. Egy s € S
és egy t; € T pont akkor van Gsszekotve, ha s € T;. Kénnyen latszik, hogy a
[2:8:10] tételt ezen péaros grafra alkalmazva éppen a [2.8.11] tételt kapjuk. O

Megjegyzés. Igen specialisak az olyan G’ = (S',T; E’) paros grafok, ame-
lyeknél minden S’-beli pont els6 foki. Mégis, mar az ezekre vonatkozo Rado-
tételbs] kovetkezik az altaldnos alak. Helyettesitsiink ugyanis minden v € S
pontot d(v) darab, a matroidban parhuzamos elemmel. A v-bgl kiindulo d(v)
élt helyettesitsiik a d(v) 4j pont és a v eredeti d(v) darab szomszédja ko-
z0tt vezets d(v) elemd parositassal. Az igy kapott G’ = (S, T; E') grafra és
M’ matroidra a Rado-tétel épp ekvivalens az eredeti G grafra és M mat-
roidra vonatkoz6 Rado-tétellel. Ez a konstrukcié azt jelzi valamiképp, hogy
a Rado-tételben a paros graf strukturajanak nincs kiilon szerepe, mert az
belekédolhaté a matroidba. Teljesen analég moédon lathatd, hogy a
tételbeli alak ekvivalens azzal a speciélis esetével, amikor a szobanforgo T;
halmazok paronként diszjunktak.






3. fejezet

Poliéderes kombinatorika

3.1. Egész poliéderek, teljesen duilis egészérté-
kiiség

Az alabbiakban épitiink az operacidokutatéas olyan alapfogalmaira és alapered-
ményeire, mint poliéder, politop, kip, csucs, (erds) bazis-megoldas, Farkas-
lemma, dualitastétel, optimalitasi feltételek.

3.1.1. Oldalak

Foglaljuk 6ssze a poliéder oldalainak néhany tulajdonsagéit. Egy R={z:Qx <
<b} (nemiires) poliéder F' oldalan az R-nek egy

F:={x€R:cx=10} (3.1)

alaktl nemiires részhalmazat értettiik, ahol ¢ := max{cz : © € R} valamely
cx célfiiggvényre, melyre a maximum létezik. Vagyis a poliéder oldala az
optimum helyek halmaza valamely cx linearis célfiiggvényre nézve, masként
szblva a poliédernek az a része, amely egy hipersikkal érintkezik, amikor azt
kiviilrsl a poliéderhez toljuk.

3.1.1. Tétel. Az R = {x : Qx < b} poliéder egy nemiires F részhalmaza
akkor €s csak akkor oldala R-nek, ha létezik a Q) bizonyos soraibdl dllé olyan
Q' részmdtriz, amelyre F = {x € R : Q'x = V'}, ahol b’ a Q' sorainak
megfeleld részvektora b-nek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F oldal, melyet (3.1) definial. Tekintsik a
min{ydb : y@Q = ¢,y > 0} duélis linearis programnak egy y’ optimalis megol-
dasat. Legyen Q' a @ azon ;q soraibol allo részméatrix, amelyekre a megfelels
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y'(i) komponens pozitiv. Tetszoleges © € R-re cx = (y'Q)x = ¢’ (Qzx) < y'b.
A dualitastételbsl kovetkezik, hogy egy o' € R vektor akkor és csak akkor
primél optimum (azaz eleme F-nek), ha az y’ minden pozitiv komponensé-
re a neki megfelel6 primal feltétel egyenlSséggel teljesiil (azaz y'(i) > 0-bol
.qr = b(i) kovetkezik.) Igy tehat F = {x € R: Q'z = b'}.

Forditva, legyen Q' a ) bizonyos sorai altal alkotott matrix, és b’ a b meg-
felel része, amelyekre {z € R : Q'x = b’} nemiires. Legyen ¢’ a csupa egyes
vektor, amelynek annyi komponense van, mint ahany sora @’-nek. Jeldlje ¢
a @' sorainak osszegét (azaz ¢ = €'Q’), mig ¢ a b’ komponenseinek Osszegét
(6 :=€'V). Most cx = (e/Q")x = €/ (Q'x) < €'V = §. Ebbsl adodoan valamely
z € R vektorra Q'x = b’ akkor és csak akkor teljesiil, ha cx = §, amibél a
tétel kovetkezik. O

Az R poliéder maga is oldal (pl. ¢ = 0 célfiiggvényre az R minden pontja
maximalizalja cx-et, vagy masként, amikor semmilyen egyenl&tlenséget nem
kétiink meg egyenldségként.) A poliédernek egy 6nmagatol kiilonbozs oldalat
valoédi oldalnak nevezziik. Egy tartalmazasra nézve maximalis valodi oldalt
lapnak hivunk. Fontos szerepet jatszanak a (tartalmazasra nézve) minimalis
oldalak, vagyis az olyan oldalak, melyek valédi részhalmazként mér nem
tartalmaznak méas oldalt. Az R poliéder egy R = {z : Pz = by, Qz < by}
leirdsaban szereplé qr < B egyenlGtlenségrél azt mondjuk, hogy lényeges,
ha kihagyasa megvaltoztatja (b6viti) a poliédert. Az egyenlStlenség igazi, ha
egyenldséggel torténd cseréje megvaltoztatja (sztkiti) a poliédert.

3.1.2. Tétel. Egy R nemiires poliédernek akkor és csak akkor mincs valddi
oldala, ha R affin altér.

Bizonyitds. Ha R = {x : Qz = b} affin altér, ugy a tétel szerint nincs
valédi oldala.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az R poliédernek nincs valodi oldala. Te-
kintsiik a poliédernek egy olyan R = {x : Pz = by, Qx < b1} megadasat,
amelyben minden egyenlGtlenség igazi és lényeges. (Ilyen persze van, hiszen
R egy tetszéleges leirasabol kiindulva egymaés utan kihagyhatjuk az aktuali-
san lényegtelen egyenl6tlenségeket, majd az implicit egyenlGségeket explicitté
alakithatjuk). Azt latjuk be, hogy @ iires, és igy R valoban affin altér. Tegyiik
fel indirekt, hogy létezik egy qr < 3 igazi és lényeges egyenlStlenség. Jeldlje
Q' a ¢ sor kihagyasaval Q-bol keletkez6 részméatrixot és b a megfelels jobb
oldalt. Ekkor egyrészt van olyan 2’ € R pontja, amelyre Pz’ = by, Q'z’ <
< b} és qr' > B, masrészt R-nek van olyan 2’ pontja, melyre gz < . Igy
az r'z"” szakasznak van olyan z pontja, amelyre gz = 3 és z € R, vagyis
{z : Pz = by, Q'x < b}, qx = B} valodi nemiires oldala R-nek, ellentmondas-
ban a feltevéssel, hogy ilyen oldal nem létezik. O

3.1.1. Kovetkezmény. Egy poliéder minimdlis oldala affin altér.
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Bizonyitds. A tétel miatt az R poliéder egy oldalanak oldala R-nek is
oldala, igy a minimalis oldal olyan poliéder, amelynek mar nincs valodi oldala.
Alkalmazzuk a B.1.2] tételt. O

3.1.2. Egész megoldasok

Egy poliédert akkor neveziink egésznek, ha minden oldala tartalmaz egész
pontot. Ez avval ekvivalens, hogy minden minimalis oldala tartalmaz egész
pontot, ami abban a specialis esetben, amikor a poliéder csticsos (vagy ekvi-
valensen, egyenesmentes) azzal egyenértékd, hogy minden csics egész. El6-
szor azt vizsgaljuk meg, hogy egy affin altér mikor tartalmaz egész pontot.
Az alabbi eredmény érdekes analdgiat mutat a Farkas-lemmaval, amely arra
adott jellemzést, hogy egy affin altérnek mikor nincs nemnegativ eleme.

Az alabbiakban egy métrixot vagy egy vektort akkor neveziink egésznek
vagy egészértékiinek, ha minden elemiik (komponensiik) egész szam.

3.1.3. Tétel (Hermite). Legyen A egész mdtrixz és b egész vektor. Az Az =b
rendszernek akkor €s csak akkor van egész megolddsa, ha minden y vektorra,
amelyre yA egész, yb is egész. Ha van olyan y, amelyre yA egész, de yb nem,
akkor van ilyen nemnegativ y is.

Bizonyitds. Ha létezik egész x megoldés, és valamely y-ra yA egész vektor,
akkor (yA)x = y(Ax) = yb, azaz yb is egész.

Az ellenkezd iranya kovetkeztetés bizonyitasahoz feltehetjiik, hogy az Ax =
= b-nek létezik egyaltalan megoldasa, mert ha nem létezne, akkor van olyan
y, hogy yA = 0 és yb # 0. De akkor y ugy is valaszthato, hogy yb nem egész.

Az is feltehetd, hogy az A sorai linearisan fiiggetlenek, mert ha valamelyik
sor linearisan fiigg a tobbiektsl, akkor ezt kihagyhatjuk (b megfel kompo-
nensével egylitt), és ha az 0j rendszernek van egész megoldasa, akkor az
az eredetinek is megoldéasa, ha pedig nincs, akkor indukcioval van olyan 3/,
amelyre 3y’ A’ egész, de y'b’ nem. Ha most a kihagyott komponenst 0-nak
vessziik, akkor egy olyan y-t kapunk y’-bdl, amelyre yA egész, de yb nem az.

Konnyen ellenérizhets, hogy az eredetivel ekvivalens feladatot kapunk
(mind az z, mind az y létezése szempontjabol), ha az A egy oszlopat egy
masik oszlopdhoz adjuk vagy abbol levonjuk. Ezen mtvelet ismételt alkalma-
zéséval (és esetleges oszlop cserékkel) az A méatrix [B,0] alakra hozhato, ahol
B egész haromszog matrix (azaz a f6atlo elemei felett minden elem 0) és a
féatloban nem nulla elemek &allnak.

Mivel B~1(B,0) = (I,0) egész matrix, a feltevésbdl kovetkezik, hogy B~1b
B~

0 ) egész vektorra (B,0)z* = b, azaz

is egész vektor. Igy az z* := (
Azx* =b.
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A tétel utolso részéhez tegyiik fel, hogy valamely y'-re y' A egész, de y'b
nem. Legyen y” olyan egész vektor, amelyre y* := 1/ + "/ nemnegativ. Mivel
y" A és y'"'b is egész, igy y* A egész, y*b nem az. O

Alapvets fontossagu az egész poliédereknek a kovetkezs jellemzése.

3.1.4. Tétel (Edmonds és Giles). Az R:= {x : Qz < b} nemdires poliéder
(ahol Q és b egészek) akkor és csak akkor egész, ha minden olyan c egész
vektorra, amelyre {cx : x € R} felilrél korldtos, a max{cz : * € R} szdm
egész.

Bizonyitds. A feltétel sziikségessége nyilvanvald, igy csak az elegenddség bi-
zonyitasaval foglalkozunk. Tekintsiik az R-nek cz-et maximalizalé oldalat, és
legyen R’ ennek egy minimalis oldala. A kovetkezmény miatt R’ affin
altér, azaz megadhat6 {z : @'z = b’} alakban, ahol Q" a @ bizonyos soraibol
allo részmatrix.

A tételhez azt kell bebizonyitani, hogy R’ tartalmaz egész pontot. Indirekt,
ha nem tartalmaz, akkor a tétel alapjan létezik olyan y' > 0 vektor,
amelyre ¢ := y'Q’ egész, de y'l/ nem. Ekkor tetszsleges x € R'-re dz =
= ¢y (Q'z) = y'V, és tetszleges © € R-re dz = y'(Q'z) < y'b/, amibdl
kovetkezik, hogy a max{c'z : x € R} érték az R’ elemein felvétetik, és igy a
maximum értéke y'b’. De ez ellentmond a tétel feltevésének, hiszen y'd’ nem
egész. O

3.1.3. Teljesen duilisan egészértékid rendszerek

Gyakran a tételt olyan modon fogjuk hasznalni, hogy valamely
max{cx : Qz < b} linearis program dualisarél minden egész c-re kimutatjuk,
hogy van egész optimélis megoldésa, feltéve persze, hogy van egyaltalan op-
timalis megoldasa. Ekkor a Qx < b rendszert teljesen dualisan egészérté-
kiinek (total dual integral: TDI) hivjak. (Ez tehat az egyenl6tlenség-rendszer
tulajdonsaga, és nem a rendszer altal definialt poliéderé. Hogy mennyire nem,
azt jelzi Giles és Pulleyblank tétele: minden egész poliéder leirhat6 TDI rend-
szerrel.) Ilyenkor tehat a tétel miatt a primal poliéder egész, és igy a
priméal problémaban minden ¢ célfiiggvényre (nem csak egészre) az optimum,

tételbsl kozvetleniil adédik az alabbi eredmény.

3.1.5. Tétel (Edmonds és Giles). Egy TDI rendszerrel megadott poliéder
egész, ha a feltételi mdtrix és a korldtozo vektor egész.

Igen hasznos az alabbi eredmény, amely azt mondja ki, hogy ha egy TDI
rendszer egyik egyenlGtlenségét egyenlséggel helyettesitjiik, akkor tovabbra
is TDI rendszert kapunk. Ebbél persze kovetkezik, hogy akarhény egyenl6t-
lenséget is egyenlGségre cserélhetiink a TDI-ség elrontasa nélkiil.
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3.1.6. Tétel (W. Cook). Amennyiben a {Qx < b,qx < B} rendszer TDI
(ahol @, q,b, 8 egészek), 1igy a {Qx < b,qx = B} rendszer is TDI.

Bizonyitds. Legyen
P={z:Qx<b, qx <B} és D={(y,m): yQ+mg=¢c, # >0, y >0}

az eredeti primal, illetve duél poliéder. Legyen ¢ olyan egész vektor, amelyre
a primél, illetve duél

Pr={2:Qe<b, qu=p} & D' ={(y,m):yQ+mg=c, y >0}
poliéderek egyike sem iires. Azt kell igazolnunk, hogy az
m' := min{yb+ 73 : (y,7) € D'} (3.2)

duélis lineéris programnak van egészértékd (y, ) optimuma.

Ezt el6szor olyan c-kre igazoljuk, amelyekre [3.2nek van egy (y/,7’) nem-
negativ optiméalis megoldasa. Ekkor (y/,7') € D C D’ miatt m’ > min{yb +
+ 78 : (y,m) € D} > m'. Vagyis ilyenkor D egy optimalis eleme optimalis
D’-ben is, ugyanakkor a tétel feltevése szerint D-nek van egészértékd (y, 3)
optimuma.

Az altalanos eset konnyen visszavezethetd a fentire. Legyen (y/,7') a D’
egy optimalis megoldasa. Legyen £ olyan egész szam, amelyre X' := ¢+7’" > 0.
Legyen ¢y := ¢ + £q, és tekintsiik a

Dy :={(y,\): yQ+Ag=c;, y >0}

duélis poliédert. A A = m+£ megfeleltetés egy-egy értelmii kapcsolatot definial
a D’ és a Dy, poliéder elemei koz6tt (éspedig a D) nem mas, mint a D’ ¢-lel
tortént eltoltja a 8 tengely mentén), és igy yb + A8 = yb + (7 + ¢)5. Emiatt
(v', X') optimélis eleme Dj-nek, amely nemnegativ, és igy az els rész szerint
létezik (y*, \*) egész optimuma is Dj-nek. De ekkor 7% := A* — f-re (y*,7*)
egész optimuma D’-nek. O

3.2. TU-matrixok: példak, alaptulajdonsagok

Gyakran el6fordul, hogy egy lineéris egyenl6tlenség-rendszernek egész megol-
dasara vagy egy lineéris programnak egész optiméalis megoldasara van sziiksé-
glink. Bebizonyitottak, hogy mindkét feladat NP-teljes, igy altalanossagban
olyan tipusi kerek valaszt nem varhatunk, mint amilyet a Farkas-lemma vagy
a dualitastétel nytjtott a valos (vagy racionalis) esetre. Speciélis feltételi méat-
rixok esetén azonban szavatolhatd egészértékd megoldas vagy optimum léte-
zése. Ennek messzemend kovetkezményei lesznek grafokon megfogalmazott
optimalizalasi feladatok megértésében.
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Valamely @ matrixot akkor neveziink teljesen unimodularisnak (TU:
totally unimodular), ha minden aldeterminansa (0,41) értékd. Specialisan,
ilyen méatrix minden eleme 0,41 vagy —1. Vilagos, hogy TU-matrix transz-
ponéltja is az. Sorokat vagy oszlopokat —1-gyel szorozva vagy elhagyva ismét
TU-matrixot kapunk. Tovabba, egységvektorokat sorként vagy oszlopként egy
TU-métrixhoz illesztve TU-matrixot kapunk. Igy ha a Q TU-matrixot kiegé-
szitjiik egy I egységmétrixszal, akkor a keletkez (Q, I') méatrix is TU-matrix.
Ha @ TU-matrix, tgy (Q,—Q) is az. (De ha mondjuk egy csupa 1 oszlop-
pal egészitjiikk ki Q-t, akkor nem feltétleniil kapunk TU-métrixot: legyen Q)
az {a,b,c,d} pontokon az {ab,ac,ad} élekbdl allo graf 4 x 3-as incidencia-
métrixa.)

Ha egy TU-matrix valamely oszlopaban van egy +1-es és egy —1-es elem,
ugy az egyik sorat a masikéhoz adva a keletkezd matrix ugyan {0, +1}-es
lesz, de nem biztosan teljesen unimoduléris. Ha viszont ilyen atalakitasokkal
egy oszlopot egységvektorra alakitunk, igy mar sziikségképpen TU-maétrixot
kapunk, amint ezt a kévetkezd tétel allitja.

3.2.1. Tétel. Legyen Q m x n-es TU-mdtrix és q1 a Q egy oszlopa, melyre
q1(1) # 0. Legyen e; € R™ az i-edik egységvektor (i = 1,...,m). Jelolje Q1
azt a mdtrizot, amelyet akkor kapunk, ha Q-t a qq, €3, ..., ey bdzisban irjuk
fel. Ekkor Q1 teljesen unimoduldris.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy ¢1 a @ elsé oszlopa. Sorok esetleges negalasaval
feltehets, hogy q1(1) = 1 és j > 2-re ¢1(j) 0 vagy —1. Q1 tehat ugy all el
Q-bol, hogy a Q elsd sorat hozzaadjuk minden olyan sordhoz, amelynek els
eleme —1.

Ha a tétel nem igaz, akkor (Q1-nek van egy olyan B négyzetes részmét-
rixa, amelyre | det B| > 2. Az olyan aldeterminansok értéke a béziscserével
nem véaltozik, melyek az els6 sorbdl tartalmaznak elemet, igy B nem ilyen.
Mivel Q)1 els6 oszlopa az elsé elemétdl eltekintve nulla, a B az elsd oszlopbol
sem tartalmaz elemet. Feltehetjiik, hogy az els§ sortol és az elsé oszloptol
eltekintve B tartalmazza a Q1 Osszes sorat és oszlopat, mert ha valamelyiket
nem tartalmazna, azt egyszertien kihagyhatjuk @-bol és Q1-b6l. Most viszont
det B =det @Q; = det Q € {0,£1}, ellentmondas. O

3.2.1. Kovetkezmény. Ha Q egy m rangi m X n-es TU-mdtriz, és B a Q
eqgy m x m-es nemszinguldris részmdtriza, akkor B~1Q teljesen unimoduld-
ris. Specidlisan, egy (négyzetes) nemszinguldris TU-mdtriz inverze is teljesen
unimoduldris.

Példaképp, legyen Q egy D = (V, A) iranyitott graf incidencia-méatrixa,
azaz () sorai a V-nek, oszlopai E-nek felelnek meg, és a ¢, . elem akkor
+1, illetve —1, ha az e él belép, illetve kilép v-bdl (egyébként 0). Egy G =
= (V, E) graf (pont-él) incidencia-méatrixaban a soroknak a csicsok, mig az
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oszlopoknak az élek felelnek meg. A matrix egy v cstcshoz és e élhez tartozo
eleme akkor 1, ha e egyik végpontja v, kiillonben 0. Tehéat az incidencia-métrix
minden oszlopdban két darab 1-es elem van.

3.2.2. Tétel. (a) Digrdf incidencia-mdtriza teljesen unimoduldris. (b) Pdros
grdf incidencia-mdtriza teljesen unimoduldris.

Bizonyitds. (a) Vegylink egy Q' négyzetes részmatrixot, amelyrdl be akarjuk
latni, hogy determinansa 0,1, vagy —1. Amennyiben ennek van olyan oszlopa,
amelyben legfeljebb csak egy nem nulla elem van, akkor ezen oszlop szerint
kifejtve a determinanst indukcioval kész vagyunk. Igy feltehetjiik, hogy min-
den oszlopban pontosan két nem nulla van (merthogy t6bb nem lehet). Ezek
koziil az egyik +1, a masik —1, vagyis a sorokat Gsszeadva 0-t kapunk, azaz
Q' sorai lineéarisan fiiggéek, igy a determinéns 0.

(b) Szorozzuk meg —1-gyel a méatrix azon sorait, amelyek a péaros graf
egyik osztalydban 1évé pontoknak felelnek meg. Ekkor egy iranyitott graf
incidencia-matrixat kapjuk, amirél az el6bb lattuk, hogy TU. O

92. Feladat. Igazoljuk, hogy ha eqy pdros grdf incidencia-mdtrizdt kibovitjik
eqy csupa egyesekbdl dllo sorral, akkor TU-mdtrizot kapunk, mig ha az osz-
lopaihoz veszink eqy csupa egyes oszlopot, akkor az igy keletkezd mdtrix nem
feltételendil TU.

93. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy D digrdf incidencia-mdtrizdnak oszlopai
akkor és csak akkor linedrisan flggetlenek, ha D irdnyitott erdd.

Hipergrafon egy (V, F) part értiink, ahol V' adott alaphalmaz, F pedig
V részhalmazainak egy rendszere, amelyben ugyanaz a részhalmaz tobb pél-
dényban is szerepelhet. Az F tagjai a hipergraf hiperélei. Egy H hipergrafot
akkor neveziink teljesen unimodularisnak, ha H incidencia-maéatrixa telje-
sen unimodularis. Ez egy olyan (0,1) értékii matrix, amelyben a soroknak a
V elemei felelnek meg, az oszlopoknak az F elemei, és a matrix egy eleme
pontosan akkor egy, ha az oszlopdnak megfelel§ hiperél tartalmazza a méat-
rixelem soranak megfelel§ V-beli elemet. A grafok specialis hipergrafok, ahol
minden hiperél kételemii. Ezek koziil mar lattuk, hogy a paros grafok teljesen
unimodularisak. Mas grafok viszont sohasem azok, hiszen egy paratlan kor
incidencia-matrixdnak determinansa +2.

Mint lattuk, minden D digraf incidencia-métrixa TU. Ezt altalanositja a
halézati matrix. Legyen D olyan irdnyitott graf, amely iranyitatlan érte-
lemben Osszefiiggs, és legyen F' egy feszits fa a D iranyitatlan valtozataban.
A Hp matrix sorai az F éleinek felelnek meg, mig az oszlopai az F-en ki-
viili éleknek. Minden wv nem faélre a faban egy egyértelmt (nem feltétleniil
irdnyitott) at vezet v-bdl u-ba. Ennek egy f elemére a matrix ay. elemét
definidljuk 1-nek, ha f irdnya megegyezik az utéval, és —1-nek, ha azzal el-
lentétes. A matrix minden mas eleme 0.
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3.2.3. Lemma. Hdlozati mdtriz részmdtriza is az. Hdldézati mdtrix sordt
vagy oszlopdt —1-gyel szorozva hdldzati mdtrizot kapunk.

Bizonyitds. Egy oszlop eltorlése annak felel meg, hogy a megfelel6 nem faélt
a digrafbol kihagyjuk. Egy sor torlése annak felel meg, hogy a megfelels faélt
a digrafban Osszehtuzzuk. Egy sor vagy oszlop —1-gyel vald szorzésa annak
felel meg, hogy a megfelels élt (akar faél, akar nem faél) atirdnyitjuk. O

3.2.4. Tétel. A Hyp hdlozati mdtriz teljesen unimoduldris.

Bizonyitds. A lemma alapjan elég belatni, hogy egy négyzetes haldzati méat-
rix determinénsa 0,1 vagy —1. Tekintsiik a fanak egy v levelét. Ha az F fa
v-vel szomszédos éléhez tartozod sordban 1évé nem nulla elemek a szama leg-
feljebb 1, akkor a determinéns kifejtési szabély alapjan indukcioval készen
vagyunk. Tegyiik fel, hogy o > 1, vagyis v szomszédos legalabb két nem fa-
éllel. Atiranyitas miatt feltehets, hogy ezek koziil pontosan egy van v felé
irdnyitva. Legyen ez sv és legyen vt egy masik nem faél. Ha az sv-nek megfe-
lel6 oszlopot hozzaadjuk a vt-nek megfelelé oszlophoz, akkor egyrészt persze
a determinans értéke nem valtozik, mésrészt ismét halozati matrixot kapunk,
éspedig azét a grafét, amelyben a vt él helyett az st él szerepel.

Ilyen atalakitasokkal egy olyan grafot kaphatunk, amelyben az F' feszit6
fa valtozatlan, egyetlen nem faél (nevezetesen sv) szomszédos v-vel, vagyis
a hozza tartozo héalézati matrix v-nek megfelel§ soraban egy nem-nulla elem
van. Ilyen halézati matrixrol pedig mar lattuk, hogy a determinéansa 0,1, vagy
—1, ugyanakkor a fenti operaciok nem valtoztattak a determinans abszolit
értékeét. [

3.2.2. Kovetkezmény. Egy olyan hipergrdf teljesen unimoduldris, amely egy
irdnyitott fa élhalmazdn van definidlva és a hiperélek iranyitott utak.

34. Gyakorlat. Legyen M o G = (V, E) grif F feszité faja dltal definidlt
négyzetes hdlozati mdtriz. Fogalmazzuk meg a grif nyelvén az M invertdlha-
tésdagdnak feltételét.

94. Feladat. Igazoljuk, hogy az aldbbi mdtrix teljesen unimoduldris, de sem
d, sem a transzpondltja nem hdlozati mdtrix:

e e e
O O =
O = O ==
— O~ O
——_0 O
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3.2.1. Laminaris hipergrafok

Egy hipergrafot laminarisnak mondunk, ha barmely két hiperéle vagy disz-
junkt, vagy az egyik tartalmazza a maésikat. Példaul ha F' = (V, F) egy s
gyokert fenys és minden e = uv éléhez tekintjiik a v-bél a fenyGben elérhets
pontok halmazat, akkor ezen halmazok laminéaris rendszert alkotnak. Valoja-
ban ezen allitds megforditasat sem nehéz bebizonyitani, amely szerint minden
laminéris halmazrendszer lényegében ilyen alakban &ll el6.

3.2.5. Tétel. A V részhalmazaibdl dllo tetszdleges F lamindris rendszerhez
létezik eqy H = (U, F) fenyd, valamint eqy ¢ : V. — U leképezés ugy, hogy F
tagjai €s a fenyd élei egy-eqy értelmien megfelelnek eqgymdsnak, éspedig oly
mddon, hogy tetszéleges e € F élre ¢~ *(V,) az e-nek megfelelé halmaz, ahol
Ve jeloli a H fenydbdl az e kihagydsdval keletkezd két komponens kézil axzt,
amelybe e belép.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy F tagjai kiilonbozek, ha ugyanis egy ilyen la-
minéris rendszernek mar létezik a kivant fenyGabrazolasa, és az F egy X tag-
janak egy tjabb példanyat bevessziik, akkor a keletkezd laminaris rendszernek
agy kaphatjuk meg a kivant reprezentalasat, hogy az X-nek megfeleltetett
fenyd élt egy 1j ponttal felosztjuk.

Azt is feltehetjiik, hogy V minden v eleme benne van F valamelyik tag-
jaban. Ezek kozill a legsziikebbet jelolje o(v). Minden X € F halmaznak
feleltessiink meg egy 0j f(X) pontot, és legyen s még egy extra pont. A ke-
letkez6 pontok U halmaza lesz a feny6 ponthalmaza (U-nak tehat eggyel tobb
eleme van, mint F-nek).

Keészitsiik el az F feny6t az U halmazon a kovetkezSképpen. Az F minden
maximalis X tagjara vezessiink egy élt s-b6l f(X)-be. Amennyiben X az
F-nek nem maximalis tagja, ugy létezik egy egyértelmi legsziikebb Y € F
halmaz, amely tartalmazza X-et. Ebben az esetben vezessiink f(Y)-bol f(X)-
be élt. Igy egy H feny6t kapunk, melynek gySkere a speciélis s pont. Végiil
minden v € V pontra legyen ¢(v) := f(o(v)). Kénnyen ellenérizhets, hogy
az igy definidlt H fenyd és ¢ leképezés kielégitik a tételbeli kivansagokat. [

Legyen F; és Fo két laminaris hipergraf az S alaphalmazon. Jeldlje A;
(i = 1,2) az F; incidencia matrixanak transzponaltjat. Ebben az oszlopok az

S elemeinek felelnek meg, mig a sorok F; elemeinek. Legyen M := (jl)
2

3.2.6. Tétel. M teljesen unimoduldris.

Bizonyitds. Vegylik M-nek egy négyzetes részmatrixat. Az ebben 1év6 egye-
sek szama szerinti indukciéval ennek determinansarél kimutatjuk, hogy 0
vagy +1. Mivel A; barmely részmatrixa is egy laminaris rendszer incidencia-
métrixa, igy feltehetjiik, hogy a vizsgélt részméatrix maga M. Ha M-ben min-
den elem nulla, akkor persze a determinéns is nulla. Ha M-nek van olyan sora
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vagy oszlopa, amelyben legfeljebb egy nem nulla elem van, akkor indukciéval
(és kifejtési szaballyal) készen vagyunk.

Ha F7 is és F3 is particio, akkor mind A;, mind As sorainak Gsszege a csupa
1 vektor, tehat A sorai linearisan fiiggdek, igy det(M) = 0. Tegytik fel, hogy
mondjuk F; nem particidé. Ekkor van egy olyan minimalis Z tagja, amely
része Fi egy masik tagjanak. Ha most Fi-nek valamennyi Z-t tartalmazo
tagjabol kivonjuk Z-t, ami azzal ekvivalens (a laminaritas miatt), hogy a
megfelel sorokbol kivonjuk Z sorat, akkor a determinéns értéke nem valtozik,
viszont a keletkez6 matrixban kevesebb egyes szerepel. Miutan a médositott
halmazrendszer is laminaris, indukciéval készen vagyunk. O

Kimutatjuk, hogy valojaban a két laminaris rendszerhez definialt fenti M
maéatrix halozati matrix.

3.2.7. Tétel. M hdlozati mdtriz (és igy teljesen unimodularis).

Bizonyitds. Legyen F; = (V;, E;), illetve ¢; az F; laminaris rendszert abrézold
fenyd, illetve leképezés (i = 1,2), melyek létezését a tételben igazoltuk,
és legyen s; az F; feny6 gyokere. Tegyiik fel, hogy a fenysk diszjunktak.
Egyesitsiik az s1 és az sy gyOkeret egyetlen s pontta, és forditsuk meg az F;
feny6 éleinek iranyitasat. Ekkor egy F' iranyitott fat kapunk, amelyben az S
alaphalmaz egy v € S eleméhez rendelt p2(v) és ¢;(v) pontok kdzott vezetd
P(v) ut irdnyitott. A konstrukciobol kénnyen lathato, hogy a v elemet az
F1 U Fs hipergrafnak pontosan azon hiperélei tartalmazzak, melyek a P ut
éleinek felelnek meg. Az kovetkezménybdl a tétel kovetkezik. O

az F incidencia-mdtriza éppen egy pdros grdf incidencia-mdtrizdnak transz-
pondltja.

Legyen V alaphalmaznak Xp C X két részhalmaza. Az X = (Xg, Xp)
part parhalmaznak nevezziik, melynek X a kiils6 tagja, mig X a belsé.
A pérhalmazokon értelmezziik a N és U miiveleteket a természetes modon:
X,Y parhalmazokra legyen X NY := (Xxg NYx, XpNYp), XUY := (XU
UYk, Xp UYp). Azt mondjuk, hogy X része Y-nak, jelolésben X C Y, ha
Xk CYg és Xp CYp. Ha X CY vagy Y C X, akkor X és Y Osszehason-
lithaté. Két parhalmaz metszd, ha nem 6sszehasonlithatoak és XpNYp # 0.
Két parhalmaz keresztezd, ha metszdk, és kiils§ tagjaik egyesitése nem V.
Parhalmazok egy rendszere laminaris, ha nincs kézottiik két metsz6. A péar-
halmazok egy F részhalmazarél azt mondjuk, hogy metszé (keresztezd),
ha F barmely két metsz6 (keresztezs) tagjaval egyiitt azok metszete és unioja
is F-ben van.

Tegyiik fel, hogy péarhalmazok egy JF rendszere laminaris. Legyen D =
= (V, A) iranyitott graf. Azt mondjuk, hogy egy e iranyitott él lefog egy
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X parhalmazt (méas szoval, hogy e belép X-be), ha mindkét tagjaba belép.
Készitsiik el az Ax (0,1)- méatrixot, melynek sorai az F elemeinek, mig
oszlopai a D éleinek felelnek meg. Egy elem akkor 1, ha az oszlopnak megfelels
él lefogja a sornak megfelel6 parhalmazt.

3.2.8. Tétel. Egy pdrhalmazokbdl dllé lamindris F rendszerhez (specialisan
egy laminéris halmazrendszerhez) tartozé Arx mdtriz hdlozati mdtriz (és igy
teljesen unimodularis).

Bizonyitds. Az F-beli parhalmazok belsé (mésodik) tagjai laminaris halmaz-
rendszert alkotnak. Tekintsiik az ezt reprezentald F' feny6t, a D digraf egy
tetszGleges e élét és az altala lefogott parhalmazokat. Ezek bels6 tagjainak
megfelels fenyGélek iranyitott utat alkotnak. Marpedig egy feny6 bizonyos
részutjai altal alkotott hipergraf incidencia-matrixanak transzponaltjarol lat-
tuk mar, hogy hélézati méatrix. O

3.2.2. Keresztezésmentes hipergrafok

Egy alaphalmaz két részhalmazat keresztezésmentesnek mondjuk, ha vagy
diszjunktak, vagy az egyik tartalmazza a masikat, vagy az uniojuk az alaphal-
maz. Egy F halmazcsaladot keresztezésmentesnek (cross-free) mondunk,
ha nincs két keresztezd tagja.

Példaul ha adott egy F' iranyitott fa (nem feltétleniil fenys), és minden
e élhez tekintjik a V. halmazt, amely a fanak az e elhagyaséaval keletkezs
azon komponensét jeloli, amelybe e belép, akkor az igy keletkezett rendszer
keresztezésmentes. Ismét érvényes egyfajta megfordités.

3.2.9. Tétel. AV részhalmazaibdl dllo tetszdleges F keresztezésmentes rend-
szerhez létezik eqy H = (U, F) irdnyitott fa, valamint V' pontjainak egy ¢
leképezése U-ba gy, hogy F tagjai és a fa élei egy-eqy értelmien megfelel-
nek egymdsnak, éspedig oly mddon, hogy tetszdleges e élre ¢~ 1(V.) az e-nek
megfeleld halmaz F-ben.

Bizonyitds. Legyen z az alaphalmaz tetszéleges pontja. F minden z-t tartal-
mazo6 tagjat helyettesitsiik a komplementerével. A keletkez6 F' halmazrend-
szer laminaris. Alkalmazhatjuk a [3.2.5] tételt. A kapott fenySben forditsunk
meg minden olyan élt, amely az eredeti F egy z-t tartalmazo6 tagja komple-
menterének felel meg. Ekkor a kivant reprezentaciot kapjuk. O

Legyen adott a D = (V, A) iranyitott graf ponthalmazéan egy F keresztezés-
mentes halmazrendszer. Készitsiik el a Bx (0,+1) értékid matrixot, melynek
sorai az F tagjainak, mig oszlopai a D éleinek felelnek meg. Egy elem ak-
kor 1 (illetve —1), ha az oszlopnak megfelels él belép (illetve kilép) a sornak
megfelel halmazba (halmazboél). Minden egyéb elem 0.
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3.2.10. Tétel. A Bx mdtriz hdlozati mdtriz (és igy teljesen unimoduléris).
Bizonyitds. Az allitas kozvetleniil adodik a [3:2.9] tételbol. O

36. Gyakorlat. Igazoljuk a[3.2.10] tétel megforditdsdt, miszerint minden hd-
l6zati matrix elddll B alakban.

37. Gyakorlat. Egy, a V alaphalmazon definidlt F keresztezésmentes hal-
mazrendszerhez és D = (V, A) digrdfhoz hozzdrendelhetiink eqgy 0—1 mdtrizot,
amelyben a soroknak az F tagjai, az oszlopoknak D élei felelnek meg, és a
matriz egy az.. eleme (Z € F, e € A) akkor 1, ha e belép Z-be, (minden mas
esetben 0). Példdval mutassuk meg, hogy ez a mdtriz nem feltétlendil teljesen
unimoduldris.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az alabbi érdekes eredményt.

3.2.11. Tétel. Egy D digrdf dltal meghatdrozott hdlézati mdtriz transzpo-
ndltja akkor és csak akkor hdldzati mdtriz, ha D (iranyitatlan értelemben)
sikba rajzolhato.

3.3. Farkas-lemma, dualitas, optimalitasi feltéte-
lek TU-matrixokra

Az erss bazismegoldas fogalma méar eddig is hasznos volt (mert csak véges
sok volt belsliik, és mert minden, a poliéderen feliilrél korlatos cx célfiiggvény
esetén max cx erds bazismegoldason felvétetett.) E fogalom most ajabb fontos
szerephez jut.

3.3.1. Lemma. Tetszdleges M TU-mdtrizszal megadott eqgyenldtlenség-rend-
szer esetén, ha a b jobb oldali korldtozd vektor egész, akkor minden erds bd-
zismegoldds egész.

Bizonyitds. Legyen M = <g), és tekintsiik a

Px = bo, Ql’ < b1 (33)

rendszert. Kordbban megfigyeltiik, hogy minden erés bazismegoldés elall
valamely M'z’ = b’ egyenletrendszer egyértelmii megoldasanak nulla kompo-
nensekkel valo kiegészitéseként, ahol M’ az M egy (r(M) x (r(M)-es nemszin-
gularis részmatrixa, és b’ jeloli a b azon részét, amely az M’ sorainak felel
meg. Ha M TU-matrix, akkor a nemszingularis M’ determinansa +1 vagy
—1. A Cramer-szabaly szerint, miutan b’ egész, az egyértelmi ' megoldas is
az. O
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3.3.2. Lemma. Legyen c tetszdleges (nem feltétleniil egészértékd) vektor.
Barmely M TU-mdtrizszal megadott K metszetkipra igaz, hogy ha van K-
nak olyan ' eleme, amelyre cx’ > 0, akkor van ilyen (0,+1) értékd eleme
8.

Q)’ és tegyiik fel, hogy a K kup a Px =0,Qz <

< 0 rendszer megoldashalmaza. Mivel x’ pozitiv szamszorosa is K-ban van,
feltehets, hogy 2’ maga olyan, hogy minden komponense a [—1,41] zart
intervallumba esik. Vagyis a

Bizonyitds. Legyen M = (P

(-1,...,-)<z<(1,...,1), P =0,Qx <0 (3.4)

rendszer altal meghatarozott korlatos poliédernek z’ olyan eleme, amelyre
cx’ > 0. Ekkor az operaciokutatasban tanultak szerint van olyan z* erds
béazismegoldasa a rendszernek, amelyre cx* > cx’. Alemma miatt
¥ egészértékid, azaz minden komponense 0,1, vagy —1. O

A Farkas-lemma szerint a (3.3) és az alabbi (3.5)) rendszerek koziil pon-
tosan az egyik oldhat6 meg. Az alabbi tétel a Farkas-lemma TU-matrixokra
vonatkozo élesitését szolgaltatja.

3.3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az M = (g) mdatriz teljesen unimoduldris.

Ha a primdl probléma oldhaté meg, és a korldtozé b vektor egész, akkor
—nak van egész megolddsa is. Ha az

y1 > 0,yM =0,yb <0 (3.5)

dudlis probléma oldhaté meg, ahol y = (yo,y1), akkor van (0,£1) értékd y
megoldds is (fliggetleniil b egészértékiiségétdl).

Bizonyitds. A tétel els fele kovetkezik a [3.3.1] lemmabol, és abbol a korabbi
eredménybdl, hogy ha létezik megoldés, akkor 1étezik erés bézismegoldas is.
A tétel masodik fele pedig a lemma kozvetlen folyoméanya. O

Egy poliédert akkor neveziink egésznek, ha minden oldala tartalmaz egész
pontot. Ez nyilvan azzal ekvivalens, hogy minden (tartalmazasra nézve) mi-
nimalis oldal tartalmaz egész pontot, tovabba azzal (az oldal definicioja foly-
tan), hogy minden linearis célfiiggvény optimuma egész vektoron is felvétetik.
Csticsos poliéder esetén a poliéder akkor egész, ha minden csticsa egész. Az

alabbi tételek mindegyikében az M = (g) matrix teljesen unimodularis, és

b egész vektor.
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3.3.4. Tétel. Ha a max{cx : Px = by,Qx < b1} linedris programozdsi
problémdnak létezik megolddsa, akkor az optimum egész vektoron is felvétetik
(fiiggetlendil attdl, hogy c egészértékd vagy sem). Ekvivalens alakban: minden
TU-madtriz és egész korldtozo vektor dltal megadott poliéder egész.

Bizonyitds. Miutan az optimum erds bazismegoldéason is felvétetik, a [3.3.1]
lemmé&bol a tétel kovetkezik. O

Az alabbi tételek ugyanigy kovetkeznek a megfelels linearis programozasi
tételekbsl a és[3:3:2] lemmak segitségével.

3.3.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy R = {x : Px = by, Qx < b1} nemiires. A
kévetkezok ekvivalensek.

(1) {cx : x € R} feliilrél korldtos.

(2) Nem létezik olyan (0,+1) értékd x’ vektor, amelyre Pz’ = 0,Qx’ <0, és
cx' > 0.

(3) Létezik olyan y = (yo,y1) vektor, amelyre y1 > 0 és yM = ¢, és amely
egész, amennyiben c egész.

3.3.6. Tétel. Legyen x* az R := {x : Px = by, Qx < b1} poliéder egy eleme.
Jeldlje Q7+« a Q aktiv részmdtrizdt. A kovetkezdk ekvivalensek.

(1) z* mazimalizdlja cx-et R folott.

(2) Nem létezik olyan (0,%1) értékd x’ vektor, amelyre Pz’ =0, Q5.2' <0,
és cx’ > 0.

(3) Létezik olyan y = (yo,y1) vektor, amelyre y1 > 0, yM =c¢, y(b—Ma*)=0,
€s y egész, amennyiben ¢ egész.

Gyakran (bar nem mindig) a teljesen duélis egészértékiiség az alabbi tu-
lajdonsagon mulik.

3.3.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy a {Px = by, Qx < b1} rendszer olyan, hogy
minden egész c-re, amelyre max cx létezik, a

min{boyo + b1y : y1 > 0, yoP +11Q = ¢} (3.6)

dudlis linedris programnak van olyan y* optimuma, amelyre a P és Q azon

/
soraibol dllo M' = (g,
felelnek meg, teljesen unimoduldris. Ekkor a {Px = by, Qx < b} rendszer
TDI.

> részmdtriz, melyek az y* nem nulla komponenseinek

Bizonyitds. Az M’ teljes unimodularitasa miatt a min{byy, + bjvy] : y§ >
> 0,y,P" + y1Q' = c} linearis programnak van egész optimuma, amit nulla
komponensekkel kiegészitve (3.6 egy egész optimuméat kapjuk. O
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3.4. Kerekités és egyenletes szinezés

3.4.1. Kerekités

Akkor mondjuk, hogy egy z egész szam az z szam kerekitése, ha |z —
— z| < 1. (Tehat az 1,01-nak az 1 és a 2 is kerekitése.) Ez specidlisan azt
jelenti, hogy ha x egész, akkor x = z. A z vektor az = vektor kerekitése, ha
minden komponense kerekités. Egy x nem egész szdm |x] also egész részén
a legnagyobb z-nél kisebb egész szamot értjiik, mig [x] fels6 egész részen
a legkisebb z-nél nagyob szamot. Egész x-re |x| := [z] := . Amennyiben
x egy vektort jelol, gy |x| azt a vektort jeloli, amelyet z-bsl nyeriink a
komponenseinek als6 egész részét véve. Az x vektor [x] fels§ egész részét
analog modon definialjuk.

3.4.1. Lemma. Legyen A teljesen unimoduldris mdtrix és xqg egy vektor.
Ekkor létezik egy olyan q egészértékd vektor, amelyre |xo] < q < [xzqo] és
|Azo| < Aq < [Axg]. Mds széval az xg-nak van olyan q kerekitése, hogy az
A minden a sordra aq kerekitése axg-nak.

Bizonyitds. A feltevés szerint az |xo| < z < [zg] és [Axg] < Az < [Axg]
rendszernek van megoldasa, igy a [3.3.3] tétel szerint van egész megoldésa
is. O

Erdemes megfogalmazni az alabbi kévetkezményt: Ha (S, F) teljesen uni-
moduléris hipergraf, ugy barmely xo : S — R fliggvénynek létezik olyan q
kerekitése, hogy minden A € F hiperélre a Y [q(v) : v € A] szam kerekitése
> [zo(v) : v € A]-nak.

3.4.2. Tétel. Tetszdleges m X n-es B mdtriznak van olyan kerekitése, hogy a
kovetkezd mennyiségek mind eqynél kevesebbel vdltoznak: minden sordsszeg,

minden oszlopdsszeg, az elsd j sor elemeinek dsszege (j =1,2,...,m), az elsé
i oszlop elemeinek dsszege (i =1,2,....n).

Bizonyitds. Legyen S a B méatrix mez6inek (elemeinek) halmaza. B minden
sordhoz legyen a sorban 1évé mez6k halmaza tagja Fi-nek, valamint minden
i-re (2 < i < m) az els6 i sor mezdinek halmaza legyen tagja Fj-nek (Ossze-
sen tehat 2m — 1 tag van Fi-ben). Fo-t hasonloan definidljuk az oszlopok
segitségével. Ekkor F; laminaris, igy a [3.2.6] tétel és a lemma alapjan
készen vagyunk. O

3.4.3. Tétel. Eqgy x1,...x, sorozat elemeinek létezik olyan z1,...,z, kere-
kitése, hogy minden 1 <14 < j < n indexre a z; +-- -+ z; 0sszeg kerekitése az
x; + -+ x; Gsszegnek.

Bizonyitds. A {v1,...,v,} alaphalmazon tekintsiik azt a hipergrafot, mely-
nek élei a {v;,...,v;} tipusi halmazok minden 1 < i < j < n indexpérra.
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Amint mar lattuk (lasd , ez a hipergraf teljesen unimoduléris, igy a
341l lemma alkalmazhato. O

3.4.2. Egyenletes szinezések

A teljesen unimodularis matrixok egy masik érdekes alkalmazasa hipergrafok
egyenletes szinezésével foglalkozik.

3.4.4. Tétel. Legyen A TU-mdtriz, b egész vektor, k pozitiv egész. Legyen z
olyan egész vektor, amelyre Az < kb. Ekkor z elddll olyan z1, zo, . . ., 21, €9ész
vektorok dsszegeként, melyekre Az; < b.

Bizonyitds. k szerinti indukcié alapjan elég egy olyan egész z; egész vektort
talalni, amelyre Az; < b és A(z — z1) < (k — 1)b. Ugyanis ilyen z; létezése
esetén 2z’ := z — z; olyan, amelyre Az’ < (k — 1)b, és az indukcios feltevés
alkalmazhato (k — 1)-re.

A fenti z1 létezéséhez csak azt kell latni, hogy az Az — (k —1)b < Az < b
poliédernek van egész pontja. A poliéder mindenesetre nemiires, hiszen z/k
benne van. Tovabba a feltételek egy TU-métrixszal adhatok meg, igy létezik
a kivant egész pont is. [

A fenti tétel kiterjeszthets arra az esetre, amikor z nemnegativitasat is
megkoveteljiik, és az Ax-re nemcsak felsé korlat van, hanem als6 is. Valoban,
ha A TU-matrix, akkor az (A4, — A, I') matrix is teljesen unimodularis. Kapjuk
a kovetkez6t.

3.4.1. Kovetkezmény. Ha z > 0 olyan egész vektor, amelyre kb < Az <
< kbs, akkor z felbomlik olyan z1, z2, . . . , 2k, €gész vektorok dsszegére, melyekre
Zg 2 07 és b1 S AZZ S bz.

Ezt felhasznalhatjuk TU-matrixok oszlopainak egyenletes k-szinezésére.
Az A oszlopainak egy particiojat (,szinezését”) Aj, A, ..., Ay részre akkor
nevezziikk egyenletesnek, ha A minden a sorara érvényes, hogy a sornak az
egyes A; részekbe esG elemeinek Gsszege minden A;-re lényegében ugyanaz,
tehat |sum(a)/k] vagy [sum(a)/k], ahol sum(a) az a sor elemeinek Gsszege.

3.4.5. Tétel. Az A TU-mdtriz oszlopainak létezik egyenletes k-szinezése.

Bizonyitds. Legyen d az A oszlopainak az Osszege. Legyen b := |d/k],
by := [d/k]. Ekkor a z := 1 benne van a {kb; < Az < kbg,z > 0} poli-
éderben. Az el6bbi kovetkezmény szerint z felbomlik z1, 29, . .., 2; egész vek-
torok Osszegére, melyekre z; > 0, és by < Az; < be. Vilagos, hogy a z;-k
(0,1) vektorok. Legyen A; az oszlopoknak azon halmaza, melyeknek megfele-
16 komponense z;-nek 1. Ezek éppen a kivant egyenletes szinezést adjak. [
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Egy alkalmazas

3.4.2. Kovetkezmény. Adott eqy F irdnyitott fa (specidlis esetben irdnyi-
tott 4t) és F irdnyitott részitjainak eqgy P := {Py,..., P} rendszere, ahol
minden utat F-beli élek egy részhalmazdnak tekintink. P tagjai (minden k
pozitiv egészre) megszinezhetdk k szinnel ugy, hogy F minden e élére az e-t
tartalmazo egyszind utak szdma minden szinre lényegében ugyanannyi, ahol a
LHlényegében ugyanannyi” azt jelenti, hogy barmely két szinosztdlyra az eltérés
legfeljebb egy lehet.

Ha a halozati matrix transzponaltjara alkalmazzuk az egyenletes szinezési
tételt, akkor a kovetkezdt kapjuk.

3.4.3. Kovetkezmény. Adott eqy F irdnyitott fa és F iranyitott részutjai-
nak eqgy P := {Py,..., P} rendszere, ahol minden utat F-beli élek egy rész-
halmazdnak tekintink. Az F élei (minden k pozitiv egészre) megszinezhetdk k
szinnel gy, hogy P minden tagjdban a szinek lényegében egyenletes szamban
fordulnak eld.

95. Feladat. Egyszerd mohd algoritmus megaddsdval kézvetlendil bizonyitsuk

be a kévetkezményt.

A 475 tétel paros grafokra vonatkozo kovetkezményeit a [3.6.6] tételben
targyaljuk majd.

3.5. TU-matrixok jellemzése

Amint mar lattuk, minden TU-métrixszal meghatarozott poliéder egész,
amennyiben a korlatozo vektor egész. Mivel az egész poliéderek hasznosak
kombinatorikus optimalizalasi feladatok megoldaséaban, felvetédik, hogy lé-
teznek-e altalanosabb matrixok ezzel a tulajdonsaggal. Az alabbi tétel szerint
a valasz egyfajta értelemben nemleges.

3.5.1. Tétel (Hoffman és Kruskal). A Q egész mdtriz akkor és csak akkor
teljesen unimoduldris, ha minden egész b vektorra az Ry := {z : 2 > 0,Qx <
< b} poliéder egész.

Bizonyitds. Legyen b olyan, hogy Rj, nem iires. Azt mar tanultuk, hogy ha
Q@ teljesen unimodularis, akkor R; egész. A megforditashoz indirekt tegyiik
fel, hogy létezik Q-nak egy Q' négyzetes részméatrixa, amelyre |det Q'| > 2.
Feltessziik, hogy @’ minimalis, azaz Q' minden val6odi aldeterminansa 0, +1
értékii.

3.5.1. Allitas. Tetszdleges b egész vektorra a Q'x’ =V rendszer egyértelmd
xy megolddsa egész.
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Bizonyitds. ElSszor csak az olyan b’ vektorokra igazoljuk az allitast, amelyek-
re xp > 0. Jelolje x* azt a vektort, amelyet az xp nullakkal torténd kiegészi-
tésével nyeriink. A b'-t alkalmasan nagy (egész) komponensekkel kiegészitve
olyan b vektort kapunk, amelyre x* kielégiti a Qx < b, x > 0 rendszert, azaz
z* benne van Ry-ben, és igy az elGallitas miatt annak cstuicsa. A tétel feltevése
szerint x* egész, és igy zy is az.

Altalanos b'-re legyen 2’ olyan egész vektor, amelyre xy + 2’ > 0. Ekkor
b =0 +Q'2 = Q' (xy +2') olyan, hogy a Q'z’ = b’ egyértelmi z} + 2’ meg-
oldasa nemnegativ, igy az elss rész szerint egész, de akkor 2’ egészértékiisége
miatt xy is az. O]

Mivel @' nemszingularis, igy az elsé sora szerint kifejtve az egyik tag,
mondjuk a ¢i,1-hez tartozd, nem nulla. Legyen most ¥’ = (1,0,...0) egy
egységvektor. Ekkor a Cramer-szabaly szerint x; elsé komponense a Q' egy
aldetermindnsanak, ami &1 érték, és det ’-nek a hanyadosa, és ezért nem
egész, ellentmondasban a allitassal. O

Megjegyzés A Hoffman Kruskal-tételt kézenfekvének lehet érezni. Ertékét
taldn még jobban kiemeli, hogy a hasonloképp természetesnek ting azon
allitas, amely szerint egy @) négyzetes egész matrix akkor és csak akkor TU,
ha minden b egész vektorra a Qx = b egyértelmi megoldasa egész, nem igaz.
Erre példa az a 3 X 3-as méatrix, amelynek sorai (1,1,1), (—1,1,0), (1,0,0).

Bemutatjuk a TU-matrixoknak még egy hasznos jellemzését. A té-
telben lattuk mar, hogy TU-métrixok oszlopai egyenletesen k-szinezhetdk.
Kérdés, hogy ez a tulajdonsidg mennyire a csak TU-matrixok sajatja. Az
alabbi tétel szerint mar az egyenletes 2-szinezhet&ségbdl is kovetkezik a TU-
hasznaljuk, amely egy olyan z {+1}-es vektor létezését kiveteli, amelyre Qz
{0, £1}-es vektor.

3.5.2. Tétel (Ghouila-Houri). (ejtsd: Gujla-tri) Egy Q mdtriz akkor és csak
akkor teljesen unimoduldris, ha oszlapainak barmely részhalmaza egyenletesen
2-szinezhetd.

Bizonyitds. TU-méatrix egyenletes k-szinezhetGségét mar lattuk kordbban,
igy csak a forditott irannyal foglalkozunk. Megjegyezziik, hogy ha kihagyjuk
() néhany sorat, akkor @) oszlopainak egy egyenletes 2-szinezése automati-
kusan egyenletes 2-szinezése a maradéknak. Igy @ mindenesetre {0,41}-es
matrix.

Tegyiik fel, hogy ) miniméalis méret ellenpélda. Ekkor tehat () nem
TU, de minden valddi részmatrixa az. Ezért @Q négyzetes matrix, amelyre
K :=detQ ¢ {0,£1}. Igy Q nem egyelemti, és Q minden valédi aldetermi-
nansa {0, £1} értékd. Tekintsiik a Q matrix Q! inverzét. A Cramer-szabély
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szerint
Q! minden nem nulla eleme + 1/K alak. (3.7)

Legyen ¢i a Q! els6 oszlopa, és jeldlje R azon j indexek halmazat, me-
lyekre ¢ (j) # 0. Jelolje ;q a @ matrix i-edik sorat és e; = (1,0,...,0) az els6
egységvektort. Mivel minden ¢ > 2 indexre ;qqi = 0, ezért miatt a ;q
sornak péros sok olyan ¢;; nem nulla eleme van, amelyre j € R.

A feltevés szerint a ) matrix R-hez tartozo oszlopai egyenletesen 2-szi-
nezhetdk, vagyis létezik egy olyan z {0, £1}-es vektor, amelyre Qz {0,+1}
értékd, és z(j) pontosan akkor nem nulla, ha j € R. Az elébbi paritasi meg-
figyelés miatt minden ¢ > 2-re ;qz = 0. De ekkor 1qz # 0, mert kiilénben
@z = 0 volna, ellentmondésban |det Q| > 2-vel. z esetleges negalasaval felte-
hetjiik, hogy 19z = 1, vagyis Qz = ey, és emiatt z = ¢}, ellentmondasban a
tulajdonsaggal. O

3.6. Paros grafok és linearis programozas

Mi allhat annak hatterében, hogy paros grafok parositasaival, iranyitott gra-
fokban pedig utakkal, folyamokkal, aramokkal kapcsolatban megannyi szép
tételt lehet megfogalmazni és igazolni? Miként lehet ilyen tételeket megsejte-
ni? Ebben és a kévetkezd részben megmutatjuk, hogy a szobanforgd halozati
optimalizélasi feladatok egy olyan linearis programként irhatok fel, amelyben
a feltételi matrix teljesen unimodularis. Kideriil, hogy a tételek mindegyike
ugy tekinthetd, mint egy linearis programozasi tétel (Farkas-lemma, korlatos-
sagi tétel, optimalitasi feltétel, dualitastétel) TU-méatrixokra felirt alakjanak
specialis esete. Ennek a felismerésnek nem csak az a haszna, hogy mar igazolt
tételekre Gjabb bizonyitast nyeriink, hanem olyan hatékony eszkoz birtokaba
jutunk &ltala, amely altalanosabb ilyen irdnyu tételek megsejtésére és bizo-
nyitaséara is alkalmas.

A csupa egyesbdl all6 j dimenzios vektort e; jeloli, illetve hasznalni fogjuk
az c és 1 jeloléseket is az azonosan c és az azonosan 1 vektorokra. A j X j-es
identitas matrix jele I;.

3.6.1. Paros grafok: optimalis részgrafok
Optimalis parositasok
El6szor levezetjiik K6nig mar megismert tételét:

3.6.1. Tétel (Kénig). A G = (S,T; E) pdros grifban a figgetlen élek maxi-
malis v szdma egyenld az €éleket lefogd pontok minimdlis T szdmdval.

Bizonyitds. A graf pontjainak szamat jelolje p, az élek szamét g. A paros
graf incidencia-méatrixat jelolje A, amelyben a soroknak a graf pontjai, az
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oszlopoknak a graf élei felelnek meg. Ekkor tehat A egy p x ¢ méreti (0,1)-
matrix. Tekintsiik a kovetkezd primal-duél linearis program péart:

max{e,z : Az < ep,x > 0}, (3.8)

min{e,y : yA > €4,y > 0}. (3.9)

A tétel szerint mindkét programnak az optimuma egész vektoron
felvétetik. Jeloljiik ezeket rendre xg-lal és yg-lal. minden egészértékii
megoldasa (0,1) értéki, és rogton latszik, hogy minden optimalis egész-
értékd megoldasa is (0,1) értéki. Legyen M azon élek halmaza, melyeken z
az 1 értéket veszi fel, és legyen L azon pontok halmaza, amelyeken yo egyet
vesz fel. Az Az < e, feltétel azt jelenti, hogy M parositas a grafban, mig az
yA > e, feltétel azt jelenti, hogy L az éleket lefogd pontrendszer. A primal
és dual optimumeértékek egyenlGsége pedig azt jelenti, hogy |M| = |L|, ami a
célunk volt. O

E bizonyitas kapcsan azt mondhatjuk, hogy a Kénig-tétel nem mas, mint
a dualitastétel TU-matrixokra vonatkozé egészértékd alakja abban a specia-
lis esetben, amikor a feltételi métrix a paros graf incidencia-matrixa, mig a
korlatozo vektor és a célfiiggvény a (megfeleld dimenzios) azonosan 1 vektor.
Természetesen a primal programban az azonosan 1 célfliggvény helyett va-
laszthatunk tetszéleges ¢ célfiiggvényt. Ekkor a fenti megkozelités Egervary
tételének kovetkezs valtozatat adja.

3.6.2. Tétel. Pdros grdafban egy pdrositds maximdlis sulya egy c sulyfiigg-
vényre néze egyenld min{) ., w(v) : m > 0,7(u) + w(v) > c(uv) minden
wv élre}. Ha c egészértéki, az optimdlis 7 is vdlaszthatd egészértékinek.

Melléktermékként kapjuk:

3.6.3. Tétel. A G pdros graf A incidencia-mdtrizdval felirt
{z: Az < ep,x >0} (3.10)

poliéder egész, amelynek csiucsai pontosan a grdf pdrositdsainak incidencia-
vektoras.

Egy graf parositaspolitopja a péarositasok incidencia-vektorainak kon-
vex burka. A linearis programozasban tanultak szerint tetszéleges politop
(korlatos) poliéder, azaz felirhato egy linearis egyenltlenség-rendszer megol-
déashalmazaként. A tétel a rendszerrel tehat konkrétan megadja
a parositaspolitop poliéderként torténd elsallitasat. (Ezek miatt nem okozhat
félreértést, hogy a pérositaspolitopot gyakran péarositaspoliédernek hivjak.)
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Megjegyzendd, hogy a parositaspolitop tetszsleges grafra is mindig része a
poliédernek, de ilyenkor lehet valodi része.

Nevezziink egy matrixot bisztochasztikusnak, ha négyzetes, nemnega-
tiv és minden sordsszege, valamint minden oszloposszege egy. Legegyszertibb
bisztochasztikus matrixok a permutaciématrixok, melyeknek minden eleme 0
vagy 1, és minden oszlopaban és minden soraban pontosan egy darab egyes
van. Permutaciométrixok konvex kombinaciéja is bisztochasztikus. A kovet-
kez6 tétel £6 mondanivaldja az, hogy valojaban minden bisztochasztikus méat-
rix elgall ilyen alakban.

3.6.4. Tétel (Birkhoff és Neumann). Egy mdtriz akkor és csak akkor bisz-
tochasztikus, ha permutdciomdtrizok konver kombindcidja.

Bizonyitds. Egy B n X n-es méatrix megfelel egy G n X n-es teljes paros graf
élhalmazan értelmezett xp vektornak. Figyeljilk meg, hogy a permutécio-
matrixok éppen a teljes parositasoknak felelnek meg. Ha B bisztochasztikus,
akkor Axp = e,2,zp > 0, azaz rp benne van a G parositaspoliéderében,
vagyis el6all parositasok (incidencia-vektorainak) konvex kombinaciojaként.
Tehéat B el6all permutacié marixok konvex kombinaciojaként. O

Természetesen megkaphatjuk Egervary tételét, s6t most méar belefoglaljuk
azt az esetet is, amikor a sulyfiiggvény nem egész.

3.6.5. Tétel (Egervary). A G = (S,T; E) teljes parositdssal rendelkezd pdros
grdafban a ¢ > 0 sulyfiiggvényre vonatkozo mazimdalis sulyu teljes pdrositds v,
stlya egyenld a sulyozott lefogdasok minimdlis T, 0sszértékével. Amennyiben G
teljes pdros grdf, ugy az optimdlis sulyozott lefogds vdlaszthato nemnegativnak
is. Amennyiben c egészértéki, az optimdlis siulyozott lefogds is vdlaszthatd
annak.

Bizonyitds. A fenti megkozelitéshez képest csak annyit kell valtoztatni, hogy
az Az < e, egyenlGtlenség-rendszer helyett az Az = e, egyenletrendszert kell
venniink. Ekkor persze a duélisban a valtozokra nincs nemnegativités elGirva.
A teljes paros graf esetén azért igaz mégis, hogy az optimalis dualis megoldas
valaszthaté nemnegativnak, mert ilyenkor az {maxcz : Az < e,z > 0}
linearis program optiméalis megoldésa ¢ nemnegativitdsa, valamint a péros
graf teljessége miatt mindig felvétetik teljes parositason is, marpedig ezen
lineéris program dudalisdban a valtozok nemnegativak. O

Mi torténik, ha adott k-ra a pontosan k éld parositdsok maximalis silyéra
szeretnénk tételt kapni? Miutan egy paros graf incidencia-matrixat egy csupa
egyes sorral kiegészitve tovabbra is TU-matrixot kapunk (figyelem: csupa
egyes oszloppal valo kiegészitéssel nem), igy a kovetkezd primal-dudl linearis
program par megadja a valaszt: max{cz : Az < ey, eqx = k} és min{me, +
+ ko :mA+ae; > c,m > 0} A primal optimum tehat egészértéki, és igy
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sziikségképpen egy k elemii parositas incidencia-vektora. A dudl optimum is
egészértéki, feltéve, hogy ¢ az.

Paros graf fokszamkorlatozott részgrafjai: a szallitasi probléma

Tovabbi altalanositasokat kaphatunk, ha a primal feladatban a jobb oldalt
valamilyen (nemnegativ) b vektornak valasztjuk. Ennek az a kombinatorikus
jelentése, hogy a paros grafban maximalis silyt fokszamkorlatozott részgrafot
keresiink. Természetesen also korlatokat is kittizhetiink a fokszamokra, mint
ahogy korlatozhatjuk alulrél és feliilrél azt is, hogy egy élt hany példanyban
vehetiink be a keresett részgrafba (megint csak amiatt, hogy az incidencia-
matrixot egy csupa egyes sorral kiegészitva TU-matrixot kapunk). Valojaban
nem is érdemes explicit megfogalmazni a kiilonb6z6 lehetGségekre vonatkozo
minimax tételeket, mert a dualitastétel és a paros graf incidencia-matrixanak
teljes unimodularitdsa mar magaban hordozza a sziikséges informéciot.

96. Feladat. Mikor létezik eqy pdros grdifnak eqy N és eqy K részgrifja
gy, hogy minden csicsban az N fokszdma pontosan eggyel nagyobb, mint K
fokszdma ?

3.6.2. Paros grafok: élszinezések

Kozismert Kénig élszinezési tétele, amely szerint minden A-regularis péaros
graf élhalmaza felbomlik A élidegen teljes parositasra. (Ez kozvetleniil leve-
zethets indukcioval, vagy esetleg a Hall-tételre tamaszkodva). Ugyanakkor
a TU-métrixokra vonatkozo [3.4.5] egyenletes szinezési tételbol sokkal altala-
nosabb eredmény nyerhets. Az élszinezési tételt néha kicsit altalanosabban
fogalmazzak meg: Ha egy pdros grifban a mazximdlis fokszam A, akkor az

€leket meg lehet A szinnel szinezni ugy, hogy minden csucsba kilonbézd szini
élek futnak.

3.6.6. Tétel. Egy G = (S,T; E) pdros grdf éleit meg lehet k szinnel dgy
szinezni, hogy minden v csucsra és mindegyik j szinre (j = 1,...,k) a v-be
mend d(v) darab él kézil |d(v)/k| vagy [d(v)/k] darab szine j. Riaddsul még
azt is megkovetelhetjik, hogy minden szinosztdly mérete kiozel ugyanakkora
legyen, vagyis ||E|/k] vagy [|E|/k].

Ha k-t a maximalis A fokszamnak valasztjuk, akkor megkapjuk Kénig
élszinezési tételét, amely szerint paros graf kromatikus indexe (élszinezési
szama) a maximaélis fokszammal egyenls. Ha k-t a minimélis 0 fokszamnak
valasztjuk, akkor Gupta egy tételét kapjuk, amely szerint G paros graf élhal-
maza felbonthato & részre tgy, hogy mindegyik rész fedi az Gsszes pontot.

A linearis programozasi megkozelités eredményességét egy kevésbé kozis-
mert tételen is bemutatjuk.
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3.6.7. Tétel (Folkman és Fulkerson). Egy G = (S,T; E) pdros grdfban akkor
és csak akkor létezik € darab élidegen k €ld pdrositds, ha

iW(Z) > Uk+1Z] —|U)) (3.11)
fenndll az U := SUT minden Z részhalmazdra.

Bizonyitds. Mivel egy M parositas legfeljebb |U| — |Z| olyan élt tartalmaz,
amelynek legalabb egyik végpontja nincs Z-ben, igy legalabb |M|—(|U|—1|Z])
darab |Z| altal feszitett élt tartalmaz. Igy ha létezik ¢ darab k éli pérositas,
akkor Z legalabb £(k + |Z] — |U|) élt feszit, vagyis szlikséges.

Az elegenddséghez jelolje A a péaros graf pont-él incidencia marixat, p a
cstcsok szamat, g az élek szamat. Az xe, és ye, skalarszorzatot szemlélete-
sebben Z(E)-vel, illetve y(E)-vel jeloljiik, mig a mep-t 7(U)-val. Tekintsiik a

max {Z(E): >0, Az <{, I,x <1} (3.12)
primél és a
min {{7(U) +y(E): (m,y) >0, TA+y > 1} (3.13)

duélis linearis programot, ahol 7w : U — Ry az A sorainak megfelel§ dualis
valtozok vektora, mig y : F — R az I, sorainak megfelel6ké. Az A matrix
TU-saga miatt mind a primal, mind a dual optimum egész vektoron felvétetik,
s6t (0,1) vektoron is, hiszen a primaél feltételek kozott explicit szerepel a 0 <
< z < 1 kikotés, mig a duélisban a jobb oldalon azonosan 1 &ll, igy egy
optimalis (7, y) vektor minden komponense legfeljebb 1.

Amennyiben a (dualitastétel miatt létezs) kozos optimumérték legalabb
k¢, ugy a (0,1) értéki optimalis primal vektor 1 értéki komponensei egy olyan
legalabb k¢ éld G' = (U, E’) részgrafot hataroznak meg, amelyben minden
pont foka legfeljebb ¢. Elek esetleges torlésével elérhetjiik, hogy G’ pontosan
k¢ darab élbsl alljon. A tétel miatt B’ felbomlik ¢ darab pérositasra,
amelyben mindegyik parositas kozel egyforma méretd, és igy sziikségképpen
pontosan k elemd.

Tételezziik most fel, hogy a k6z6s optimum értéke kisebb, mint k£¢. Ekkor
létezik egy (0,1) értékd (m,y) dudlis optimalis megoldas, amelyre (7(U) +
+ Y(E) < kL. Jelolje Z a graf azon v pontjainak halmazat, melyekre 7(v) =
= 0. A dualis feltételek miatt minden Z altal feszitett e élre y(e) = 1, és ezért
i(Z) < y(E). Miutan 7(U) = |U| —|Z|, igy L(|U| - |Z|) +4(Z) < {7x(U) +
+ y(F) < kL, ellentmondésban a feltétellel. O

Megjegyzés Szub-, illetve szupermodularis fiiggvények gyakran szere-
pelnek kiilonféle sziikséges és elegendd feltételekben (példaul Hall tételében
az X halmaz szomszédainak elemszamat jelols |T'(X)| fliggvény szubmodu-
laris, és errsl koveteljiik meg, hogy legalabb | X| legyen). Altalaban a szub-
moduléaris fliggvények felsd korlatként szerepelnek, mig a szupermodularis
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fliggvények alsoként. (Példaul grafelméletben bizonyitott eredmény, hogy egy
2-élésszefiiggd grafnak akkor és csak akkor van olyan erdsen Gsszefiiggd ird-
nyitdsa, amelyben minden v csics befoka legfeljebb egy elére megadott g(v)
érték, ha g(X) > i(X) + ¢(X) a csicsok minden nemiires X részhalmazdra,
ahol ¢(X) az X elhagydsdval keletkezd komponensek szama. Itt az i(X)+c(X)
fliggvény szupermodularis.)

Ennek tiikrében furcsa, hogy a szupermodularis i¢ fliggvény a fel-
tételben felss korlatként szerepel. Valojaban a szokasos N és U miiveletek he-
lyett bevezethetiink a paros graf részhalmazain egy masik halot a kovetkezs
miiveletekkel: legyen X AY := (XNYNS)U((XUY)NT) és X VY = (XU
UY)NS)U(XNY NT). Kimutathato, hogy ezekre nézve az i fiiggvény mar
szubmodularis.

3.7. HAl6zati optimalizalas és linearis programo-

Zas

Ebben a részben attekintjiik a potencialokra, utakra, folyamokra és aramokra
vonatkozo tételek linearis programozasi kapcsolatat.

3.7.1. Megengedett potencialok, legolcs6bb utak

Legyen D = (V, A) iranyitott graf, melynek (0,1, —1)-es incidencia-métrixat
jelolje Q. Egy w : V' — R vektort akkor neveziink a ¢ : A — R koltségfiige-
vényre nézve megengedett potencialnak, ha 7(v) — 7(u) < ¢(uv) fennall
minden uv € A élre. Figyeljiik meg, hogy egy m vektor pontosan akkor meg-
engedett potencial, ha 7Q) < c. Egy x : A — R vektor pedig pontosan akkor
aram, ha Qxr = 0. Megmutatjuk, hogy a megengedett potencial 1étezésére
vonatkozo tétel rogton kovetkezik a Farkas-lemma TU-matrixokra vonatkozo
élesebb alakjabol tétel).

3.7.1. Tétel. Adott c: A — R kéltségfiiggvényre akkor és csak akkor létezik
olyan m : V. — R wektor, amelyre m(v) — w(u) < c(uv) minden e = uv € A
élre, ha c konzervativ, azaz ha nem létezik negativ koltségd irdanyitott kor.
Amennyiben c egészértékd, gy a potencidl is vdlaszthatd annak.

Bizonyitds. A Q méatrix transzponaltja teljesen unimodularis, igy a[3.3.3|tétel
miatt vagy létezik a 7Q < ¢ rendszernek megoldasa (amely egész, ha ¢ az),
vagy pedig a duélis {Qz = 0,2 > 0,cx < 0} rendszernek létezik (0,+1)-es
megoldésa. Az els6 eset épp egy megengedett potencial 1étezését jelenti, mig
a méasodik esetben, x > 0 miatt, x egy (0,1) értékd, negativ koltségd aram,
amely élidegen korokre bomlik, és igy e korok egyike is negativ. O
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A dualitastétel TU-méatrixokra vonatkozo élesitett alakjabol (3.3.4] tétel)
konnyen levezethetd a legolcsobb utakra vonatkozo alabbi eredmény is.

3.7.2. Tétel. Konzervativ c kiltségfiigguény esetén az s-bdl t-be vezetd utak
koltségének 1.(t) minimuma egyenld w(t) — w(s) mazimumdval, ahol a mazi-
mum az 6sszes megengedett w potencidlon veendd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a @) matrix elsé és mésodik sora felel meg az s,
illetve a t pontnak. Tekintsiik a max{7(t)—m(s) : 7Q < c} linearis programot.
Ennek dualisa min{cz : Qz = (—1,+1,0,0,...,0),x > 0}. A primal program
optimalis megoldasa épp a tételben szerepld maximum. Mivel ) TU-métrix,
igy a[3.3.4) tétel miatt 1étezik egészértekd optimalis 7 is, ha ¢ egész. A dudlis
programnak szerint a c egészértékiiségétsl fliggetlenil létezik egy x*
egészértékid optimuma. Figyeljik meg, hogy a Qz = (—1,+1,0,0,...,0),z >
> 0 megoldasai éppen az s-bdl t-be vezets egy nagysagu folyamok. Mivel
x* egészértéki, igy elGall egy ut és iranyitott korok (incidencia-vektorainak)
nemnegativ kombinécidéjaként. De ¢ konzervativitasa miatt a korok koltsége
nemnegativ, igy ezeket kihagyva feltehetjiik, hogy z* egy s-t ut incidencia-
vektora. O

3.7.2. Megengedett aramok és folyamok

Egyszeri észrevétel, hogy ha a megmaradasi szabaly helyett csupéan a g, (v) <
< 4, (v) egyenlStlenséget irjuk el minden v csiicsnél, akkor  automatikusan
aram, mas szoval a Qx < 0 egyenlStlenség-rendszer megoldashalmaza ponto-
san az aramok halmaza.

3.7.3. Tétel. Ha f < g egészértéki, akkor a megengedett dramok {z : Qx <
<0, f <z < g} poliédere, amennyiben nemdires, egész poliéder.

Bizonyitds. Mivel Q TU-matrix, igy ha kiegészitjiik egy (negativ) egységmat-
rixszal, gy tovabbra is TU-matrixot kapunk, és igy a tételt alkalmaz-
hatjuk. O

Hasonl6 megfontolassal kapjuk:

3.7.4. Tétel. A D = (V, A) digrdf élhalmazdn adott a g > 0 egész kapaci-
tasfigguény. Legyen s és t két kijelolt csucs, melyekre o(s) =0 = 0(t). A k
nagysdgi megengedett folyamok {x € R4 : 0 < 2 < g, 0.(v) = 6,(v) minden
v eV —{s,t}-re, 6,(s) =k} poliédere, amennyiben nemiires, egész poliéder.

Most megmutatjuk, hogy Hoffman megengedett aramok létezésére vonat-
kozo tétele nem mas, mint a Farkas-lemmanak a[3.3.3|tételben TU-matrixokra
vonatkozo élesebb alakja egy digraf incidencia-matrixéara felirva.
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3.7.5. Tétel (Hoffman, 1960). A D = (V, A) digrdfban adott f < g kapaci-
tasfiiggvényekre vonatkozolag akkor és csak akkor létezik megengedett dram,
ha

0f(X) < 04(X) minden X CV halmazra. (3.14)

Tovdbbd, ha f és g egészértékiiek és fenndll, dgy létezik egészértékd
megengedett dram is.

Bizonyitds. Csak az elegend@ség igazolasaval foglalkozunk. Tekintsiik a Qx <
<0,z < g,—z < —f rendszert. A tételt alkalmazva kapjuk, hogy ha
a fenti rendszernek nincs megoldésa, akkor van olyan (y,w,v) (0,1) értéki
vektor, amelyre (x) yQ +u —v =0 és (xx) ug—vf < 0. Mivel f < g, igy
minden élre feltehetd, hogy u(e) és v(e) koziil legalabb az egyik nulla (ha
ugyanis mindketts 1, akkor mindkettst helyettesithetjiik nullaval.)

Jelolje Z azon z pontok halmazat, ahol y(z) = 1. Ekkor (x) miatt minden
olyan e élre, amelynek mindkét vége vagy Z-ben vagy V — Z-ben van, u(e) =
= v(e) = 0. Tovabba minden Z-be beléps e élre v(e) = 1, u(e) = 0, és minden
Z-b8l kiléps élre v(e) = 0,u(e) = 1. Miutan ug = 0,(2) és vf = o;(2), igy
(%) ellentmond a feltételnek. O

3.7.3. Minimalis koltségi aramok és folyamok

Tekintsiik most a koltséges dram probléméat, azaz adott ¢ : A — R kolt-
ségfiiggvény esetén keressiink minimaélis koltségli megengedett dramot, méas
széval oldjuk meg a

min{cz: Qz =0, f <z < g} (3.15)

linearis programot. (Természetesen az x < ¢ egyenlGtlenség itt azt jelenti,
hogy x(e) < g(e) az olyan élekre, ahol g(e) véges. Duélis valtozo tehat csak
ilyen egyenl6tlenségekhez tartozik.)

Korlatossag és optimalitas

Elgszor vizsgaljuk meg, hogy cx mikor korlatos alulrol. Készitsiink el egy
D' = (V, A’) digrafot, és élein definidljuk a ¢’ koltségfliggvényt a kovetkezs-
képpen. D’-ben uwv akkor él, ha vagy vu € A, f(vu) = —o0, és ekkor ¢ (uv) =
= —c(vu), vagy pedig uwv € A, g(uv) = oo, és ekkor ¢/ (uv) = ¢(uv). Ugyan a
tételbdl kozvetleniil is kiolvashatoé az alabbi eredmény, az ottani bizo-
nyitast a mostani helyzetre specializalva tjra belatjuk.

A ¢ eltoltja w-vel az a ¢, koltségfiiggvény, amelynek értéke egy uv élen
er(uv) == c(uv) — w(v) + 7(u).

3.7.6. Tétel. Feltéve, hogy létezik megengedett dram, a kévetkezdk ekviva-
lensek.
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(a) A megengedett ¢ dramok cx kéltsége alulrol korldtos.
(b) Nincs negativ dsszkoltségi irdnyitott kor D’ -ben.
(c) Létezik egy olyan w: V — R fiigguény, hogy minden uv € A esetén

m(v) — m(u) < c(wv), ha g(uv) = 0o, azaz cx(uv) < 0= g(uv) < co
(3.16)

m(v) — w(u) > c(wv), ha fluv) = —o0, azaz cp(uv) > 0= f(uv) > —oc0.
(3.17)
Amennyiben c egészértékd, gy a szébanforgd m is vdlaszthato annak.

Bizonyitds. (a)—(b) Ha létezik negativ kér D’-ben, akkor ennek egy olyan
kor felel meg D-ben, melynek az el6remend élein a g végtelen, a hatrame-
ng élein az f minusz végtelen, és az éleinek 6sszkoltsége negativ. Marpedig
ha a meglévé megengedett aramot az el6remend éleken barmilyen nagy K-
val egységesen megndveljiik, a hatramendskon pedig K-val csokkentjiik, akkor
megengedett dramot kapunk, amelynek koltsége igy akarmilyen kicsi lehet.

(b)—(c) Ha D’-ben nincs negativ kér, akkor a[3.7.1] tétel miatt létezik egy
m:V — R fliggvény, amelyre uv € A, g(uv) = 0o esetén (amikor is uv € A’)
m(v) — w(u) < d(uwv) = c(ww), azaz (3.16) fennall, mig wv € A, f(uv) =
= —oo esetén (amikor is vu € A') w(u) — w(v) < (vu) = —c(uv), vagyis
m(v) — m(u) > c(uv), azaz fennall.

(¢)—(b) Tetszoleges = aram koltsége barmely A, (uv) := 7w(v) —7(u) pont-
indukalt koltségfiiggvény esetén nulla. Tovabba azzal ekvivalens, hogy
cr(uv) < 0 esetén g(uv) < oo, mig azzal, hogy c(uv) > 0 esetén
fluv) > —oo. Ezek alapjan egy x megengedett aramra és (c)-t kielégits m-re

CT = Crx = Z Cr(uv)z(uv) =

uveA
= 2 uvealer (@0)z(uv) : cx(uv) > 0] + 32, c alex (uv)z(uv) : er(uv) < 0] >

> Z [cx(uv) f(uv) : ep(uv) > 0] + Z [er (uv)g(uv) : cx(uv) < 0],
uveA uveA
ami a cx-re véges also korlat. (Most tehat részletesen kifrogatva azt a mér
korabban latott egyszeri tényt igazoltuk ajfent, hogy ha mind a primal, mind
a dual poliéder nemiires, akkor cz alulrél korlatos a priméal poliéderen.) [

Tegyiik most fel, hogy z megengedett aram. Készitsiink el egy D, = (V, A,)
digrafot és az élhalmazan egy c, koltségfiiggvényt a kiovetkezSképpen. Az
uv él akkor tartozzék A,-hez, ha vagy uv € A, z(uwv) < g(uv), és ekkor le-
gyen c,(uwv) := c(uv), vagy pedig vu € A, z(vu) > f(vu), és ekkor legyen
¢, (uwv):= — c(vu). A tételt specializalva megkapjuk a kovetkezét, de a
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biztonsag kedvéért maga a bizonyitas is Gjra szerepel: a helyzetre specializal-
va.

3.7.7. Tétel. Adott z megengedett dram esetén a kévetkezdk ekvivalensek.

(a) =z optimdlis megolddsa a minimdlis kéltségi megengedett dram
feladatnak.

(b) D,-ben nem létezik negativ dsszkoltségd irdnyitott kor.

(¢) Létezik egy olyan w: V — R fiigguény, hogy minden uv € A él esetén

w(v) — m(u) < e(ww), ha z(uwv) < gluww), azaz cx(uw)<0 = z(uv)=g(uv)
(3.18)

w(v) — w(u) > c(wv), ha z(uwv) > f(uww), azaz cx(uww)>0 = z(uv)= f(uv).
(3.19)
Amennyiben c egészértékd, gy a szébanforgd m is vdlaszthato annak.

Bizonyitds. (a)—(b) Tegyiik fel, hogy létezik egy C negativ kor D,-ben. Az
ebben 1évE uv éleknek megfelelg D-beli élek kétfélék lehetnek. Vagy egy olyan
uv € A él, amelyre z(uv) < g(uv), vagy egy olyan vu € A él, amelyre z(vu) <
< f(vu). Az els6 tipustu éleken z-t kicsiny pozitiv A-val névelve, a masodik
tipustakon A-val csokkentve megengedett aramot kapunk, amelynek kdltsége
kisebb, mint z koltsége, hiszen C' negativ kor D’-ben.

(b)—(c) Ha D.-ben nincs negativ kor, akkor a[3.7.1] tétel miatt létezik egy
m:V — R fluggvény, amelyre uv € A, z(uv) < g(uwv) esetén (amikor is uv €
€ A,) m(v)—7(u) < e, (uv) = c(uw), azaz fennall, mig uv € A, z(uv) >
> f(uv) esetén (amikor is vu € A,) m(u) — m(v) < ¢ (vu) = —c(uwv), vagyis
w(v) — w(u) > c(uv), azaz fennall.

(¢)—(b) Tetszoleges = aram koltsége barmely A, (uv) := 7w(v) —7(u) pont-
indukalt koltségfiiggvény esetén nulla. Tovabba azzal ekvivalens, hogy
cr(uv) < 0 esetén x(uv) = g(uv), mig azzal, hogy ¢, (uv) > 0 esetén
z(uww) = f(uv). Ezek alapjan egy z megengedett aramra és (c)-t kielégits
-re

CT = Cpk = Z cr(uv)z(uw) =

uveEA

= Z [er(uv)z(uv) @ ex(uv) > 0] + Z [ex(uv)z(uv) @ ep(uv) < 0] >

uveEA uvEA

> Z [er(uv) f(uv) : ex(uv) > 0] + Z [er (uv)g(uv) @ ex(uv) < 0] =

uv€EA uvEA
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= Z [er(uv)z(uv) @ cr(uv) > 0] + Z [ex(uv)z(uv) @ cx(uv) < 0] = cz,

uv€A uvEA
azaz z minimélis koltségi megengedett aram. O

97. Feladat. Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a [3.7.6] és a [3.7.7] tételek

megengedett potencidlokra vonatkozd ellenpdrijdt.

Az aramokra megfogalmazott optimalitasi feltételt konnyen atvihetjiik fo-
lyamokra.

3.7.8. Tétel. A D = (V, A) irdnyitott grdf élhalmazdn adott a g : A — Ry
kapacitdsfiigguény és a ¢ : A — R kéltségfiiggvény. Egy k nagysdgu megen-
gedett z folyam akkor és csak akkor minimdlis kéltségd a k nagysdgu meg-
engedett folyamok kozott, ha létezik olyan m potencidl, amelyre fenndllnak a
kovetkezd optimalitdsi feltételek:

m(v) — w(u) < c(uw) = z(wv) =0, (3.20)

m(v) — m(u) > c(uv) = z(uv) = g(uv). (3.21)

Bizonyitds. Adjunk a digrafhoz egy ts élt, és definialjuk a koltségét O-nak. Le-
gyen g(ts) := f(ts) := k. Minden régi élen legyen f(e) := 0. Az igy kibovitett
= (V, A’) digrafban a megengedett aramok éppen a D-beli k nagysagﬁ fo—

lyamoknak felelnek meg, igy a“tetelt D'-re alkalmazva a és
feltételeket kapjuk.

A minimélis koltségti folyamokra vonatkozo algoritmus segitségével mar
igazoltuk az aldbbi tételt, legalabbis abban az esetben, amikor g egészértéki
és ¢ nemnegativ. Megmutatjuk, hogy a hattérben most is a [3.3.4] tételben
megfogalmazott, TU-matrixokra vonatkozo élesitett dualitastétel all.

3.7.9. Tétel. A D = (V, A) irdnyitott grdf élhalmazdn adott a g : A — Ry
kapacitdsfigguény és a ¢ : A — R koltségfiigguény. A k nagysdgi megengedett
folyamok koltségének minimuma egyenld a

km(t) + Z[cﬂ(uv)g(uv) cuv € A, eqr(uv) < 0] (3.22)

érték mazimumdval, ahol a maximum az dsszes w: V — R fligguényre megy,
amelyre 7(s) = 0. Amennyiben g egészértéki, az optimdlis folyam vdlaszthato
egésznek. Amennyiben c egészértékd, az optimdlis m vdlaszthatd egészértékii-
nek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a digraf @ incidencia-matrixanak elsé és ma-
sodik sora felel meg az s, illetve a ¢ pontnak. Tekintsiik a min{cz : = >
> 0,Qx = (—k,+k,0,0,...,0),2 < g} primal programot. Az x < g felté-
telt az ekvivalens (—1I,,)x > —g alakba téve felirhatjuk a duéalis problémat:
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max{k(n(t) —7(s)) —gz : 7Q — zI,,, < ¢,z > 0}, ahol m = |A|. A primal poli-
éder elemei a k nagysagt megengedett folyamok. A [3:34] tétel szerint egész g
esetén a primél poliéder egész, fiiggetlentiil ¢ egészértékiiségétsl. Hasonloképp
a dudlis poliéder is egész, amennyiben c egész. Figyeljiik meg, hogy tetsz6leges
7 meghataroz egy hozza tartozo legjobb z-t, amely a dualis értékét maxima-
lizalja: z(wv) := w(v) — w(u) — c(uwv), ha 7(v) — w(u) > c(uv), és z(uv) = 0,
ha c(uv) > 7(v) — 7(u). Igy tehat adott 7-hez tartozo k(w(t) — w(s)) — gz
célfiiggvény értéke nem mas, mint a képletben megadott érték, hiszen
a m eltolasaval feltehetjiik, hogy m(s) = 0. O

3.7.4. Halozati matrixokkal adott linearis programok

Fontos megjegyezni, hogy a halozati matrixokkal megadott linearis progra-
mok megoldhatok aram problémaként. Legyen D = (V, A) iranyitott graf,
F feszit6 fa és legyen N := A — F a nem faélek halmaza. Legyen adott
f=(fr,fn) és g = (9, gn) korlat, melyekre f < g. Legyen tovabba ¢ =
= (cr, cn) egy olyan vektor, amelyre cp = 0. Jelolje az F-hez tartozoé (0, £1)-
es halozati matrixot B, mig a D digraf (0, £1)-es pont-€l incidencia-méatrixat
Qp. Legyen tovabba & = (zp,xy). Tekintsiik a max{cyzy : fr < By <
< gr, fnv < xn < gy} linearis programot. Belatjuk, hogy ez ekvivalens a
max{cz: Qpr =0, f <z < g} maximélis koltségt aram feladattal.

Amennyiben x = (zp,zy) aram (azaz Qpzr = 0), ugy kénnyen latszik,
hogy zp = Bxpy, és persze cx = cyxy. Emiatt f < x < g ekvivalens a
fr < Bxy < g, fn < axn < gy feltételekkel. Forditva, tegyiik fel, hogy xn
kielégiti ezen utébbi egyenlStlenségeket. Minden e € N nem faélhez legyen
X, az (1,a.) vektor, ahol a. a B matrix e-hez tartozo oszlopa. (Mas szdval,
X, az e élhez tartozo C. alapkér (0,=+1)-es incidenciavektora.) Ekkor persze
X, dram, és igy az @ := Z[IN(B)Xe : e € NJ is dram, méghozzé olyan, hogy
z(e) = zn(e), ha e € N. Lathato, hogy fr < Bxy < gp azzal ekvivalens,
hogy fr(e) < x(e) < gr(e) minden e € F élre fennall.

Kovetkezik példaul, hogy péaros grafok éleinek vagy iranyitott fak iranyitott
részutjainak egyenletes szinezéseire vonatkozo tételeket egy maximalis folya-
mot kiszamité algoritmussal tudjuk algoritmikusan kezelni. Hasonloképp a
kerekitési eredményeket. A maximalis koltségli megengedett potencial meg-
hatarozasanak problémajat pedig tgy lehet algoritmikusan megoldani, hogy
felirjuk a hozzatartozo dualis feladatot. FEz minimalis koltségii megengedett
aram problémanak tekinthets, majd ennek megoldasaként elgallitjuk az op-
timalis aramot és ennek optimalis dudlis megoldéasat, ami éppen az eredeti
potencial probléma megoldasa.
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3.8. Fedés sétakkal és utakkal

Az alabbiakban a minimaélis koltségii aramok elméletének két érdekes alkal-
mazasat tekintjiik at.

3.8.1. Az iranyitott kinai postas probléma

Egy D = (V, A) erGsen osszefiiggs digrafot kell egy megadott pontjabol kiin-
dulva ugy bejarnunk, hogy minden élén legalabb egyszer végigmenjiink, és a
kiindulési pontba jussunk vissza. Cél a végigjart élek sziméanak minimalizé-
lasa, vagy altalanosabban, ha az éleken adott egy végighaladéasi ids, akkor a
teljes bejaras 0sszidejének minimalizalasa.

Példaul egy postasnak a postardl elindulva egy korzet minden utcajan,
amelyek mindegyikérdl feltessziik, hogy egyiranyu, legalabb egyszer végig kell
haladnia majd a postara visszatérnie. (A kérdést eredetileg iranyitatlan grafra
fogalmazta meg Mey-Go Guan kinai matematikus 1960-ban. Ennek megoldé-
sa és a kinai postas elnevezés Jack Edmondstol szarmazik, és sokkal mélyebb
eszkozoket igényel, mint az irdnyitott valtozat).

Egy maésik alkalmazasban aramkor mtikddésének helyességét kell tesztel-
niink. Ehhez meg van adva, hogy az &ramkor milyen allapotokban lehet. Ezek
az allapotok felelnek meg a digraf cstucsainak. Ezen kiviil adott még, hogy
mely allapotokbol mely masokba lehet atmenni, és val6jaban egy-egy ilyen
atmenetnek a helyességét tudjuk mérni. A feladat az Gsszes lehetséges élla-
potatmenet ellendrzése minimalis id6 alatt. Viladgos, hogy a digraf bejarasi
probléma miért modellezi ezen tesztelési feladatot.

Annak érdekében, hogy az iranyitott postas problémat megengedett aram
feladatként megfogalmazzuk, képzeljiink el a digraf éleinek egy adott beja-
rasat. Jelolje z(uv) azt a szamot, ahanyszor az uv élen athaladtunk. Rogton
latszik, hogy z egy olyan egészértékd aram, amelynek értéke minden élen leg-
alabb 1. Megforditva, egy olyan z egészértékid dramhoz, amely minden élen
legalabb 1, tartozik egy bejaras, amely minden e élen pontosan z(e)-szer ha-
lad végig. Ugyanis ha mindegyik e élt z(e) darab parhuzamos példanyaval
helyettesitjiik, akkor Euler-digrafot kapunk, és az Euler-digrafok kézismerten
bejarhatok gy, hogy minden élen pontosan egyszer haladunk végig. Ezen
megfigyelés alapjan az optimalis bejarasi probléma egy minimalis koltségi
megengedett, egészértékd dramnak a meghatarozasaval egyenértékid a D di-
grafban az f =1 és g = 400 korlatozo fiiggvényekre vonatkozoan.

3.8.1. Tétel. Egy D = (V,A) erdsen dsszefiiggd digrdfban azon ij, meg-
lévdvel pdrhuzamosan behizott élek minimdlis szdma, melyek hozzdaddsdval
Euler-digrdfot kapunk egyenld a kévetkezd mazimummal:

max{» [6(Vi) = o(Vi) :i=1,....q]}, (3.23)
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ahol a mazimum a V részhalmazaibol dllo olyan Vi D Vo D ... DV, megen-
gedettnek nevezett halmazldncokra megy, melyek tagjaira 5(V;) — o(V;) > 0,
és amelyekre igaz, hogy D semelyik éle sem lép egynél tobb V; halmazba.

Bizonyitds. Miutan egy Euler-digrafban minden halmaz befoka megegyezik
a kifokéaval, igy mindegyik V; halmazba legalabb 6(V;) — o(V;) 4j él fog lépni.
Tekintve azonban, hogy az 14j élek mindegyike meglévével parhuzamos, és a
feltevés szerint semmilyen él nem 1ép egynél tobb V; halmazba, igy a hoz-
zédadand6 4j élek minimalis szama legalabb > [0(V;) — o(Vi) : i = 1,...,4],
tehat max < min.

Ez a becslés azt is mutatja, hogy D éleinek egy adott parhuzamos t6bbszo-
rozése, amely D-t Euler-digraffa teszi, valamint egy adott Vi C Vo C ... C V,
megengedett halmazlanc esetén pontosan akkor all egyenléség, ha kizarolag
Vi-be mend él keriilt tobbszorozésre. A forditott irany igazoldsidhoz tehat
ilyen Euler-digraffa tévé parhuzamos éltobbszorozés és megengedett halmaz-
lanc 1étezését kell kimutatnunk. E célbol tekintsiink egy z minimélis koltségi
egészértéki, megengedett aramot az f = 1,9 = +oo korlatozé fliggvényekre
és a ¢ = 1 koltségfiiggvényre vonatkozolag. A z meghatarozza a parhuzamo-
san megtobbszorozends éleket: minden olyan e = uw élre, amelyre z(uv) > 2,
vegylik az e-nek z(uv) — 1 parhuzamos példanyat. A tétel miatt létezik
egy m : V — Z fliggvény, amelyre w(v) — 7(u) < c(uv) = 1, ha uv € A és
z(uww) < g(uv), és w(v) — w(u) > c(uwv) = 1, ha uwv € A és z(uv) > f(uw).
Tekintettel arra, hogy g(uv) = 400, igy z(uv) < g(uv) mindig fennall, azaz
minden uv € A élre w(v) — m(u) < 1. A masodik feltételbdl pedig az adodik,
hogy t6bbszorozott uv élen (azaz ha z(uv) > 2) =w(v) — w(u) > 1 és gy
w(v) —m(u) = 1.

A 7 esetleges eltolasaval feltehetjiik, hogy a 7 legkisebb értéke nulla. A leg-
nagyobb 7 értéket jelolje ¢q. Legyen i = 1,...,q-ra V; := {v € V : w(v) > i}.
Allitjuk, hogy a z altal definialt éltobbszorozés és az igy definialt halmazlanc
teljesiti a fenti kivanalmakat.

Valoban, w(v) — w(u) < 1 miatt D minden uv éle legfeljebb egy V; hal-
mazba lép be. Mivel z(uv) > 2 esetén w(v) — w(u) = 1, igy tényleg csak
valamilyen V;-be 1ép& él keriilt t6bbszorozésre. Végiil, mindegyik V;-re va-
loban §(V;) > o(V;), mert ha valamely i-re 6(V;) < o(V;) éllna, akkor a V;
komplementerébe kell, hogy belépjen (legalabb o(V;) — 6(V;)) tobbszorozott
él, marpedig ilyen élen 7(v) — 7(v) < —1, ellentétben azzal, hogy t6bbszoro-
z6tt élen 7(v) — w(v) = 1. O

98. Feladat. Dolgozzunk ki modellt az dramkér-tesztelési feladat azon vdl-
tozatdra, amelyben egy megadott dllapotbdl egy mdsikba vald dtmenetnek nem
ugyanaz az ideje, ha az dllapotvdltdst mérjik, mintha egyszerien csak dtté-
rink az eqyik dllapotbol a mdsikba.
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99. Feladat. Hogyan lehet a digrdffedési feladatot megoldani, ha nem kdtjik
ki, hogy a bejdrds végén a kiinduldsi pontba kell visszaérni? Es ha a kiinduldsi
pont is szabadon vdlaszthato ?

3.8.2. Aciklikus digrafok optimalis fedése utakkal

Az olimpia egy napjan egy hiriigynokség a rendelkezésre allo tudositoit agy
akarja a kiilonféle eseményekre beosztani, hogy egyiittesen minél tobb ese-
ményrdl tudjanak tudositani. Az egyes eseményeket egy-egy kozos pont nél-
kiili iranyitott éllel abrézoljuk, és ezen élek halmazat F-fel jeloljiikk. Ha az
T = uv esemény annyival megel6zi az ¥/ = u'v’ eseményt, hogy = befejezs-
dése utan at lehet érni x’ kezdetére, akkor bevezetiink egy vu’ élt. A feladat
agy fogalmazhato meg, hogy egy aciklikus digrafban, amelyben adott az élek
egy F részhalmaza, adott szamu uttal fedjiink le minél t6bb F-beli élt.

3.8.2. Tétel. Legyen D = (V, A) aciklikus digrdfban F C A az éleknek egy
kijelolt részhalmaza, és legyen ~y pozitiv egész. A ~ darab (nem feltétleniil él-
idegen) irdnyitott ittal lefedhetd F-élek mazimdlis szdma egyenld a kévetkezd
manimummal :

min{yg+ az egyik Vi-ba sem lépd F-élek szama}, (3.24)

ahol a minimum a V részhalmazainak olyan q tagi Vi C Vo C ... C V,
halmazldncaira megy, amelynek tagjaibol nem vezet ki D-beli €.

Bizonyitds. ElGszor igazoljuk a trividlis max < min irdnyt. Legyenek P,
Py, ..., P, irdnyitott utak D-ben és Vi C ... C V, egy olyan halmazlinc,

hogy
semelyik V}, halmazbol sem 1ép ki D-beli él. (3.25)

Ekkor egy P; ut egy Vj, halmazba legfeljebb egyszer léphet be. Emiatt v ut a
legjobb esetben is a Vj, halmazokba (h = 1,...,q) beléps F-élek koziil legfel-
jebb ~q, darabot valamint az 6sszes olyan F-élt tartalmazhatja, amely nem
lép semelyik Vj-ba, és igy valoban max < min. Ebbdl azt is megfigyelhetjiik,
hogy adott P; utakra és V}, halmazokra pontosan akkor all egyenlGség, ha

(1) mindegyik P; tt ¢ kiilonb6zé F-él mentén belép mind a ¢ darab Vj,
halmazba,

(2) barmelyik Vj,-ba beléps F-élt legfeljebb egy P; ut hasznalja,

(3) minden olyan F-él, amely semelyik V;, halmazba sem 1ép be, rajta van
valamely P; uton.

A tétel nem trivialis irdnyanak igazolasdhoz kimutatjuk egy ilyen utrend-
szer és halmazlanc létezését. Adjunk D-hez egy s forras pontot és egy ¢ nyels
pontot, tovabba minden v € V cstcsra 0j sv és vt éleket. Ezen kiviil minden
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f =uv € F élre adjuk a digrafhoz az f egy parhuzamos f' = uv példanyéat.
Az igy nyert digrafot jelolje D’ = (V’, A"). Definialjuk a g kapacitasfiiggvényt
F-éleken 1-nek, a tobbi élen kellen nagynak (valojaban v+ 1 megteszi). De-
finialjuk a c koltségfliggvényt az F-éleken —1-nek, a t&bbi élen 0-nak.

Tekintstink egy z egészértékii minimalis koltségl v nagysagi megengedett
folyamot, valamint egy optimalis m potencialt, melyekre tehat teljesiilnek a
[37.7] tételben megfogalmazott optimalitési feltételek:

z(uv) > 0 esetén w(v) — w(u) > c(uv), (3.26)

z(uv) < g(uv) esetén w(v) — w(u) < c(uw). (3.27)

A 7 esetleges eltolasaval feltehetjiik, hogy w(t) = 0. (Figyelem: nem az
s m-értékérdl tessziik fel, hogy nulla.) A 7(s) értéket jeloljiik ¢-val. Mivel D
aciklikus, igy z el6all mint v darab olyan D’-beli irdnyitott s-t t incidencia-
vektordnak dsszege, melyek az F-en élidegenek. Jelolje Py, ..., P; ezen utakat
és nevezziik az altaluk hasznalt éleket fedettnek, mig a nem hasznaltakat fe-
detlennek.

Mivel minden e = uv nem F-él kapacitasa nagy, igy ezen éleken mindig
z(e) < g(e), ezért a optimalitasi feltételbsl w(v) — w(u) < c(uv) =
= 0, azaz 7(v) < w(u). Rdadasul minden F-él parhuzamos egy (Gjonnan
hozzaadott) éllel, igy

minden uv € A’ élre w(v) < 7(u). (3.28)

Mivel minden v € V-re sv és vt él D’-ben, igy
minden v € V cstcsra 0 = 7(t) < 7(v) < 7(s) = gq. (3.29)
Ha egy uwv € F él fedetlen, azaz z(uv) = 0, akkor miatt w(v) —

—m(u) < c(uv) = —1, vagyis

ha wv fedetlen F-él, akkor m(v) < m(u). (3.30)

Tekintsiik a fedett e = uv éleket, amelyeken tehat z(uv) > 0. Ha e nem
F-¢él, akkor c(e) = 0 és (3.26) miatt 7(v) > 7(u), vagyis (3.28) folytan

ha uv fedett nem F-él, akkor m(u) = 7(v). (3.31)

Ha pedig e fedett F-él, akkor c(e) = —1 és (3.26) miatt, 7(v) —7(u) > —1,

vagyis m(v) < w(u) folytan
ha wv fedett F-él, akkor m(u) > m(v) > w(u) — 1. (3.32)
Igy ha egy P! uton s-bél elindulva végigmegyiink t-ig, akkor a csiicsokon

K2
a m érték a kezdeti ¢ = 7(s) értékrsl indulva nem F-élen valtozatlan, F-élen
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pedig vagy nem valtozik, vagy eggyel csdkken. Ezért minden h = 1,2,...,¢q
egészre a

P! utnak van olyan uv € F éle, amelyre w(u) = h,m(v) =h—1. (3.33)

Legyen h = 12,...,¢ra V] :={v e V' : w(v) < h—1} és V} ==V —
— {s,t}. miatt V/-bol semmilyen ¢l nem lép ki. Jelolje P; a P/-nek
D-ben megfelels utat, ami tehat ugy keletkezik P/-bél, hogy kihagyjuk az
els6 valamint az utolso élét és az Osszes tobbi f = wv 1j élét helyettesitjiik
az f'-t definialo f = uv F-éllel. Allitjuk, hogy a P; utak és a Vj, halmazok
teljesitik az (1), (2), (3) feltételeket. miatt mindegyik P; ut valamennyi
Vi, halmazba pontosan egyszer 1ép be, mégpedig egy olyan F-él mentén, amely
egyetlen V3, halmazba lép be, igy (1) kovetkezik.

A (2) tulajdonsaghoz elészor is figyeljiik meg, hogy g definicioja miatt D’-
ben a P/ utak minden F-élt legfeljebb egyszer hasznalnak. Tovabba ha egy
e = uv F-éllel parhuzamos 10 e’ élt hasznal valamelyik P/ ut, akkor
miatt e nem 1ép be semelyik Vj-ba, igy (2) tényleg fennall.

Veégiil (3) azért teljesiil, mert ha egy uv € F él semelyik V}, halmazba nem
lép be, akkor 7(u) = 7(v), igy folytan rajta kell lennie valamelyik P;
aton. O

Részbenrendezett halmazok lancfedései

Dilworth tétele arra adott valaszt, hogy egy P részbenrendezett halmaz mikor
fedhetd le v darab lanccal (pontosan akkor, ha ninecs y-nal t6bb elembdl allo
antilanc). A polaris Dilworth-tétel meghatarozta az egyetlen lanccal fedhets
elemek maximéalis szaméat, magyaran a leghosszabb lanc elemszaméat. (Ez a
P-t fedd antilancok minimalis szamaval volt egyenld.) A két probléma kozos
altalanositasaként megfogalmazhato a kérdés, hogy egy részbenrendezett hal-
mazban v darab lanccal maximum hany elem fedhets le. A valaszt Greene
tétele adja meg.

3.8.3. Tétel (Greene, 1976). Egy P részbenrendezett halmazban a ~y ldnccal
fedhetd elemek mazimdlis ¢, szdmdra ¢4 = min{qy + |P — UA,| : Ag}, ahol
a minimum a q darab diszjunkt antildncbdl dllo A, csalddokra megy (¢ =
=12,...).

A bizonyitas trivialis max < min irdnyahoz figyeljik meg, hogy egy lanc
minden antilancbél legfeljebb egy elemet tartalmazhat, igy v lanc egyesitése
a legjobb esetben a ¢ antilanc Z egyesitésébsl vq elemet, valamint az 0sszes
P — Z-beli elemet tartalmazza.

100. Feladat. Vezessiik le Greene tételének nemtrividlis max > min irdnydt
a[3:83 tétel felhaszndldsdval.
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3.9. Fedés korokkel

Kozismert Camion azon tétele, amely szerint minden legalabb 2 ponta erd-
sen Osszefiiggd turnamentnek van Hamilton-kore, vagy masként fogalmazva,
ha egy erGsen Osszefliggd digraf (irdnyitatlan értelemben vett) stabilitasi sza-
ma (azaz fliggetlen ponthalmazainak maximélis mérete) 1, akkor a pontok
lefedhetsk egyetlen egyiranyu korrel, roviden dikorrel.

Egy D = (V, A) er6sen Osszefiiggs digrafra jelolje (D) a digraf pontjait
feds dikorok miniméalis szaméat, mig «(D) az iranyitatlan alapgraf stabili-
tasi szamat. A kovetkez eredményt Gallai sejtette 1963-ban, majd Bessy
és Thomassé igazolta 2007-ben. Az alabbiakban bemutatand6 bizonyitéas két
korabban meglévé tételén alapul.

3.9.1. Tétel. Egy D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrifra

v(D) < (D),

mds széval D pontjai mindig lefedhetdk a(D) dikorrel.

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra, felidézziik az igért két korabbi tételt. A
digraf egyiranyu koreinek egy F' C A lefogasa lapos, ha minden él benne van
pontosan egyszer lefogott dikérben.

3.9.2. Tétel (Knuth-lemma, 1974). Erdsen dsszefiiggéd D = (V, A) digrdfban
létezik o dikéroknek lapos lefogdsa.

Bizonyitds. Ha D egyetlen pontbol all, akkor a tétel semmitmondo. Az erésen
Osszefiiggs digrafokra vonatkozo fiilfelbontasi tétel alapjan D megkaphato egy
erdsen Osszefliggs D' = (V' A’) digrafbol egy P fiil hozzaadasaval. Indukcio
alapjan a D’ dikoreinek van egy B’ lapos lefogasa. Amennyiben P egy kor,
agy P egy tetszoleges élét B’-hoz véve a D egy lapos lefogasat kapjuk. Igy
feltehetjiik, hogy P egy s-bdl t-be mend egyiranyu tut.

3.9.1. Allitas. A D’ dikéreinek van olyan B* lapos lefogdsa, amelyre s el-
érhetd t-bél a D' — B* digrdfban.

Bizonyitds. Ha s benne van a t-b6l D’ — B’-ben elérhets pontok Z C V'
halmazaban, akkor B* = B’ j6 lesz. Ha s nincs Z-ben, akkor D’ minden
Z-bol kiléps éle B’-ben van. A B’ lapossagabol kovetkezik, hogy D’ semelyik
Z-be beléps éle sincs B’-ben, hiszen barmely Z-be belépd él is benne van
egyszer fedett dikorben, marpedig egy ilyen dikor kilép Z-bél és a kiléps
élekrsl mar tudjuk, hogy B’-ben vannak.

Moédositsuk most B’-t olyképpen, hogy a Z-b6l kiléps éleket kivessziik
bel6le, mig a Z-be belépSket bevessziik. A kapott B” halmaz olyan, hogy
|B” N K| = |B’ N K| minden K dikorre, és ezért B” is a D’ dikdreinek
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egy lapos lefogasa. Miutan D’ — B”-ben a t-bél elérheté pontok halmaza
szigoriian bévebb, mint Z, legfeljebb n ilyen csere utan egy olyan B* lapos
lefogast kapunk, amelyre s is elérhets ¢t-bél a D' — B* digrafban. O

Legyen b a P fiil egy tetsz6leges éle. Ekkor B := B* + b nyilvan fedi D
minden dikorét, és azt allitjuk, hogy B lapos. Valoban, tekintsiink a D’ —
— B*-ban egy t-bdl s-be mens P’ egyirany utat, aminek a létezését a fenti
allitas biztositja. Ekkor K := P’ U P egy olyan dikor, amelynek b az egyetlen
B-hez tartozo eleme. Ezért D minden éle hozzatartozik egy egyszer fedett
dikorhoz. O

A masik segédeszkoz Gallai egy 1958-as tétele. Legyen c: A — Zy a D =
= (V, A) er8sen Osszefliggs digraf élhalmazan egy nemnegativ, egészértékd
fiiggvény. (Az alkalmazéashoz valojaban csak a ¢ := x . specidlis esetre lesz
sziikségiink, ahol F a D dikoreinek egy lapos lefogasa.) Egy K kor c-értéke
az élei c-értékeinek Osszege, vagyis ¢(K). Csucsoknak egy multihalmazat (ahol
tehat egy cstcs tobb példanyban is szerepelhet) c-fiiggetlennek mondunk,
ha minden dikorbél legfeljebb annyi elemet tartalmaz, mint a dikor c-értéke.
Egy multihalmaz egy  : V' — Z_ egész vektorral azonosithatoé, és ekkor x c-
fiiggetlensége azt jelenti, hogy Z(V(K)) < ¢(K) minden K korre, ahol V(K)
a kor ponthalmaza.

Legyen w : V. — Z, egy sulyfiiggvény. A dikérok halmazén értelmezett
y > 0 fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy fedi w-t, ha > [y(K) : v € V(K), K
dikér] > w(v) minden v € V-re fennall. Egy z > 0 aramrol azt mondjuk,
hogy fedi a w-t, ha g.(v) > w(z) minden z € V cstcsra fennall. A w-t feds
korok és w-t feds aramok kozotti kapesolatot adja meg a kévetkezd egyszert
megfigyelés.

3.9.3. Lemma. Hay > 0 a dikérék halmazdn értelmezett, w-t fedd fligguény,
akkor a z(e) = Y [y(K) : K dikor és e € K| egy w-t fedd nemnegativ z
dramot definidl, melyre cz = > [y(K)e(K) : K dikér]. Ha y egészértékd,
akkor z is az. Megforditva, egy w-t fedd z > 0 dram elddll dikérok nemnegativ
kombindcidjaként, és barmely z =Y y(Z)x(Z) elddllitisra azy egy w-t fedd
fiigguény, melyre cz = S.[y(K)e(K) : K dikor]. Ha z egészértéki, akkor y is
vdlaszthato annak.

3.9.4. Tétel (Gallai, 1958). Legyenw : V — Z egy sulyfiigguény a D erdsen
osszefliggd digraf ponthalmazdn. A w-t fedd dikorok c-értékeinek minimdlis
osszege eqyenld a nem-feltétlendl kilonbozd c-figgetlen csicsok mazimadlis w-
sulydval.

Felhasznalva a teljesen dualis egészértéki rendszerekre vonatkozo [3.1.5] té-
telt (miszerint egy TDI rendszerrel megadott poliéder egész, ha a feltételi
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matrix és a korlatozo vektor egész) Gallai tétele kovetkezik az alabbi ered-
ménybdl (és valojaban ekvivalens vele).

3.9.5. Tétel. Jelolje Q a D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrdf dikir-csics
incidencia-mdtrizdt. Jelolje ¢ azt a vektort, melynek komponensei a QQ sorai-
nak (azaz D dikéreinek) felelnek meg, és a K dikornek megfelelé komponens
értéke ¢(K). Ekkor a

{Qz <¢, = >0} (3.34)

rendszer teljesen dudlisan egészértékq.

Bizonyitds. Legyen w egy egészértéki sulyfliggvény V-n, és tekintsiik a ko-
vetkezd dualis linearis programot.

min{> [y(K)c¢(K) : K dikér] : y@ > w, y > 0}. (3.35)

Az kell kimutatnunk, hogy ennek létezik olyan y optimuma, amely egész-
értékid. A lemma alapjan elegendd azt igazolni, hogy a min{cz : z > 0 aram,
amely fedi w-t} rendszernek van egészértékd optimuma. Ez viszont a szokésos
pontduplazési technikival rogton kovetkezik a megengedett aramok poliéde-
rének egészértékiiségébdl. Valoban, minden v pontot helyettesitsiink a v és
v pontokkal, az uv € A éleket helyettesitsiik az u'v” éllel (melynek also
kapacitasa 0 és koltsége c(uv)), végiil minden v pontra vegyiik be a v”v’
élt w(v) alsod kapacitassal és 0 koltséggel. Ekkor a keletkezs D’-grafban egy
megengedett 2z’ dram az eredeti D-ben egy olyan z aramot definial, amelyre
0-(v) > w(v) minden v € V-re, tovabba ¢’z = cz. O

Legyen F egy adott lapos lefogas, és alkalmazzuk Gallai tételét a
w =1 és ¢ := x,, specidlis esetben. Figyeljiik meg, hogy ilyenkor egy S c-
fliggetlen ponthalmaz automatikusan kiilonb6z6 pontokbol all, hiszen minden
pont benne van egyszer fedett dikérben, tovabba S stabil, hiszen minden él
benne van egyszer fedett dikorben. Ekkor tehat a [3.9.4] tétel a kovetkezst
adja.

3.9.6. Tétel (Bessy és Thomassé). Legyen F C A egy D(V, A) erdsen dssze-
fiiggd digrdf dikéreinek egy lapos lefogdsa. Ekkor a maximdlis F-fiiggetlen
stabil halmaz elemszdma egyenld a pontokat fedd dikérok F-értékeinek mini-
mdlis dsszegével (ahol az F-fiiggetlenség a x F—fﬁggetlenséget roviditi, vagyis
az S halmaz F-fliggetlen, ha minden K dikér legfeljebb |F' N K| pontban
metszi).

Bizonyitds. (3.9.1] tétele) Mivel egy dikor értéke legalabb 1, Bessy és
Thomassé tételébdl rogton kdvetkezik, hogy a maximaélis stabil halmaz elem-
szdma legalabb akkora, mint a pontokat fedd dikorok minimalis szama. [
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Legyen U C V a cstcsok egy adott részhalmaza. A [3.9.1] tétel bizonyitasa-
ban hasznalt megfontolast a w = 1 helyett a w := Xy fliggvényre alkalmazva
rogton kapjuk az alabbi kiterjesztést.

3.9.7. Tétel. Legyen U a D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrdf csicsainak
eqy részhalmaza. Ekkor U lefedhetd a(D|U) dikérrel, ahol a(DI|U) jeléli az U
dltal feszitett digrdf stabilitds szdmdt.

101. Feladat. Adjunk direkt bizonyitdst a[3.9.7 tétel azon specidlis esetére,
amikor U klikket feszit.

Megjegyzés Felvetddik a kérdés, hogy ha a bizonyitas két {6 Osszetevsje
mér legkésébb 1974-ben ismert volt, akkor miért csak 2007-ben jelent meg az
els6 bizonyitas. Egyrészt Bessy és Thomassé nem ismerte ezen korabbi ered-
ményeket, 6k egy més megkozelitést alkalmaztak. De ha még valaki ismerte
volna is (mint ahogy az egyik segédtétel magatol Gallaitol valo, és biztos-
ra vehetd, hogy Gallai ismerte Knuth lemmaéjat), a bizonyitast Bessynek és
Thomassénak az az alapvets észrevétele tette lehetévé, hogy valojaban nem
kozvetleniil a Gallai-sejtést kell igazolni, hanem a fentebb mér megfogalma-
zott, sokkal élesebb minimax tételt: a mazximdlis F-fiiggetlen stabil halmaz
elemszdma egyenld a pontokat fedd dikordk F-értékeinek minimdlis 6sszegé-
vel.

3.10. Gyokeresen k-élosszefiiggd digrafok

Legyen D = (V, A) gyokeresen k-élosszefiiggs digraf. Célunk egy minimax
tételt kidolgozni a gyOkeresen k-élosszefiiggs feszitett részgraf minimalis kolt-
ségére. A tétel bizonyitasdhoz hasznos lesz az alabbi egyszert megfigyelés.

3.10.1. Lemma. Legyen rq,...,r, nemnegativ raciondlis szamoknak eqy so-
rozata. Ameddig csak lehet, vdlasszunk ki négy kilénbézd tagot ugy, hogy a
két kozépsd pozitiv. Csékkentsik a két kézépsdt a kisebbikik o értékével és
néveljik a két kivdlasztott szélsét a-val. Ekkor az eljdrds véges sok lépés utdn
véget ér.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy a sorozat egész szamokbol all. Mivel az els6 tag
sosem csOkken, és a teljes Osszeg konstans, véges sok 1épés utan az elsé tag
rogziil. Toroljiik el az els6 tagot, és indukcidval a lemma kdvetkezik. O

Legyen D = (V, A) digraf, amelyben s kijelolt gyokérpont.

3.10.2. Tétel. Ha D gyokeresen k-élosszefiliggd, ugy D gydkeresen k-€élossze-
fiiggd feszitett részgrdfjainak poliédere {x : 0,(Z) >k minden ) C Z CV —s
halmazra és 0 < x(e) < 1 minden e élre}. A leirdasban szerepld rendszer TDI.
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Bizonyitds. Legyen ¢ : A — Z egészértékd. Jelolje @ azt a (0,1)-méatrixot,
amelyben a sorok V — s nemiires részhalmazainak felelnek meg, mig az oszlo-
pok a D éleinek. Az X C V — s halmaznak és az e élnek megfelel§ matrixelem
pontosan akkor 1, ha e belép X-be. Az alabbiakban jel6lje k azt a vektort,
amelynek minden komponense k, és a komponensek a V' — s részhalmazainak
felelnek meg.

Ekkor a priméal probléma min{cz : 0 < z < 1,Qz > k}, mig a duélis:

max{ Z y(X)k—z1:yQ —z2<c,y >0,z > 0}, (3.36)
XCV—s

ahol az x(e) < 1 egyenlStlenségnek megfelelg dualis valtozot z(e) jeldli.

Adott y egyértelmtien meghatarozza a z optimalis vélasztasat: z(e) =
= (yq. — c(e))*, ahol q. a Q e-nek megfelels oszlopa. Igy beszélhetiink arrol,
hogy egy y a optimalis megoldasa.

Azt kell igazolnunk, hogy optimuma egész vektoron is felvétetik. Le-
gyen yo egy optimélis (racionalis) megoldas. Ameddig csak létezik két metsz6
halmaz, X és Y, melyek yg-értéke pozitiv, modositsuk yo-t a kdvetkezSkép-
pen. Az a := min{yo(X), yo(Y)} értékkel csokkentsiik yo (X )-et és yo(Y)-t, és
egyuttal néveljiik a-val mind X NY, mind X UY yg-értékét. Konnyt ellenériz-
ni, hogy (a ¢ befok fliggvény szubmodularitdsa miatt) ismét duélis megoldast
kapunk, amely optimalis. A dudlis optimum ezen megvéltoztatisat nevezziik
egy kikeresztezési 1épésnek.

A V — s részhalmazainak tekintsiik egy olyan sorrendjét, amelyet ugy ka-
punk, hogy egymas utan valasztunk a még nem valasztott részhalmazok koziil
egy minimalisat. Ekkor tetsz6leges X, Y C V — s esetén X NY megel6zi X-t
és Y-t, mig X UY koveti 6ket. Ebb6l, és a[3.10.1] lemmabol kovetkezik, hogy
a fenti kikeresztezési 1épésbdl csak véges sok lehet.

Feltehetjiik tehat, hogy azon V — s-beli részhalmazok P’ rendszere, melye-
ken az yo értéke pozitiv, laminaris. Ekkor P’ az ismert modon egy F fenyGvel
és egy ¢ : V — V/(F) leképezéssel reprezentalhato. Konnyen ellendrizhetd,
hogy (*) D minden e élére a P’ azon tagjainak megfelels fenysbeli élek, me-
lyekbe az e belép, az F' egy iranyitott részatjat alkotjak.

Legyen a H hipergraf alaphalmaza P’ élei pedig a kovetkez modon defini-
altak. D minden e élére legyen H, azon P’-beli halmazok rendszere, melyekbe
e belép, H élei pedig feleljenek meg a H. rendszereknek, az 6sszes D-beli e
élre. (Tehat |E(H)| = |A|.) Ekkor (*) és a[3.2.2] kvetkezmény miatt H telje-
sen unimoduléris. Mésrészt a H incidencia-matrixa éppen a ) métrix azon
Q' részmétrixa, melynek sorai a P’ elemeinek felelnek meg. Emiatt Q' egy
TU-métrix, és igy a[3.3.7 lemmabol a tétel kovetkezik. O

A dualitastételbdl és a [3.10.2] tételbdsl kiolvashaté az aldbbi minimax té-
tel, amely a legolcsobb fenySkre vonatkozo Fulkerson-tétel altaldnositasdnak
tekinthetd.
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3.10.3. Tétel. Legyen D = (V, A) gyokeresen k-élosszefiiggd digrdf az s gyo-
kérpontra nézve és c : A — Ry egy nemnegativ kéltségfigguény. A legolcsobb
gyokeresen k-€ldsszefiiggd feszitett részgraf koltsége egyenld a kévetkezd kife-
jezéssel:

max{k vy Y(X) = 2 ca(C[y(Z) : Z-be belép e] — c(e))™ : y = 0}.
(3.37)
Azon halmazok rendszere, melyen y pozitiv, vdlaszthaté lamindrisnak.
Amennyiben ¢ egészértékd, az optimdlis y is vdlaszthato egészértékinek.

A k =1 esetben a fenti tétel egyszertisodik, mert a primal probléméaban
nem kell explicit kikétni az x < 1 feltételt, hiszen ilyenkor a ¢ nemnegativitasa
miatt a 9,(X) > 1 (X CV —s) feltételt teljesit = egész vektorok automa-
tikusan (0,1) értékdek. De ekkor az ezen feltételeknek megfeleltetett z dualis
valtozo sem szerepel, és ezért a minimax tétel a kovetkez6képp egyszertsodik.

3.10.4. Tétel (Fulkerson). Nemnegativ, egészértéki ¢ sulyfiigguvény esetén a
minimdlis sulyd s gyokerd feszitd fenyd sulya egyenld a c-fiiggetlen, s-et nem
tartalmazo halmazok maximdlis szamdval. Az optimdlis c-fiiggetlen halmaz-
rendszer vdlaszthato lamindrisnak.






4. fejezet

Merev grafok és szerkezetek

4.1. Merev és infinitezimalisan merev szerkeze-
tek

Ebben a fejezetben szerkezetek (avagy geometriai grafok) merevségével kap-
csolatos kérdéseket vizsgalunk, ezek kozt is elsGsorban olyanokat, amelyek
megoldasahoz az el6z6 fejezetekben megismert graf- és matroidelméleti mod-
szerek vezetnek el.

A diszkrét geometrianak ezt a teriiletét Maxwell vizsgalta elGszor az 1860-
as években, de Euler és Cauchy néhany koréabbi eredménye is ide sorolhato.
Merevségi eredmények a kézenfekvd statikai alkalmazasokon kiviil szamos
més tertileten is felhasznalhatok, példaul geometriai pakolasi problémékban,
szenzorhalozatok lokalizaciés probléméiban, robotok mozgasanak koordina-
lasahoz, CAD feladatoknél, vagy molekuldk strukturalis vizsgalataiban. A
bevezets részben elészor kétféle merevségi tulajdonsagot definidlunk (merev-
ség és infinitezimalis merevség). Latni fogjuk, hogy kellGen altalanos helyzetii
szerkezetek esetén ezek a tulajdonsagok egybeesnek és csak a szerkezet graf-
jatol fiiggnek.

Legyen G = (V,E) egyszert iranyitatlan graf és legyen p : V. — R a
graf pontjaihoz a d dimenzios euklideszi tér pontjait rendels fliggvény. Ekkor
a (G,p) part szerkezetnek nevezziik. (A szerkezet (framework) elnevezés
a statikai alkalmazasoknak koszonhetS: a graf egy realizaciojara olyan rud-
csuklo szerkezetként is tekinthetiink, melyben a pontok csukloknak felelnek
meg, az élek pedig merev, azaz rogzitett hosszisagt rudaknak.) A (G, p) szer-
kezetet a G graf egy (d dimenzios) realizaciéjanak is hivjuk, melyben egy
v € V pont képe a p(v) pont, egy uv € E él pedig a p(u)p(v) egyenes sza-
kasznak felel meg. Az uv él hossza tehat a ||p(u) — p(v)|| tavolsag, melyet a
realizacio egyértelmiien meghataroz. A graf (G,p) és (G, q) realizacioi ekvi-
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valensek, ha minden uv € E élre ||p(u) — p(v)|| = ||q(w) — ¢(v)||. Ha ez az
egyenlGség minden u, v € V pontparra fennall, akkor a két realizacé kongru-
ens. A (G,p) merev, ha ez a tulajdonsag csak lokalisan teljesiil, azaz létezik
olyan € > 0, melyre ha (G, q) ekvivalens (G, p)-vel és ||p(v) —q(v)|| < € minden
v € V-re, akkor (G, q) kongruens (G, p)-vel.

A (G,p) egy mozgasa (G, q)-ba egy olyan P : [0,1] x V — R? fiiggvény,
amelyre

(M1) P(0,v) = p(v) és P(1,v) = q(v) minden v-re,

(M2) ||P(t,u) — P(t,v)|| = ||p(uw) —p(v)|| minden ¢ € [0,1]-re és minden wv
élre,

(M3) P(t,v) folytonos t-ben minden v-re.

Megmutathato, hogy ha van mozgés (G, q)-ba, akkor differencidlhato mozgas
is van, azaz olyan, amelyben P(¢,v) differencialhat6 t-ben minden v-re. Az is
igazolhato, hogy (G, p) pontosan akkor merev, ha minden mozgasa egy vele
kongruens szerkezethez vezet.

Adott szerkezet merevségének eldontése d > 2 esetén NP-teljes. A kovet-
kez6 — mint latni fogjuk, erésebb — tulajdonsag azonban kezelhetd.

A (G, p) szerkezet infinitezimalis mozgésa egy olyan u : V — R? hoz-
zarendelés, amelyre teljesiil, hogy minden v;v; élre

(u(vi) = u(v;))(p(vi) = p(v;)) = 0.

Infinitezimalis mozgast ad példaul minden differencidlhaté mozgas t = 0
pontban vett derivaltja, azaz a pontok ,kezd&sebessége”.

Ezeknek az élekre vonatkozo egyenléségeknek az egyiitthatoit egy matrix-
ba foglalhatjuk: a d dimenzios (G, p) szerkezet R(G,p) merevségi matri-
xaban a graf minden v;v; éléhez tartozzon egy sor, és minden v; ponthoz d
oszlop. Ha v;v; él, akkor a neki megfelels sorban a v; oszlopaiban élljanak
a p(vi) — p(vj) vektor koordinatai, a v; oszlopaiban pedig a p(v;) — p(v;)
koordinatai. A sorban mindenhol méshol legyenek nulldk. Igy a (G, p) infi-
nitezimalis mozgasai pontosan azok a d|V| dimenzios u vektorok, melyekre
R(G,p)u =0.

Példa. A K teljes graf egy R2-beli realizacioja esetén R(Ky,p) egy hatszor
nyolcas matrix, melyben a v;vs élnek megfeleld sor

(x1 — 22, Y1 — Y2, T2 — 1, Y2 —y1, 0, 0, 0, 0),

ahol p(v;) = (x;,:), és az i-edik oszloppar tartozik v;-hez, minden 1 < i <
< 4-re.

102. Feladat. Igazoljuk, hogy az aldbbi vektorok (melyek az x, illetve az
y tengely menti eltoldsnak, valamint eqy forgatdsnak felelnek meg) egy R2-
beli szerkezet R(G,p) merevségi mdtrizdinak minden sordra merdlegesek és
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hdromdimenzids alteret feszitenek (feltéve, hogy p(v;) mem minden pontra
ugyanaz) :

(1,0,1,0, ...,170), (0,1,0,1, ...,0,1), (—yhl'l, —Y2, L2y ..uy —y‘v‘,l"vo.
Az n > 2 és d>1 egészekre legyen

nd—(dgl) han>d+2

(g) han <d+1.

S(n,d) = {

(Figyeljiikk meg, hogy n = d és n = d + 1 esetén a kétféle érték megegyezik.)

4.1.1. Tétel. Legyen (G,p) egy d dimenzids szerkezet. Ekkor az R(G,p)
merevségi mdtriz rangja legfeljebb S(|V|,d). Ha egyenldség dll, akkor (G,p)
merev.

Ez motivalja a kovetkez6 definiciot. A G = (V, E) grathoz tartozo d-
dimenzios (G, p) szerkezet infinitezimalisan merev, ha

r(R(G,p)) = S(|VI],d).

Egy-, két- és haromdimenzios szerkezetek esetén tehat az infinitezimalis me-
revséghez sziikséges rang |V| — 1, 2|V| — 3, illetve 3|V | — 6 (az utolso eset alol
kivétel, ha |[V| = 2, amikor a rang feltétel 1). Egy szerkezet infinitezimalis
merevsége egy egyszeri rangszamitassal — Gauss-eliminacioval — tesztelhetd.

Az Tétel alapjan minden infinitezimalisan merev szerkezet merev.
Forditva azonban ez nem mindig érvényes.

Nevezziink a p : V — R? leképezést (vagy masképpen R4V egy pontjat)
generikusnak, ha az R(K|y|, p) merevségi matrix minden olyan részdeter-
minansa, amely - a benne szereplé koordinatakat valtozoknak tekintve - nem
azonosan nulla polinom, az a p koordinatait behelyettesitve sem nulla. Majd-
nem minden p generikus, hiszen R¥V! pontjaibol véges sok nem azonosan
nulla polinom gyokhelyeit kivéve minden pont generikus. Egy (G, p) szerke-
zetre akkor mondjuk, hogy generikus, ha p generikus. Amennyiben a p altal
meghatarozott d|V| koordinata algebrailag fiiggetlen szamhalmazt alkot a
raciondlis szamtest felett, akkor biztosan generikus. (Néha ez utébbi modon
definialjak egy ponthalmaz, illetve egy szerkezet generikussagat.)

4.1.2. Tétel. Legyen (G, p) egy d dimenzids generikus szerkezet. Ekkor (G, p)
pontosan akkor merev, ha infinitezimdlisan merev.

Generikus esetben tehat a merevség ekvivalens az infinitezimélis merev-
séggel, amelyrdl vilagos, hogy generikus esetben csak a G graftol fiigeg. A
G = (V,E) grafra azt mondjuk, hogy generikusan merev, vagy roéviden
merev R%ben, ha létezik olyan p : V — R? hozzarendelés, melyre (G,p)
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infinitezimalisan merev. Igy az is igaz, hogy ha G merev, akkor majdnem
minden (avagy minden generikus) (G, p) realizacioja merev. A G graf merev-
ségét tehat az R(G,p) valtozds matrix tn. generikus rangja hatarozza meg.
Megjegyezziik, hogy altaldban nem ismert polinom idej determinisztikus al-
goritmus egy méatrix generikus rangjanak kiszamolésara.

A graf élein definialt, a megfelels R(G, p)-beli sorok linearis fliggetlensége
altal meghatarozott matroidok izomorfak minden generikus realizaciora. Az
igy kapott matroid a G d-dimenzios merevségi matroidja, melyet R4(G) =
= (E,ry) jeldl, ahol ry a rangfiiggvény. R4(G) rangjat jelolje rq4(G). Igy a
G graf pontosan akkor merev R%-ben, ha r4(G) = S(|V|,d). G fiiggetlen
(illetve merevségi kor), ha az élhalmaza fiiggetlen (ill. egy kor) R4 (G)-ben.

A merevségi matrix rangjara a tételben adott fels6 korlatot egy X
ponthalmaz altal feszitett részgrafra, illetve a megfelel§ részmatrixra alkal-
mazva konnyen adodik a fiiggetlenség alabbi sziikséges feltétele.

4.1.3. Lemma. Ha G = (V,E) fiiggetlen R%-ben, akkor i(X) < S(|X|,d)
minden X CV, |X| > 2 ponthalmazra.

Ebbdl a kovetkezs felss korlatot kapjuk a graf rangjara. Egy, a G = (V. E)
graf ponthalmazanak (legalabb kétpontu) részhalmazaibol allo X = {Xj,
Xo, ..., X;} halmazrendszert a G fedésének nevezziik, ha E = U} E(G[X}]).

4.1.4. Lemma. A G = (V, E) rangjdra érvényes az

ra(G) < min 3" 5(X],d)

Xex
egyenldtlenség, ahol a minimumot a G dsszes X fedésére vessziik.

A d = 1,2 esetben a lemma megforditasa is igaz. A d = 1 esetben
ez abbdl kovetkezik, hogy a graf egydimenzids merevségi matroidja izomorf
a kormatroidjaval. A d = 2 esetben ez Laman tétele, melyet a kovetkezs
fejezetben igazolunk. Hasonléan, a [£.1.4] lemmaban egyenlGség érvényes a
d = 1,2 esetekben. A d = 2 esetben erre is latunk majd bizonyitast.

A d > 3 esetekben azonban az el6bbi megforditasok egyike sem igaz. A
klasszikus haromdimenzios példa erre az a graf, amelyet két K5 teljes grafbol
kapunk tugy, hogy egy-egy kijelolt pontparjukat azonositjuk, majd az ezen
pontok kozott mend éleket toroljiik (ezt 2-Osszeg miveletnek nevezik). A ka-
pott graf az in. dupla banan graf. A teriilet talan legfontosabb és legnehezebb
nyitott kérdése éppen az, hogy van-e a fiiggetlenségre jo karakterizacio, illet-
ve altalanosabban, kiszamolhato-e polinomidében egy graf rangja a harom-
(vagy t6bb-) dimenziés merevségi matroidban.

Megjegyezziik, hogy a fiiggetlenség (és igy a merevség) NP-ben van minden
d-re. Nem nehéz igazolni (lasd a feladatot), hogy mindig létezik olyan
(G, p) realizacio, melyre R4(G,p) rangja éppen rq(G), és amelynek minden
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eleme egy 1 és |V| kozti egész szam. Hasonlo megfigyelésen mulik az is, hogy
a merevség tesztelésére van hatékony randomizalt algoritmus.

4.2. Merev grafok a sikban

A tovabbiakban csak a d = 2 esettel foglalkozunk. Jellemezni fogjuk a merev
grafokat és megmutatjuk, hogy a merevség polinom idében eldénthets. Eh-
hez az alabbi megfogalmazas lesz hasznos a szamunkra: egy G = (V, E) graf
pontosan akkor merev, ha van olyan realizacidja, melynek merevségi matri-
xaban van 2|V |—3 linearisan fiiggetlen sor. Ha a (G, p) merevségi matrixanak
sorai linearisan fiiggetlenek, akkor (G,p)-t fliggetlennek mondjuk. A graf
egy F' C FE élhalmazat akkor nevezzilk fliggetlennek, ha a H = (V, F)
részgrafnak valamely (H,p) szerkezete fiiggetlen. A graf fliggetlen, ha az
élhalmaza fiiggetlen. Igy fiiggetlen minden olyan graf is, melynek élhalmaza
iires. A merevség eldontéséhez tehat azt kell meghatarozzuk, tartalmaz-e a
graf 2|V| — 3 méretd fliggetlen élhalmazt. A lemma a d = 2 esetben a
kovetkezot adja.

4.2.1. Lemma. Legyen a (G,p) szerkezet (illetve a G grif) fiiggetlen. Ekkor

i(X) <2|X| =3 minden X C V,|X| > 2 ponthalmazra. (4.1)

A megforditas igazolasadhoz elészor definidljunk két miiveletet, melyek se-
gitségével egy adott szerkezetet egy tjabb ponttal egészithetiink ki. A (G, p)
masodfoku kiterjesztése (a v;,v; pontokon az 4j vy ponttal) az a (G',p’)
szerkezet, melyre a G’ graf a G-bdl egy 1j vy pont és a vyv;, vov; élek hoz-
zéavételével all el, a p’ pedig a p hozzarendelést terjeszti ki egy p’(vg) € R?
ponttal (a tbbi pontra p'(v) = p(v).) A (G, p) harmadfoku kiterjesztése
(av;v; élen és a vy, ponton az Uj vy ponttal) az a (G', p’) szerkezet, melyre a G’
graf a G-b6l a v;v; €l torlésével, valamint egy dj vy pont és a vov;, Vov;, VoUk
élek hozzavételével all els. Mint a méasik miiveletnél, p’ itt is a p hozzaren-
delést terjeszti ki egy p'(vg) € R? ponttal (a tobbi pontra p'(v) = p(v).)
Ezek a miveletek egy grafon is hasonldéan értelmezheték a p-re vonatkozd
rész figyelmen kiviil hagyaséaval.

4.2.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy (G,p) fiiggetlen. Legyen (G',p') a (G,p) egy
olyan mdsodfoku kiterjesztése a v;,v; pontokon a vy ponttal, melyre p'(vo),
p'(v;),p'(vj) nem kollinedris. Ekkor (G',p') is figgetlen.

Bizonyitds. Tekintsiik az R(G’, p’) merevségi matrixot, melyben a sorokat és
oszlopokat gy rendeztiik, hogy az utols6 két sor a vov; és vov; élekhez, az
els6 két oszlop a vy ponthoz tartozzon. Tegyiik fel, hogy a sorok valamely
linearis kombinacioja a Ae;, Aeyy-vs Avgu;s Avgw; €gylitthatokkal az azonosan
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nulla vektort adja. Ekkor az els6 két oszlopot tekintve azt kapjuk, hogy
/\Uovi (p/(Uo) - p,(vi)) + /\Uovj (pl(vo) - p/(vj)) =0.

Mivel p'(vo),p'(vi),p'(v;) nem kollinearis, ez csak Ayju, = Avyu; = 0 esetén
lehet. Emiatt a linearis kombinécio a tobbi sorra megszoritva R(G, p) sorainak
adja egy olyan linearis kombinéciojat, amely a nullvektort adja. Mivel (G, p)
fiiggetlen, igy A, = 0 kell alljon a tobbi élre is. Tehat (G, p’) is fliggetlen. O

4.2.3. Lemma. Tegyik fel, hogy (G,p) figgetlen és p(v;), p(v;), p(vk) nem
kollinedris. Legyen (G',p") a (G,p) egy olyan harmadfoki kiterjesztése a v;v;
élen és a vy, ponton a vy ponttal, melyre p'(vo) a p(v;) és p(v;) pontokon dt-
mend egyenesen levd (a p(v;), p(v;) pontoktdl kilonbézd) pont. Ekkor (G',p")
is fliggetlen.

Bizonyitds. Tekintsiik az R(G’, p’) merevségi matrixot, melyben a sorokat és
oszlopokat tigy rendeztiik, hogy az utolsé harom sor a vov;, vov;, vovs élekhez,
az elsé hat oszlop a vy, v;, v; pontokhoz tartozzon. Tegyiik fel, hogy a sorok
valamely lineédris kombindcioja a Ae;; Aeys -5 Avgus s Avgu; s Avguy, €gyiitthatok-
kal az azonosan nulla vektort adja. Ekkor az elsg két oszlopot tekintve azt
kapjuk, hogy

Avgw, (P'(v0) = ' (v3) + Avgu, (P'(v0) = P'(v7)) + Avgu, (1 (v0) = p'(vr)) = 0.

A p'(vg) vélasztasa és a p’'(v;),p'(v;), p'(vi) pontok altalanos helyzete miatt
igy
)\ﬂg’vk = 07

valamint
Avow; (pI(UO) _p/(vi)) = _)\'U(lvj (p/(UO) - pl(vj)) = )\'Uz"Uj (p/(vi) _p/(vj))

valamely Ay, ., szdmra. Figyeljiik meg, hogy a linearis kombinéci6t a tobbi
sorra megszoritva, majd a ((G,p) matrixahoz tartozo) v;v; élnek megfelels
sort a Ay,; egylitthato ellentettjével hozzdadva szintén a nullvektort kapjuk.
Mivel (G, p) fiiggetlen, igy itt minden egyiitthato nulla kell legyen. Emiatt
a (G',p') soraira vonatkozd egylitthatok is azonosan nullak, azaz (G',p’) is
fliggetlen. O

103. Feladat. Mutassunk minden n > 1-re n ponti merev grafokat!

A G = (V, E) grafot nevezziik ritka grafnak, ha teljesiil, azaz min-
den X CV, |X| > 2 ponthalmazra i(X) < 2|X| — 3. A fenti linearis algebrai
meggondolasok mellett sziikségiink van a ritka grafok kombinatorikus tulaj-
donsagaira vonatkozd megfigyelésekre. Egy v harmadfoka pont leemelése
(az u,w pontokra) az a mivelet, mely torli a v pontot és a grathoz ad egy
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olyan 1j élt, mely v valamely két, eddig még nem szomszédos u, w szomszédja
kozott vezet. Egy harmadfoki pontot tehat legfeljebb haromféleképp emelhe-
tiink le. Figyeljiikk meg, hogy a leemelés éppen a (szerkezet grafjan tekintett)
harmadfoku kiterjesztés miivelet inverze.

4.2.4. Lemma. Legyen G = (V, E) egy ritka grdf, melyre |V| > 3, valamint
legyen v € V. Ekkor

(i) ha d(v) = 2, akkor G — v is ritka,

(ii) ha d(v) = 3, akkor van olyan leemelés a v pontndl, melyre a leemeléssel
kapott grdf is ritka.

A (ii) rész igazolasahoz a kritikus halmazok tulajdonsigait fogjuk hasznélni:
az X C V halmaz kritikus, ha i(X) = 2|X| — 3. Jeloljik a v szomszédait
u, w, z-vel és figyeljiik meg, hogy a v leemelése az u,w pontokra pontosan
akkor nem ad ritka gréafot, ha van olyan X C V — v kritikus halmaz, amely
tartalmazza az u, w pontokat. A kovetkezs egyenléség a halmazok altal feszi-
tett élek leszamlalasaval egyszertien ellendrizhetd.

4.2.5. Lemma. Legyenek a G grdifban X, Y C V(G) tetszédleges ponthalma-
zok. Ekkor

i(X)+i(Y)+d(X,Y) =i(XUY)+i(XNY). (4.2)

4.2.6. Lemma. Legyen a H = (V| F) grdf ritka, és legyenek X, Y CV olyan
kritikus halmazok H-ban, melyekre | X NY| > 2. Ekkor X NY és X UY s
kritikusak, és d(X,Y) = 0.

Bizonyitas. Mivel H ritka, a (4.2) egyenlGséget felhasznalva kapjuk, hogy
2X| —3+2]Y]-3=i(X)+i(Y)=i(XNY)+i(XUY)—d(X,Y) <

21X NY|—-3421XUY|-3—-d(X,Y) =2|X|-3+2]Y|-3—-d(X,Y).
Azaz d(X,Y) = 0, és mindenhol egyenlgség all. Emiatt X NY és X UY is
kritikusak. O

4.2.7. Lemma. Legyenck X,Y,Z kritikus halmazok a G ritka grdifban. Ha
IXNY|=1XNnZl=YNZ=1éXNYNZ =0 akkor X UY UZ is
kritikus.

Tegyiik fel, hogy egyik leemelés sem ad ritka grafot v-nél. Ekkor léteznek
olyan X,Y,Z C V — v kritikus halmazok, melyekre u,w € X, u,z € Y és
w, z € Z. (Egy él végpontjai kritikus halmazt alkotnak, igy ezek a halmazok
abban az esetben is léteznek, ha néhany leemelés a szomszédok kozt vezets
él miatt nem lenne elvégezhetd.)

Ha két ilyen halmazra pl. | X NY| > 2 teljesiil, akkor a[4.2.6]lemma miatt
X UY is kritikus. Mivel u,w,z € X UY, ezért v-bdl hdrom él vezet X UY-
ba. Igy az X UY Uwv halmaz megsértené a ritkasagi feltételt G-ben. Emiatt
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feltehetjiik, hogy | X NY| = |XNZ| =Y NnZ|=1é&XNYNZ=0. A
lemma miatt X UY U Z is kritikus. Igy az X UY U Z Uv halmaz lenne
tal stird G-ben. Ez az ellentmondés mutatja, hogy legalabb az egyik leemelés
ritka grafot ad. O

4.2.8. Tétel. (Laman) A G = (V, E) grdf pontosan akkor fiiggetlen R?-ben,
ha ritka.

Bizonyitds. Az lemma alapjan méar tudjuk, hogy minden fiiggetlen graf
ritka. Annak igazolasat, hogy minden G ritka grafhoz van olyan (G, p) szer-
kezet, melynek merevségi méatrixdban a sorok lineéarisan fiiggetlenek, a graf
pontszaméara vonatkozo indukciéval igazoljuk. Azt a valamivel er&sebb &lli-
tast fogjuk megmutatni, hogy a (G, p) altalanos helyzetiinek is valaszthato.

Feltehetjiik, hogy G-ben van él. Amennyiben G kétpontu, a ritkasagi felté-
tel miatt egyetlen éle van. Ekkor minden olyan (G, p) szerkezetre, amelyben a
G pontjait p a sik kiillénb6z6 pontjaihoz rendeli, a merevségi matrix sora nem
lesz azonosan nulla, igy a kapott szerkezet fliggetlen (és altalanos helyzetii)
lesz. Tekintsiik most az altalanos esetet, amelyben tehat |V| > 3. Feltehetd,
hogy minden pont foka legaldbb kettd, hiszen ellenkezé esetben tjabb élek
hozzéavételével — a ritkasagi feltétel megsértése nélkiil — az ennél kisebb foku
pontok fokszama megnovelhets.

Ugyanakkor mivel G ritka, |E| < 2|V| — 3, ezért van a grafban olyan v
pont, melyre d(v) < 3. Ha d(v) = 2, akkor G —v is ritka a[{.2.4]lemma miatt.
Az indukcits feltevés szerint igy van olyan (G — v,p) szerkezet, melyben p
altalanos helyzeti, és amely merevségi matrixanak sorai fiiggetlenek. Ebbdl
alkalmasan valasztott masodfoku kiterjesztéssel kaphatunk egy fliggetlen és
altalanos helyzetd (G, p’) szerkezetet a lemma alapjan.

Tekintsiik most a fennmarad6 d(v) = 3 esetet. Legyenek v szomszédai
u,w, z. A lemma miatt van olyan leemelés v-nél (tegyiik fel, hogy
pl. az u,w pontokon), melyre a kapott G’ graf ritka. Indukcié miatt léte-
zik egy (G',p) fliggetlen és altalanos helyzett szerkezet a G’ grafon. Mi-
vel p(u), p(w), p(z) nem kollinearis, a [4.2.3|lemma alkalmazhato: alkalmasan
valasztott harmadfoku kiterjesztéssel kaphatunk egy olyan fiiggetlen (G, p’)
szerkezetet, melyben az egyetlen kollinearis pontharmas a p'(u),p’'(v), p'(w).
Szimmetria miatt feltehetjiik, hogy ezen harom pont kozos egyenese nem viz-
szintes.

Az &altalanos helyzet biztositasara ezutan a p’(w) pontot vizszintes irany-
ban eltoljuk, megdrizve a fliggetlenséget. Tekintsiik az R(G,p’) egy olyan
|E| x | E| méretd M négyzetes részmatrixat, melynek determinansa nem nul-
la. Ha szerepel M-ben p’(w) x koordinataja, akkor M determindnsaban ezt a
koordinatat valtozonak tekintve egy (legfeljebb n — 1 fokd) olyan polinomot
kapunk, mely nem azonosan nulla. Igy végtelen sok olyan értékadas létezik,
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melyre a determinans nem tiinik el. Fzekbdl egy alkalmasat valasztva egy
fiiggetlen és altalanos helyzeti (G, p”) szerkezetet kaphatunk.

Ha nem szerepel M-ben a p’(w) pont z koordinataja, akkor a helyzet még
egyszeriibb: p’(w) = koordinatajanak barmely modositasa esetén M determi-
nansa nem nulla, a szerkezet pedig fliggetlen marad. O

4.2.1. Kévetkezmény. A G = (V, E) grdf pontosan akkor merev, ha van
2|V| — 3 éli ritka részgrifia.

Egy pontosan 2|V| — 3 éld ritka grafot ezek utan jogosan nevezhetiink
minimalisan merev grafnak.

104. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy minimdalisan merev graf élhalmaza
kifesziti az dsszes pontjdt, sot, 2-dsszefliggd, és minden nemtrivialis elvdago
€lhalmaza legaldbb hdrom elemd.

105. Feladat. Mutassuk meg, hogy ritka grdf mdsod- vagy harmadfokid ki-
terjesztésével ritka grafot kapunk.

A feladat ¢és a lemma, egyiitt a minimalisan merev grafokra ad
eléallitasi tételt.

4.2.9. Tétel. A G grdf pontosan akkor minimdlisan merev, ha elédll a Ko
eqyéld grafbol mdsod- és harmadfoki kiterjesztésekkel.

A [£2:9] tétel mutatja, hogy a merevség NP-ben van: egy minimalisan me-
rev részgraf és annak elallitasa Ko-bdl igazolja, hogy a graf merev. A kovet-
kez§ feladatban megmutatjuk, hogy a definiciobol kdzvetleniil is kimutathat-
juk az NP-beliséget.

106. Feladat. A G merevségére megfeleld bizonyiték egy olyan (G,p) szer-
kezet, melyre R(G,p) rangja 2|V | — 3 és amelyben nem szerepelnek til nagy
szamok. A [].2.8 tétel bizonyitdsdban haszndlt koordindtdinkénti mozgatds se-
gitségével mutassuk meg, hogy ha G merev, akkor olyan merev szerkezet is
van G-hez, melyben minden koordindta 1 és |V| kézotti egész szdm.

Az kovetkezmény kombinatorikus jellemzést és tomor bizonyitékot
ad a merevségre, de nem ad rogtén co-NP jellemzést is. Ehhez tovabbi megfi-
gyeléseket kell tegyiink, melyek révén egy tetszdleges graf maximalis élszamu
ritka részgrafjara kapunk egy minimax tételt (és algoritmust).

Az egyszertiiség kedvéért egy élhalmazt is nevezhetiink ritkAnak, amennyi-
ben az altala feszitett részgraf ritka. Ezen a ponton a szakérts olvasé méar két
bizonyitést is lathat arra, hogy minden tartalmazésra nézve maximalis rit-
ka élhalmaz egyuttal maximalis méreti is (és igy arra, hogy egy graf ritka
élhalmazai egy matroid fiiggetlen élhalmazainak felelnek meg).
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Generikus p-re teljesiil, hogy (G, p) merevségi matrixaban minden G-ben
fiiggetlen élhalmazra a megfelels sorok linearisan fiiggetlenek. Igy bijekciot
kapunk a ritka élhalmazok és R2!VI-beli vektorok egy halmazanak linearisan
fliggetlen részhalmazai k6zott.

Egy masik lehetséges bizonyitas azt hasznalja, hogy a b(F) = 2|V (F)|
fliggvény az éleken szubmodularis, és a hozza tartozo, természetes modon
definialt matroidban a fliggetlen élhalmazok éppen a graf ritka élhalmazai.
Egy harmadik, kozvetlen bizonyitast a kovetkezd moédon kaphatunk.

Legyen X = {X1,Xo,...,X;} a G graf egy fedése. A fedés vékony, ha
|X; N X;| <1 minden i # j-re. Az X fedés értéke a S'_ (2| X;| — 3) osszeg,
melynek jelolése val(X).

4.2.10. Tétel. Legyen a G = (V, E) grdfra |E| > 1 és legyen F C E tartal-
mazdsra nézve maximalis ritka élhalmaz E-ben. Ekkor

|F'| = minval(X) (4.3)
ahol a minimumot a V dsszes X = {X1, Xa, ..., X} vékony fedésére vessziik.

Bizonyitds. Legyen X vékony fedés és F ritka. Mivel F ritka, |[FFNEq(X;)| <
< 2|X;| —3 minden 1 <4 < ¢ indexre. Emiatt |F| < ZEZI(Q\XA —3) minden
fedésre, igy a vékony fedésekre is.

Annak igazolasara, hogy egyenléség all, tekintsiik az F altal indukalt
H ritka részgrafot, és abban a maximaélis kritikus halmazokat, jelolje Gket
X1, Xo, .0, Xs. Alemma alapjan |X; N X;| < I minden 1 < i < j <
< t parra. Mivel minden él 6nmagaban kritikus halmazt indukal, azt kapjuk,
hogy X1, X, ..., X; a H egy vékony fedése. Ebbdl kovetkezik, hogy

t

IF| =Y |Ex(X:)| =D (21X - 3).

1

Megmutatjuk, hogy X = {X1, Xa, ..., X¢} fedi G-t is. Tekintsiink ehhez egy
uv € E— F élt. Mivel F' maximalis ritka halmaz, F'+ uv megsérti a ritkasagi
feltételt. Emiatt lennie kell egy X C V halmaznak, amelyre u,v € X és
ig(X) = 2|X| — 3 teljesiil, azaz amely kritikus H-ban. Ezért valamely i-re
X C X, tehat valoban uv € Eg(X;) all valamely 1 < ¢ < ¢ indexre. O

A tétel adja a keresett co-NP jellemzést: ha G nem merev, azt
igazolhatjuk egy olyan X vékony fedés megadasaval, melyre val(X) < 2|V| —
— 3. (Figyeljik meg, hogy egy vékony fedésben legfeljebb (g) halmaz lehet!)

4.2.11. Tétel. (Lovdsz és Yemini) A G = (V,E) grif rangja az R2(G)
merevségi matroidban

re(G) = m;}nz 2| X;| -3,
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ahol a minimumot a G dsszes X = {X1, Xa, ..., Xt} vékony fedésére vessziik.

Tovabbi kévetkezmény, hogy egy graf éleinek ritka részhalmazai egy mat-
roid fiiggetlen halmazait alkotjak. (Igy példaul az is igaz, hogy a graf éleinek
barmely ritka részhalmaza kiegészithet6 maximaélis elemszamu ritka részhal-
mazzé.) Ez a matroid a fentiek szerint izomorf a G kétdimenzios merevségi
matroidjaval, R2(G)-vel, amely a G egy generikus realizaciojahoz tartozo
merevségi matrix sorai altal meghatarozott linearis matroid. Tehéat ebben a
matroidban a graf rangja, ro(F), nem maéas, mint a G-beli maximalis ritka
élhalmaz mérete. Ez megegyezik a G vékony fedéseinek minimalis értékével.
A G pontosan akkor merev, ha ro(E) = 2|V| — 3.

Specialis szerkezeti grafokra a minimax tétel egyszeriibb alakra hozhato.
Az alabbi lemméat majd a pontleszirasi feladat megoldasanél hasznositjuk.
A G gratban egy X ponthalmazra e(X) jeloli azon élek szamat, melyeknek
legalabb egyik vége X-ben van. Egy P ponthalmaz esetén a G+ K (P) grafot
gy kapjuk, hogy minden olyan P-beli pontpart egy 1j éllel 0sszekotiink,
melyek még nem voltak szomszédosak.

4.2.12. Lemma. Legyen G = (V, E) ritka, P CV, |P| > 2, és legyen G’ =
=G+ K(P). Ekkor

ra(G') = min 22| = 3 + e(V - 2).

Bizonyitds. A G’ rangja nem nagyobb a jobb oldalon 4ll6 minimumnaél, hiszen
az specialis vékony fedések értékeinek minimuma: olyanoké, amelyekben egy
Z halmaz szerepel, valamint minden olyan szomszédos pontpar, amely nem
része Z-nek.

A [2.10] Tétel bizonyitasaban valasszuk a maximalis ritka F-et ugy, hogy
elgszor K (P) egy miniméalisan merev feszits részgrafjat tessziik bele. (Ilyen

van, hiszen a teljes grafok merevek.) Legyen X a H = (V,F) maximalis
kritikus halmazai altal adott vékony fedés. Tudjuk, hogy ekkor |F'| = ro(G') =
= val(X).

Mivel H[P] kritikus, igy lesz olyan Z € X, amely tartalmazza P-t. A
fedésben minden tag merev részgrafot feszit. Ezért, mivel G ritka és K(P)
élei Z-ben vannak, minden mas X € X halmazra ig(X) = ig(X) = 2|X|-3
teljesiil. Ez alapjan val(X) = 2|Z|-3+>_ ycr_ 5 ic(X) = 2|Z|=3+e(V—-2),
ahogy allitottuk. O

Végiil még egy hasznos megfigyelés. A G merev komponensei a G tar-
talmazéasra nézve maximaélis merev részgrafjai.

4.2.13. Lemma. Legyen X = {X1,...,X;} az F maximdlis ritka élhalmaz-
hoz tartozo vékony fedés, azaz a H = (V, F) grdfban a mazimdlis kritikus
halmazok csalddja. Ekkor X megegyezik a G merev komponenseinek ponthal-
mazaival.
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Bizonyitds. Vilagos, hogy G[X;] merev minden 1 < i < ¢t-re. Tegyiik fel, hogy
H[C] nem kritikus a G valamely merev komponensének C ponthalmazéra.
Ekkor van olyan wv € E(G[C]) él, amelyre H[C] + uv ritka. Az F maxi-
malitdsa miatt van olyan kritikus halmaz H-ban, amelyre u,v € X. A C
maximalitasa miatt, és mivel merev grafok uni6ja is merev, amennyiben leg-
alabb két pontjuk kozos, X C C all. Ez ellentmond annak, hogy H[C] + uv
ritka. O

4.3. A merevség tesztelése

A sikbeli merevség tesztelésére tobbféle hatékony algoritmus ismert. Az alab-
biakban a graf befok-felsGkorlatos iranyitasait hasznéalé valtozatot ismertet-
jik. Legyen G = (V, E) iranyitatlan graf (amelyben lehetnek péarhuzamos
élek is) és legyen g : V — Z; U {oo} egy fiiggvény a G ponthalmazan. A G
graf egy D iranyitasa g-irdanyitas, ha minden v € V pontra pp(v) < g(v).
Az [T.37] tételben igazoltuk, hogy pontosan akkor van G-nek g-iranyitasa, ha

i(X) < g(X) minden X CV -re. (4.4)

Azt is lattuk, hogy teljestilése esetén a G egy tetszbleges D’ iranyitasa-
bol legfeljebb >-, v, (5)5g(s) (0D (V) — g(v)) grafbejarés és utforditas utan
eljuthatunk egy g-iranyitashoz.

Legyen ¢ : V — Z, a G = (V, E) graf pontjain az azonosan 2 fiiggvény,
valamint egy adott u,v € V parra legyen g2, az a fiiggvény, amelyre g2, (u) =
=g¢2,(v) =0 és g2, (w) = 2 minden mas w pontra.

4.3.1. Lemma. Legyen o« H = (V| E) grdf ritka, és legyen u,v € V egy
kijelélt pontpdr. Ekkor pontosan akkor létezik H-nek g2, -irdnyitdsa, ha

i(X) < 2|X| — 4

teljesil minden X CV, u,v € X halmazra. Ha van ilyen irdnyitds, akkor az
H egy g*-irdnyitdsdbdl linedris idében (legfeljebb négy titforditdssal) megkap-
hato.

A lemma lehetévé teszi, hogy a G-ben egy nem bévithetd ritka I él-
halmazt gyorsan megtalaljunk. Ezt mohon épithetjiik fel, az éleken tetszéleges
sorrendben végighaladva, és minden 4j uv élre ellendrizve, hogy hozzavehets-
e az addig méar kivalasztott ritka élhalmazhoz (melyet szintén I-vel fogunk
jelolni). Ehhez a szubrutinhoz lesz hasznos a graf iranyitasait vizsgalni. Az
algoritmus sordn végig fenntartunk egy D g?-iranyitast a H = (V, I) részgra-
fon. Vilagos, hogy az uv él pontosan akkor vehets I-hez, ha

in(X) < 2/X| — 4
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minden X CV, u,v € X halmazra. A lemma alapjan ez O(|V]) id6ben
tesztelhet§ a D segitségével (figyeljikk meg, hogy H élszdama O(|V]), hiszen
H ritka). Amennyiben az uv élet hozzavessziik I-hez, azaz talaltunk H-hoz
egy g2, -iranyitast, az tj H egy g-irdnyitasa konnyen megkaphaté ebbél az uv
él hozzavételével és annak tetszdleges iranyitasaval.

Ez az eljaras O(|V||E|) id6ben fut, és (kihasznélva, hogy tartalmazasra
maximaélis ritka részgraf az maximalis méretd is) polinom idejd algoritmust
ad a merevség eldontésére, hiszen G pontosan akkor merev, ha az algoritmus
olyan I ritka halmazzal all le, melyre |I| = 2|V| — 3.

Az algoritmus soran tovabbi informaciokat is kiolvashatunk az iranyita-
sokbol, melyekkel a futasi id6 csokkenthetd. Tegyiik fel, hogy az algoritmus
futasa soran valamely uv él hozzavehets az addig felépitett H = (V, I)-hez.
Ekkor van H-nak egy D g2, -iranyitésa, melyet az algoritmus (O(]V]) idében)
meg is talal. Legyen X egy maximélis ponthalmaz azok koziil, melyekre u, v €
€ X, pp(X) =06és pp(w) = 2 minden w € X —{u, v} pontra. Figyeljiik meg,
hogy ilyen X létezik, s6t egyértelmt, hiszen ilyen halmazok uni6ja is ilyen.
Az X halmaz lineéris id6ben megkaphato: éppen a D-ben legfeljebb egy be-
foku, V' — {u,v}-beli pontokbdl iranyitott aton elérhets pontok halmazénak
komplementere lesz. Egyszert megfigyelés az alabbi (igazoljuk!).

4.3.2. Lemma. A H = (V,I + wv) grdfban X maximdlis kritikus halmaz.

Az algoritmus soran keressiik meg a fenti X halmazt minden 6j él I-hez
vétele esetén, és végig tartsuk nyilvan a H részgraf maximaélis kritikus hal-
mazait. Jelolje ezek halmazat K. Korabbi megfigyeléseink szerint K a H egy
vékony fedését alkotja. Egy tj X megtalalasa utan C frissitése egyszeri: be-
tesszilkk X-et és kivessziik az X valodi részeit.

Figyeljiik meg, hogy egy uv él pontosan akkor nem keriil be I-be (azaz
redundans), ha van olyan K € K, melyre u,v € K. Igy a K ismeretében
redundéns élekre egyaltalan nem kell az iranyitasokat keresé szubrutint fut-
tatni: ha van ilyen K, akkor uv biztos nem keriil be I-be. Ha nincs ilyen,
akkor uv biztos I-hez adhaté. Ekkor az iranyitdés szubrutint az X maximaélis
kritikus halmaz megtalalasa érdekében futtatjuk. Mivel |I| < 2|V| — 3, az
O(]V']) idejti szubrutint igy mar csak O(|V|) €l esetén kell végrehajtani, azaz
az Osszes ezzel toltott ids O(|V[?)-re csokken. Ugyesen szervezve a munkat
a K fenntartdsa és a redundans élek kisziirése is sszesen O(|V|?) id6t vesz
igénybe. Ezzel tehat O(|V|?) idoben tesztelhets a merevség.

Figyeljiik meg, hogy az algoritmus végén kapott I halmazrendszer egytuttal
megadja G merev komponenseit is, tovabba egy minimaélis értékid vékony
fedést.

A kovetkezd feladatok megoldasa elStt érdemes felidézni Nash—Williams
tételét: a G = (V, E) graf élei pontosan akkor fedhetsk le két erddvel, ha
i(X) <2|X| — 2 minden X C V ponthalmazra.
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107. Feladat. Dolgozzunk ki hasonld algoritmust annak ellendrzésére, hogy
egy grafban van-e két éldiszjunkt feszitdfa.

108. Feladat. Igazoljuk, hogy G pontosan akkor minimdlisan merev, ha bdr-
mely e élére a G-b0l az e megdupldzdsdval kapott graf két feszitdfa €ldiszjunkt
unioja.

109. Feladat. Igazoljuk, hogy G pontosan akkor minimdlisan merev, ha él-
halmaza felbomlik hdrom fa unidjdra ugy, hogy minden pontja pontosan két
fdaban van, és nincs olyan (legaldbb két ponti) ponthalmaz G-ben, melyet a
fak k6zil kettd is kifeszit.

4.4. Rogzités pontleszirassal

Ha a G = (V, E) graf nem merev, kénnytd merevvé tenni minimalis szamu j
él hozzavételével. Ez a minimum éppen 2|V | -3 —r(G). (Miért ?) Ennél izgal-
masabb kérdés, hogy minimum hany csuklo helyzetét kell rogziteni (avagy a
megfeleld infinitezimalis sebességvektort 0-nak rogziteni) egy generikus reali-
zacioban gy, hogy a szerkezet ne mozoghasson, azaz az R(G,p)u = 0 egyen-
letet csak az azonosan 0 infinitezimalis mozgas teljesitse. Ez adott (G, p)-re
kezelhetd, hiszen egy P ponthalmaz pontosan akkor jo leszuras, ha R(G, p)-
ben a V' — P oszlopai linearisan fiiggetlenek. A megoldashoz azonban linearis
matroidparositasi algoritmusra van sziikség.

A generikus esetben a feladat ekvivalens egy olyan minimalis méretii P C
CV, |P| > 2 ponthalmaz meghatarozasaval, amelyre G + K(P) merev (mi-
ért?). Jelolje a kérdéses minimumot OPT(G). Azt mondjuk, hogy a P C V
ponthalmaz régziti G-t, ha G + K(P) merev.

4.4.1. Lemma. Legyen F' C E mazimdlis ritka élhalmaz o G = (V,E)
grdfban. Ekkor OPT(G) = OPT(H), ahol H = (V, F).

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy minden G-t roégzité P halmaz rogziti H-t
is. Ha nem ez a helyzet, akkor létezik olyan P, amelyre G + K(P) rangja
2|V| — 3, de H 4+ K(P) rangja legfeljebb 2|V | — 4. Ekkor, mivel G + K (P)
merev, és minden ritka élhalmaz kiegészithet6 maximalis ritkava, 1étezik egy
e € E—F él, amely H+ K (P)-beli maximaélis ritkdhoz (és igy persze F-hez is)
hozzavehets gy, hogy ritka maradjon. Ez ellentmond az F' maximalitasanak.

O

A lemma alapjan feltehetjiik, hogy ritka grafot rogzitiink. A
lemma felhasznalasaval a kovetkezst kapjuk.

4.4.2. Lemma. Legyen G ritka és P C V. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:
(i) P rogziti G-t,
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(i) minden Z CV halmazra, amelyre P C Z, 2|1Z|—34+e(V —-2Z) > 2|V| -3
teljestil,

(#ii) minden Z C 'V halmazra, amelyre P C Z, 2|V — Z| < e(V — Z),

(iv) minden X CV — P halmazra 2|X| < e(X).

Ez alapjan egy minimalis G-t rogzité halmaz megkeresése ekvivalens egy
maximaélis olyan Y halmaz megkeresésével, amelynek minden X részhalma-
zéra legalabb 2|X| él illeszkedik.

Tekintsiik azt a B(G) = {E, V*; E*} paros grafot, amelyben az egyik szin-
osztalyban a pontok az E-beli éleknek felelnek meg, a mésik szinosztalyban
pedig minden v € V ponthoz két pont, v és vy tartozik, tovabbé egy ev;
élt (e € E,v; € V*) akkor tartalmaz, ha G-ben v végpontja e-nek. Jelolje a
B(G) grafban v,(B(G)) azon V*-beli parok maximalis szamat, amelyek uni-
6ja pérosithato, azaz valamely B(G)-beli parositassal fedhetd ponthalmaz.

4.4.3. Lemma. max{|Y|: minden X CY-ra 2|X| <e(X)} = v,(B(Q)).

Bizonyitds. Figyeljik meg, hogy a Hall-tétel alapjan az Y-ra vonatkozo felté-
tel a segédgrafban éppen azt jelenti, hogy az Y-beli pontokhoz tartozo parok
parosithaté halmazt alkotnak. O

Adjuk a B(G) grathoz a vivy élt minden v € V' pontra. Jelolje a kapott
grafot B*(G), valamint legyen v(B*(G)) a benne levs parositdsok maximalis
meérete.

4.4.4. Lemma. v,(B(G)) =v(B*(G)) —|V].

Bizonyitds. Legyen Y* maximalis, V*-beli parokbol allé parosithatd halmaz
B(G)-ben és M a hozza tartozo parositas. Ekkor M-et a B*(G) gratban olyan
parositassa egészithetjiik ki, amely minden, az M altal le nem fedett wy, us
parra tartalmazza az ujug élt. Emiatt v(B*(G)) > |V| + vp(B(G)).
Forditva, legyen N maximalis parositds B*(G)-ben. Ha egy uy, us parnak
csak az egyik pontjat fedi N, akkor az arra illeszked6 N-beli élt kicserél-
hetjiik az ujug élre. Ez alapjan feltehetjiik, hogy minden u;,us parra vagy
N-hez tartozik az ujus él, vagy mindkét pontot kiilon-kiilon fedi N. Emiatt
vp(B(G)) > v(B*(G)) — |V, amibdl a kivant egyenlSség kovetkezik. O

Osszefoglalva a fenti megfigyeléseket azt kapjuk, hogy egy minimalis rog-
zit6 halmaz megkeresése visszavezethet§ egy maximalis parositds meghata-
rozésara a B*(G) grafban.

A leszurasi feladat egy konnyebb valtozataban a pontokat ugy is lehet
rogziteni, hogy infinitezimalis mozgasukat kisebb dimenzios altérre korla-
tozzuk (pl. csak fiiggblegesen mozoghatnak). Minimalizalandé ezen alterek,
palyak, kodimenzioinak Gsszege. A vélasz vilagos: a minimum éppen 2|V| —
—r(R(G,p)). (A[f4.1]lemmahoz hasonléan itt is feltehets, hogy (G, p), illetve
G fiiggetlen.)
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Generikus esetben kombinatorikus tton is kaphatunk optimaélis leszirast:
hatarozzuk meg G merev komponenseit, majd valasszunk ki ezekbdl egyet,
legyen C'. Legyen q = 2|V | —r(R(G, p)) (ami fiiggetlen esetben éppen 2|V| —
—|E|). Rogzitsiik C-t harom palyaval, pl. egy C-beli u pontot teljesen lesziirva
és egy masik C-beli v pontot egy egydimenzids pélyara téve. Ezutan egy
illeszkedd D komponensre és egy ik € C, ij € D élparra adjunk j-nek egy
palyat. Ez rogziti D-t is. Adjuk G-hez a jk élt. Ezt folytassuk tovabb a kapott
4j, C-t tartalmazé merev komponenssel kezdve.

Figyeljiik meg, hogy D mozgéasa méar csak az i korili forgatas lehet, ha C
fix, ezt pedig a generikus helyzet miatt j egy palyara korlatozésa méar kizarja.
Azt is lathatjuk, hogy G + jk-ban C'U D unidja is merev (s6t, ennél nagyobb
merev komponens is keletkezhet). Mivel jk hozzavétele eggyel noveli a rangot,
legfeljebb ¢ palyat adunk (a kezdeti harommal egyiitt) G-hez, ami optimaélis.
A 1épésszam O(n?).

4.5. Osszefiiggdség és merevség

Ko6nnyen igazolhato, hogy minden legalabb haromponti merev graf 2-Gssze-
fiiggd (s6t, a d dimenzids esetben d-Gsszefiiggs) kell legyen. Az, hogy kellGen
magas pontOsszefiigglségi szam esetén a graf merev-e, egy sokéves nyitott
kérdés d > 3 esetén. A d = 2 esetben, ahol a merevség karakterizacioja (a
merevségi matroid rangfiiggvénye) ismert, a kovetkezs igaz.

4.5.1. Tétel. (Lovdsz és Yemini) Minden 6-0sszefiiggd graf merev.

Bizonyitds. Legyen GG minimalis pontszdmi ellenpélda, maximalis élszam-
mal. Mivel G nem merev, a |4.2.11| tétel szerint van olyan X = {Xy, ..., X3}
vékony fedése, melyre

t
> 21X -3 <2n -3, (4.5)
1

ahol n a G pontjainak szdma. Az élszam maximalitdsa miatt G[X;] teljes graf
minden 1 < < ¢-re.

El6szor azt igazoljuk, hogy minden v pont legaldbb két X,;-hez tartozik.
Ha valamely v-re nem ez a helyzet, akkor tekintsiik azt az egyetlen halmazt,
legyen X1, amelyre v € X;. Mivel X fedés és v foka legalabb 6, | X;| > 7 all.
Legyen G' = G —v, ' =n -1, X{ = X; — v, valamint X} = X; minden
2 < j < tre. Ekkor X' = {X], ..., X} fedi G'-t, és 3¢ 2|X!| —3 < 20’ — 3
miatt G’ nem merev. Ez a G minimalis valasztasa miatt csak tgy lehet, hogy
G’ nem 6-0sszefiiggs. Ekkor vagy n’ = 6 és igy G = K7 (ami nem lehet,
mert K7 merev), vagy van G'-ben egy 6tpontta T' szeparalo ponthalmaz. A G
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grafot T nem szeparalhatja, igy v szomszédos G’ — T minden komponensével
G-ben. Ez azonban ellentmond annak, hogy v szomszédhalmaza teljes gréafot
alkot (hiszen minden pontja benne van X;-ben).

Mivel G-ben minden pont foka legalabb 6 és X fedés, ezért minden v-re

> (xl-1) =6 (4.6)

X;weX;

Most megmutatjuk, hogy minden v-re

> o(2- |§’i|)22. (4.7)

X, veX;

Ennek igazolasdhoz tegyiik fel, hogy a v pont benne van az Xi,..., Xy
halmazokban, de a tobbiben nincs. Azt is feltehetjiik, hogy | X1| > ... > | X4
Els6 allitasunk miatt d > 2. Mivel minden tag a szummaban legalabb %, ezért
d > 4 esetén nyilvanvalo. A d = 3 esetben (4.6) miatt | X;| > 3, igy a bal
oldal legalabb 1+ 3 +1 = 2. A d = 2 esetben iatt | X1| > 4, tovabba az
| X1| = 4,5, > 6 esetekben rendre | Xz| > 4,3,2 all. Emiatt a szumma legalabb
+ %, % +1, % + %, mely 6sszegek mindegyike legalabb 2. Ez alapjan tehat a
egyenlGtlenség érvényes minden v-re.

A G 06sszes pontjara szummézva ebbdl adodik, hogy

t t

3
Z|X¢|(2 - W) = ZQ|X1| —3>2n,

1 1
ellentmondés. O

A bizonyitas valojaban azt az erésebb allitast adja, hogy G-bdl tetszéle-
ges 3 élt elvéve a kapott graf még mindig merev lesz. Ez tovabb mar nem
javithato: vegytink két diszjunkt Ky grafot és kossiik Ossze Gket 6 fiiggetlen
éllel.






5. fejezet

Fuggelék

5.1. Fogalmak, jelolések

Legyen V egy alaphalmaz és u, v két eleme V-nek. Egy X C V halmazrél azt
mondjuk, hogy v-halmaz, ha v € X, hogy #-halmaz, ha u ¢ X, és végiil,
hogy vu-halmaz, hav € X,u ¢ X.

Iranyitatlan (iranyitott) grafon egy (V, E, ) harmast értiink, ahol V, F
véges halmazok, ¢ pedig E-nek egy leképezése a V' elemeibdl all6 rendezet-
len (rendezett) parok halmazara. V' elemei a graf csicsai vagy pontjai (node,
vertex) E elemei a graf élei (edge). Ha e egy él és ¢(e) = {a,b} akkor ira-
nyitatlan esetben a és b az e él két végpontja, mig iranyitott grafban a az e
kezdGpontja (vagy tove) és b a végpontja (vagy feje). Azt mondjuk, hogy az e
él 6sszekoti a végpontjait, vagy hogy a-bol b-be vezet. Tovabbé az e iranyitott
él az a pontbdl kilép, a b pontba belép.

A tovabbiakban a fenti pontos definicié helyett egy rovidebb, bar kissé
pontatlanabb jelolést fogunk hasznalni, azonban ez zavart nem okoz, és ké-
nyelmesebb vele dolgozni. Azt mondjuk, hogy a (V, E) par iranyitatlan graf,
ha E a V halmaz bizonyos parjaibol 4ll6 halmaz. Ez a definici6 formalisan
azért nem tokéletes, mert parhuzamos éleket nem enged meg. Mi mégis agy
képzeljiik, hogy a (V, E) grafban lehetnek parhuzamos élek. Egy élt, amely-
nek végpontjai a és b, egyszertien ab vagy ba-val jeloliink. Iranyitatlan grafban
tehat ab = ba, de irdnyitottban ab és ba két kiillonbozs (egymassal szemben
irdnyitott) élt jelol.

Grafokat ugy lehet szemléltetni, hogy a csticsokat egy-egy ponttal abrazol-
juk, egy a, b végponti e = ab élt pedig az a és b pontokat Osszek6ts vonallal.
(Természetesen a vonal alakja érdektelen). Iranyitott grafnal az élt abrazold
vonalra nyilacskat tesziink, amely az él kezdGpontjatol a végpontjanak ira-
nyaba mutat.

177
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Altalaban grafon iranyitatlan grafot értiink. Iranyitott grafra hasznaljuk
a digraf kifejezést is. Egy vegyes (mixed) grafban mind iranyitott, mind ira-
nyitatlan élek el6fordulhatnak. Felsorolunk néhany fontos alapfogalmat.

Hurok (loop): olyan él, amelynek két végpontja ugyanaz.

Parhuzamos (parallel) él: Két iranyitatlan él parhuzamos, ha a végpontjaik
megegyeznek. Két iranyitott él parhuzamos, ha kezd&pontjaik megegyeznek
és végpontjaik megegyeznek.

Z C V ponthalmaz elhagyésa: a Z elemeinek valamint a Z-ben 1év6 pontok
akarmelyikével szomszédos élek torlésével keletkezs graf. Jelolése G — Z.

F élhalmaz elhagyasa: a (V, E — F) graf.

Egyszerd (simple) graf: nincsenek sem hurkok, sem parhuzamos élek.
Részgraf (subgraph): a graf bizonyos pontjainak és bizonyos éleinek torlésével
keletkez§ graf.

Feszit6 (spanning) részgraf: olyan részgraf, amelynek ponthalmaza ugyanaz,
mint az eredeti grafé.

Feszitett (induced subgraph) részgraf: graf egy X ponthalmaza altal megha-
tarozott azon részgraf, amelyben az 6sszes olyan eredeti él szerepel, amelynek
mindkét végpontja X-ben van. Méas szoval, a graf bizonyos pontjainak torlé-
sével keletkezo graf.

El felosztas: Az élt helyettesitjiik egy végpontjait sszekots uttal, melynek
bels§ pontjai 4 pontok. (Szemléletesen, az élre j pontokat tesziink.)

uw él Osszehiizasa: az u és v pontok helyett bevesziink egy 4j x pontot, minden
uw €l helyett vesziink egy xzw élt, és minden vw él helyett vesziink egy zw
élt. (Specialisan egy uv élbol xza hurok lesz.)

Minor: Egy G graf bizonyos éleinek elhagyasaval, illetve Gsszehtuzéasaval ke-
letkezs graf.

Két pont szomszédos (adjacent), ha van ket Gsszekots él.

G = (V, E) egyszerti graf G = (V, E) komplementerében az u,v € V csticsok-
ra uv pontosan akkor él, ha uv nem éle G-nek.

Egy pont szomszédos a beldle indulo élekkel (illetve ezen élek illeszkednek a
pontra). A pontra illeszkedd élek szama a pont foka (degree) (vagy fokszama).
(Megallapodas: hurokél a fokszamhoz kettével jarul hozza). Altalanosabban,
pontok egy X részhalmazanak d(X) foka az X és V — X kozott vezetd élek
szama.

Izolalt (isolated) pont: nem szomszédos éllel, azaz 0 foku.

Regularis graf: minden pont foka ugyanaz.

Iranyitott grafban egy v pontba 16pé élek o(v) szama a v befoka (in-degree).
A v-bdl kiléps élek 6(v) szama a v kifoka. Altalanosabban, egy X C V pont-
halmaz o(X) befoka az X-be 1ép6 élek szédma, azaz azon éleké, melyek feje
X-ban, téve pedig X-en kiviil van. Egy X, Y ponthalmazparra d*(X,Y) jeloli
az X —Y ésY — X kozti, barmely iranyba mend élek szamat.
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Iranyitatlan Euler-graf: minden pont foka paros (nem tessziik fel, hogy Gssze-
fliggo).
Iranyitott Euler-graf: minden pont kifoka egyenlé a befokaval. Egy digraf
kozel-Euler, ha minden pontnak a befoka és a kifoka legfeljebb eggyel tér el.
Séta: egy vo,e1,v1,€2,...,Vn_1,€n, U, sorozat, amely felvaltva (nem feltét-
leniil kiilonb6z8) pontokbol és élekbdl all ugy, hogy minden e; éle a v;_4
pontbol vezet a v; pontba. A szerepls élek szama a séta hossza (igy az egyet-
len pontbdl allo séta hossza 0).
Zart séta: olyan séta, ahol vy = v,,.
vy a séta kezd6pontja, v, a végpontja. Azt mondjuk, hogy a séta Osszekoti a
vy és v, pontokat, vagy hogy a séta vg-bdl megy v,-be.
Ut (path): Olyan séta, amelyben minden pont (és igy persze minden él is)
kiilénbo6zé.
Kor (circuit): Olyan séta, amelyben a kezddpont megegyezik a végponttal,
de ettdl eltekintve minden pont kiilénbozs. Digraf esetén egyiranya korrdl
beszéliink.
Hamilton-kor: a graf minden pontjat tartalmazo kor.
Hamilton-ut: a graf minden pontjat tartalmazo ut.
Ciklus (cycle): élidegen korok egyesitése (irdnyitott és irdnyitatlan esetben
is).
Aciklikus vagy kérmentes (acyclic) digraf: egyiranya kor nélkiili digraf.
Forraspont (source): Digrafban olyan pont, amelybe nem 1ép be él.
NyelSpont (sink): Digrafban olyan pont, amelybdl nem lép ki él.
Eszerint egy izolalt pont egyszerre forras és nyeld.
Graf Osszefliggs (connected), ha barmely két pontja kozott van tt.
Komponens: grafnak maximalis 6sszefliggs része.
Digraf erésen Gsszefiiggs (strongly connected), ha barmely pontjabol barmely
masik pontjaba vezet egyiranyu tt.
Digraf gyokeresen sszefiiggs (root-connected), ha van olyan s pontja, amely-
bél barmely mésik pontjaba vezet egyiranya ut. Azt is mondjuk, hogy a digraf
s-b&l gyokeresen Osszefliggs.
Elvago él: melynek elhagyasa megsziinteti a graf osszefiiggségét.
Elvago pont: melynek elhagyasa megsziinteti a graf 6sszefiiggGségét.
Egy u és v pontpar kozott futd paronként éldiszjunkt utak maximalis szamét
Au, v) jeloli. Ez megegyezik az ut-halmazok minimalis fokszaméaval.
Graf k-élosszefiiges, ha barmely k — 1 élének elhagyasa utén is Osszefiiggs
marad.
Graf k-osszefiiggd (k-szor pontosszefiiggs), ha legalabb k + 1 pontja van, és
barmely k — 1 pontjanak elhagyasa utan is Osszefiiggé marad.

Osszefiiggs grafban egy ) € X C V ponthalmazra az X és V — X kozott
vezet$ élek halmazat vagasnak (cut) (néha: ko-ciklus) nevezziikk. X és V —
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— X a vagas két oldala. Egy vagas elemi (bond), ha nem tartalmaz valodi
részhalmazként masik vagast.

Ha egy digrafban az X ponthalmazba nem 1ép be él, akkor az X-bdl kiléps
élek halmazat egyiranyt vagy iranyitott vagasnak (one-way cut, directed cut)
nevezziik.

Fa (tree): olyan osszefiiggs graf, amelynek barmely élét elhagyva a keletkezd
graf mar nem Osszefiiggs.

Csillag: olyan fa, amelynek egy pontjabol indul ki minden éle.

Erds (forest): graf, melynek komponensei fak.

Feny6 (arborescence): iranyitott fa, amelyben van egy specilis, gyokérnek
nevezett s pont, amelybdl minden pontba vezet egyiranyu ut. s a fenyd gyo-
kere. Roviden azt is mondjuk, hogy a fenyd s-fenyd.

Fenyves (branching): Diszjunkt fenySkbdl allo digraf, mésszoval olyan iranyi-
tott erdd, amelyben minden pont befoka legfeljebb 1.

Teljes (complete) graf: minden pontpar 6ssze van kiétve egy éllel.
Turnament (tournament): iranyitott teljes graf.

Klikk (clique): olyan részgraf, amelyben minden pontpéar éllel ssze van kotve.
Stabil vagy fliggetlen (stable vagy independent) ponthalmaz: él nélkiili feszi-
tett részgraf. o(G) vagy ag jeloli G fiiggetlen pontjainak maximalis szamat,
azaz a maximaélis stabil halmaz elemszamat.

Parositas: olyan részgraf, amelyben minden pont foka legfeljebb 1. Masik
neve: fiiggetlen élhalmaz. v(G) vagy v jeldli a G fiiggetlen éleinek maximalis
szamat, azaz a maximaélis elemszamu parositas elemszamaét.

Teljes parositds: minden pont foka pontosan 1.

Elszinezés: a graf élhalmazéat parositasokra bontjuk, minden péarositas egy-
egy szinosztaly.

Graf kromatikus indexe, x'(G): élszinezésben a sziikséges szinek minimalis
szdma (mindig legalabb a legnagyobb fokszam).

Pontszinezés: a graf pontjait stabil halmazokra bontjuk, minden rész egy-egy
szinosztaly.

Graf kromatikus szama, y(G): pontszinezésnél a sziikséges szinek minimalis
szama.

Paros (bipartite) graf: 2-kromatikus graf.

Sikba rajzolhato graf: olyan graf, amelyet le lehet a sikba gy rajzolni, hogy
az éleket reprezentald gérbéknek a végpontjaiktol eltekintve nem lehet kozos
pontjuk. (Fary tétele: egyszerd sibarajzolhatod grafnak mindig létezik olyan
beagyazésa, ahol a gorbék egyenes szakaszok).

Sikba rajzolt graf (roviden sikgraf): egy sikba rajzolhato graf konkrét leraj-
zolasa a sikba.

A G = (V,FE) iranyitott vagy iranyitatlan grafra I(X), vagy specifiku-
sabban Ig(X), jeloli az X C V ponthalmaz altal feszitett élek halmazat,
mig E(X) (illetve Eg(X)) jeloli azon élek halmazat, melyeknek legalabb
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egyik vége X-ben van. Altalaban ha a szovegtsszefiiggésbdl vilagos, hogy
melyik grafrol van sz6, nem irjuk ki az indexet. Legyen i(X) := |I(X)| és
e(X):=|E(X)|. Legyen tovabba d(X,Y) az X — Y & Y — X kozott vezets
élek szama (iranyitott esetben mindegy, melyik iranyban). Legyen d(X,Y) az
XNY ésaV —(XUY) kdzott vezets élek szama, azaz d(X,Y) = d(X,Y) =
= d(X,Y). Iranyitatlan esetben d(X) := d(X,V — X) jeldli a G fokszam-
fliggvényét. Iranyitott esetben o(X) az X-be V — X-bdl belépd élek szama,
és 0(X):=p(V — X). o a befokfiiggvény, ¢ a kifokfiiggvény.

Jelolje o(G) vagy ¢¢ az izolalt pont nélkiilli G graf pontjait fedd élek
minimalis szamat, 7(G) vagy 7¢ pedig a G éleit lefogd pontok minimalis
szamat.

5.1.1. Egyszeriibb tulajdonsagok
Fokszamok

Grafban a fokszdmok Osszege az élszam kétszerese, igy paros. Digrafban a
befokok Osszege is és a kifokok Osszege is az élek szama, tehat a befokdsszeg
egyenld a kifokdsszeggel.

Grafban a paratlan foka pontok szama péros.

Legalabb kétpontu egyszerd grafban létezik két azonos fokszami pont.

Euler-grafban minden ponthalmaz foka paros. Irdnyitott Euler-grafban
minden ponthalmaz befoka egyenls a kifokaval.

Egy graf (digraf) akkor és csak akkor Euler-graf (-digraf), ha ciklus, azaz
felbomlik (egyiranya) élidegen korok egyesitésére.

Iranyitatlan Euler-graf éleit lehet ugy iranyitani, hogy Euler-digrafot kap-
junk. Altalanosabban, iranyitatlan graf éleit lehet gy iranyitani, hogy kozel-
Euler digrafot kapjunk (Euler-graf kozel-Euler iranyitasa sziikségképpen Eu-
ler.)

d(X) ugyanolyan paritasi, mint az X-ben levs paratlan foka pontok sza-
ma.

A ponthalmaz egy F = {X1, Xs, ..., X} particiojara e(F) jeloli a kiilon-
b6z6 particidrészek kozott futd élek szamaét.

Digrafban o(X) — §(X) = > [o(v) — §(v) : v € X].

A dy,...,d, nemnegativ egészek akkor és csak akkor alkotjak egy n pontu
graf fokszam sorozatét, ha Osszegiik paros (mind hurok, mind parhuzamos
élek megengedettek). Ha hurok nem megengedett, akkor még tovabbi feltétel,
hogy a legnagyobb fokszam ne legyen nagyobb a tobbiek Gsszegénél.

Korok, vagasok

Egy grafban, ha minden pont foka legalabb 2, akkor van kor. Digrafban, ha
minden pont kifoka legalabb 1, akkor van egyiranyua kor.
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Osszefiiggs grafban egy vagas akkor és csak akkor elemi, ha mindkét oldala
Osszefliggd.

Minden vagas felbomlik elemi vagasok diszjunkt uniéjara.

Vagasnak és kdrnek paros sok kozos éle van.

Turnamentnek van Hamilton-utja. Erésen Osszefiiggé turnamentnek van
Hamilton-kére.

Digraf akkor és csak akkor aciklikus, ha pontjait sorba lehet tgy rakni,
hogy minden él visszafelé mutasson.

Utak, fak, fenydk

Ha van z-bdl y-ba séta, akkor van 1ut is.

Graf akkor és csak akkor paros, ha nincs benne paratlan hosszusagu kor.

Grafban, a ,létezik at x és y kozott” relacio ekvivalencia-relacio. (Egy
osztaly neve: komponens).

Digraf ponthalmazan a ,létezik egyiranya ut xz-bél y-ba, és létezik egyira-
nyt ut y-bol z-be” relacio ekvivalencia relacio. Egy osztély neve: erds (vagy
ergsen Osszefiiggd) komponens.

Digrafban ha mindegyik erés komponenst egy pontté hazzuk 6ssze, acik-
likus digrafot kapunk.

Digrafban van olyan erds komponens, amelybe nem 1ép be él: forraskom-
ponens, és olyan is, amelybdél nem 1ép ki: nyel§ komponens.

Graf akkor és csak akkor Osszefiiggs, ha minden ) C X C V részhalmazra
d(X) > 0.

G hurokmentes grafra a kovetkez6 tulajdonsagok ekvivalensek. (1) G fa.
(2) G barmely két pontja kozott pontosan egy ut vezet. (3) G Osszefiiggs és
kérmentes. (4) G Osszefiiggs és eggyel kevesebb pontja van, mint éle. (5) G
felépithetd tetszsleges pontjabol kiindulva élek egyenkénti hozzévételével ugy,
hogy az aktualisan hozzavett 10j él egyik végpontja 1j pont, a méasik végpontja
pedig a mar megkonstrualt fahoz tartozik.

D hurokmentes digrafra, amelyben az s pont befoka 0, a kdvetkezs tulaj-
donsagok ekvivalensek. (1) D s-fenyd. (2) D iranyitott fa, amelyben s-b&l D
minden pontjaba vezet egyiranya ut. (3) D iranyitott fa, amelyben az s-t6l
eltekintve minden pontba egy él 1ép be. (4) D az s pontbdl kiindulva felépit-
hetd élek egyenkénti hozzavételével gy, hogy az aktualisan hozzavett 0j él
tove a mar megkonstrualt feny6hoz tartozik, a feje pedig 4j pont.

Ekvivalensek: (a) digraf gyokeresen osszefliggs s-b6l, (b) létezik s-gyokeri
feszit6 fenydje, (¢) minden ) C X C V — s részhalmazra o(X) > 0.

Digraf akkor és csak akkor erésen osszefiiggs, ha minden ) € X C V
részhalmazra o(X) > 0.

Digrafban akkor és csak akkor van s-bél ¢-be vezeté ut, ha o(X) > 0
minden X ts-halmazra.
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A jegyzetben néha nem tesziink kiilonbséget az egyelemi halmaz (singlet-
on) és annak egyetlen eleme kozott.

Egy f: S — R fiiggvényt gyakran a természetes modon kiterjesztiink az S
részhalmazaira az f(X) := > [f(v) : v € X] definiciéval. Analog modon egy
S-en értelmezett f halmazfiiggvényt kiterjeszthetiink az S részhalmazainak
rendszerére: f(F) := Y [f(Z) : Z € F], ahol F az S részhalmazainak egy

rendszere.

5.2. NP-teljes problémak

Felsorolunk néhany alapvetd grafelméleti feladatot, melyekrdl igazolték, hogy
NP-teljesek.

Maximalis stabil: grafban keressiink maximaélis méretd stabil halmazt.

Maximalis klikk: grafban keressiink maximélis méreti klikket. A feladat
ekvivalens a komplementer graf maximalis stabiljanak megkeresésével. Paros
grafban mindkét feladat silyozott valtozata is polinomidlisan megoldhato.

Halmazlefogas vagy -fedés: adott H halmazrendszerrdl dontsiik el, hogy
tagjai k ponttal lefoghatok-e. Ekvivalens alakban: k& halmazzal lefedhets-e
az alaphalmaz. NP-teljes mar k = 2-re is. NP-teljes azt eldonteni, hogy egy
graf élhalmaza lefedhetG-e 2 Euler-graffal. (A négyszin-tétel azzal ekvivalens,
hogy 2-él6sszefliggd sikgrafban ez mindig megtehetd.)

Pontszinezés: hatarozzuk meg egy graf kromatikus szaméat. Dontsiik el,
hogy a graf pontjai k szinnel megszinezhetk-e tigy, hogy minden szinosztaly
stabil. Mar k = 3-ra is NP-teljes. A k = 2 esetben van egyszert algoritmus és
karakterizacio. Hipergraf esetén mar k = 2-re is NP-teljes azt eldonteni, hogy
létezik a pontoknak olyan k-szinezése, amelyre nincsen egyszintd hiperél.

Elszinezés: hatarozzuk meg egy graf kromatikus indexét, vagyis azt, hogy
hény pérositassal lehet az élhalmazt lefedni. Mar 3-regularis egyszerii grafban
is NP-teljes azt eldonteni, hogy a kromatikus index harom-e, azaz, hogy az
élhalmaz felbonthato-e 3 teljes parositasra. (A négyszin-tétel azzal ekvivalens,
hogy 3-regularis egyszerii sikgrafban ez mindig megtehetd.)

Leghosszabb ut, Hamilton-ut, Hamilton-kor: mind iranyitott, mind irdnyi-
tatlan grafban NP-teljes, mar 3-regularis sikgrafban is.

Diszjunkt ut probléma: dontsiik el, hogy iranyitott vagy irdnyitatlan graf-
ban adott (s1,t1),...,(sk,tx) pontparokra léteznek-e Pi,..., P, utak ugy,
hogy P; az s;-bdl vezet t;-be és az utak paronként él- vagy pontidegenek.
Mindkét valtozat NP-teljes. Rogzitett k-ra irdnyitatlan grafban vagy acikli-
kus iranyitott grafban van polinomialis algoritmus. Az altalanos iranyitott
esetben mindkét valtozat mar k = 2-re is NP-teljes.
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