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Elekes Gyorgy emlékére






Eloszo

Ennek a jegyzetnek a célja, hogy segitséget nydjtson az Eotves Lorand Tu-
domanyegyetemen tanulé matematika BSc és MSc hallgatoknak a Szamité-
géptudomanyi Tanszék altal oktatott kurzusokhoz, elsésorban a véges mate-
matika, diszkrét matematika és algoritmuselmélet targyakhoz. A feladatok
nagyrészt az elmilt évek feladatsoraibdl keriilnek ki és megoldasok is tartoz-
nak hozzajuk, ezzel a gyakorlatokra és ZH-kra valo felkésziilést konnyitik meg
mind a hallgatéknak, mind a tandroknak. Az érintett témdk a grafelmélet,
algoritmusok, valdszintiségi és (linedris) algebrai médszerek a kombinatorika-
ban és grafelméletben. A feladatokat eszerint csoportositottuk, a megoldasok
pedig a konyv mésodik felében szerepelnek.

A jegyzet kiindulépontjiul az Elekes Gyorgy altal osszegytlijtott feladatok
szolgéltak, de ezen kiviil szamtalan forrasbdl meritettiink, a legtobb példanél
képtelenség lenne kideriteni, hogy kit6l szarmazik. Szamos feladat cikkekben
jelent meg lemmaként, 6nélléan nem hires eredmények, de mindenképp tanul-
sagosak. A grafelméleti és a leszamlalési feladatok egy részét Elekes Gyorgy-
tol és Lippner Gabortdl tanultuk, akik hosszu ideig tartottak az elsé éves
véges matematika gyakorlatot. Szamos feladatot kifejezetten azért dolgoz-
tak ki, hogy a didkok minél 6nallébban tudjanak egy-egy témat elsajatitani.
Néhany polinommddszeres feladatot a szerzék Toth Agnestél tanultak. Az
algoritmuselméleti példak koziil rengeteg szarmagzik Kiraly Zoltantél és Hubai
Tamd&stol. Ezen kiviil hasznos megjegyzésekért és észrevételekért szintén ko-
szonettel tartozunk Kisfaludy-Bak Sdandornak és a sok—sok hallgaténak, akik
az évek soran észrevételeikkel hozzajarultak a feladatok és megoldasaik szin-
vonaldhoz. A fent emlitett matematikusokon kiviil a szerzék nagyon sokat
tanultak Gacs Andréstol, Lovész Laszlotdl, Sziklai Pétertél, Szonyi Tamastol
és még sok mas embert6l, akiknek ezért nagyon haldsak.






1. fejezet

Grafelmélet

1.1. Osszefiiggbség, feszit6fik

1.1. Adott az Osszefiiggd G graf két feszit6fija. Mutasd meg, hogy néhany
lépésben el lehet jutni az egyikb6l a médsikba dgy, hogy minden lépésben
feszitofat kapunk és mindig az aktualis feszitofa egy élét cseréljitk le a graf
egy mésik élére!

meqgoLaa

1.2. A G 0Osszefiiggd graf egy feszitéfdjat alterndlénak nevezziik, ha + jeleket
lehet irni a fa éleire gy, hogy minden nem fabeli él dltal meghatarozott fabeli
uton felvaltva vannak a + és — jelek. Mutassuk meg, hogy minden 6sszefiiggd
grafnak van alterndlé feszitofajal

[megoldas

1.3. Egy konvex sokszoget egymast nem metsz6 atlokkal hdromszogekre osz-
tottunk. Bizonyitsd be, hogy van olyan haromszog, amelynek két oldala is a
sokszog eredeti oldalai koziil keriil ki!

[megoldas

1.4. n szambdl (Z) paronkénti Gsszeget képeziink, ahol n > 5. Koziiliik leg-

7 2— z . 77 . z. . ’ . 71
alabb % szam raciondlis. Bizonyitsd be, hogy az 6sszes szam racionalis!
[megoldas|

1.5. Azt mondjuk, hogy egy G graf egyértelmiien k-szinezhetd, ha egyrészt
létezik a csicsainak jé szinezése (ahol élszomszédos cstcsok szine kiilonbézo)
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k szinnel, masrészt barmely két cstucsara a grafnak, azok vagy megegyez6
szintieck minden jé k-szinezésben, vagy mindben eltér6 szintiek. Igazoljuk,
hogy ha az n > 3 csticsi G graf egyértelmiien 3-szinezhet, akkor G-nek
legaldbb 2n — 3 éle van!

[megoldas

1.2. Fak

1.6. Legyen 7 a T fa k darab nem feltétleniil kiilonb6z6 részfdja gy, hogy
legaldbb % (rendezetlen) T-beli par metszi egymdst. Mutasd meg, hogy van
a T fanak olyan csicsa, amelyet legalabb % + 1 T-beli elem tartalmaz!

[megoldas

1.7. Legyenek r,m pozitiv egészek és legyen R tetszOleges multihalmaza a T
fa csticsainak gy, hogy |R| = rm. Mutasd meg, hogy ekkor létezik S C V(T),
melyre |S| < m—1, és T\S minden &sszefiiggd komponense legfeljebb r elemét
tartalmazza R-nek!

[regoldas

1.3. Korkeresés

Kétféle megkdozelités meguizsgdldsa hasznos lehet ezekben a feladatokban.

Az egyik, ha a grdf egy rogzitett struktirdjabol indulunk ki, amiben az élek
elhelyezkedésérdl van informdcionk. Erre példa lehet, ha vesszik a grdf egy
mélységi vagy szélességi keresés feszitéfdjat. A nem faélek csak meghatdrozott
modon haladhatnak ebben az esetben.

A mdsik megkdzelités alapja, hogy egyfajta szélsd helyzetbdl indulunk, ez szin-
tén erds strukturdt adhat az élek elhelyezkedésére mézve. FErre példa lehet,
ha a grdf leghosszabb utjat tekintjik; ennek két végpontjabdl csak az ut belsd
pontjaiba, vagy a mdsik végpontba vezethet él. Eredményre vezethet szintén,
ha a leghosszabb /legrévidebb korbdl indulunk ki.

1.8. Egy n csicsu 0sszefiiggd grafban nincs paros koér. Mutasd meg, hogy
legfeljebb 2(n — 1) éle van!
[megoldas|

1.9. Legyen n > 4. Tegyiik fel, hogy az n csicst Osszefliggé G grafnak
legaldbb 2n — 3 éle van. Igazoljuk, hogy G tartalmaz egy kort, benne egy
atloval. Mutassuk meg, hogy az &llitas éles!

[megoldas



N

1.4. VEGYES FELADATOK

1.10. A K, teljes gréf éleit n szinnel szineztiik igy, hogy minden szin szerepel
is. Mutasd meg, hogy van benne olyan haromszog, melynek oldalai kiilénb6z6
szintiek!

[megoldas
1.11. Egy n-csucsu paros G grafban nincsenek Cy, Cg, . . . , Cap hosszi korok.
Mutasd meg, hogy G éleinek széma legfeljebb n'+1/% 4 pnl

(megoldas

1.4. Vegyes feladatok

1.12. Mutasd meg, hogy ha egy Osszefiiggd G grafban a leghosszabb kor és
a leghosszabb 1t csicsszdma azonos, akkor a grafban van Hamilton-kor!

[megoldas

1.13. (a) Mutasd meg, hogy nem lehet a Petersen-graf éleit hdrom szinnel
szinezni Ugy, hogy minden csicsnél harom kiilénbozé szint €l legyen!
(b) Mutasd meg, hogy nincs a Petersen-grafban Hamilton-kor!

[megoldas

1.14. Mutasd meg, hogy ha egy Osszefiigg 2r-reguldris grafnak paros sok
éle van, akkor az élhalmaza el6all két r-regularis graf uniéjaként!

[megoldas

1.15. Milyen n-re létezik n csucsu graf, amely izomorf a komplementerével?

[megoldas

1.16. Legyen G = (V, E) gréaf kp cstcson, 6(G) > kq minimélis fokkal. Bi-
zonyitsd be, hogy 1étezik olyan H feszitett részgrafja, melyre |V (H)| = p és
5(H) > q!

[megoldas|

1.5. T6bbszoros osszefiiggoség, Menger-tétel

1.17. (a) Mutasd meg, hogy egy 3-regularis egyszer(i grafra az élosszefiiggd-
ségi szam és az Osszefliggdségi szam megegyezik!
(b) Mutass példat arra, hogy 4-reguldris grafra ez nem igaz!

[megoldas
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1.18. Egy k-szorosan Osszefiiggd grafhoz hozzavesziink egy csticsot és Gssze-
kotjik k£ masik csticesal. Mutasd meg, hogy tovabbra is k-szorosan 6sszefiiggd
grafot kaptunk!

(megoldas

1.19. Igazold az aldbbi kovetkeztetéseket!
a) Max-flow-min-cut = Irdnyitott él-Menger tétel

b) Irdnyitott él-Menger tétel = Irdnyitott pont-Menger tétel

(

(

(¢) Irdnyitott pont-Menger tétel = K6nig—Hall-tétel

(d) Irdnyitott pont-Menger tétel = Irdnyitatlan pont-Menger tétel
(

e) Irdny{tott él-Menger tétel = Iranyitatlan él-Menger tétel

1.20. Tegyiik fel, hogy G irdnyitott graf minden z # a,b pontjanak kifoka
egyenld a befokaval, mig a kifoka k-val nagyobb mint a befoka. Bizonyitsd
be, hogy létezik G-ben k éldiszjunkt (a,b) ut!

[megoldas

1.21. Egy irdnyitott G graf minden csicsdaba ugyanannyi él megy be, mint
amennyi ki. Tudjuk, hogy a graf b csticsabdl k darab élfiiggetlen Ut megy
a-ba. Mutasd meg, hogy ekkor van k darab élfiiggetlen 1t a-bol b-be, melyek
élei fiiggetlenek az eredeti k darab uttél!

[megoldas

1.22. Egy G graf x és y pontja kozott legfeljebb k éldiszjunkt Ut megy.
Bizonyitsd be, hogy = és y kozott legfeljebb 2k (nem feltétleniil kiilonbozé)
Gt van dgy, hogy minden él legfeljebb két ttban van benne!

[megoldas

1.23. Legyenek x1,%2,...,Tk €S Y1,...,Yr egy k-szorosan Osszefliggd graf
csucsai. Mutasd meg, hogy van k darab olyan csucsdiszjunkt 1at, melyek
pérositjak az x-eket az y-okkall

[megoldas

1.24. Legyenek x,y1,¥9s,...,Yr_1 €S 2 egy k-szorosan Osszefiiggd graf csicsai.
Bizonyitsd be, hogy van olyan x — z Ut amely dtmegy az y;-ken!

[megoldas
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1.25. [Dirac tétele] Bizonyitsd be, hogy ha k > 1, akkor egy k-szorosan
Osszefliggd G graf barmely k pontja egy koron van.

[megoldas

1.6. Fiilfelbontas

1.26. Legyen a G iranyitott graf erésen Osszefiiggé. Mutassuk meg, hogy van
G-nek kovetkezo alaku fiilfelbontdsa: egy pontbdl indulva mindig irdnyitott
utat vagy kort adunk az addig felépitett grafhoz gy, hogy 1t esetén csak a
két végpontot, kor esetén csak egy pontot tartalmazzon az addig felépitett
graf az 1j utbdl, illetve korbél.

[megoldas

1.27. Legyen a,b € V(G) ahol G 2-szeresen osszefiiggd graf. Mutasd meg,
hogy G élei iranyithatéak tgy, hogy minden él rajta legyen egy irdnyitott
(a,b) uton!

[megoldas

1.28. Legyen G iranyitott graf erésen Osszefiiggd és iranyitasat elhagyva 2-
szeresen Osszefiigg. Mutassuk meg, hogy van G-nek kovetkezd alaku fiilfel-
bontésa: egy iranyitott korbol indulva mindig irdnyitott utat adunk az addig
felépitett grafhoz ugy, hogy az addig felépitett graf az 1j utbdl csak annak
két végpontjat tartalmazza.

[megoldas

1.29. A G graf kétszeresen élosszefiiggs, de barmely élét elhagyva mar nem
kétszeresen élosszefiiggd. Mutasd meg, hogy a kromatikus szdma legfeljebb
3!

[megoldas

1.7. Parositasi feladatok paros grafokban

1.30. Letesziink a sakktablara 32 bastyat ugy, hogy minden sorban és osz-
lopban pontosan 4 béstya legyen. Mutasd meg, hogy kivalaszthatd koziilitk
16 bastya dgy, hogy minden sorban és oszlopban pontosan két kivalasztott
béstya legyen!

[megoldas
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1.31. Két 10 fés csapat pingpongversenyen mérkézik meg egymassal. Min-
denki mindenkivel jatszik az ellenfél csapatabdl, mégpedig ugy, hogy egy
forduléban mind a 20 ember asztalhoz 4ll. Mutassuk meg, hogy akarhogyan
is bonyolitottak le az els6 4 forduldt, a maradék 60 mérkozés is elrendezhetd
6 teljes fordul6ban!

[megoldas

1.32. Legyen 2k < n és Al,AQ,...,A(Z) az {1,2,...,n} halmaz k elem
részhalmazai. Mutasd meg, hogy minden i-re l1étezik B; halmaz a kovetkezd
tulajdonsagokkal: A; C B, |B;| =k +1ési# j esetén B; # B;.

[megoldas|

1.33. Egy tarsasig siiteményt eszik. A tdlon csupa kiilonb6z6 siitemény
talalhaté. A tarsasdg barmely tagjahoz talalhaté a tdlon legalabb kétszer
annyi siiti igy, hogy minden siiti szimpatikus valakinek. Mutasd meg, hogy
szét lehet gy osztani a siitiket, hogy mindenkinek jusson legaldbb két olyan
siiti, ami neki szimpatikus!

[megoldas

1.34. Legyen G egy n-cstcsi paros graf. Mutasd meg, hogy x(G) = w(G)!
[megoldas

1.35. Legyen Ay, Ay, ..., A, és B1,Ba, ..., B, az {1,2,... ,mn} halmaz egy-
egy olyan particidja, hogy minden particidosztaly m elemii. Mutasd meg,
hogy djra lehet rendezni a B; halmazokat tigy, hogy A; N B; # @ minden
1 < i < n esetén.

[megoldas

1.36. Legyen G véges csoport és H részcsoportja G-nek, legyen |G : H| = n.
Mutasd meg, hogy létezik g1,...,gn € G, melyek egyszerre jobb és bal oldali
mellékosztéaly-reprezentansok.

[megoldas

1.37. Tegyiik fel, hogy a G graf csicshalmaza felbomlik az A, B, C diszjunkt
cstcshalmazokra gy, hogy |A| = |B| = |C| = N, egyik osztalyon beliil sincs
él, valamint nincs él az A és C osztdlyok kozott. Mutasd meg, hogy ha a
grafnak t6bb, mint N2 éle van, akkor léteznek X C A és Y C C halmazok,
amikre |X| +|Y] > N és minden z € X, y € Y cstcsparnak van kozos
szomszédja B-ben!

[megoldas



—_

1.8. FUGGETLEN ELHALMAZOK 1

1.38. Legyen G = (A, B, E) péros gréf, és tegyiik fel, hogy minden X C A
esetén |[N(A)| > |A|. Legyenv € Aés eq = (u1,v), ez = (uz,v) € E. Mutasd
meg, hogy G' = (A, B, E\ e1) vagy G’ = (A, B, E\ e3) grafra szintén teljesiil
a Hall-feltétel!

1.39. Vezesd le a Hall-tételt a Tutte-tételbdl!

Q Q
Q =)

1.40. (Deficites Hall) Adott a G(V1, Va) paros graf. Mutasd meg, hogy pon-
tosan akkor létezik benne |Vi| — d fiiggetlen él, ha minden X C V; esetén
IN(X)| > |X| - d!

S
=)

1.41. Adott a G(A, B, E) péaros graf, melyre |A| = |B| =n, |E| = 10n + 1.
Bizonyitsd be, hogy kivalaszthaté legaldbb 11 fiiggetlen éle!

Q
Q

1.42. Egy egyszerii paros grafban, amelynek mindkét osztalya 2r cstcsot tar-
talmaz, minden fok legaldbb r. Mutasd meg, hogy van benne teljes parositas!

Q
)

1.43. Egy n csicsu paros grafban minden fokszam 3 vagy 4. Mutasd meg,
hogy van olyan pérositas amely legalabb %n élet tartalmaz!

S
=)

1.44. Egy G = (4, B, E) paros grafra teljesiil, hogy |A| = |B| = n és (a,b) ¢
E,a € Ab € B esetén d(a) + d(b) > n. Mutasd meg, hogy G-ben van teljes
pérositas!

Q
=)

1.8. Fiiggetlen élhalmazok

Jelolések: v(G) a G gréf legnagyobb fiiggetlen élhalmazénak mérete; o(G)
azon élek minim4lis szdma, amelyek lefogjak az Gsszes csticsot; a(G) a G graf
legnagyobb fiiggetlen csicshalmazénak mérete; 7(G) pedig a G graf olyan
pontjainak minimadlis szdma, melyek az Gsszes élt lefogjak.

1.45. (Petersen tétele) (a) Mutasd meg, hogy kétszeresen élosszefiiggd 3-
regularis grafban van teljes parosités!
(b) Mutass példét olyan 3-reguldris grafra amiben nincs teljes parositas!

[megoldas
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1.46. Legyen Fy a G egy parositdsa. Ekkor G-ben van olyan maximalis
élszamu parositas amely lefedi az 6sszes Fy altal lefedett pontot.

[megoldas

1.47. Mutasd meg, hogy ha a csiicsok szama paros, akkor dsszefiiggd karom-
mentes grafban van teljes parositas! (Egy graf karommentes, ha nincs benne
feszitett K1 3.)

1.48. Mutasd meg, hogy egy n csicsu graf vagy a komplementere tartalmaz
| %] fiiggetlen élt!

[megoldas

1.49. Legyen M, N C E(G) két diszjunkt pédrositds a G gréfban, melyekre
|M| > |N|. Mutasd meg, hogy léteznek M’, N diszjunkt pérositdsai G-nek,
melyre |M'| = |M|—1és |[N'|=|N|+1és M'"UN' =M UN!

[megoldas

1.50. Mutasd meg, hogy az e(G) éli G graf élhalmaza pontosan akkor bont-
haté fel ¢ élii parositdsok unidjara, ha t|e(G) és x.(G) < e(G)/t!

[megoldas

1.51. (Gallai tétele) (a) Tegyiik fel, hogy a G 0Osszefiigg gréfban v(G \
v) = v(G) minden v csicsra. Mutasd meg, hogy tetszdleges x,y csticsokra
v(G\ {z,y}) < v(G)! (Segitség: (x,y) tdvolsdgira mend indukciéval bizo-
nyitsd az 4llitast!)

(b) Tegyiik fel, hogy a G 6sszefiiggd grafban v(G\v) = v(G) minden v csics-
ra. Mutasd meg, hogy tetszdleges v csiicsra G \ v-nek van teljes parositdsal
(Megjegyzés: az ilyen gréfot faktorkritikusnak hivjuk.)

[regoldas

1.9. Lefogasok, fiiggetlen halmazok

1.52. Legyenek a G egyszer(i graf csicsai az {1,2,...,100} halmaz elemei.
Tovabba kossiik Gssze az i és j csicsot, ha i -j > 100. Hatarozd meg a
p(G),v(G), 7(G), a(G) paraméterek értékét!

[megoldas
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1.53. (a) Mutasd meg, hogy 7(G) < 2v
(b) Mutasd meg, hogy 7(G) + 2p(G) < | @)
(c) Igazold, hogy minden = € [1,2] N Q szamra létezik G Osszefiiggd graf,

melyre EG; =zx!

[megoldas

1.54. Mutasd meg, hogy egy r-reguldris grafban a fiiggetlen csiicsok maxi-
maélis szdma legfeljebb akkora, mint a fiiggetlen élek maximalis szama)

[megoldas

1.55. Legyen G izolalt pontot nem tartalmazd graf. Jelolje d a legnagyobb

. : . V(G)]
fokszdmot G-ben. Bizonyitsd be, hogy a(G) > “ 7!

[megoldas

1.10. Sikgrafok

FEqy grdfot akkor neveziink sikbarajzolhatonak, ha lerajzolhato gy a sikban,
hogy az élei nem metszik egymdst. Sztereografikus projekcioval igazolhatd,
hogy eqy grdf akkor és csak akkor sikbarajzolhato, ha gombre rajzolhato. A
konvez poliéderek €lhdloi sikbarajzolhato grdfot adnak. Fuler tétele szerint
az dsszefiiggd sikbarajzolhats grdfok (vagy mds formdban kimondva: a po-
liéderek) e élszdma, n csiucsszdma, és 1 tartomdnyszdma kozott fenndll az
e+ 2=n+1 osszefiiggés.

1.56. Mutasd meg, hogy minden konvex sikbarajzolhato grafra teljesiil az
e < 3n — 6 egyenlStlenség! Mutasd meg, hogy ha a graf paros is akkor
e < 2n —4!

[regoldas

1.57. Egy faluban van harom haz és harom kut. Ijgy szeretnénk minden
hézat minden kuttal 6sszekotni, hogy semelyik két Ut ne metssze egymast.
Meg lehet ezt tenni?

[megoldas

1.58. Mutasd meg, hogy a K5 nem sikbarajzolhaté.
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Kuratowski tétele szerint egy véges grdf akkor és csak akkor sikbarajzolhatd,
ha nem tartalmaz olyan részgrdafot, amely topologikusan izomorf Ks-tel vagy
K3 3-mal. Wagner tétele szerint egy véges grdf akkor és csak akkor sikbaraj-
zolhato, ha az elébb felsorolt két grdaf egyike sem minora.

A Fary—Wagner-tétel szerint egy sikba rajzolhato egyszert graf egyenes vona-
lakkal is sikba rajzolhato.

1.59. Bizonyitsd be, hogy a Petersen-graf nem sikbarajzolhatd!
[megoldas

1.60. Mely n-re rajzolhaté sikba az a gréaf, amelyet tgy kapunk, hogy a teljes
n —n csucsu paros grafbol elhagyunk egy teljes parositast?

1.61. Keress olyan sikgrafot, aminek a dualisa nem egyértelmii!

Q Q
=) =)

1.62. Mutasd meg, hogy nem lehet egy graf és dudlisa is egyszerli, paros
sikgraf!

S
=)

1.63. Egy sikgraf legrovidebb korének hossza 5. Adj felsé becslést az élek
szaméra a csucsok szaménak fiiggvényében! Mutass végtelen sok sikgrafot
amelyre a becslésed pontos!

Q
Q

1.64. Egy 60 cstcsu 3-reguldris sikgraf minden lapja 5-sz0g vagy 6-sz6g.
Melyikbdl mennyi van?

Q
Q

1.65. Egy konvex poliéder minden csicsaba péros sok €l fut. Bizonyitsd be,
hogy legalabb 8 darab haromszoglapja van!

Q
Q

1.66. Van egy konvex poliéderiink. Kivélasztottuk egy lapjat. Ezutan ész-
revettiik, hogy minden olyan csicsban, ami nincs ezen a lapon, legalabb 6 él
talalkozik. Bizonyitsd be, hogy ekkor a kivalasztott lapon van olyan cstcs,
ahol maximum 3 él talalkozik!

[megoldas
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1.67. Bizonyitsd be, hogy egy egyszerti sikbarajzolt graf éleit két szinnel
szinezve mindenképp talalunk olyan csticsot, amelyre illeszked6 élek elhelyez-
kedés szerinti ciklikus sorrendjében legfeljebb két szinvaltds fordul eld!

[megoldas

1.68. Legyen G 4-reguldris sikbarajzolt graf. Mutassuk meg, hogy élei ird-
nyithatok gy, hogy minden csiicsnal a két belépd és két kilépo él elvélasztja
egymast!

[megoldas

1.69. Egy poliéder éleit iranyitjuk ugy, hogy minden csicsba fut be és ki is
él. Bizonyitsd be, hogy van legalabb két lap, amelynek az élei kort alkotnak!

megoLaa

1.70. Egy n cstcsu egyszert grafnak 4n éle van. Mutassuk meg, hogy bar-
mely lerajzolasakor legaldbb n metsz6 élpar van.

[megoldas|
1.11. Tournamentek
1.71. Egy T tournament csucsainak egy vy, vs, ..., v, sorrendjét mediansor-
rendnek hivjuk, ha [{e = (v;,v;) | < j}| maximélis. Mutasd meg, hogy
(a) tetszlleges ¢ < j esetén v;,vit1,...,v; medidnsorrendje az altaluk feszi-
tett tournamentnek,
(b) v; legy6zte a viy1,...,v; csicsoknak legalabb felét, mig v; kikapott a
Vi, Vi1, .-, Vj—1 csicsok legalabb felétol!

[megoldas

1.72. Medidnsorrend segitségével (lésd [1.71]feladat) adj (1j) bizonyitast arra,
hogy egy tournamentben mindig van pszeudo-gyoztes és iranyitott Hamilton-
ut. (Egy tournamentben v pszeudogy6ztes, ha v-b6l minden cstcs elérhetd
legfeljebb 2 hosszu irdnyitott tton.)

[regoldas

1.73. Feny6nek (v. branching-nek) neveziink egy irdnyitott f4t, ha a gyoké-
ren kiviil minden pont befoka 1 ( és a gyokér befoka 0). Mutasd meg, hogy
egy 2k csucsu tournamentbe minden legfeljebb &+ 1 csiicsu feny6 bedgyazha-
t6! (Segitség: mutasd meg, hogy egy k+1 csticsii F fenyd gy is bedgyazhatd,
hogy a medidnsorrendben minden i-re a {vy, ..., v;} intervallum legaldbb fele
F-ben van.)

[regoldas
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1.12. Korok, utak iranyitott grafokban

1.74. Mutasd meg, hogy ha egy iranyitott grafban nincs iranyitott kor, akkor
van a csicsoknak egy olyan v, v, ..., v, sorrendje, hogy minden e = (v;, v;)
él esetén i < j! (Az ilyen sorrendet topologikus sorrendnek hivjuk.)

[megoldas

1.75. Mutasd meg, hogy ha egy irdnyitott D = (V, E) grafban nincsen ird-
nyitott kor, akkor van olyan X C V(D) fiiggetlen halmaz, hogy tetszSleges
v ¢ X esetén 1étezik w € X, melyre (w,v) € E(D)!

[regoldas

1.76. Mutasd meg, hogy egy tetszileges irdanyitott D = (V, E) grafban van
olyan X C V(D) fiiggetlen halmaz, amelyre igaz, hogy minden y ¢ X csticsba
vezet, legfeljebb 2 hosszu irdanyitott it ebbe a fiiggetlen halmazbdl!

meqgolLaa

1.13. A Turan-tétel és alkalmazasai

1.77. Az n csicsu G egyszerii graf éleinek halmaza eléall mint két péros
graf élhalmazanak uniéja. Mutassuk meg, hogy e(G) < %nz, ahol e(G) a G
éleinek szaméat jeloli!

[megoldas

1.78. A bergengéc lottén 100 szambol huiznak 5-6t, egy szelvényen azonban
csak 2 szamot jelolnek meg. Minimum hany szelvényt kell kitolteni, hogy
biztosan legyen két taldlatosunk?

[megoldas

1.79. Egy 15 pontu graf éleit pirossal és kékkel szineztiilk meg ugy, hogy
nincs egyszinl haromszog a grafban. Maximum hény éle van a grafnak?

[megoldas

1.80. A 10 csticsu teljes graf éleit k szinnel szinezziik ugy, hogy barmely k
pontot valasztva a koztiik futéd élek kozott mind a k szin eléfordul. Hataroz-
zuk meg a legkisebb k-t, melyre létezik ilyen szinezés!

[megoldas
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1.81. Legyen P = {(p1,...,pn)| >orypi =1,p; > 0i=1,...,n}. Legyen G
graf az {1,2,...,n} csicsokon.

Mennyi maxp Y~ ; e p(c) PiPj, ha E(G) = {i(i + 1) (mod n) : i € [1,n]},
azaz G egy n-hosszu kor?

[megoldas

1.82. Legyen P = {p = (p1,...,pn)| >y pi =1, 0 < p; € Q. Legyen G
egyszerii graf az {1,2,...,n} csicsokon. Mutasd meg, hogy

1 1
;== (11— — ).
bep 2 Pibi 2< w<G>>
- (i,7)€E(G)

[regoldas

1.83. Legyen G graf n cstcson, mely nem tartalmaz k-csiicsu teljes részgra-
fot. Legyen u,v a G graf két dsszekotetlen csicsa N(u), N(v) szomszédhal-
mazokkal. Legyen G’ = Z(G,u,v) az a graf, amit gy kapunk, hogy G-bél
kitorsljiik a v és N (v) kozotti éleket és behizzuk a v és N(u) kozotti éleket.
(a) Mutassuk meg, hogy G’ sem tartalmaz k-csicst teljes grafot!

(b) Vezessiik le ebbél a Turan-tételt!

[megoldas

1.14. Cseresznyék

1.84. Egy graf csicsainak fokszémai dy,ds,...d,. Hany 2-hosszd it (nép-
szeriibb nevén cseresznye) van a gréfban?

[megoldas

1.85. Mutasd meg, hogy ha egy grafban nincsen 4 csucsu kor, akkor e <
7L3/2 n
-+ 2!
2 7]

[megoldas

1.86. (a) Tegyiik fel, hogy egy n csicst grafban nincs hdromszég. Mutasd
meg, hogy legfeljebb e(n — 2)/2 cseresznye lehet benne!

(b) Egy n csticst grafban nincs hdromszog. Mutasd meg, hogy legfeljebb
n?/4 éle van!

¢) Bizonyitsd be, hogy egy e élii, n csticst grafban legaldbb 2€=¢"” hirom-
(c) Bizonyitsd be, hogy egy e éli, grafban legalabb ¢

sz0g van!

[megoldas
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1.87. (a) K, éleit pirosra és kékre szineztiik gy, hogy minden csicsra pon-
tosan k kék él illeszkedik. Bizonyitsd be, hogy az egyszinii hdromszogek

szama
n\ n-k-(n-k-1)
3 2 ’

(b) Mutassuk meg, hogy ha K, éleit tetsz6legesen szinezziik két szinnel, akkor
az egyszinli haromszogek szama legalabb

n(n —1)(n —5)
24 '

[megoldas

1.88. 10 ember teniszversenyt rendez, mindenki mindenkivel jatszik. Az i-
edik ember z; ellenfél ellen gydzott és y; ellenfél ellen vesztett. Bizonyitsd
be, hogy

10 10
2 _ 2
E Ty = § Yi-
i=1 i=1
[megoldas

1.89. Egy 10 csicsu grafban nincs haromszog és négy hosszi kor. Mutasd
meg, hogy legfeljebb 15 éle van!

[megoldas

1.90. Egy n csucsu grafban nincs K5 3. Mutasd meg, hogy legfeljebb 2(n5/3)
éle van!

[megoldas

1.91. Adott n pont a sikon, melyek koziil semelyik hdrom nincs egy egyene-
sen. Mutasd meg, hogy legfeljebb n? egyenlészart haromszog valaszthaté ki,
melyeknek a csticsai az adott pontok koziil keriilnek kil

[megoldas|
1.92. Adott n pont a sikon. Mutasd meg, hogy minden tdvolsdg maximum
¢ - n3/%-szer fordulhat elé!

[megoldas
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1.15. Szinezési feladatok

1.93. (a) Legyen x(G) a G graf kromatikus szdma, w(G), illetve a(G) a
legnagyobb klikk, illetve legnagyobb fiiggetlen halmaz mérete. Mutasd meg,
hogy x(G) > max(w(G), %), ahol n a cstcsok szdmal!

(b) G1, G4 két graf ugyanazon csiicshalmazon. Bizonyitsd be, hogy x (G U
G2) < x(G1)x(G2)! A (Gy U G3) gratban a Gy és G grafok élhalmazat

uniézzuk.

[megoldas

1.94. Mutasd meg, hogy egy graf pontosan akkor péaros, ha nincsen benne
pératlan hosszi kor!

1.95. Mennyi a Petersen-graf kromatikus szdma?
(megoldas
1.96. A G graf csucsaiaz 1,2,...,100 szamok, az i és j csticsokat 6sszekotjik,
ha egyik osztja a masikat. Mennyi ennek a grafnak a kromatikus szama?
(megoldas
1.97. A G graf csicsai az 1,2, ...,100 szamok, az i és j csucsot Osszekotjiik

ha relativ primek. (Az 1-t 6nmagdval 6sszekotd élet elhagyjuk.) Mennyi G
kromatikus szama?

S
Q

1.98. A sik pontjait hdrom szinnel szineztiik. Mutasd meg, hogy van olyan
egység hosszu szakasz, amelynek végpontjai azonos szinnel vannak megszi-
nezve!

Q
Q

1.99. A G graf harom péros graf élhalmazanak uniéja. Mutasd meg, hogy a
kromatikus szama legfeljebb 8!

1.100. Bizonyitsd, hogy x(G)x(G) > n!

1.101. Mutasd meg, hogy x(G) + x(G) < n + 1!

S Q Q
=) Q Q
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1.102. Igaz-e, hogy minden G gréfnak van olyan szinezése x(G) szinnel,
amelyben az egyik osztdly a(G) cstcsot tartalmaz?

[megoldas

1.103. Az (n,k)-Kneser-graf csicsai az {1,2,...,n} k-elemii részhalmazai,
és két csucs Ossze van kotve, ha a k-elemil halmazok diszjunktak. Mutasd
meg, hogy az (n, k)-Kneser-graf kromatikus szdma legfeljebb n — 2k + 2!

[regoldas

1.16. Elszinezések

1.104. (Kénig élszinezési tétele) Egy paros grafban minden pont foka r. Mu-
tasd meg, hogy ki lehet szinezni az éleit r szinnel gy, hogy minden csicsban
csupa kiilonboz6 szint él taldlkozzon!

[megoldas

1.105. Egy péaros grafban a legnagyobb fokszam A. Mutasd meg, hogy ki
lehet szinezni az éleit A szinnel 1igy, hogy minden csiicsban csupa kiilonbozé
szint él talalkozzon!

[megoldas

1.106. Legyen G olyan (2k + 1)-reguldris graf, melyben van elvigé él. Ha-
tdrozd meg G élkromatikus szamét!

[megoldas

1.107. Adott egy 101 pontu teljes graf. Barmely 3 pont kozott mend élek
vagy egyszinliek vagy mind kiilénb6znek. Bizonyitsd be, hogy a szinek szama
1 vagy legaldbb 12!

[megoldas

1.17. Sikgrafok szinezése

1.108. A sikot egyenesekkel orszdgokra osztottuk. Mutasd meg, hogy mér
két szinnel is ki lehet szinezni ezen orszagokat gy, hogy szomszédosak ne
legyenek azonos szintiek!

[megoldas
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1.109. Van néhény egyenes a sikon, semelyik 3 nem megy at egy ponton.
Ez a rajz definial egy sikgrafot, melynek a cstcsai a metszéspontok, és két
cstcs akkor van Gsszekotve éllel, ha egy egyenesre esnek és ott szomszédosak
is. Bizonyitsd be, hogy ennek a grafnak a csicsai kiszinezhetéek 3 szinnel
gy, hogy szomszédos csiucsok ne legyenek azonos szintiek!

[megoldas

1.110. Legyen G 3-reguldris kétszeresen élosszefiiged sikgraf (vagyis barmely
élét elhagyva még osszefiiggd marad a graf). Mutasd meg, hogy ha igaz a
négyszintétel a sikgrafokra, akkor G élei szinezhet6ek harom szinnel tgy, hogy
tetszo6leges csticsbdl harom kiilonb6zo szint él induljon kil

[megoldas

1.111. Mutass olyan 3-reguléris sikgrafot, amelynek az élei nem szinezhetéek
ki harom szinnel gy, hogy minden cstcsnal harom kiilonbozo szint él legyen!

[megoldas

1.18. Listaszinezések

1.112. Legyen k adott pozitiv egész. Mutass olyan pédros grafot, melynek
listaszinezési szama legalabb k!

[megoldas

1.113. (Thomassen) Mutasd meg, hogy egy sikgraf listaszinezési szdma leg-
feljebb 5!

[megoldas

1.19. Perfekt grafok

Az aldbbi feladatokban definidlt grdfokban kézds, hogy perfekt grdfok.

1.114. Adott egy fa néhany részfija. Tegyiik fel, hogy bdrmely kettének
van kozos pontja. Bizonyitsd be, hogy ekkor az 6sszesnek is van! (Az|[1.119
feladat ehhez kapcsolédik.)

[megoldas
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1.115. A szdmegyenes néhany zart intervalluménak lefogédsa alatt olyan L
ponthalmazt értiink, amire igaz, hogy minden intervallum tartalmaz legaldbb
egy L-beli pontot.

(a) Bizonyitsd be, hogy ha a zart intervallumok koz6tt nincs 101 paronként
diszjunkt, akkor lefoghaték 100 ponttal!

(b) Adjunk (gyors) médszert adott intervallumrendszert lefogé legkisebb pont-
halmaz keresésére!

[megoldas

1.116. Legyen G egy péros graf. Mutasd meg, hogy x(G) = w(G)!
riegolda3

1.117. Adott a valdés szdmok néhény intervalluma. Ehhez hozzarendeljiik a
kovetkezd G grafot: a csticsok az intervallumok, és kettét Osszekotiink, ha az
intervallumoknak van kozos pontja.

(a) Bizonyitsd be, hogy x(G) = w(G)!

(b) Bizonyitsd be, hogy x(G) = w(G)!

(c) Mutasd meg, hogy G minden legaldbb 4 hosszii kérében van hir! (Az
ilyen tipusti grafokat merev korli grafnak hivjuk.)

S
=)

1.118. Mutass olyan G grafot, melyre x(G) = w(G), de x(G) # w(G)!

S
=)

1.119. Adott egy T fa és annak T4, ..., T, részfdja. Definidlunk egy G gréfot
n csucson a kovetkezOképpen: az i és j csuicsok akkor legyenek 6sszekotve, ha
T; és T részfdknak nincs kozos pontjuk T-ben. Mutasd meg, hogy x(G) =
w(G)!

[megoldas

1.20. Sorrend szerinti szinezések

1.120. Mutasd meg, hogy tetszéleges G graf csiicsainak van olyan sorrendje,
hogy a sorrend szerint mohén szinezve (mindig a legkisebb sorszdmu szabad
szint haszndlva) éppen x(G) szint hasznalunk!

[megoldas

1.121. Adj meg minden n-re egy G paros grafot 2n csicson és a csticsoknak
egy sorrendjét gy, hogy mohdn szinezve (mindig a legkisebb sorszémi szabad
szint haszndlva) a sorrend szerint legaldbb n szinre legyen sziikség!

[regoldas



2. fejezet

Leszamlalasi feladatok

2.1. Bevezeto feladatok

2.1. Hany anagramma készitheté6 a MATEMATIKA sz6 bet{iib61?

2.2. Hany olyan 7 jegyii telefonszam van, amiben van 2 szomszédos jegy,
amik megegyeznek? (Telefonszdm kezdédhet 0-val is.)

2.3. Hany mdédon juthatunk A-boél B-be a nyilak irdnyaban haladva?
B
A
| \ s/ \
B A

2.4. Hany olyan 7 jegyi szam van, amiben
(a) van 2 azonos szamjegy?

(b) pontosan két azonos szdmjegy van?

megoLaa
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2.5. Hanyféleképpen allhat sorba n lany és 5 fiu ugy, hogy legyen két fiu akik
egymés mellett allnak?

[megoldas

2.6. Hany médon irhaté fel a 12 mint 5 darab pozitiv egész Gsszege? Es ha
a nulldt is megengedjiik, mint dsszeadand6t? (A szamok sorrendje mindkét
esetben szdmit!)

[megoldas

2.7. Hany olyan 5-jegyll szdm van amiben a jegyek (nem feltétleniil szigori-
an) balrdl jobbra nének?

[megoldas

2.8. A jatékboltban 6-féle pliissallat kaphaté. Mi 16 darabot akarunk venni.
Hény mddon tehetjiik ezt meg? Es ha rdadasul mindegyikbol legaldbb egyet
szeretnénk hazavinni?

[megoldas

2.9. Az (v +y+ 2 +w)'0% kifejtésében hany tagban van legaldbb elsé fokon
az x? (Pl. 10002°%%y egy tagnak szamit, a véltozék kommutdlnak.)

[megoldas

2.10. Hany f:{1,2,...,m} — {1,2,...,n} monoton nové fiiggvény van?
[megoldas

2.11. Legyen dj egy varosban azon hazak szdma, melyekben legalabb &k em-
ber él, ¢; pedig az i-edik hdzban lakék szdma. Bizonyitsd be, hogy >, ¢? =
dy +3dy + 5ds +...!

2.12. Egy konvex n-szog atldinak hany metszéspontja lehet?

2.13. Maximum héany részre osztja a sikot n egyenes?

Q Q Q
<) Q =)

2.2. Szita

2.14. (a) Hany olyan egész szdm van 1 és 300 kozott, amelyik nem oszthatd
se 2-vel, se 3-mal?

(b) Hany olyan szdm van, ami oszthaté 2-vel, 3-mal vagy 5-tel?

[megoldas
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2.15. Hany olyan hétjegy(i telefonszam van, amiben csak az 1, 2, 3 jegyek
szerepelnek, de ezek mindegyike tényleg el6 is fordul?

[megoldas

2.16. Egy osztaly 30 tanuldja koziil szereti a matematikat 12, a fizikat 14,
a kémidt 13, a matematikat és a fizikat 5, a matematikat és a kémidt 4, a
fizikdt és a kémiat 7, mindhdrmat 3. Hény tanulé nem kedveli egyiket sem?

[megoldas

2.17. Legyen A, As,..., A C V és minden j-re v; legyen az A; karakte-
risztikus vektora, azaz x € V esetén vj(z) = 1, ha € A; és v;(xz) = 0 ha
x ¢ A;. Mutasd meg, hogy

(a) 2o (I =0 (@) (1 —v2(@)) ... (1 = wa()) = [V \ U, Ai!
(b) Zm Uiy (.13)1)1'2 (33) - Uy (Z‘) = ‘Ail N Aiz n---nN Ail |'
(c) Bizonyitsd be a logikai szitét:

VAU Al = [VI+Y D8 Y AN n 4.
k=1

1<ii<...<ip<n
[megoldds

2.18. Hatarozzuk meg egy n elemi halmaz fixpont nélkiili permutéciéinak a
szamat!

[megoldas

2.19. (Legendre-formula) Legyen = egy pozitiv egész szém. Legyen m(z) az
2-nél nem nagyobb primek szdma, p(n) pedig a Mobius-fiiggvény, amit a
kovetkez6képpen definfdlunk: p(n) = 0, ha létezik k > 1 egész, melyre k2 | n
és u(n) = (=1)*, ha n = pips...p; primtényezds felbontasban p; < py <
e < Py

Bizonyitsd be, hogy

L) —n(Va) = > )5

d| HPS\/EP

2.20. Mutasd meg, hogy
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2.21. Mutasd meg, hogy

(- ()()

[megoldas
2.22. Bizonyitsd be, hogy 1 < sd < m esetén
m—s d
m\ (m—k
71 k = 0.
> () (") -0
k=0
[megoldas

2.23. Adott G = (V(G), E(G)) graf és legyen A pozitiv egész. Legyen
P(G,\) az a fiiggvény, amely megadja, hogy a G graf csicsait hdnyféle-
képpen lehet gy kiszinezni A szinnel, hogy 6sszek6tott csiicsok ne legyenek
azonos szintiek. Mutasd meg, hogy

PG = > (=)Te®),
TCE(Q)

ahol ¢(T) a Gr = (V(G),T) graf osszefiiggd komponenseinek szdmal

[megoldas

2.24. Legyen V egy tetszéleges véges halmaz és Ay, ..., A, halmazok legye-
nek V tetszoleges részhalmazai. Legyen

05 = E |A1100AZJ|
1<i1<...<i;<n

Legyen t egész szdm 1 és n/2 kozott. Mutasd meg, hogy

2t—1

2t
VI+ Y (=)0; S IVANUL Al < [VI+ Y (=105
j=1

Jj=1
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2.25. Legyen V egy tetszOleges véges halmaz és Ay, ..., A, halmazok legye-
nek V tetszéleges részhalmazai. Legyen

o = Z |Ailﬁ~--ﬂAij|.

1<iy<..<i;<n

Legyen Ty, C V azon elemeknek a halmaza V-ben, amelyek pontosan k darab
A;-ben vannak benne. Bizonyitsd be, hogy

=317 (1)

i=k
[megoldas

2.26. Legyen V egy tetszéleges véges halmaz és Ay, ..., A, halmazok legye-
nek V tetszoleges részhalmazai. Legyen

05 = Z |A1100A17|

1<i1<...<i;<n

Legyen T}, C V azon elemeknek a halmaza V-ben, amelyek legfeljebb k darab
A;-ben vannak benne. Bizonyitsd be, hogy

e+ > (T e

j=k+1
[megoldas

2.27. Legyen V egy tetszOleges véges halmaz és Ay, ..., A, halmazok legye-
nek V tetszoleges részhalmazai. Legyen

05 = Z |AllﬁﬂAlJ|

1<iy<...<i;<n

Legyen T}, C V azon elemeknek a halmaza V-ben, amelyek legalabb &k darab
A;-ben vannak benne. Bizonyitsd be, hogy

n ) j_ 1
=300 (1 )on

=k
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2.28. Hanyféleképpen tancolhat n hazaspar ugy, hogy
(a) pontosan k férfi tdncoljon a feleségével,

(b) legaldbb k férfi tancoljon a feleségével,

(c) legfeljebb k férfi tancoljon a feleségével?

[megoldas

2.29. Adott az ag, aq, as, ... sorozat. Ennek differenciasorozata a; —ag, as —
ai,as3—as, ... Ennek is képezhetjiik a differenciasorozatat és a kapottnak is ...
Fejezd ki az n-edik differenciasorozat k-adik elemét ag, a1, as, ... segitségével!

[megoldas

2.30. (a) Tekintsiik a kovetkez6 k-adfoku polinomot: Py(z) = z(xz—1)...(x—
k+1). Képezziik a P(0), P(1), P(2),... sorozatot. Mi lesz az m-edik diffe-

renciasorozat?
(b) Legyen P(x) tetsz6leges k-adfoki polinom. Mi lesz a k-adik differencia-
sorozat?

[megoldas

2.31. Bizonyitsd be az alabbi azonossagokat.

o (Yo (o
N T T
- (s (o= (1)

[regoldas

2.32. Legyen k > 1. Mutasd meg, hogy

S (5o <o

; J
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2.3. Binomialis egyiitthatok és generatorfiigg-
vények

2.33. Kettés leszdmldldssal oldd meg!

a) > (Z) =7

B) () (1) = (D) G

n) 2
) ="
d) >0 ( )(er) =7
¢) 3, () ("7F) =7
[megoldad
2.34. Mennyi
> (1)
k=0 [megoldad
2.35. Mutasd meg, hogy (l,z) + (kzl) +-+ () = (Zﬂ)'
2.36. Mutasd meg, hogy > _; (}) (nik) = (:ifl)'
2.37. Mennyi ;o k(}) (7)?
[megolddd
2.38. Mutasd meg, hogy
() () ()= ()
0 1 “\n)  \n )
[megoldad

2.39. (a) Legyen n > m. Bizonyitsd be, hogy

2 () -

(b) Legyen A az az n x n-es matrix, melynek i. sor j. oszlopdban levé elem
(;j) Hat4rozzuk meg az A~' matrixot!

[megoldas
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2.40. (a) Milyen azonossdg kovetkezik a binomidlis egyiitthatékra abbdl,
hogy (1 + 2)"(1 + )™ = (1 4 x)*+t™?

(b) Es abbdl, hogy (1 4 z)™ derivaltja n(1 + z)"~1?

2.41. (a) Legyen F(z) = Y7 japa™. Milesz If(fmx)?
(b) Mi a hatvénysora ﬁ—nek?

(¢) Milyen binomidlis egyiitthatékra vonatkozé azonossag kovetkezik abbdl,
1

1 _ 1
hogy Ty = o e

(megoldas
2.42. (a) Minek a generdtorfiiggvénye (1 — 4x)~1/2?
(b) Bizonyitsd be, hogy
zn: 2k\ [2(n — k) _n
k n—k )
k=0
megoldas

2.43. Legyenek F(z) = 300 anir, G(z) = Yo bu%p, F(2)G(z) =

nlo
> cn oy exponencidlis generdtorfiiggvények. Fejezd ki c,-t a;,b; sorozat
segitségével!

[megoldas

2.44. Az ag,a1,az, ... ésbo, by, by, ... sorozatokra fennall, hogy > (¥)ar =
b,. Fejezd ki az a,, sorozatot a by sorozat segitségével!

[megoldas

2.45. Mennyi Z;)il(xiz RIS )?

2.46. Mi a kapcsolat az a,, és a b, sorozat kozott ha
0 k

> T

E anxnzg br——7
1—x

n=1
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2.47. (a) Legyen
" /n k
A, = .
=26 ()
k=0
Hatdrozd meg a > -  A,z" hatvanysort!

(b) Mutasd meg, hogy

A = 2n—2m—1 n (’I’L - m) )

n—m m

2.48. Mutasd meg, hogy
n

k 1
<"+ )2”’“ =@ 4" 41),
k=0

2k

2.49. Bizonyitsd be, hogy

S-S () ()

2.50. Bizonyitsd be, hogy

()

k=0

2.51. Mennyi

B2 )

k=0
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2.52. Bizonyitsd be, hogy

> () ()= ()

[megoldas
2.53. Mutasd meg, hogy
”i” ( n+k ) <2k) (-k <n— 1)
= m+2k)\ k) k+1 m—1
[megoldas
2.54. Mennyi
[n/2]
> (")
k
k=0
[megoldas
2.55. Mennyi
0@
k 4 12
=0
[megoldas
2.56. Az ag,a1,as,... sorozatra teljesiil, hogy minden n-re

(g)““ (?)al ot (Z)“" )

(a) Hatdrozd meg a Y. -, an% exponencialis generdtorfiiggvényt!
(b) Adj a;-re képletet!

(¢) Mutasd meg, hogy a,, a fixpontmentes permutécik széma n ponton!

[megoldas
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2.57. Legyen f(n) az {1,2,...,n} fixpontmentes permutdciéinak szdma.
Megallapodds szerint f(0) = 1. Bizonyitsd be, hogy

-

2.4. Linearis rekurziok

>

k=0

2.58. Tekintsiik az a,, = 5a,,_1 — 6a,_2 linearis rekurziéval definidlt soroza-
tot! Adjunk a,-re explicit képletet, ha

(a) ap=1és ay =2,
(b) ap =1¢és a1 =3,

(c)a0:3ésa1:8.

[megoldas
2.59. Adj meg explicit képletet a kdvetkezd sorozatok tagjaira:
(a) ap+1 = 3an — 2a,—1, ahol a1 =4, as =6,
(b) byg1 = 2b, — 2b,,_1, ahol by =1, by =1,
(¢) cne1 =4y, —2¢p—1, ahol ¢; =0, ¢ =1,
(d) dpy1 = 2d,, —dy—1, ahol dy =1, dy =2,
(e) ent1 = de, —4de,—1, ahol e; =2, ex = 8.
[megoldas

2.60. Az a, sorozat kielégiti az a,, = 6a,_1 — 1lan_o + 6a,_3 rekurziét és
ag =6, a; = 11, ao = 25. Hatarozd meg a,,-t!

[megoldas

2.61. Az a,, sorozatot a kovetkezé rekurziéval definidljuk: a,11 = 4a, —an_1
n>1és ag =2, a; = 4. Adj explicit képletet a,-re!
(megoldas

2.5. Fibonacci-sorozat

Ebben a részben a Fibonacci-sorozatot vizsgaljuk. Ezt a linedris rekurziv

sorozatot a kovetkezOképpen definidljuk: F,, = F,,_1 + F,—2 és (n > 2),

Fy=0F =1

2.62. Hanyféleképpen fedhetjiik le a 2 x n-es tablat 1 x 2-es domindkkal?
[megoldas|
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/2
> (")
1=0 t

2.64. Legyen (F,,) a Fibonacci-sorozat: F,, = F,_1 + F,,_2 (n > 2), Fy =
0, F1 = 1. Bizonyitsd be, hogy

2.63. Mennyi

[megoldas

(n+V)Fy+nFy+---4+1-F,=F,qa— (n+3).

[megoldas
2.65. Legyen (F,,) a Fibonacci-sorozat. Mennyi
FP+F§+--+ F2?

[megoldas|

2.66. Legyen (F),) a Fibonacci-sorozat. Adj explicit képletet F,-re!

[megoldas|
2.67. Legyen (F,,) a Fibonacci sorozat. Bizonyitsd be, hogy
" /n
F, = Fs,.
> (j)m=r
k=0
[megoldas|
2.68. (a) Mennyi (91)"?
(b) Keress képletet Fyqpm-re Fy_1, F,, Fp,, Finp1 hasznélatdval!
(¢) Mutasd meg, hogy F,, = 521 >, (2,;11)5’“!
[megoldas

2.69. (a) Legyen F,, a Fibonacci-sorozat n-edik tagja, vagyis Fy =0, F; =1
és Fy1 = F,, + F,,—1 han > 1. Hozd zart alakra az F(z) = F} + Fox +
Fs32? + ... hatvanysort!

(b) Milesz a ) Fn% exponencialis generdtorfiiggvény?
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2.70. (a) Legyen m pozitiv egész. Mutasd meg, hogy Fy mod m periodikus!

(b) Mutasd meg, hogy (Fy,, Fi) = Fn 1!

2.71. Mutasd meg, hogy ha p # 5 prim akkor F,,_; vagy Fj, 11 oszthaté p-vel!

[megoldas
2.72. Bizonyitsd be, hogy
Lk
k—
R =3 () Pt
B [megoldas

2.6. Catalan-szamok

Ebben a részben az tin. Catalan-szamokat fogjuk vizsgalni. Ezt a sorozatot
a feladatban vezetjiikk be és az Gsszes tobbi feladatban is C),-nel fogjuk
jelolni az n-edik Catalan-szdamot.

2.73. (a) Jeldlje C,, azon 2n hosszi +£1-bél 4ll6 sorozatok szémat, ahol a
2n szam Osszege 0 és minden kezd6 részlettsszeg nemnegativ. Bizonyitsd be,
hogy Y p_o CkCr—k = Cpy1, ahol Cp = 1!

(b) Hényféleképpen juthat el egy bolha a (0,0) pontbdl az (n,n) pontba,
ha minden lépésben jobbra vagy felfelé léphet egyet a négyzetracson és nem
mehet az y = = egyenes {6167 Es egy altaldnos (n, k) pontba?

(¢) Mi koze egyméshoz az (a) és (b) résznek?

[megoldas

2.74. n hangya egy csovon sétal keresztiil. A cs6 nagyon sziik, igy a hangyédk
nem tudjak megelézni egymast, amde a csé felénél van egy ledgazés egy zsak-
utcdba, amibe néhdny hangya be tud menni és onnan forditott sorrendben
kijohetnek, de a ledgazasbol visszafelé nem mehetnek, csak elére. Hanyféle
sorrendben johetnek ki a cs6bol?

meqgoLaaq

2.75. Hanyféleképpen bonthatunk fel egy konvex n-szdget haromszogekre
n — 3 atléval?

[megoldas
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2.76. Egy dinasztia alapité uralkoddja uigy rendelkezett, hogy minden fitiagi
leszarmazottjdnak 2 (nem feltétleniil fii) gyermeke legyen. O és mindegyik
fiidgi leszdrmazottja is igy tett, dm a (fiddgi) dinasztia csak n férfi tagot
szamlalt, majd kihalt. Hényféleképpen nézhet ki ezen n tagu dinasztia csa-
ladfaja, feltiintetve, hogy ki volt az els6 és ki a masodik gyermek?

[megoldas

2.77. Egy kor alaku asztal koriil 2n ember iil. Hanyféleképpen tud egyszerre
mindenki kezet fogni egy egy tarsaval, hogy az igy létrejové n kézfogas koziil
semelyik kettd se keresztezze egymast?

[megoldas|
2.78. Legyen C,, az n-edik Catalan-szdm, C,, = i—i% (Co = 1). Hatdrozd
meg a
C’(a:) 200+01$+02$2+...
generatorfiiggvényt a C;-kre vonatkozé rekurzié segitségével!
[megoldas

2.7. Stirling szamok

2.79. Jeloljiik {7 }-val ahdnyféleképpen az {1,2,...,n} halmazt k nem iires
halmazra lehet szétbontani. (PL: {3} = 3, mert {1,2}{3}, {1,3}{2},{2,3}{1}.)

(a) Szitaformuldval bizonyitsd be, hogy
M- S o (o
k ! e T

(b) Adj a binomidlis egyiitthatékhoz hasonlé rekurziét {7 }-ral

[megoldas|
2.80. Legyen [Z} az 1,2,...,n azon permutaciéinak szama, amelyben pon-

tosan k ciklus van. (Ezek az elséfaji Stirling-szdmok.) Mutasd meg, hogy

R R e
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2.81. Bizonyitsd be, hogy

[megoldas
2.82. Legyen [Z] az 1,2,...,n azon permutacidinak szama, amelyekben pon-
tosan k ciklus van. Mutasd meg, hogy
Z [Z] e =z(x+1)...(z+n-1).
k=0
[megoldas|
2.83. Bizonyitsd be, hogy
Z {n } xn _ IEk
= k (1-2)(1—2x)...(1—kax)
[megoldas
2.84. Mutasd meg, hogy
Z{n}ﬁ_(ez—l)k
kJ n! k!
n>0
[megoldas

2.85. Mutasd meg, hogy
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2.86. Legyen

(a) Mutasd meg, hogy
S o) = e
o n!

(b) Mutasd meg, hogy

k=0
[megoldads|
2.87. Legyen
n
Sn() = m o
k=1
(a) Mutasd meg, hogy
= 2" 1
D Sal@) ]y = 1-2)e
n=0
(b) Mutasd meg, hogy
" /n
> (k> S (2)Sn—k(y) = Sulz +y).
k=0
[megoldas

2.88. Legyen
S(n,’l”):{(kl,kg,...7kn) EZTL| k; >0, ki +2ko+ -+ nk, =

=n, ki + - +k,=r}
Mutasd meg, hogy

r kEStur) k1R fgl21k2 |k Inlkn
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2.89. Legyen
S(n?T):{(klak27"'7kn) EZn| ki 20) k1+2k2++nkn:

=n, k1 +--+k,=r}
Mutasd meg, hogy

r h kl!lkl k2!2k2 A kn'nkn '
keS(n,r)

[megoldas

2.90. Bizonyitsd be, hogy ha m,n > 0 egészek, akkor az elséfaji és masod-
faju Stirling szamokra fennall, hogy

S{ ] ={imnan

[megoldas
2.91. Bizonyitsd be, hogy
n+1 n k
) = Z 0 )
[megoldas|

2.92. Jelolje t(n, k) ahanyféleképpen fel lehet bontani az {1,2,...,n} hal-
mazt k nem iires halmazra gy, hogy két szomszédos elem ne keriiljon egy

—1
halmazba. Mutasd meg, hogy t(n, k) = {271 }

[megoldas|
2.93. Mutasd meg, hogy n > 1 esetén
3 {”} (—1)k(k — 1) = 0.
k
k=0
[megoldas
2.94. Az {1,2,...,n} permutdciéiban mennyi a ciklusok szdmdanak dtlaga?

[megoldas
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2.8. Particiok

2.95. Jelolje p<i(n) az n természetes egész szdm felbontdsainak szdmét po-
zitiv egészek Osszegére, melyek mindegyike legfeljebb k. p<(0) = 1 definicié
szerint. Legyen tovabba p=¥(n) n azon particiéinak halmaza, ahol legfeljebb
k tagi 6sszeget képeziink. Mutasd meg, hogy p<i(n) = p=¥(n)!

2.96. Bizonyitsd be, hogy az n szam csupa kiilonb6z6 pozitiv egészre vald
Osszegelballitasainak szama egyenlé n szam csupa paratlan pozitiv egészre
valé Osszegeléallitasainak szaméaval!

[megoldas

2.97. Jeldlje p<i(n) az n természetes egész szdm felbontdsainak szamét po-
zitiv egészek Osszegére, melyek mindegyike legfeljebb k. p<j(0) = 1 definicié
szerint.

(a) Bizonyitsd be, hogy

S n 1
T;)pgc(n)x = 90— A=

(b) Jelolje p(n) az n particidinak szdmat. Bizonyitsd be, hogy

o0 . o0 1
nz:%p(n)fv = k];[l Tk

(Ertelmes ez a szorzat? Milyen konvergencia szerint?)

[megoldas

2.98. Legyen p(n) az n szam pozitiv egészek dsszegeként (particié) valé fel-
frdsainak szdma, ahol a sorrend nem szdmit. (Pl.: p(4) =5, mert 4 =3+1 =
242=24+141=14+1+1+1.)

(a) Bizonyitsd be, hogy az n szdm particiéiban az 1-esek szdma p(n — 1) +
p(n —2) +--- 4 p(0), ahol p(0) = 1 definici6 szerint!

(b) Keress hasonl6 képletet a 2-esek, 3-asok,... szdmaral

(¢) Bizonyitsd be, hogy

ahol o (k) k osztéinak osszege!
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2.99. Legyen p(n) az n szdm particiéinak a szdma. Legyen tovabba r(n) azon
particiék szdma, ahol az 6sszeadanddk kiilonbozé paratlan szamok. Mutasd
meg, hogy p(n) = r(n) (mod 2)!

[regoldas






3. fejezet

Algebrai mdédszerek a
kombinatorikaban

3.1. Linearis algebrai médszerek

3.1. Az n csucsu G gréf éleit megirdnyitjuk, majd minden e = zy élhez
hozzarendeljitk azt a v, € R™ vektort, amely az x koordinatdban 1, y koor-
dindtadban —1, mindeniitt mashol pedig 0.

(a) Mekkora a v, vektorok dltal generédlt V' vektortér dimenzidja?
(b) Mely élekhez tartozé vektorrendszerek lesznek linedrisan fliggetlenek?

(c) Mely élekhez tartozé vektorrendszerek lesznek generdtorrendszerei V-nek?

(d) Mely élekhez tartozé vektorrendszerek lesznek bézisai V-nek?

megolaa

3.2. (Graham—Pollak-tétel) Mutasd meg, hogy a K, teljes graf élhalmazét
nem lehet felbontani (n — 1)-nél kevesebb teljes paros graf unidjara.

meqgolaa

3.3. Legyen f.(n) annak a minimuma ahdny részre az n csicsu teljes r-
uniform hipergrafot fel lehet bontani paronként diszjunkt teljes r-osztalyu
r-uniform hipergrafok unidjara.

(a) Mutasd meg, hogy f.(n) > fr—1(n—1)!
(b) Mutasd meg, hogy f5(n) =n — 2!
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(c) (Csak ehhez kell linedris algebra.) Bizonyitsd be, hogy n > 2k > 2 esetén

(Z) - (kﬁl) - (kiS) - (k+1fng/2j).

(%)

far(n) > 2

(Csak ehhez kell lineéris algebra.)

(d) Bizonyitsd be, hogy minden r > 1 esetén létezik ¢, > 0, hogy f.(n) >
crnl/21 (Megjegyzés: ez valéban a pontos nagysagrend.)

[megoldas

3.2. Polinommodszer

Ebben a részben is alkalmas vektorterek dimenziéjat kell becsiilni egy-egy
feladat allitdsdnak bizonyitdasahoz csakigy, mint az el6z6 részben. Az j-
donsagot az adja, hogy a vektortér elemei polinomok lesznek, igy a linedris
fliggetlenség bizonyitdsara 1j lehet6ségek nyilnak.

3.4. Legyen G = (A, B, E) péaros graf, ahol |A| = n,|B| = m. Tegyiik fel,
hogy G-hez tetsz8leges élt hozzdvéve keletkezik K (.S, T) teljes paros graf, ahol
SC A TCB,|S|=s,|T| =t Mutassuk meg, hogy legaldbb nm — (n — s+
1)(m —t+1) éle van G-nek!

[megoldas|

3.5. Tegyiik fel, hogy az A C R™ halmaz barmely két kiilonboz6 pontja dy
vagy do tavolsdgra van egymastol. Mutasd meg, hogy

1
] < S+ )0+ ).
[megoldas

3.6. (a) Legyen G egy graf S C R? pontjain. Két cstics akkor van 6sszekotve,
ha tévolsdguk 1. Legyen H egy tetszOleges graf és legyen H** az a graf,
melynek csticshalmaza V (H)* és az (uy,...,ux), (v1,...,v;) € V(H)¥ akkor
van Osszekotve, ha valamelyik koordinatdban a csicsok szomszédosak. A H
graf w-Shannon-kapacitasat a kovetkezéképpen definialjuk:

Ou(H) = lim w(H*F)V/*,

k— o0
Mutasd meg, hogy a G tavolsdggraf w-Shannon-kapacitdsa legfeljebb d + 2!

(b) Mutass példat arra, hogy ©,,(G) < d+1 nem feltétleniil igaz még a d = 2
esetben sem!

[megoldas
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3.7. Legyen G = (V, E) irdnyitott graf. Legyen w(G™) a legnagyobb S C V"
halmaz mérete, melyre minden (w1, ..., up),
(v1,...,v,) € S rendezett parra létezik i, hogy (u;,v;) € E(G). Legyen

C(G) = lim w(G™)Y/"

n—oo

a G un. Sperner-kapacitdsa. Legyen d*(G) a G-beli legnagyobb kifok. Mu-
tasd meg, hogy

C(G) < d*(G) + 1.
[megoldds

3.3. A kombinatorikus Nullstellensatz
alkalmazasai
3.8. Legyenek n > 1, K > 0 egészek. Legyen tovabbd h € Fy(t1,...,t,)
polinom. Tegyiik fel, hogy az Ay,..., A, C F, halmazokra teljesiil, hogy
S |Ail = K + n+ deg(h). Tegyiik fel még, hogy a
(tr+ -+ ) Sht, ... 1)

‘_1 tlAnl_l

polinomban a tllAl egyiitthatéja nem 0. Mutasd meg, hogy ekkor

a1+ - +an|a; € 4; (1 <i<n); h(ar,...,an) #0} > K+ 1.
[megoldas

3.9. Legyen p prim. Legyen f € Fp[z1,...,x,] n-valtozds polinom, melynek

foka n(p — 1). Legyen
/f = fla)

QGFZ

Mutasd meg, hogy [ f csak azon tagtdl fiigg, amelyben minden kitevd pon-
tosan (p — 1)!
[megoldas

3.10. Legyen k = 1’2;1 Mutasd meg, hogy tetszbleges di,ds,..., dr € IFp
esetén létezik [, \ {0}-nak egy ai,b1,az,bs,...a, by permutéciéja melyre
di = a; — b,'

[megoldas
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3.11. Legyenck A, B C F,, halmazok és legyen
A+B={a+blacAbeBab).
Mutasd meg, hogy
A+ B| > min(|A] +|B| - 3.p).

S6t, ha |A] # |B|, akkor az aldbbi becslés is teljestil:

A+ B| > min(|A| +|B| - 2.p).
[megoldas

3.12. Legyen F tetszbleges test és A egy n X n-es méatrix F felett. Tegyiik
fel, hogy A permanense nem 0. Mutasd meg, hogy ekkor tetszéleges b € F™
vektorra és S1,59,...5, C F halmazokra, melyekre |S;| = 2 minden i-re,
létezik egy olyan z = (z1,...x,) € S1 X S X -+ x S, vektor, hogy Az
minden koordindtajaban kiilonbozik a b vektortdl.

[megoldds

3.13. (Chevalley-tétel) Legyen p prim és legyenek
Pr=Pi(z1,...,20), Po = Pa(21, ..., Tn), s P = Pro(21,. .., @)

Fplx1,...,z,)-beli polinomok. Tegyiik fel, hogy n > Y., deg(P;). Bizo-
nyitsd be, hogy ha a Pi,..., P, polinomoknak van egy kozos (ci,...,cp)
gyokiik, akkor van még egy kozos gyokiik!

[megoldas

3.14. Legyenek a1, az, . .., azp—1 Fp-beli elemek. Mutasd meg, hogy taldlhaté
p darab kozottiik, melyek Osszege 0!

[megoldas

3.15. A Hy, Hs, ..., Hy, hipersikok lefedik a [0, 1]™ hiperkocka tsszes csticsat,
kivéve a 0 cstucsot. Mutasd meg, hogy k& > n!

[megoldas

3.16. A Hy, Ha, ..., Hy sikok lefedik a [0,1,2,...,n]3 kocka 6sszes rdcspont-
jat, kivéve a (0,0,0) csticsot. Mutasd meg, hogy k > 3n!

[megoldas
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3.17. A G = (V, E) grifot egy él hozzavételével kapjuk egy 4-reguldris graf-
bél. A Chevalley-tétel (3.13|feladat) alkalmazdsédval mutasd meg, hogy G-nek
van 3-reguldaris részgrafjal

[megoldas

3.18. Legyen p prim. Tegyiik fel, hogy a G grifban az atlagfokszam tobb
mint 2p — 2 és a legnagyobb fokszam legfeljebb 2p — 1. Mutasd meg, hogy
G-nek van p-reguléris részgrafjal

[megoldas






4. fejezet

Spektralgrafelméleti
feladatok

4.1. Bevezeto feladatok

4.1. (a) Legyen A a G graf adjacenciamdtrixa. Mi az (A?);; kombinatorikus
jelentése ha i = j, illetve ha i #£ 57
(b) Legyen k pozitiv egész. Mi az (A¥);; kombinatorikus jelentése?

4.2. Legyen A a G graf adjacenciamatrixa, vagyis A = (a;;), ahol a;; = 1,
ha az i-edik és j-edik cstics Ossze van kotve és 0, ha nincsenek Gsszekdtve.
Legyenek az A métrix sajatértékei Ay > Ag > -+ > A\, (valdsak(!), miért is?).
Mutasd meg, hogy

(a) Z Ai =0,

(b) 32AF = 2¢(G)!

(c) Mi lesz 3" A2, illetve altaldban Y AF?

4.3. (a) Mik a K, teljes graf sajdtértékei?
(b) Mi a K, ,, n + m cstcsu teljes pdros graf spektruma?

4.4. Adottak a G és Gy gréfok sajatértékei. Mik lesznek G = G U Gq
diszjunkt uniénak a sajatértékei?

meqgoLaa
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4.5. Mutasd meg, hogy egy d-regularis graf legnagyobb sajatértéke d, és
multiplicitdsa éppen a G graf komponenseinek szdmal

[megoldas

4.6. Legyen G legnagyobb sajatértéke A\, legkisebb sajatértéke A,. Mutasd
meg, hogy A1 > |\, !
[megoldas|

4.7. Legyen A a G graf adjacenciamatrixa, legnagyobb sajatértékéhez tartozd
sajatvektora vy. Mutasd meg, hogy

max z! Az = )\,

[lz||=1
illetve
min z7 Az = \,,
[lz||=1
tovabbs
max z' Az = \y.
[lz||=1,2Lv1

Hogyan altalanosithaté ez az allitds a tobbi sajatértékre?

[megoldas

4.8. (Courant—Weyl-tételek.) Legyen A valds, szimmetrikus métrix. Legye-
nek A sajatértékei \;y > Ao > --- > \,. Mutasd meg, hogy

(a)

A, = max min v’ Av.
U:dim U=k HE\EIUI
oll=

(b)

A = min max v’ Av.
U:dimU=n—k+1 H@‘E‘Ul
iy

[megoldas

4.9. Legyenek A szimmetrikus valés matrix sajatértékei Ay > Ao > -+ > A,
Legyen tovabba ui, ..., us ortonormalt vektorrendszer. Mutasd meg, hogy

k k
Z A > Z ETAE
i=1 i=1
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4.10. Legyen az A matrix ortonormdlt sajdtbazisa vi,...,v, (oszlopvekto-
rok) ugy, hogy Av; = A\;v;. Mutasd meg, hogy

n
A= Z v
i=1
Mutasd meg, hogy

n
Ak: E )\f’l}ﬂ}iT.
i=1

[megoldas
4.11. (a) Mutasd meg, hogy ha \ sajitértéke a G pdros grafnak, akkor —A\
is!

(b) Legyen a G 0Osszefiiggd graf legnagyobb sajatértéke A;, legkisebb sajét-
értéke A,. Tegyiik fel, hogy A, = —A;. Bizonyitsd be, hogy G péros graf!

(¢) Mutasd meg, hogy a (b) feladatban nem hagyhaté el az sszefiiggéségi
feltétel!

[megoldas
4.12. A d-reguléris G graf sajatértékei legyenek d = Ay > Ay > -+ > A,
Mik G sajatértékei?

[megoldas|
4.13. Jelolje my(G) azt a szémot, ahdnyféleképpen ki lehet valasztani G-nek

k fiiggetlen élét (mo(G) = 1). Bizonyitsd be, hogy egy T fa karakterisztikus
polinomja

ln/2) .
> (=1)my(T)z" .
j=0

[megoldas|
4.14. (a) Adj meg két azonos spektrumi gréfot, amelyek koziil az egyik
Osszefiiggd, a masik nem!

(b) Adj meg két nem izomorf fat, melyeknek megegyezik a spektrumal
[megoldas|
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4.15. Legyen G egy n csicsd, m élu graf. Legyen Lg a G graf élgrafja.
Legyenek L sajatértékei A\i(Lg) > -+ > An(Lg). Bizonyitsd be, hogy
Am(Lag) > =2, és egyenldség all fenn, ha m > n.

[megoldas

4.2. Grafszorzatok, graftranszformacidk

4.16. (a) A G graf adjacenciamdtrixdnak sajatértékei pi, pa, ..., pn. Mik
annak a G(k) grafnak a sajatértékei, melyet ugy kapunk, hogy G minden
csucsat helyettesitjiik egy k& méretii fiiggetlen halmazzal, és két ilyen fiiggetlen
ponthalmaz kézott behtzunk minden élet pontosan akkor, ha eredetileg volt
él a két csics kozott, egyébként pedig nem hiuzunk be egyetlen élet sem?

(b) Mik annak a GJ[k] grafnak a sajatértékei, melyet gy kapunk, hogy G
minden csicsat helyettesitjiikk egy k& méretii klikkel és két ilyen klikk kozott
behtizunk minden élet pontosan akkor, ha eredetileg volt él a két cstics kozott,
egyébként pedig nem hizunk be egyetlen élet sem?

(megoldas
4.17. (a) A G graf Laplace-métrixdnak a sajatértékei A\j, Aa,..., A,. Mik

annak a G(k) grafnak a sajatértékei, melyet ugy kapunk, hogy G minden
csucsat helyettesitjiik egy k& méretii fiiggetlen halmazzal és két ilyen fiiggetlen
halmaz ko6zo6tt behizunk minden élet pontosan akkor, ha eredetileg volt él a
két csucs kozott, egyébként pedig nem hizunk be egyetlen élet sem?

(b) Mik annak a G[k] graf Laplace-mdtrixdnak a sajatértékei, melyet gy
kapunk, hogy G minden csicsat helyettesitjiik egy & méretli klikkel és két
klikk kozott behtzunk minden élet pontosan akkor, ha eredetileg volt él a
két cstcs kozott, egyébként pedig nem hizunk be egyetlen élet sem?

[megoldas

4.18. Adottak a G és Gy grafok sajatértékei. Mik a Gy xGo graf sajat-
értékei, ahol G1xG4y grafot a kovetkezSképpen definidljuk: a csicshalmaz
V(G1xGs) = V(G1) x V(G2), és az (uy,v1) és (ug,vq) csicsok akkor és csak
akkor vannak osszekotve, ha (uq,uz) € E(Gy) és (uz,v2) € E(G2).

gota

4.19. Adottak a Gy és G4 grafok sajatértékei. Mik Gy x Gy graf sajatértékei,
ahol Gy * Gy grafot a kovetkezOképpen definidljuk: a csicshalmaz V(Gp *
Go) =V (G1) x V(Ga), és az (uy,v1) és (ug,vs) csicsok akkor és csak akkor
vannak Gsszekotve, ha minden koordinataban vagy megegyeznek, vagy Ossze
vannak kotve.

[megoldas
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4.20. Adottak a Gy és Gy grafok adjacenciamatrixdnak a sajatértékei. A
G10G3 grafot a kovetkez6képpen definidljuk: V(G10G3) = V(G1) x V(Ga),
tovabba (u1,v1) és (ug,ve) akkor és csak akkor van 6sszekotve, ha u; = ug
és (v1,v2) € E(G2), vagy v1 = vg és (u1,u2) € F(G1). Mik a G10G, gréf
sajatértékei?

[megoldas

4.3. Spektralsugar-becslések

4.21. Legyen G’ részgrafja G-nek. Legyen A(G) G spektrilsugara, azaz G
legnagyobb sajatértéke. Mutasd meg, hogy A(G') < A(G), és ha G 6sszefiiggd
és G’ valddi részgrafja G-nek, akkor nem dllhat fenn egyenldség!

[megoldas

4.22. Legyen d a G graf legkisebb, D a legnagyobb fokszama. Legyen to-
vabba A az adjacenciamatrix legnagyobb sajatértéke. Bizonyitsd be, hogy

[megoldas

4.23. Legyen G spektrilsugara A(G), a G-beli csiicsok fokszdmai dy, . .., d,.
Mutasd meg, hogy

[regoldas

4.24. Legyen GG és Gy két graf azonos csicshalmazon. Legyen G az a graf,
amelynek csicshalmaza V(G) = V(G;) = V(G2) és E(G) = E(G1) U E(G3).
Legyen A(G;) a G; graf spektrélsugara, azaz G; legnagyobb sajatértéke. Bi-
zonyitsd be, hogy
AMG) < MG1) + A(G2).
[megoldas|

4.25. Legyen T fa n csticson. Mutasd meg, hogy a legnagyobb sajatértéke
legfeljebb /n — 1. Allhat-e egyenl6ség a becslésben?

[megoldas
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4.4. Grafparaméterek becslései

4.26. Legyen G (n,d, \)-graf vagyis d-reguldris n cstcsi graf, melynek min-
den d-t6l kiilonbozé sajatértéke legfeljebb A abszolutértékli. Legyen X,Y C
V(G) és jelolje e(X,Y) azon élek szdmat, melyek egyik végpontja X-ben,
masik végpntja Y-ban van. Mutasd meg, hogy

e(X,Y) —

d“X;l'Y' < )‘|X|1/2|Y|1/2'

megoLaa

4.27. (a) Legyen G graf n csicson, melynek legnagyobb Laplace-sajitértéke
p1. Legyen (A, V \ A) a G graf egy vagasa, ahol |[A] = a,|V\ A =0b. A
végédsban szerepld élek szdmét jelolje e(A4,V \ A). Mutasd meg, hogy ekkor

b
(A V\A) <=

(b) Legyenek a G d-reguldris graf adjacenciamétrixédnak sajatértékei d = Ay >
Ao > -+ > Ap,. Mutasd meg, hogy ekkor a graf tetszéleges vagasa legfeljebb

Anl
4

(d_ )‘n)% =

N

élet tartalmaz!

[megoldas

4.28. (Hoffman-becslés) Legyen G d-reguldris graf A, legkisebb sajdtértékkel,
és legyen «(G) a legnagyobb fiiggetlen halmazdnak mérete. Mutasd meg,
hogy

—nA,

< .
(@)= T3

[megoldas

4.29. Legyen ny,n_ a G graf nemnegativ, illetve nempozitiv sajatértékeinek
a szama. Legyen a(G) a G graf legnagyobb fiiggetlen halmazdnak mérete.
Mutasd meg, hogy a(G) < min{n,,n_}!

[megoldas



4.5. EROSEN REGULARIS GRAFOK 55

4.5. Erosen regularis grafok

A G graf er6sen reguléris (v, k, A, u) paraméterekkel, ha v csicsa van, k-
reguldris és ha két csics Ossze van kotve, akkor nekik pontosan A ko6zos
szomszédjuk van, ha pedig nincsenek &sszekotve, akkor pedig pontosan p
kozos szomszédjuk van.

4.30. Legyen G graf erésen reguldris (v, k, A, u) paraméterekkel. Legyen A
az adjacenciaméatrixa G-nek. Mutasd meg, hogy

A% 4 (= NA = (k= p)I = p,

ahol I az egység, J pedig a csupa 1 matrix. Mik az A matrix sajatértékei?
Mi az egyes sajatértékek multiplicitasa?

[megoldas

4.31. (a) Mik a Petersen-graf sajétértékei?

(b) A Paley-grafot a kovetkezOképpen definidljdk. Legyen p egy 4k + 1 alakd
prim. A Paley-graf csucshalmaza Z,, és a,b € Z,, csticsok &ssze vannak kotve,
ha a — b négyzetszdm Z,-ben. Mik a Paley-graf sajatértékei?

[megoldas

4.32. Legyen a G graf erdsen reguldris (v, k, A\, u) paraméterekkel. Legyen
k > 191 > 99 a G graf harom kiilonb6z6 sajatértéke. Mutasd meg, hogy

(k — 191)(]{3 — 192) = vu.
[megoldas

4.33. Legyen a G graf er6sen reguldris (v, k, A\, ) paraméterekkel. Mutasd
meg, hogy G graf vagy konferenciagraf, azaz olyan erésen reguléris, melynek
paraméterei (4t+1,2t,t—1,t) valamilyen t-re, vagy minden sajatértéke egész
szam!

[megoldas

4.34. Legyen a G graf erésen reguldris (v, k, A, u) paraméterekkel. Tegyiik
fel, hogy G nem az iires vagy a teljes graf és v = p prim. Mutasd meg, hogy
ekkor G konferenciagraf, azaz olyan er6sen reguldris, melynek paraméterei
(p, 255, B2 BT).

[megoldas
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4.35. Tegyiik fel, hogy egy k-regularis G gréfra teljesiil, hogy ha két kiillonbo-
z0 csucs Ossze van kotve, akkor nincs k6z6s szomszédjuk, ha pedig nincsenek
Osszekotve, akkor pontosan egy kozos szomszédjuk van.

(a) Hény csicsa van G-nek k fiiggvényében? (Ez még csak cseresznyézés.)
(b) Mutasd meg, hogy k az 1,2,3,7,57 szdmok valamelyike!

(c) Mely k-re ismersz példat a fentiek koziil?
[megoldas

4.36. Tegyiik fel, hogy egy k-regularis G gréafra teljesiil, hogy ha két kiillonbo-
706 csucs Ossze van kotve, akkor nincs kozos szomszédjuk, ha pedig nincsenek
Osszekotve, akkor pontosan két kozos szomszédjuk van.

(a) Hany csticsa van G-nek k fiiggvényében? (Ez még csak cseresznyézés.)

(b) Mutasd meg, hogy létezik egy 7 egész szam, melyre d = r2 + 1!
[megoldas

4.37. Mutasd meg, hogy K19 nem bonthaté fel harom Petersen-graf éldisz-
junkt unidjaral

[megoldas

4.6. Laplace-sajatértékek

4.38. Legyenek a G n-csucsu graf Laplace-matrixanak sajatértékei pp >
-+ > iy Mutasd meg, hogy p, = 0!
[megoldas

4.39. Legyenek a G n-csicsu graf Laplace-matrixdnak a sajatértékei pg >
<o+ > pp. Mik G graf Laplace-matrixanak a sajatértékei?

[regoldas

4.40. Mik a K, teljes, illetve K, ,,, teljes paros graf Laplace-matrixdnak a
sajatértékei?

[megoldas|
4.41. Legyen 7(G) a G graf feszit6fdinak szdma.
(a) Bizonyitsd be, hogy 7(G) = 7(G — ¢) + 7(G/e)!
(b) Legyen L(G) a G graf Laplace-métrixa és L(G); az a métrix, amit a
Laplace-méatrixbdl kapunk az i-edik sor és oszlop torlésével. Bizonyitsd be,

hogy det L(G); = 7(G)!
[megoldas
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4.42. Legyenek a G n-cstucsu graf Laplace-matrixdnak sajatértékei pq >
- > up. Legyen tovabba 7(G) G graf feszit6fdinak a szdma. Bizonyitsd
be, hogy

n—1
1
(G) =~ IT #-
i=1 [megoldds

4.43. (a) (Cayley-tétel) Mutasd meg, hogy n" =2 fa van n szdmozott csticson,
vagyis ennyi feszit6faja van a K, teljes grafnak.

(b) Hény feszitéfdja van a K, ,, teljes paros grafnak?

[megoldas

4.44. Hany feszit6fdja van a teljes k-osztalyd grafnak, ha az osztdlyokban
rendre ay,...,ax cstics van (n = a1 +as+ -+ ag)?

[regoldas

4.45. Héany feszitéfija van annak a grafnak amit Ugy kapunk, hogy egy K
teljes grafbdl elhagyjuk egy Ky teljes graf élhalmazat?

3

[megoldas

4.46. Héany olyan szamozott csicst fa van n ponton, amely tartalmaz adott
k fiiggetlen élt7
[megoldas|

4.47. Hény olyan szamozott csticsu fa van n ponton, amely tartalmaz egy
adott k 4gu csillagot?

4.48. Hany feszit6faja van a Petersen-grafnak?

S Q
=) =)

4.49. A Paley-grafot a kovetkezoképpen definidljak. Legyen p egy 4k + 1
alaki prim. A Paley-graf csicshalmaza Z,, és a,b € Z,, csicsok Gssze vannak
kotve. ha a — b négyzetszdm Z,-ben. Hany feszitéfdja van a Paley-grafnak?

Q
Q

4.50. Legyen L(G,x) az n-csicst G graf Laplace-métrixdnak karakteriszti-

kus polinomja. Mutasd meg, hogy G feszitéfainak szdma #L(G, n)!

~—

4.51. Bizonyitsd be, hogy det(L(G) + zJ) = n?7(G)x!

Q Q
<) <)






5. fejezet

Val6szintliségszamitasi
modszerek a
kombinatorikaban

5.1. Varhato érték és valtoztatott véletlen

5.1. Van egy n csicsu és e éli grafunk. Mutasd meg, hogy van olyan rész-
grafja, ami péros és legalabb e/2 élt tartalmaz!

megolaa

5.2. Adott G graf n csicson. Legyen k = [n/2]. Mutasd meg, hogy a
grafnak van olyan vagasa, ami legalabb az élek %L_ részét tartalmazzal

1
meqoLaa

5.3. Legyen G és H két graf n csticson. Mutasd meg, hogy van G-nek olyan

% éle van!
2

K részgrafja, amely izomorf H egy részgrafjaval és legalabb

5.4. Legyen R(k, k) Ramsey-szdm az a legkisebb szdm ¢ szdm, hogy akérho-
gyan szinezziikk ki a K; teljes gréaf éleit két szinnel, lesz monokromatikus k
csucsu teljes részgraf.

(a) Tegyiik fel, hogy n, k szdmokra fennéll, hogy (2)21_(5) < 1. Mutasd
meg, hogy R(k,k) > n! Speciélisan bizonyitsd be, hogy R(k,k) > [2¥/?] ha
k> 3!
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b) Mutasd meg, hogy tetsz6leges n, k szdmra R(k, k) > n— (7 217(’5)! Milyen
( g, hogy ges n, , y
alsé becslés jon ki R(k, k)-ra?

(c) Mutasd meg, hogy létezik egy C szdm, hogy barmely n-re létezik egy G
graf n csucson, hogy x(G) > #gn, w(G) < Clogn!
[megoldas|

5.5. Egy teniszversenyen n ember indult, mindenki mindenkivel jatszott egy-
szer. A verseny végeredményét k-jonak hivjuk, ha tetszéleges k emberhez van
olyan versenyz0, aki mindegyiket legy6zte. Mutasd meg, hogy adott k esetén
létezik olyan ng(k), hogy n > ng(k) esetén van k-jé verseny!

[megoldas
5.6. Bizonyitsd be, hogy tetszOleges n-re van olyan tournament, amelynek
legalabb n!/2"~! Hamilton-1itja van!

[megoldas

5.7. Legyenek a G graf csicsainak fokai dy,...,d,. Legyen o(G) a G graf
legnagyobb fiiggetlen halmazanak mérete. Mutasd meg, hogy

1
a(G) =) :
o ditl

[megoldas|
5.8. Legyenek a G izolalt csicsot nem tartalmazé graf csucsainak fokai

dy,...,d,. Legyen n(G) a G graf legnagyobb olyan csicshalmazénak mé-
rete, amely kormentes részgrafot feszit. Mutasd meg, hogy

2
n(G) 2 Z d; +1°
i=1 "

[regoldas

5.9. Mutasd meg, hogy n pozitiv egész szam koziil mindig kivalaszthato
[n/3], melyek kozott az a; + as = az egyenletnek nincs megolddsal

[megoldas

5.10. Egy G = (V, E) grafban a minim4lis fokszdm 6 > 1. Mutasd meg,
hogy van a grafnak egy dominalé halmaza, melynek mérete legfeljebb

nl—l—ln(&—i—l)
s+1

(Egy U halmazt dominélé halmaznak neveziink, ha minden v € V' \ U esetén
van v-nek szomszédja U-ban.)

[megoldas
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5.11. Mutasd meg, hogy tetszéleges (k, 1) szdmpdrra létezik olyan graf, mely-
nek kromatikus szdma legaldbb k, és a legrévidebb kor hossza legaldbb !

[megoldas

5.12. Legyen f(m) a legnagyobb olyan szdm, amelyre teljesiil, hogy barho-
gyan adunk meg Aj,..., A, halmazokat, van kozottiik f(m) darab, hogy a
kivdlasztott halmazok kézott nincs megolddsa a By U By = Bs (B, Bs, Bs
kiilsnboz6) halmazegyenletnek. Mutasd meg, hogy f(m) > 1./m!

[regoldas

5.13. (a) Legyen G gréaf n csticesal és e éllel. Legyen X (G) a G graf keresz-
tezési szama vagyis az a legnagyobb szam, amelyre teljesiil, hogy barhogyan
rajzoljuk le G-t a sikba, legaldbb X (G) darab egymdst metszé élpar lesz.
Bizonyitsd be, hogy X(G) > e —3n!

. 7. 763
(b) Bizonyitsd be, hogy ha e > 4n, akkor X(G) > iz |
(megoldas

5.14. Legyen H k-uniform hipergraf n csicson és m éllel. Legyen 7(H) a
H lefogasi széma: 7(H) = min{|S| | |[SNe| # 0 Ve € E(H)}. Mutasd meg,
hogy k > 1 esetén tetszoleges a > O-ra

alogk m

T(H) <n ? o

5.15. Legyen
f(k,s) = min{|E(H)| |H k-uniform hipergraf, x(H) > s}.

Mutasd meg, hogy

k—1
o) > (k-1 (S e =)
[regolddd

5.16. Mutasd meg, hogy van olyan G = (A, B, F) péros graf, amelyre |A| =
| B| = n, nincs benne K ; és éleinek szamdra teljesiil, hogy

2 o stt=2
G(G) Z (1 - s"ﬂ) n st—1
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5.17. Legyen G graf n csiucson m éllel. Tegyiik fel, hogy n > 2m. Mutasd
2
meg, hogy legaldbb 7~ kor van a grafban!

[regoldas

5.18. (a) Legyen t(m,r) az m csicst r-osztalyd Turdn-graf éleinek szama.
Tegyiik fel, hogy G m szinnel szinezhet6 graf e éllel. Mutasd meg, hogy ekkor
tartalmaz egy r szinnel szinezheté G grafot, melynek legaldbb e t(zr)

(%)

éle van!

(b) Mutasd meg, hogy ha x(G) < 2s, akkor van olyan vigisa G-nek, ami

legaldbb £ + %5 élt tartalmaz!

(¢) Mutasd meg, hogy ha e = (TQ"), akkor GG tartalmaz egy r osztalyu grafot
legaldbb (5)n? éllel!
[megoldas

5.19. Legyen P(n) a maximuma annak, hogy hdny Hamilton-1itja lehet egy n
cstcsd T tournamantnek. Hasonléan, legyen C(n) a maximuma annak, hogy
héany Hamilton-kore lehet egy n csticsit T tournamantnek. Mutasd meg, hogy

Pn—-1)
C(n) > —

[megoldas

5.20. Legyen H r-uniform e éli hipergraf n csiicson. Tegyiik fel, hogy n < 2e.
Mutasd meg, hogy létezik olyan S C V(H), mely nem feszit élet és

n\1/(r—1)
)

512 3 (3;

[megoldas

5.21. Legyen H egy egyszerii graf n cstcson, e éllel. A H egy G[H] felftijt-
jat a kovetkezOképpen definidljuk. A H minden u csicsat helyettesitjik a
csucsoknak egy V,, kupacaval, és a V,, és V,» kupacok kozott akkor hizunk
be néhédny élet, ha (u,u’) € E(H), egyébként nem hizunk be egyetlen élet
sem. Tegyiik fel, hogy G[H] minden kupaca N csicsot tartalmaz és G[H]
nem tartalmazza H egyetlen példanyat sem 1igy, hogy egy u csucsnak meg-
felel$ cstics a V;, kupacbdl keriil ki. Mutassuk meg, hogy G[H] éleinek szdma
legfeljebb (e — 1)N?!

[megoldas
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5.2. Masodik momentum modszer

5.22. (a) (Markov-egyenlétlenség) Legyen X nemnegativ valésziniiségi val-
tozd, legyen EX > 0. Mutasd meg, hogy tetszoleges pozitiv \ esetén

Pr(X > \) < %.

(b) (Csebisev-egyenlétlenség) Legyen X valdsziniiségi véltozd, legyen EX =
w, Var(X) = o0%. Mutasd meg, hogy

1
Pr(lX —pl = Ao) < e
[megoldas

5.23. (a) Hivjuk az X valdsziniiségi véltozét kombinatorikus val6szin{iségi
valtozénak, ha az X nemnegativ egész értékeket vesz fel. Mutasd meg, hogy
kombinatorikus valdszintiségi valtoz6 esetén

Pr(X =0)>1-EX.

Specidlisan, ha X,, kombinatorikus valdszintiségi valtozok egy sorozatara
lim,, o EX,, = 0, akkor

lim P(X, =0) = 1.

n—o0

(b) Mutasd meg, hogy
Var(X)
frng < _—
PX=0) = “gxyz

Specidlisan, ha lim, o {523 = 0, akkor

lim P(X, =0) = 0.

n—oo

[megoldas

5.24. Legyen X %) = Xl(k) + XQ(k) + -+ X,Sk), ahol Xi(k) az Agk) esemény
indikator valésziniiségi valtozdja, a k pedig egy paraméter, amellyel tartani
fogunk végtelenbe. (Az n is fiigghet k-t6l.) Legyen i ~ j, ha az Agk) és Ag-k)
események nem fiiggetlenek. Legyen tovabba

A® =3 P 0 Ak,

i~vj
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Tegyiik fel, hogy EX®) — 0o és A%) = (R (X(k))Q). Bizonyitsd be, hogy
X®*) > 0 1-hez tarté valészintiséggel, sé6t X*) ~ EX®*) majdnem mindig
teljesiil, azaz tetszéleges € > 0 esetén

lim P(|X; — EX)| > cEX),) = 0.
hoee [rmegoldds

5.25. Hasznéljuk az el6z6 feladat jeloléseit. Tegyiik fel, hogy az ka), .. ,XT(f”')

indikator valészintiségi valtozok szimmetrikus szerepet toltenek be, vagyis

tetszéleges 1 és j-re van a valdsziniiségi térnek egy olyan automorfizmusa,

)

ami az AZ(-k) eseményt az Ag-k eseménybe képezi. Legyen

* k k
Alk) = :Pr(Ag. ARy,
g~i

Tegyiik fel, hogy EX*) — 00 és A(k)* = o(EX*®). Mutasd meg, hogy ekkor
X ) > 0 1-hez tarté valészintiséggel, s6t X *) ~ EX*) majdnem mindig!
[megoldas

5.26. Legyen G = G(n,p) véletlen gréf, ahol p = p(n) fiigghet n-t6l. Legyen
w(G) a legnagyobb klikk mérete.
(a) Mutasd meg, hogy ha lim,,_, pn®/® = 0, akkor

lim Pr(w(G) >4) =0.

n—oo

b) Mutasd meg, hogy ha lim,, ., n2/3 = 0o akkor
( g, hogy p

lim Pr(w(G) >4) =1.
nree [megoldas

Megjegyzés: Egy f(n) figgvény a P tulajdonsig kiszdbfiggvénye, ha
(1) limy,— 00 % = 0 esetén

lim Pr(G(n,p(n)) € P) =0

n—oo
és
(if) limy,— oo % = 00 esetén

lim Pr(G(n,p(n)) € P) =1.

n—oo

Tehit a feladat szerint az n~—2/3 kiiszobfiiggvénye annak a tulajdon-
sagnak, hogy egy véletlen graf tartalmaz egy teljes 4 cstcsu grafot.
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5.27. Legyen K, az egyetlen 4 cstcsu, 5 éli graf. Mi lesz a kiiszobfiiggvénye
K, megjelenésének G(n,p)-ben?

5.28. Legyen w(n) — oo. Tovébba legyen p,(n) = (logn — w(n))/n és
py(n) = (logn +w(n))/n.

(a) Mutasd meg, hogy G(n,p.(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan tar-
talmaz izoldlt pontot, mig G(n,ps(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan
nem tartalmaz izoldlt pontot!

(b) Mutasd meg, hogy G(n,p,(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan nem
osszefiiggd, mig G(n, ps(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan dsszefiiggd!

[megoldas

5.3. A Lovasz-féle lokal-lemma alkalmazasai

5.29. (Lovész-féle lokdl-lemma, dltaldnos alak) Legyenek A4, ..., A4, esemé-
nyek egy tetszéleges valdsziniiségi mezOben. Az irdnyitott D = (V, E) graf a
V ={1,2,...,n} csicshalmazon az Ay,..., A, események fiiggéségi digraf-

ja, ha az A; esemény teljesen fiiggetlen az {A; | (i,j) ¢ E} eseményektél.
Tegyiik fel, hogy a D = (V| E) az A4,..., A, események fliggdségi grafja és
T1,...,T, valés szamok, melyekre 0 < z; < 1 és

P’/’(Az) S €T; H (1 — .ij)

(1,7)€EE

minden 1 < ¢ < n esetén. Mutasd meg, hogy

=1 =1 [megoldas

5.30. (Lovész-féle lokdl-lemma, szimmetrikus alak) Legyenek Aq, ..., A,
események egy tetszéleges valosziniliségi térben. Tegyiik fel, hogy minden i-re
A; teljesen fiiggetlen legfeljebb d kivételével az Osszes tobbi A;-tél. Tegyiik
fel, hogy Pr(A;) = p és
1
P
b= e(d+1)’

ahol e = 2, 71.... Bizonyitsd be, hogy

Pr(ﬁ A;) > 0.
i=1
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5.31. Tegyiik fel, hogy a H = (V, E) hipergraf minden élének legaldbb k
csucsa van és minden él legfeljebb d mésikat metsz. Mutasd meg, hogy ha
e(d+ 1) < 21 akkor H csticsai megszinezhetéek két szinnel tigy, hogy ne
legyen monokromatikus él.

[megoldas

5.32. Tekintsiik az R(k, k) Ramsey-szamot.

(a) Mutasd meg, hogy ha
I 1-(%)
e<(2>(k_2)+1)2 D <1,
akkor R(k,k) > n.
(b) Mutasd meg, hogy
2
Rk k) > 21+ ()2t

[megoldas

5.33. Legyen D = (V, E) egyszerti irdnyitott graf, melyben a minimélis kifok
§, a maximélis befok A. Mutasd meg, hogy ha e(A§ + 1)(1 — 1)° < 1, akkor
D tartalmaz egy iranyitott kort, melynek hossza k-val oszthatd!

[megoldds



6. fejezet

Algoritmuselmélet

Nagysagrendek

Ennek a szakasznak az a célja, hogy megismertessen a kiilonb6z6 fiiggvények
nagysagrendjének osszehasonlitasara hasznalt bevett jelolésekkel néhany egy-
szer(l példan keresztiil, bizonyitdsok nélkiil. (Aki ezzel mér tisztdban van, az
nyugodtan ugorja &t ezt a részt.)

Definicié. Legyenek f(n) és g(n) természetes szdmokon értelmezett valds

fliggvények. Azt mondjuk, hogy

(a) f(n) = O(g(n)) lejtsd: ,ordé g(n)”], ha van olyan ¢ szdm, hogy f(n) <
cg(n), legfeljebb véges sok n érték kivételével.

( ) f(n) = o(g(n)) [ejtsd: ,kisordé g(n)”], ha barmely pozitiv ¢ szdmra
f(n) < cg(n), legfeljebb véges sok n érték kivételével.

(¢) £(n) = g(n)) [ejtsd: omega g(n)’], ha gln) = O(f(n)).

(d) f(n) = w(g(n)) [ejtsd: ,kisomega g(n)”], ha barmely pozitiv ¢ szdmra
f(n) < eg(n), legfeljebb véges sok n érték kivételével.

(e) f(n) =0O(g(n)) [ejtsd: ,teta g(n) avagy f(n) és g(n) azonos nagysdgren-

di], ha f(n) = O(g(n)) és f(n) = Q(g(n)).

I

n)
(f) ) ~ g(n), [aszimptotikusan egyenld], ha fg:g — 1.

Ha f(n) = g(n) + h(n), és h(n) = o(g(n)), h(n) -et hibatagnak nevezziik.

(n

/\

1R

3

Ebben a fejezetben a log az e alapi logaritmust jeloli. (Mivel log, n =

f)iz = O(logn) barmely a > 1 szdmra, ezért a logaritmus alapja sok feladat-

ban nem lesz lényeges.)

6.1. Bizonyitsuk be, hogy minden k-adfoku polinom azonos nagysagrendi!
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6.2. Bizonyitsuk be, hogy minden k-adfoku, 1 féegyiitthatds polinom aszimp-
totikusan egyenlé!
6.3.
n, ha n paratlan,
= P

n?, ha n péros.

Tgaz-e, hogy f(n) = O(n?), vagy f(n) = Q(n?)?
6.4.

fn) = { n ha n < 1000,

n*, han > 1000.
Igaz-e, hogy f(n) = O(n?), vagy f(n) = Q(n?)?
Bizonyitsuk be az alabbi egyenléségeket:

6.5. (logn)* = o(n) rogzitett k mellett
6.6. n* = 0(2") rogzitett k mellett
67. (3) = % + 0 = O
6.8. () = "k—}: + O(nF~1) = O(n*), rogzitett k mellett

6.9. 4t — 4 O(1)

6.10. \/n2 +2pn +q = n+p+ O(1), rogzitett p és ¢ mellett
6.11. log(n? + 1) = 2logn + O(-5)
~_1
6.12. Vn+1-vn~
6.13. log(n+1) —logn = 2 + O(%)

6.14. Y7 k* =% 4 O(n?)

nmtl
m—+1

6.15. > . _ k™= + O(n™), rogzitett m mellett

6.16. >, + =logn+0O(1)

6.17. Yor_, losk _logtn 4 (1)
6.18. > p_, &= =0(1)
6.19. n! = o(n")

A kovetkezé két példa nehezebb mint az eddigiek, de bizonyitds nélkiil is
hasznos tudni az aldbbi kozelitéseket.
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6.20. >, logk =log(n!) = nlogn —n+ 1logn + O(1) = O(logn™)
6.21. (*") ~ % valamely ¢ konstanssal

6.22. f(n) + g(n) = O(maz(f(n),g(n)])
6.23. Ha fi(n) = O(g1(n)) és f2(n) = O(g2(n)), akkor fi(n) - f2(n) =
O(g1(n) - g2(n))

Igaz-e, hogy ha f(n) = O(g(n)), f(n) > 0,g(n) > 0, akkor

6.24. f*(n) = O(g(n))
6.25. 27(") = O(29(")

1 1
6.26. 75 = O(5t5)

6.27. log(f(n)) = O(log(g(n)))

6.28. h(f(n)) = O(h(g(n))), ha h(z) < ™, valamely rogzitett m természetes
szdmmal

[megoldas

6.1. Rekurziok

6.29. Rekurzidk megolddsahoz hasznos tudni a Mester-tételt:
Ha T(n) =aT(%)+ f(n), ahol a > 1 és b > 1, valamint T'(z) > 0 konstans,
ha 0 < x <1 és f(n) pozitiv, akkor

° T(n) -0 (nlogb a)7 ha f(n) -0 (nlogb a—e)
o T(n)=0 (nlogbalong n) ha f(n) = © (nlogba log" n)

e T(n) = O (f(n)), ha af (%) < c¢f(n) valamilyen ¢ < 1 konstansra, ha
n nagy (Ez teljesiil példdul ha f(n) = C (n'l°g*+¢))

(Valgjdban persze T csak egész szdmokon van tébbnyire értelmezve és a re-
kurziok definicidjaban egész részek is szoktak szerepelni, de ezeket feliil vagy
alul becsiilve az f apré novelésével gyakorlatilag mindig ilyen formara hoz-
hatjuk a képletiinket.)

Bizonyitsuk be a fenti tételt!
[megoldas|
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6.30. Adott egy n — 1 emeletes hdz és d darab tojds, melyek barmelyikét
ledobva az N-edikrél vagy magasabbrol 6sszetorik, kisebb emeletekrol viszont
nem. Egy tojds egy ledobdsa legyen egy mérés (attdl fiiggetleniil, hogy a
tojds osszetort-e). Hogyan szdmoljuk ki, hogy minimum hény mérés kell
N meghatarozasara? Adjunk képletet, hogy d tojdssal és m méréssel hany
emeletes hdzat tudunk ellen6rizni. (Az is lehet, hogy a tojas még az (n — 1)-
edikrél sem torik el, ezért n lehetséges kimenetel van.)

[regoldas

6.31. Adott n par zokni egy veremben, valamilyen sorrendben. Osszesen
harom vermiink van (mint a Hanoi-tornyaiban), és egy 1épés egy zoknit at-
helyezni az egyik tetejérdl egy masikéra, vagy ha két fels6é zokni par, akkor
levehetjiik 6ket. Nagysagrendileg hany lépés kell, hogy levegyiik az Gsszes
zoknit? (Feltehetjiik, hogy a zoknik pozicidjat ismerjiik és fejben tudjuk tar-
tani.)

[megoldas

6.2. Rendezés

Az aldbbi feladatokban adva van n elem, melyek kiil6nb6z6 stilyuak/méretiiek.
Egy méréssel 6sszehasonlithatunk koziiliik kettot, hogy meghatarozzuk, me-
lyik a nagyobb.

6.32. Hény mérés kell a legnagyobb és legkisebb elem kivalasztdsdhoz? (Te-
hat mindkettét meg akarjuk hatdrozni minél kevesebb paronkénti Gsszeha-
sonlitdssal.) Adjunk alsé becslést is!

[megoldas

6.33. Mennyi a gyorsrendezés futasideje legrosszabb esetben?

[megoldas

6.34. A gyorsrendezés nagy elénye, hogy helyben rendez és varhaté idében
gyorsan. Hogyan moédositsuk ezt az algoritmust, ha lehetnek a listan egyenld
elemek is?

[megoldas

Az Gsszehasonlitdson alapulé rendezéseknél a kérdéseink tobbnyire a ko-
rabbi valaszoktdl fiiggtek. Rendezhetnénk azonban ugy is, hogy elore meg-
adjuk helyparok egy sorozatat, és minden 1épésben az ott allé egy-egy elemet
Osszehasonlitjuk, majd egy esetleges cserével névekvé sorrendbe hozzuk. Az
ilyen cserelistakat rendezé hdldozatoknak nevezziik.
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6.35. Készits n elemhez rendezd halézatot!

[regoldas

6.36. Mutasd meg, hogy ha egy rendez6 hélézat 0-1 értékii bemenetekre jol
miikodik, akkor tetszéleges szdamokra is!

[megoldas

6.37. Bizonyitsd be, hogy egy rendezé hélézatban barmely két szomszédos
elemet (helyet) valamikor &sszehasonlitunk!

[megoldas

6.38. Készits n elemhez rendezd halézatot O(nlog® n) ésszehasonlitdssal és
O(log® n) mélységgel! (Egy rendezés sordn egyszerre tobb diszjunkt pért
is Osszehasonlithatunk, ezt, azaz a parhuzamos 1épések szamat nevezziik a
hélézat mélységének.)

[megoldas

6.39. Mutasd meg, hogy bérmely rendezé halézatban legaldbb Q(nlogn)
osszehasonlitds van, tehat legaldbb Q(logn) mély!

[megoldas

Ilyen haldzat létezik is, de a gyakorlatban nem praktikus, lisd Ajtai—
Komlos—Szemerédi-féle rendez6 halézat.

6.3. Szamolas

6.40. (a) Mennyi 1111724601 mod 11?

(b) Mennyi 39639693696639136303065464 1110 67
(c) Mennyi 362038434092401 mod 10?

(d) Mennyi 320483™™ 104 2127

6.41. Modulo 2" + 1

(a) mennyi 2277

(b) mennyi 2% inverze?

(c) ha a-b= 22" + y, akkor hogyan fejezhetjiik ki egyszeriibben a - b-t7

[megoldas
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6.42. Irj fel rekurziét Karacuba algoritmusénak lépésszaméra és hatdrozd
meg a teljes futdsidét. (Emlékezteté: Karacuba algoritmusa két sokjegyti
szédm Osszeszorzasat az alabbi triikkk rekurziv alkalmazdsaval végezte el: (10™u;
+u0) (101 +vg) = (10%™ + 10™)ugv1 — 10™ (ug — ug)(v1 —vo) + (10™ + 1)ugug

[megoldas

6.43. Mit csinal az alabbi rekurziv algoritmus? Mennyi a futasideje?

0, haa=0
2f(%,%), ha pédrosak
2.p), ha csak a péaros
fla,b) = ;Eé, 12’)), ha csak b paros
f("gb7 b), ha mindkett§ paratlan és a > b
f(b,a), ha mindkettd paratlan és a < b

[megoldas

6.44. Héany 1épés Osszeszorozni két n X n-es matrixot Strassen algoritmuséval?
Algoritmus: Mj := (A11 + A22)(B11 + Bag2), Mz := (Az1 + Az 2)B1 1,
M;:=A11(B12—B2s),My:=As5(B21—B11),Ms5:=(A11+A12)B2g,
Ms = (A1 — Ay1)(Bi1 + Bi2), M7 := (A2 — Asp)(Ba1 + Bya) és
Cii=M +My—Ms5+M7;,Cio=M3+M;5Cso; =My +M,y,Coppo =

(megoldas

6.45. Mutasd meg, hogy hdrom valds szorzds elég két komplex szam (a + bi
és ¢+ di alakban) szorzatdnak meghatdrozdssdhoz.

[megoldas

6.4. Diszkrét Fourier-transzformacio

Diszkrét Fourier-transzformacié: Ossze akarjuk szorozni az A(z) =
SR a6 B(x) = Y55 bia' polinomokat R, = mod(2" + 1) gyt
feletti mod(z® + 1) polinomgyfirtiben, ahol K egy 2 hatvany, ami osztja n-
et. Ehhez vesziink egy K-adik primitiv egységgyokot R, -ben, ezt jeloljitk
w-val és a gyokét #-val (erre csak az el6jel miatt lesz sziikségiink, aki el6szor
latja a képletet, inkabb hagyja ﬁg%elmen kiviil és majd a végén megérti miért
kell). Ezutdn a} = 0%a; ésa; = j:—01 w'a); lesz az A Fourier-transzformaltja,
hasonléan definialjuk I;i—t is. Es = diéi. Most mar csak vissza akarjuk ezt
transzformalni: ¢, = Z]K:_ol w™Y¢; és ¢; = 07"/ K lesznek a szorzatpolinom,
C(z) egyiitthatdi.
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6.46. Mutasd meg, hogy nullosztémentes gyfiriiben, ha z¥ = 1 és = # 1,
akkor Zf:_ol 2* = 0! Milyen kikotésre van még sziikségiink, ha azt akarjuk,
hogy mod m gylriiben is igaz legyen a formula?

[megoldas

6.47. Ha kettes szamrendszerben dolgozunk, akkor melyik szdmot érdemes
w-nak és f-nak valasztanunk?

[megoldas

6.48. Mutassuk meg, hogy a fenti, polinomok szorzatanak kiszamitasara szol-
galé modszer tényleg jé.

[megoldas

6.49. Hogy jobban megértsiik és gyakoroljuk, prébaljuk meg a FENTI MOD-
SZERREL kiszdmolni n = 8, K = 4 paraméterek mellett az 2% 4+ 1 polinom
négyzetét. (Akinek ez til kénnyfi, szdmolhat valami bonyolultabbat is...)

[megoldas

6.5. Stabil parositasok

Minden feladatban tegyiik fel, hogy ugyanannyi fii van, mint lany, és a pre-
ferencialistak teljesek (hacsak a feladat mast nem mond).

6.50. Lehetséges-e, hogy egy stabil parositasban mindenki a szaméra méaso-
dik legjobb part kapja?

[megoldas

6.51. Létezik-e stabil parositds, ha a preferenciasorrendben a dontetlent is
megengedjiik, viszont instabilitas csak akkor keletkezik, ha egy fiu és egy lany
szigorian jobban szereti egymést, mint a partnerét?

[megoldas

6.52. Mutasd meg, hogy a fitoptimalis stabil parositdsban nem lehet, hogy
két fit is a legrosszabb part kapja!

[megoldas

6.53. Mutasd meg, hogy egy nem feltétleniil teljes paros grafban minden
stabil parositdsban ugyanazoknak a csticsoknak van pérja!

[megoldas
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6.54. Egy fiu és egy lany utolsék egymas listajan, mégis van olyan stabil
parositas, ahol Gsszetartoznak. Létezhet olyan stabil parositéas is, ahol nem?

[regoldas

6.55. frjuk a fitk preferencia-sorrendjét egy n x n-es tabldzatba tgy, hogy az
i-edik oszlopba irjuk az i-edik legkedvesebb lany sorszaméat. Tegyiik fel, hogy
minden oszlopban eléfordul az 6sszes lany (sorszdma). Ilyenkor az egyes osz-
lopok egy-egy parositast hatdroznak meg. Milyen feltételnek kell teljesiilnie
a lanyok preferencidira, hogy ezek a parositasok mind stabilak legyenek?

[megoldas

6.56. Jeloljiik f(n)-nel a stabil pdrositdsok maximalis szdmat n fid es n
lany esetén (tehat egy olyan preferenciasorrendre nézve, ami maximalizélja a
lehetséges stabil parositdsok szamét). Adj minél jobb becsléseket f(n)-re!

[megoldas

6.6. Elemi Grafalgoritmusok

Minden feladatot minél gyorsabb algoritmussal oldjunk meg! (Az optimélis
tobbnyire élszdmban linedris.)

6.57. Adva van egy pointer egy lancolt lista els6 elemére. Sajnos a lancolt
lista utolsé elemérdl a pointer visszamutat a lista egyik kordbbi elemére, igy
nem tudjuk egyszeri végigjarassal megallapitani, hogy melyik elem az utolso.
Hogyan tudjuk konstans tarral megkeresni a lista utolsé elemét?

[regoldas

6.58. Szerepeljen a G Gsszefiiggé multigrafban minden él paros sokszor. Ke-
ressiink benne Euler-sétat!

[megoldas|
6.59. Dontsiik el, hogy G 2-6sszefiiggé-e!
[megoldas

6.60. Egy D iranyitott graf csicsainak egy felsorolasa topologikus sorrend, ha
nincs késobbi csticsbol kordbbiba mutaté él. Hatarozzuk meg D csicsainak
egy topologikus sorrendjét, vagy allapitsuk meg, hogy tartalmaz irdnyitott
kort.

[megoldas
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6.61. Iranyitsuk meg a 2-élosszefiiggd G graf éleit ugy, hogy er6sen 6sszefiiggd
digrafot kapjunk!

6.62. Bontsuk fel D-t az erésen osszefiiggé komponenseire!

S S
=) =)

6.63. Dontsiik el, hogy van-e D-ben barmely két pont kozott legaldbb az
egyik irdnyban irdnyitott t!

6.64. Bontsuk a G irdnyitatlan grafot 6sszefiiggd komponenseire!

[megoldds
[megoldds

6.65. Hatarozzuk meg, hogy G 2-szinezheté-e. Ha igen, adjuk is meg egy
2-szinezését, ha nem, adjunk egy paratlan kort!

[megoldas

6.66. Adj példat arra, hogy Dijsktra algoritmusa nem miikodik negativ si-
lyok esetén!

[regoldas

6.67. Mutasd meg, hogy a Dijkstra-algoritmus futdsideje lecsokkenthet6 O (m+
nk)-ra (ahol m az élszdm), ha az élsilyok csak az 1,2,...,k értékek koziil
keriilhetnek ki!

Q
Q

6.68. Az s és t kozotti legrovidebb utat szeretnénk megtaldlni egy irdnyi-
tatlan grafban ugy, hogy egyszerre futtatunk Dijkstrat s-bdl és t-bol. Mikor
alljunk le? Miért lehet hasznos ez? Mi a helyzet iranyitott grafokra?

S
=)

6.69. Adj gyors algoritmust egy olyan feszitofa megkeresésére, amelyben a
legnagyobb élsuly a lehetd legkisebb!

Q
Q

6.70. Egy grathoz, amiben mar kiszamoltuk a minimdlis feszit6fat, hozza-
adunk egy 1j cstcsot és d ra illeszkedo élt, ahol d egy kis konstans. Hogyan
frissithetjiik a minimé&lis feszit6fat?

[megoldas
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6.71. Minimalis feszitofat adnak-e az aldbbi algoritmusok?

(a) Sulyok szerinti csokkend sorrendben torsljiikk azokat az éleket, amiket
elhagyva a graf osszefiiggé marad.

(b) Sulyok szerinti névekvé sorrendben vizsgaljuk az éleket és hozzdvessziik
az erd6hoz azokat, amik nem zarnak kort.

(¢) Tetszbleges sorrendben hozzdvessziik az erd6hoz a gréf éleit, és amikor
kort zarunk be, elhagyjuk a kérbol az egyik maximalis silyu élt.

[megoldas

6.72. Mit szamit ki vajon a kovetkez6 program? Hogyan kell inicializalni?
FOR k=1..n
FOR i=1..n
FOR j=i..n
IF M(i,k)+M(k,j) < M(i,j) THEN
M(i7):=M(iK)+M(k,j) and P(ij):=P(k,)

6.7. Dinamikus programozas

6.73. Tegyiik fel, hogy egy fa minden csicsédn adott egy (akdr negativ) suly.
Hogyan keressiink maximalis sulyu fiiggetlen cstcshalmazt?

[megoldas

6.74. Egy egészekbdl 4116 sorozatban keressiik meg azt az intervallumot (egy-
mast kovetd szdmok egy sorozatét), amiknek az dsszege maximélis.

[megoldas

6.75. Egy sorozatot egy masik részsorozatanak neveziink, ha néhany tag
elhagyasdval adodik bel6le. Hatdrozzuk meg két véges sorozat leghosszabb
koz06s részsorozatat.

[megoldas

6.76. Adott egy métrix, aminek minden eleme 0 vagy 1. Hatdrozzuk meg a
legnagyobb négyzetes Gsszefiiggs ,,blokkot”, ami csupa 1-esbol all.
[megoldas

6.77. Legyen egy m X n-es és egy n X k-as métrix Osszeszorzasinak az
idSigénye f(m,n,k). Adott r darab A; métrixunk, amiknek szeretnénk az
A1 A, ... A, szorzatat kiszamitani. Hogyan hatarozhatjuk meg az egyes mat-
rixszorzasok elvégzésének idedlis sorrendjét?

[megoldas
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6.78. Egy konvex sokszog minden atldjanak adott egy silya. Keressiik meg
azt a hdromszogelést, ahol a behizott atlok Gsszsilya minimélis!

[megoldas

6.79. Keressiik meg a Suurballe algoritmussal az alabbi grafban a legrovidebb
(legkisebb 6sszhosszi) éldiszjunkt st Utpart: c(sa) = c(ab) = c¢(bt) = 1 és
c(sb) = c(at) = 3. (Persze csak egy éldiszjunkt pér van, a lényeg, hogy az
algoritmust gyakoroljuk.)

[megoldas|

6.80. Hogyan keressiink legrovidebb csicsdiszjunkt utparokat irdanyitott, él-
sulyozott grafban adott s-bél?

[megoldas

6.81. Adjunk gyors algoritmust, mely s-b&l az 6sszes (t1,t2) parra kiszamitja
a legrovidebb 6sszegii éldiszjunkt utpart!

[megoldas

6.82. Adjunk linedris futasidejii algoritmust, mely meghatarozza, hogy s-bol
mely cstcsokba megy két éldiszjunkt 1at, ha a graf
(a) irdnyitatlan,

(b) aciklikus! m

6.8. Folyamok

6.83. Igaz vagy hamis?

(a) Egy maximadlis folyamban minden irdnyitott kornek van olyan éle, ahol 0
a folyamérték.

(b) Minden héalézathoz van olyan maximalis folyam, ahol bérmely irdnyitott
kor egy élén 0 a folyamérték.

(¢) Ha minden kapacitds kiilonboz6, akkor a maximédlis folyam egyértelm.
(d) Ha az 6sszes kapacitdst megszorozzuk egy A > 0 konstanssal, a minimalis
vagéas ugyanaz marad.

(e) Ha az 6sszes kapacitdshoz hozzdadunk egy A > 0 konstanst, a minimalis
vagas ugyanaz marad.

(f) Ha az &sszes kapacitdshoz hozzdadunk egy A > 0 konstanst, a maximélis
folyam A t&bbszorosével nd.

(9) Ha a hélézat nem tartalmaz irdnyitott kort, akkor a segédgraf sem tartal-
mazhat.

[megoldas
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6.84. A K, 3 grafon tekintsiik azt a tobbtermékes folyamproblémat, hogy
a kétcsicsi osztalyu rész egyik csicsabdl a masikba, a haromestcsu osztély
mindharom csiicsdbdl pedig az osztdly egy masik csiicsdba kell egy termé-
ket vinniink. Mutassuk meg, hogy ez a feladat kielégiti a vagasfeltételt, de
mégsem megoldhatd!

[megoldas

6.85. Egy halézat élein atfolyé mennyiséget most nem csak feliilrél, hanem
alulrdl is korldtozzuk. Hatdrozzuk meg, hogy létezik-e olyan folyam (amit
ilyenkor dramnak szoktak hivni), ami kielégiti a feltételeket!

[megoldas

6.86. Gondoljuk at Hu és Rothschild-Whinston tételét, azaz azt, hogy létezik
kéttermékes folyam (s1t1 és sats), ha teljesiil a vagasfeltétel. S6t, ha teljesiil
az Euler-feltétel (barmely csiicsra illeszked6 élek kapacitdsianak 6sszege péros,
kivéve a forrdsokat és nyelGket, ahol még a vinni kivant termék mennyiségét
is hozzdadjuk), akkor van egész megoldds is. (Emlékeztets: irdnyitatlan alap-
graf esetén, ha egy él kapacitasa c, akkor 6sszesen mindkét iranyban csak c-t
lehet vinni, tehdt nem lehet pl. mindkét irdnyban c-t!)

[megoldas

6.87. Tegyiik fel, hogy egy irdnyitott grafban adott egy s forras, amibdl k kii-
16nb6z6 terméket kell elvinniink & kiilonb6z6 nyelobe, tq, . .., tx-ba gy, hogy
minden élen adott egy kapacitds. Ha az i-edik termék ara p;, akkor hogyan
taldljuk meg a legtobb hasznot hozo6 folyamot? (Azaz maximalizalni akarjuk
> d(st;)pi-t.) Igaz-e, hogy ha a kapacitdsok egészek, akkor van egészértékil
megoldas?

[megoldas

6.88. Tegyiik fel, hogy egyetlen informéaciéforrasbdl két nyel6 barmelyikébe
vezet két éldiszjunkt Ut egy aciklikus digrafban és két F,-beli jelet szeret-
nénk kiildeni. Minden uv élen az u-ba bejové iizenetek egy (elére fixalt)
véletlen kombinécidjat kiildjiikk tovabb. Van-e olyan konstans p, hogy nagy
valoszintiséggel mindkét nyeld vissza tudja kdédolni mindkét jelet?

[megoldas

6.89. Adott egy aciklikus digréfban egy informéciéforrds. Hogyan hatéroz-
hatjuk meg linedris idében, hogy melyek azok a csticsok, amikbe két IF),-beli
jelet tudunk kiildeni, ha p elég nagy? (Mindbe egyszerre akarjuk eljuttatni a
jeleket.)

[megoldas
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6.9. Approximacio

6.90. A lidapakolds (Bin packing) feladatban adva van n db csomagméret,
ai,...,a, < 1. A kérdés, hogy hiany 1 méretli lddaba tudjuk bepakolni a
csomagokat.
(a) Mutasd meg, hogy ha konstans szdmu ldda elég és na; egész, akkor ez
P-beli!
(b) Milyen approximéciét ad a Next Fit mohé algoritmus, ami mindig meg-
prébélja berakni az aktudlis lddaba a csomagot, ha nem fér be, akkor pedig
egy 14j (eddig iires) ladaba rakja?
(¢) Mutasd meg, hogy NP-nehéz eldonteni, hogy elég-e két 1ada!

[megoldas

6.91. Egy G gréfra legyen 7(G) = min{|S| : S C V(G),Ve € E(G) 3s €
S s € e}. Ez G cstcsfedési szdma.
(a) Mutasd meg, hogy 7(G) meghatirozdsa NP-nehéz!
(b) Adj 2-approximécids algoritmust!
[megoldas

6.92. A TSP (utazé iigynok probléma) bemenete egy teljes, élsilyozott graf,
kimenete pedig a legréovidebb Hamilton-kér hossza.

(a) Mutassuk meg, hogy metrikus gréfra (azaz olyan grafra, ahol az élstlyokra
teljesiil a hdromszog-egyenlStlenség) van 2-approximécié!

(b) Altalénos gréafra viszont ,semmilyen” g(n)-re nincs g(n)-approximéacio!

[megoldds

6.10. Kdédolas

6.93. A X ={FE, M,S} abc felett minek a Lempel-Ziv—Welch-kédoldsa az

12413762858126 1517 18161

kéd? (E, M, S kédjai rendre 1,2,3.)
[megoldas

6.94. Hany elemi dbécé esetén kédolja a leghosszabb szoveget az 1,5,6,7,. . .,
100 Lempel-Ziv—Welch-kéd?
(megoldas

6.95. Egy n elemii abécé Lempel-Ziv—Welch-kddolasa esetén legfeljebb hany-
szor fordulhat el§ egy adott szdm? (Az elméleti modellben, ahol a kédok a
természetes szamok.)

[megoldas
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6.96. Van-e olyan n, amire n eleml abécére az 1,1,2,2,3,3,...,2n, 2n va-
laminek a kédja?

[megoldas



7. fejezet

Grafelmélet — megoldasok

7.1. Osszefiiggbség, feszit6fik

Legyen F} és Fy a két feszitofa. Elérhetd, hogy minden 1épésben eggyel
néjon az aktudlis feszitéfaban az Fy-vel kozos élek szdma: vegyiink egy j
F>-beli élet az aktualis feszitéfankhoz, ez bezar egy kort. Ebbdl a korbol el
tudunk hagyni egy nem Fy-beli élet, és igy kapjuk a kovetkezo feszitéfat.

Vegyiik a G graf egyik mélységi kereséfajat, és rendeljiik hozza a fa
éleihez a + és — jeleket 1igy, hogy a szomszédos élek kiilonbozo jelet kapjanak.
A graf nem fabeli élei mélységi keres6faban csak olyan (v, w) csicsparok kozt
mehetnek, melyekre teljesiil, hogy a fa r gyotkere valamint a egyes cstucsok
altal meghatdrozott két mélységi fabeli r — v és r — w 1t egyike a mésikat
tartalmazza. (Erre mondjuk azt, hogy nincs keresztél.) Emiatt a feszitofa
alternal6 tulajdonsaga fennall.

Tekintsiink a konvex sokszognek egy tetszéleges haromszogelését, majd
rendeljiink minden haromszoghtz egy csicsot, és a szomszédos haromszogek-
nek megfelel6 csicsokat kossiik Ossze éllel. fgy egy Osszefiiggd grafot kapunk,
amiben nincsen kor, tehat a kapott graf egy fa. Az 1-fokd csicsok olyan ha-
romszoghoz tartoznak, amellyel csak egy masik haromszog volt szomszédos,
tehat legalabb két oldala az eredeti sokszoghdl szarmazik.

Rendeljiink hozza a szdmokhoz cstcsokat, és kossiink ssze kett6t, ha a
2 - 2

megfelel§ paronkénti Gsszeg raciondlis. Az n > 5 miatt % > -, ezért

a graf nem lehet paros, azaz van benne péaratlan kor. A pédratlan kor mentén

tekintve a raciondlis paronkénti Gsszegeket adddik, hogy a korhoz tartozo
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csicsokhoz raciondlis szamok tartoznak. Masrészt vegyiik észre, hogy a graf
Osszefiiggd, hiszen legfeljebb n — 2 él hidnyzik a lehetséges (g) koziil, mig egy
nem Osszefiiggd graftban a hidnyzé élek szdma legaldbb n — 1 lenne. (K, egy
végdsadban k(n — k) él van, ha k és (n — k) cstics esik a vdgds két oldaléra.)
Emiatt szomszédos gréafbeli élek sorozatan egy megtalalt raciondlis szambol
az Osszeshez eljuthatunk. Ebbé&l addodik, hogy minden szdm, azaz minden
paronkénti 6sszeg is raciondlis, kihasznélva hogy a és a + b racionalis voltabol
b-re is kovetkezik ez.

Rogzitsiik G egy 3-szinezését, és jeldlje ny,ng, ng a hadrom szinosztaly
méretét. Ekkor n = nj +ns + ng teljesiil. Tekintsiik tetsz6leges két cstcsosz-
taly egyesitését, és vizsgaljuk az altaluk feszitett éleket. Ezeknek Gsszefiiggd
grafot kell fesziteniiik, ellenkez6 esetben lenne legalabb két komponens, és a
komponensek egyikében a két szerepl6 szin megcserélésével ismételten jo szi-
nezést kapnank, igy G 3-szinezése nem lenne egyértelmi a feladat értelmében.
Elek csak kiilsnboz6 szint cstcsok kozott mennek, igy G éleit megszamolhat-
juk oly médon, hogy Osszegezziik a harom lehetséges részgraf élszamat, me-
lyeket két-két szinosztaly feszit. Az egyes grafokban legaldbb annyi él van,
mint az azonos csucsszamu fak élszdma, innen adédik az élszamra vonatkozo
|E| > (n1+n2— 1)+ (n2+ng — 1)+ (n3g +ny — 1) = 2n — 3 becslés.

Megjegyzés: konnyen igazolhatd, hogy a becslés éles, és az is hasonlé mo-
don, hogy az n csicsu egyértelmilen k-szinezheto grafok élszama legaldbb

(k—1)(n—k)+(%).
7.2. Fak

f-rél feltehetjiik, hogy f < k — 1. Az allitdst csicsszdmra vonatkozo
indukci6val igazoljuk. n = 1 csticst fara az 4llitds trividlis. Altalanos esetben
vegyiik a fa egy levelét. Ha %—I— 1 részfa tartalmaznd, kész lennénk. Ellenkez6
esetben hagyjuk el azokat a részfékat, amik csak ebbdl az egy csticsbdl alltak,

legyen ezek szama z < % A maradék egy n — 1 cstcsi fanak részfaibdl &ll,

melyek szama k — z, és melyek koziil legalabb % — z% par metszi egymast,

hiszen csak az egycsicsu részfak és dket tartalmazo részfak alkotta parokat
veszitjiik el. Emiatt n—1 cstcsu fan a k— 2z részfabdl 4116 rendszerre a feladat
fetétele teljesiil, ezen beliil megtalaljuk tehat a keresett csicsot.

Elég azt beldtni tudni, hogy egy jol megvalasztott v csics elhagyasaval
létrejon olyan komponens, amibe pont r multihalmazbeli csics esik, vagy
amihez v-t hozzdvéve a multihalmazbeli csicsok szdma mar eléri az r szamot.
Ez a cstcs a fa szomszédos cstcsain 1épkedve tigy taldlhaté meg, ha egy
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levélbdl indulva mindig arrafelé a csics felé 1épiink el ha sziikséges, ami a R
legtobb elemét tartalmazza.

7.3. Korkeresés

1. megoldés. Induljunk ki G egy szélességi keresd feszit6f4jabol, és szin-
tezziik be a csicsokat a szélességi feszitofa gyokerétdl vett tavolsag szerint. A
nem faélek nem ugorhatnak 4t szintet a szélességi keresés jellegébél adéddan,
maésrészt egymads alatti szintek kozott sem haladhat ilyen él, mert paros kort
zarna be. Végiil vegyiik észre, hogy adott szinten beliilre sem indulhat ki
egy csucsbol két nem faél, mert e két él a faban paros hosszi kort zarna be.
Emiatt a nem faélekre vonatkozé fokszamésszeg legfeljebb (n — 1), amibél az
allitds kovetkezik.

2. megoldés. Belathat6, hogy minden él csak egy (paratlan) korhoz tar-
tozhat legfeljebb. Egy kor legalabb 3 élbél all, emiatt a korok szama maxi-
mum az élek szdmanak harmada. Dobjunk el most minden korbdl egy-egy
élet, igy az élszam legalabb %—a megmarad, és igy egy erdét kapunk, amibdl
2|E| < (n — 1) kovetkezik.

Cstcsszdm szerinti teljes indukciéval bizonyitunk, n = 4-re az 4llitds
nyilvanvalo. Altaldnos esetben vegylik a graf egyik leghosszabb tutjat, és
jelolje ennek végpontjat P. P-bdl csak az ut pontjaiba vezethetnek élek. Ha
P foka legaldbb 3, P legtavolabbi szomszédjaval olyan kort zar be az uttal,
aminek van egy P végpontu hurja. Ha P foka legfeljebb 2 lenne, hagyjuk el a
grafbol, és az igy kapott grafra alkalmazzunk indukciét. Ennek n — 1 csicsa
és legalabb 2(n — 1) — 3 éle van.
Az élességet a K,,_o o bizonyitja.

Vildgos, hogy mivel van n kiilénbdz8 szinti él a grafban, ezért van olyan
kor, amelynek élei kiilonb6z6 szintiek. Valoban, hiszen ha 1—1 élet valasztunk
minden szinosztalybdl, tobb éliink lesz mint egy n-csicsi kormentes grafnak
lehet. Tekintsiik a legrovidebb kort, amelyben az élek szinei kiilonbozoek.
Ha ez nem C3 lenne, a kor tetszoleges két szomszédos uv, uw éléhez az &ket
Osszekoto vw élet véve nem kaphatunk haromszinti Cs-at, igy a két élet a
korbol elhagyva és vw élet hozzavéve nyernénk a minimélisnal kisebb kort —
ellentmondaés.

1.11} Feltehetjiik, hogy a G paros grafunk Osszefiiggd. Tekintsiink benne
egy szélességi keresé feszit6fat, amelynek gyokere egy minimalis ¢ fokszamu
v csucs! Tekintsiik a feszitéfaban a v-t6l rendre 1,2,...,k tavolsagra 1évo
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pontok halmazat. Vegylik észre, hogy a szélességi kereso feszitofa ezen csu-
csai kozott nem haladhatnak élek, hiszen azok 2k + 1-nél kisebb kort, vagy
péaratlan kort zarndnak be. Ez azt is jelenti, hogy v minimalis fokszama mi-
att a v-t6l 7 tdvolsdgra levé csicsok I; szdma legaldbb (6 — 1)I;_1, ahonnan
Iy = § felhasznaldsaval az adédik, hogy dsszesen tobb mint (§—1)* kiilonbozé
csticsot taldltunk G-ben, vagyis § < n'/F 4+ 1. Hagyjuk el ezt a csticsot a ra
illeszkedo élekkel, és ismételjitkk meg az eljarast. fgy a csucsokat sorban el-
hagyva, minden 1épésben kevesebb mint n'/* 41 élet hagyunk el, azaz G-ben
az élek szdma legfeljebb n'T1/% 4 n.

Megjegyzés: Minden m éli grafnak létezik olyan paros részgrafja, aminek
legaldbb m /2 éle van. (Lasd az 5.2 feladatot.) Emiatt ha egy grafban nin-
csenek Cy, Cg, ..., Co hossza korok, akkor a graf éleinek szama legfeljebb
2n!t1/k 4 op,

7.4. Vegyes feladatok

Induljunk ki a leghosszabb korbél, melynek barmely élét elhagyva egy
leghosszabb utat kapunk. Azaz 1j csicshoz nem vezethet beldle él, de az
Osszefiiggbség miatt ekkor a kér minden cstcsot tartalmaz.

(a) Indirekten tegyiik fel, hogy létezik j6 3-szinezése az éleknek. Vegyiik
a Petersen-graf szokdsos lerajzoldsat, melyben egy 5 csicsu koron beliilre raj-
zolunk egy csillagotszoget, és a két 6tszog csicsait élekkel tsszepdrositjuk. A
kiils6 Otszog jé szinezését csak ugy kaphatjuk, hogy két szinnel felvéltva szi-
nezziik az 6tszog 4 egymast kovetd élét, majd az 6todik él szine a kimaradd
harmadik szin lesz. Innentdl a kiilsé otszoget és a belsd csillagotszoget Ossze-
koto élek szine meg van hatarozva. Konnyen lathatd, hogy a bels6é 6tszog
éleire az igy kapott szinezés nem kiterjeszhetd. .

(b) Ha volna benne Hamilton-kér, akkor létezne az éleinek jé 3-szinezése is.
Ugyanis a Hamilton-kor éleit felvaltva szinezve, majd a kimaradé éleket a
harmadik szinosztdlyba téve jé szinezést kapnénk. Ez azonban (a)-nak el-
lentmond.

Tekintsiink egy Euler-sétat a grafban, és szinezziik felvaltva két szinnel
az éleit. A két szinosztdlyba tartozé élek egy megoldast adnak.

m n = 2,3 (mod 4) esetek kizdrdsa sziikséges és elégséges feltételt je-
lent. Ha a G graf és komplementere izomorfak, akkor egyez6 élszamuak
is, emiatt élhalmazuk unidja paros szamu élbol kell hogy élljon, marpedig
2 (72’) <= n = 0,1 (mod 4). Most indukciéval igazoljuk, hogy ilyenkor
létezik is a keresett graf. n = l-re az 1l-cstucsu graf, n = 4-re a 4 csicsd
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ut megfeleld. Tegyiik fel, hogy taldltunk jé n-csicsu G grafot, ekkor konst-
rudlunk olyan n + 4 cstcsut, ami szintén megfelel a feltételnek. Vegyiink
fel G mellett 4 tovdbbi csticsot, legyenek ezek vy, vq, v),vh. Vezessen él G
minden csticsa és a vy, v csicsok kozott, valamint a négy 1j csics feszitse a
(v1,05), (vh,v2), (va,v]) éleket. (Ez éppen egy 4 csicst t!) Konnyd 14tni,
hogy az 4j graf komplementere izomorf lesz az 1j graffal.

1. megoldas. k szerinti indukciéval bizonyitunk. k = l-re az allitas
semmitmondé. Legyen k > 1, és Hy a G p csicsu részgrafjai koziil olyan,
amelynek élszdma maximalis. Ha §(Hp) > ¢, kész vagyunk. Ha nem, ak-
kor V(G) \ V(Hp) minden csicsdbdl G-be legfeljebb ¢ €l vezethet, kiilonben
lenne olyan cstcs, amivel a Hy-ban minimalis fokit kicserélhetnénk, és az él-
szém néne. Emiatt V(G)\ V (Hp) &ltal feszitett grafban a minimélis fokszdm
legaldbb (k—1)q, azaz az indukci6 alkalmazhat6 erre a (k—1)p csicsi grifra.

2. megoldas. Bontsuk szét k egyenl6 csiicsszamu kupacra a grafot. Ha egy
kupac nem jé, azaz a minimalis fokszama kicsi, q alatti, akkor a kupacban a
minimélis foku cstcshoz taldlndnk valamelyik masik kupacbdl olyan csicsot,
amivel cserélve kupacunkban néne a fokszamosszeg. Ha egyik kupac sem
jO, akkor igy taldlndnk néhany kupacot, amikbol ciklikusan tudunk cserélni
egy-egy csucsot Ugy, hogy mindben novekedjék a fokszdmosszeg. (Valéban:
irdnyitott kék élet vezetve egy kupacbol abba a kupacba, ahonnan tudnank
jobb cstcsot becserélni a minimalis foku cstcs helyére, lenne irdnyitott koriink
a kupacok kozott kék élekbél, mert minden kék kifok legalabb 1.) Am ezt a
javitast csak véges sokszor végezhetnénk el, mivel pozitiv egésszel nétt ekoz-
ben a fokszdmosszeg, és nem nohet az 6sszfokszam f6lé. Emiatt elobb-utébb
lesz 0 kék kifokd cstcs, ami a feltételnek megfelelé p-elemii csticshalmazt
jelent, melyben a minimalis fokszam elegendden nagy.

7.5. Tobbszoros Osszefiiggoség, Menger-tétel

(a) Elegendd beldtni, hogy minden pontpédr kozt ugyanannyi élide-
gen és csucsidegen 1t vezet. Vilagos, hogy minden csicsidegen 1t élidegen,
ugyanakkor a 3-regularitds miatt nem lehet két élidegen ttnak kozos csicsa
a kezd6 és végponton kiviil.

(b) Vegyiink két 2-élosszefiiggd grafot, amelyeknek egy 2-foki csicsa van, a
tobbi fokszdm 4, majd azonositsuk a 2-fokszdmu csticsokat. A kapott graf
4-regularis, 2-élosszefiiggd de nem 2-sszefiiggo.

A k-szoros Osszefiiggéség definicidjat alkalmazhatjuk. Ha elhagyunk
k — 1 cstcsot a grafbdl, akar benne van az 1j csics, akar nincs, a megmaradd
graf Osszefiiggd lesz.
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1.19} (a) Rendeljiink minden irdnyitott élhez egységkapacitdst. A maximélis
folyamrol feltehetd, hogy egészértékii, és igy éldiszjunkt utakat ad, a mini-
malis vagas pedig egy szétvagd élhalmaz lesz.

(b) A G irdnyftott grafbdl dllitsuk el a G’ irdnyitott grafot oly médon, hogy
minden v € V(G) csicsot ,széthizunk”: egy v’ , v” csicspérral helyettesit-
jitk, melyek kozott irdnyitott v'v” él vezet, el6bbi csiicsba vezetnek a G-ben
v-be vezet6 élek, utébbibdl indulnak a v-bél induld élek. G’'-re alkalmazzuk
az irdnyitott él-Menger-tételt.

(c) Legyen G(A, B, E) a paros grafunk, irdnyitsuk meg az éleit A-bdl B felé.
Vezessen tovabba egy s 1Gj pontbdl él minden A-beli csticsba, és minden B-
beli cstcsbdl egy-egy él egy 1j ¢t pontba. Az igy kapott iranyitott grafban a
csucsidegen utak parositaséleknek feleltethet6ek meg, az elvagd csicshalmaz
pedig lefogd ponthalmaznak a paros grafban.

(d), (e) Az irdnyitatlan graf élei helyett vegyiink fel egy-egy ellentétesen ird-
nyitott élpart.

Iteraljuk a kovetkezd eljardst: keressiink a-bdl b-be utat tigy, hogy
a-bol indulunk, és minden 1épésben tovabblépiink az aktudlis csicsbol egy 1j
csucsba, amig b-be nem ériink. A fokszamfeltételek miatt mindig tovabb tu-
dunk lépni. A bejart élek egy (a,b) sétat adnak, amibél az irdnyitott koroket
elhagyva kapjuk a keresett utat.

Az it éleit elhagyva a fennmarad6 grafban a feladat feltételei k helyett (k—1)-
gyel teljesiilnek, igy az eljaras ismételhetd k-szor.

1.21|. Hagyjuk el a G gréfbdl a k élfiiggetlen (b, a) utat, majd alkalmazzuk a
[[.20) feladat &llitasat.

Készitsiik el a G’ grafot G-b6l oly médon, hogy minden élet megdup-
lazunk. G’-ben minden vdgdsban 2-szer annyi él van, mint a megfelelé G-beli
végdsban, ezért a Menger-tétel szerint a G’-beli élfiiggetlen utak szdma adott
csucspar kozt a dupldja a G-beli értéknek, ami a feladat allitasaval ekvivalens.

Vegyiink egy z1 és egy zy csticsot, kossiik ket Gssze rendre az x; és
az y; csucsokkal. Az igy kapott graf tovabbra is k-osszefiiggd. Innen adddik,
hogy 21 és z9 kozott taldlhato k csticsdiszjunkt ut, melyek péarositjak az xz-eket
az y-okkal.

Ak = 1 eset trividlis, legyen tehdt & > 1. Altalénosan feltehetd,
hogy megtaldltunk egy y1,y2, ...,y -n athaladé © — —z utat, és szeretnénk
kib&viteni igy, hogy y;41-et is tartalmazza, ahol ¢t < k — 2. Feltehetjiik, hogy
az y; csucsokon az indexeik szerinti sorrendben halad az ut. Tekintsiik a
G’ grafot, amelyet egy 1j w csics hozzdaddsdval kapunk G-bol: w-t kdssiik
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Ossze a fenti © — —z Gt minden csicséval. Vegyiink G’-ben maximélisan sok
cstcsidegen utat w és yr—1 kozt. Ezek szdma legaldbb k, mivel G’ is k-
szorosan csucsosszefiiggs. (1.18)) feladat.) Ekkor lesz az © — —z tton egy
olyan csiespar (z,v1), (y1,Y2), - - -, (Yk—2, 2) koziil, hogy kozéjiik illeszthetd
egy yr_1-et tartalmazo, a cstucsidegen utak két szakaszabdl all6 tt.

k szerinti indukciét haszndlunk. A k = 2 eset Menger tételébdl kovetke-
zik. Altaldnosan feltehetd, hogy megtalaltunk egy vy, vs, ..., vp_1 tetszéleges
pont-(k — 1)-est tartalmazé kort, és szeretnénk a kort kib6viteni dgy, hogy
vg-t is tartalmazza. Tekintsiik a G’ gréfot, amelyet egy 1j z cstics hozzdadéss-
val kapunk G-bél, melyet a koriink minden csicsaval osszekotiink. Vegyiink
G’-ben maximadlisan sok csticsidegen utat z és vy, kozt. Ha ezek szdma leg-
aldbb k, akkor lesz a koron v; és v;41 gy, hogy kozéjiik illeszthetd egy vi-t
tartalmazd, a csicsidegen utak két szakaszabodl all6 ut. Ellenkez6 esetben, ha
k-nél kevesebb csuicsdiszjunk ut volt koztiik, akkor G k-szoros Osszefiiggbsége
miatt a koriink pontosan a vy, va, ..., vE_1 pontokbdl all. (Valéban, ha lenne
tovabbi cstics a koron, akkor a[1.18]) feladat szerint G’ is k-szorosan sze-
fiiggd lenne.) Ekkor viszont tetszdleges szomszédos v; és v; 1 part dsszekotd
él helyett valaszthato egy vg-n keresztiilhaladé t.

7.6. Filfelbontas

Kezddlépésként induljunk ki egy tetszoleges x csticsbdl, majd vegyiink
egy ra illeszkedd G-beli kort. Az elsé fazis altaldnos lépésében tekintsiink egy
olyan y csicsot, ami még nem csicsa az aktualis G* fiilfelbontasi grafunknak,
de vezet belble él G*-ba. Az erds Osszefiiggdség miatt egyrészt ilyen y 1étezik
ha van még kimaradé csics, masrészt G*-bdl vezet irdanyitott Ut y-ba. Ezen
ttnak és élnek az unidja adja a fiilfelbontéds kovetkezd elemét.

A maésodik fazisban, ha elfogytak a kimarad6 csicsok, mar csak éleket kell
behtznunk a grafba. Ez a 1épés a feltételeknek szintén eleget tesz.

Vegyiink el6szor egy a,b csticsokon athaladd kort, ilyen a G 2-szeres
Osszefiiggbsége miatt 1étezik. Elkészitiink egy fiilfelbontast az el6zd feladat
mintajara, majd a ,fiil”-ek éleit sorban jél megirdnyitjuk oly moédon, hogy
minden aktudlis fiilbeli él rajta legyen irdnyitott (a,b) tdton. Ez elegendd
is, hiszen tovabbi fiilek hozzavétele nem ronthatja el egy tetszéleges e élre
vonatkozdan azt, hogy létezik rajta dthaladé (a,d) tit.

Legyen a fiilfelbontas alapkore a megoldas elején valasztott a,b csticsokat
tartalmaz6 kor, és irdnyitsuk meg az éleit gy, hogy két irdnyitott (a,d)
utat hatdarozzanak meg. Ekkor az eddigi élekre az allitas teljesiil. Teljestil
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tovabbd az aldbbi két tulajdonsdg, amit fenntartunk: (1) a grafban nincs
irdnyitott kor, (2) minden csicsba eljuthatunk a-bdl, és minden csticsbdl
eljuthatunk b-be iranyitott dton. Tekintsiink most altalanos 1épésben egy 1j
hozzdadott fiilet, legyenek végpontjai x és y. A fiil éleit x-bél y felé, vagy
éppen forditva fogjuk megiranyitani. A két lehetéség egyikével iranyitott
kortol mentes marad a graf, ellenkez6 esetben volna irdanyitott Gt oda-vissza
a két cstcs kozott, ami ellentmondés lenne. Eszerint irdnyitjuk az 1j fiilet,
mondjuk z-bol y felé. Vilagos, hogy igy a masodik tulajdonsdg is teljesiil.
Tekintsiik most egy-egy irdnyitott (a,x) és (y,b) utat, ami feltételiink szerint
létezik, és vegyiik hozza az 4j fiilet. Ez éppen egy megfelel6 utat ad az j fiil
minden élére. Valéban, gondot csak az okozna, ha volna ismétlédé pontja a
sétanak, de nem lehet, mert nincs iranyitott kor a grafban.

Az eljarasat alkalmazhatjuk egy mddositassal: az elsé fazis alta-
ldnos 1épésében olyan utat keresiink G*-bdl y-ba, amely nem pont az y-bol
G*-ba vezeto él végpontjabdl indul. Ilyen 0t a 2-Osszefiiggdség miatt 1étezik,
ezért sosem vesziink iranyitott kort a G* grafunkhoz.

Tekintsiik a graf egy fiilfelbontdsat az eljardshoz hasonlé médon,
amikor az els6 fazisban iranyitott korok vagy legalabb 3-csicsi utak alkottdk
a fiileket. Szinezziik mohén sorban a fiilek csicsait az eljarassal parhuzamo-
san: vilagos, hogy 3-nél nincs tobb szinre sziitkség. Vegyiik észre, hogy a ma-
sodik fazisra nem keriilhet sor az eljarasban G kritikusan 2-élosszefiiggésége
miatt.

7.7. Parositasi feladatok paros grafokban

1.30. Feleltessiik meg a sakktdbla képét egy G(A, B, E) paros grafnak: a
sorok legyenek A csicsai, az oszlopok B csucsai, és két csics kozott fusson
él, ha a sor és oszlop &dltal meghatarozott mezon all bastya. A G péros graf
4-regularis, ezért a Konig-féle élszinezési tétel szerint teljes parositasok disz-
junkt uniéjara bonthaté; ezek koziil kettot valasztva kaphatunk egy megfelelé
béstyacsoportot. (A Kénig-féle élszinezési tétel helyett hivatkozhatunk arra
is, hogy a Hall-feltétel teljesiil minden reguldris paros grafban.)

1.31} Grafokra atfogalmazva azt kell igazolnunk, hogy ha Kig 10-bdl egy
4-regularis részgrafot elhagyunk, a megmaradt 6-reguldris paros graf teljes
parositasok diszjunkt uniéjara bonthaté. Ez ismét Koénig élszinezési tételének
(vagy a Hall-feltétel ismételt ellendrzésének) kovetkezménye.

Feleltesstink meg az n elemli halmaz k és k + 1 elemi részhalmazainak
csucsokat, és kossiink 6ssze kettot, ha az egyik tartalmazza a masikat. Fel-
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hasznélva, hogy az A;-knak megfelelé csicsok mind n — k fokdak, a Bj-knek
megfelel6 csicsok fokszama k + 1, az igy kapott paros grafban kénnyen ellen-
Orizhetd a Hall feltétel teljesiilése a k elemi részhalmazokhoz rendelt csticsok
osztalyara, azaz létezik az A;-ket fedd parosités.

1.33 Feleltessiikk meg az embereknek egy péaros graf A csucsosztalyat, a
sliteményeknek a B cstucsosztalyt, Osszekotve két csicsot, ha a megfeleld sii-
teményt szimpatikusnak taldlja a megfelel§ ember. Ezutdn duplikdljuk az A
minden elemét — az 1j csicsosztalyt jeldlje A’ csticsosztaly — és a rd illesz-
ked6 éleket is. Az igy kapott grafban kénnyen ellenérizheté a Hall-feltétel
teljesiilése (AU A’)-re, ami a feladat allitdsdval ekvivalens.

1.34 w(G) = a(G), a fiiggetlen csticsok maximélis szdma definici szerint.
Tudjuk Gallai tétele szerint, hogy a(G) = n — 7(G), s6t egy minimadlis lefogd
ponthalmaz komplementere éppen egy maximalis fiiggetlen halmaz. Koénig
tétele szerint 7(G) = v(G), a lefogd pontok minimalis szdma a fiiggetlen
élek maximalis szdmaval egyezik meg G-ben, hiszen paros a graf. Marpedig
X(G) = n — v(Q), hiszen a péros graf komplementerében minden szinosztély
legfeljebb kételemi lehet, egy-egy G-beli élnek megfelelve. fgy

X(G)=n—-v(G) =n—1(G) = a(G) = w(G).

1.35] Feleltessiink meg a;, b; csticsokat az A;, B; halmazoknak, és vezessiink
élt ketto kozt, ha metszéek. Igazolandd, hogy létezik kozottiik teljes paro-
sitds. Konnyen ellenérizhetd, hogy a Hall-feltétel az a; csicsok osztalyara
teljesiil, amibdl az allitas kovetkezik.

A bal- és jobboldali mellékosztdlyok a csoport egy-egy particidjat ad-
jak. Alkalmazzuk az feladatot.

A feltétel szerint B-re illeszkedik minden él, emiatt B-ben az 4tlag-
fokszdm N-nél nagyobb. Tekintsiink egy b € B elemet, aminek maximalis a
fokszdma, és vegyiik a szomszédhalmazat: ez megfeleld A U C-beli halmazt
ad.

Ha G-ben az A osztélyra teljesiil a Hall-feltétel, akkor teljesen bepa-
rosithaté B-re. A parositds e és es egyikét biztosan nem haszndlja, ezért a
Hall-feltétel G’ és G” egyikére biztosan szintén teljesiil.

Legyen G(A, B, E) paros graf, melyre |A| = |B|. Azt kell igazolnunk,
hogy akkor és csak akkor létezik egy X Tutte-feltételt sérté halmaz (amire



90 7. GRAFELMELET — MEGOLDASOK

G\ X-ben a pdratlan komponensek szdma |X|-nél nagyobb), ha létezik egy
Hall-feltételt sérté Y halmaz is az egyik csticsosztalyban (amelyre |[N (V)| <
|Y]). Egyik irdny: ha Y sérti a Hall-feltételt, akkor N(Y) sérti a Tutte-
feltételt, hiszen elhagydsaval |Y'| darab izoldlt pontja lesz legaldbb a grafnak.
Masik irany: tegyiik fel, hogy K U L sérti a Tutte-feltételt, ahol K C A és
L C B. Nevezziink A-, illetve B-tobbséglinek egy paratlan komponenst, ha
A-ban, illetve B-ben van t6bb csiicsa. Legyen rendre t4 és tg az A-, illetve
B-t6bbségli paratlan komponensek szama G \ {K U L}-ben.

Ha |K| < tp, akkor a B-t6bbségli pdratlan komponensek B-be esd része
(jeldlje ezt Yp) sérti a Hall-feltételt, hiszen csak K-val lehet minden Yp-beli
csucs Osszekotve sajat komponensének csicsain kiviil.

Hasonl6képpen, ha |L| < t 4, akkor az A-t6bbségli paratlan komponensek A-
ba esé része (jelolje ezt Yy4) sérti a Hall-feltételt.

Mivel K U L sértette a Tutte-feltételt, | K|+ |L| < ta +tp, igy az el6z6 kettd
eset egyike biztosan fennall.

Vegyiink fel V5 osztalyba d cstcsot, Osszekotve 6ket minden Vi-beli
csucesal. A kapott grafra alkalmazzuk a Hall tételt.

1. megoldds. Alkalmazzuk d = n — 11 értékkel a feladatbeli
deficites Hall-tételt. Csak olyan X C A-ra kell ellenérizni a feltételt, amelyre
|X| > n — 10, ezekre pedig fennéll, mert X-re legaldbb 10n + 1 — n(n — |X|)
él illeszkedik, hiszen legfeljebb n(n — |X|) illeszkedik A \ X-re. 10n + 1 —
n(n —|X|]) =14+ n(|X|+ 10 — n), emiatt X szomszédhalmazaban legaldbb
|X|— (n — 11) cstics van valéban.

2. megoldas Vegyiik észre, hogy a grafunkban a lefogd csicsok szdma
legalabb 11, mivel minden csics legfeljebb n élet foghat le. Konig tétele
szerint v(G) = 7(G) péros grafokra, igy v(G) > 11.

Ha lenne egy A-osztélybeli X Hall-feltételt sérté halmaz, akkor | X| >
r-nek teljesiilnie kell. B\ N(X) cstcsai ekkor csak A\ X csicsaival lehetnének
Osszekotve, igy fokszdmuk nem lehetne legaldbb r.

Legyen a graf G(A, B, E), és tegyiik fel, hogy |A| < |B|. A fokszdmokat
az egyes osztdlyokban osszeadva kapjuk, hogy 3|B| < |E| < 4]A|, amibél
3n < |A| adédik. Alkalmazva a deficites Hall-tételt (1.40| feladat), azt kell
igazolnunk, hogy minden X C A esetén [N(X)| > 2n+[X| - [4]. A\ X-
re legfeljebb 4|4\ X| ¢l illeszkedhet, igy legfeljebb 3|A \ X| B-beli cstics
van, akinek nincs X-ben szomszédja, azaz [N (X)| > n — |A| — 3|A\ X| >
3n — |A| +|X| valéban teljesiil.

A Hall-tételt alkalmazzuk. Ha volna egy A-osztalybeli X Hall-feltételt
sért6é halmaz, akkor d(x) 4+ d(b) > n nem teljesiilhetne x € X, b € B\ N(X)
parra.
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Megjegyzés. A feltétel éppen az Ore-tétel feltétele, igy valdjdban Hamilton-
kort is tartalmaz a graf, ennek csticsszama 2n. Ez a kor két diszjunkt teljes
parositas unidja.

7.8. Fiiggetlen élhalmazok

1.450 (a) A Tutte-tétel feltételét ellendrizziik. 3-reguldris graf paros cstcs-
szamu, azaz az iires halmaz nem sérti a feltételt. Tekintsiink egy paratlan
komponenst egy tetszéleges X csicshalmaz elvétele utan. X-hez legaldbb
2 éllel kapcsolédik a 2-élosszefiiggdség miatt, de pontosan ketté nem lehet,
mert akkor a paratlan komponensben nem egész szam lenne a feszitett élek
széma. Viszont legfeljebb 3| X| éllel kapcsolédhatnak a pdratlan komponen-
sek X-hez, ezért a szdmuk legfeljebb |X|.

(b) Keressiink egy tetsz6leges 3-reguldris G grafot, amely egy cstcs elha-
gyéasaval 3 részre esik szét. Konnyen lathatd, hogy ilyenkor a 3 komponens
paratlan kell hogy legyen, azaz G-ben nem létezhet teljes péarosités.

Legyenek az Fy-beli élek kékek, egy tetszbleges F; maximalis parosi-
tasbeli élek pirosak. Tekintsiik ezek unidjat! Elhagyva a két szinnel szinezett
éleket, ez a graf szinek szerint alterndlé korokbél és utakbdl all. F; maxi-
malitdsa miatt nem létezhet benne kék éllel kezd6dd és végzddo ut, hiszen
akkor azon 1t mentén cserélve a parositdséleket egy Fi-nél nagyobb pérosi-
tast taldlndnk. Ha tehdt van F; altal le nem fedett cstics Fy-ban, az csak
péaros hosszu alterndlé utakon fordulhat elé; médositsuk Fi-et gy, hogy az
ilyen utak piros élei helyett a kékeket vessziik be. Az igy kapott parositas
maximélis és fedi F{y csucsait.

A Tutte-tétel feltételét ellendrizziik. Indirekt feltessziik, hogy létezik
egy X minimédlis sérté6 halmaz, erre |X| > 0 nyilvdn teljesiil. Jegyezziik
meg, hogy a paratlan komponensek szama ekkor legaldbb 2-vel nagyobb mint
| X| paritdsi megfontolds miatt. Minden z € X-bdl legfeljebb 2 (pdratlan)
komponens felé mehet él, ellenkezdleg K 3-at tartalmazna G. X minimadlis,
ezért pontosan 2 él indul minden = € X-bol paratlan komponensbe, hiszen
az 1 paratlan komponenssel szomszédos cstcsokat elhagyhatnank. Tekintsiik
azt a G* paros grafot, melynek egyik csicsosztdlya X, masik csiicsosztalya
a paratlan komponenseknek megfelel6 Y ponthalmaz, ahol xy él akkor van a
grafban, ha x csicsbdl a megfelel6 paratlan komponensbe vezetett él. G* nem
tartalmazhat kort sem, X minimalitdsa miatt: az X-beli cstuicsait elhagyva
kisebb sérté halmazt kapndnk. A minimalitdsbdl az is kovetkezik, hogy G*
Osszefiiggs. Emiatt G* fa kell hogy legyen, amelynek X-beli csticsai 2-fokuak,
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igy azonban a szdmuk nem lehet 2-vel kisebb, mint a fa tobbi csicsanak
szama, ami ellentmondést ad: nem létezhet sérté halmaz.

Indukciét alkalmazunk; elég 3-mal oszthaté n-ekre igazolni az allitést.
n = 3-ra nyilvanval6. Ha n — 3-ra tudjuk, akkor legyen G-nek m cstcsa.
Amennyiben G teljes vagy lires graf, az allitas trivialis, ellenkez6 esetben
elhagyhatunk 3 csicsot, amelyek kozott van behizott él, és van nem behtizott
is; és alkalmazhatjuk az indukciés feltevést.

Legyenek M élei kékek, N élei pirosak. Az M és N élhalmaz unidja
szinek szerint alterndlé utak és alternalé paros korok komponenseire bom-
lik. Mivel kék élbol tobb van mint pirosbdl, kell lennie egy alternalé kékkel
indul6 pératlan élszamu ttnak. M’ dlljon ezen 1t piros éleibdl, valamint a
t6bbi komponens kék éleibél; N’ alljon ezen 1t kék éleibél, valamint a tobbi
komponens piros éleibdl.

1.50, Ha felbonthaté ¢ él{i élhalmazok unidjara E(G), akkor a ¢ | e(G)
oszthatdsdg nyilvan teljesiil, emellett a ¢ éli élhalmazok j6 élszinezését adjak
a grafnak, ezért x.(G) < e(G)/t is igaz. A mésik irdny: vegyiik egy j6
élszinezését a grafnak, ami megtehetd |e(G)/t| szinnel (esetleg valamelyik
szint nem hasznaljuk). Azt &llitjuk, hogy elérhetd, hogy minden szinosztédly
ugyanannyi élbél alljon, ezzel az allitast beldtnank. Alkalmazzuk a legaldbb
2-vel eltérd szamu szinosztalyok kiegyensilyozasara az feladat eljarasat.
Vildgos, hogy az 6sszélszam alapjan minden egyszinii élhalmaz mérete ¢ lett
ekkor, ha nincs 1-nél nagyobb eltérés az azonos szinli élhalmazok méretei
kozott.

1.51} (a) Jeldlje d(x,y) az x-et és y-t Osszekotd legrovidebb 1t hosszat. Ha
d(z,y) = 1, akkor v(G \ {z,y}) < v(G) nyilvdn teljesiil. Beldtjuk, hogy ha
d(z,y) < k-raigaz az &llitds, akkor d(x,y) = k+1-re is. Legyen z olyan cstcs,
melyre d(x,y) = d(z, z) +d(z,y). Indirekt feltéve, hogy v(G\{z,y}) = v(G),
legyen M; egy maximélis, v(G) méretii parositds G \ {z,y}-ban, és My egy
v(G) méretli parositds a G \ z-ben. Az M ekkor lefedi z-et és y-t , kiilonben
az indukcids feltételbdl ad6dé v(G\{z, z}) < v(G) vagy v(G\{y, z}) < v(G)
ellentmondésra vezetne. Az M lefedi z-t az indukcids feltevés szerint, hiszen
tudjuk, hogy v(G\ {z,z}) < v(G). Az M; és M, unidja alterndlé péros
hosszu kordk és utak unidja lesz tehat, ahol x, y és z egy-egy alterndlé paros
hosszui utnak a végpontja. Vegyiik a 2-bél indulé utat. Feltehetd, hogy nem
z-ben végzddik. Mébdositsuk M-t gy, hogy vessziik My és és az x-bél induld
alternalo Ut szimmetrikus differencigjat. fgy egy V(@) nagysagu parositdshoz
jutunk, ami nem tartalmazza sem z-et sem z-t, de ez ellentmondés, mert
d(z,z) < k.

(b) Ha M a G egy maximaélis péarositdsa, akkor egyrészt M nem lehet teljes
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pdrositds, hiszen ekkor v(G) értéke barmely cstics elhagydsa utdn cstkkenne,
masrészt legfeljebb 1 M altal nem fedett cstics lehet, kiilénben lenne {z,y},
melyeket elhagyva a parositds nagysdga nem csékkene, ami a) eredményének
ellentmond. fgy M egy hijdn parositja G csucsait, és a feltétel szerint ekkor
a kimaradé csucs tetszéleges lehet, a maradék grafban van teljes parositas.

7.9. Lefogasok, fiiggetlen halmazok

Hasznéljuk Gallai tételét, mely szerint ha G egyszer(i és nincs benne
izoldlt pont, akkor teljesiil, hogy v(G) + o(G) = |[V(G)| és a(G) + 7(G) =
[V(G)|. Vegyiik észre, hogy van a gréfban teljes partositas: {e; = (4,101 —
i),i=1,...,50}, emiatt v = 50, amibél o = 50 is adédik. Vildgos, hogy {i =
1,...,10} fiiggetlen halmaz, mésrészrél barmely 11 cstcs koziil a legnagyobb
két értékii kozott fut él, azaz o(G) = 10, 7(G) = 90.

1.53L (a) Vegyiink egy maximalis fiiggetlen élhalmazt, ennek csicsai biz-
tosan lefogd ponthalmazt alkotnak, mert lefogatlan éllel a péarositas mérete
novelhetd lenne.
(b) Feltehetd, hogy G-nek nincs izolélt pontja. Gallai tétele szerint v(G) +
o(G) = |V(G)|, innen az a) allitdsit alkalmazva adédik a kivant egyenlétlen-
ség: 7(G) + 2p(G) < 2v(Q) + 20(G) = 2|V(G).
(c) x = 2-re a K3 graf ad példat. Legyen x = %, ahol ¢ < p < 2¢q. Induljunk
ki 2¢ cstcson felvett g élil parositasbdl; ebben v = 7 = q. Egyesével vegyiink
hozza éleket a csicsok kozt, amig meg nem kapjuk a Ky, teljes grafot. Min-
den lépésben 7 értéke legfeljebb eggyel néhet, vagy nem valtozik, az utolsd
lépésben 7 = 2¢ — 1. Ekozben v véltozatlan. Ebbdl adédéan a T fiiggvény
minden ¢-nédl nagyobb, de 2¢-ndl kisebb egész szamlaloju és ¢ nevezoji tort
értékét felveszi.

Alternativ megoldds. Kozvetlen konstrukciét ad ~ = %, értékre (¢ < p <

2q) egy p cstcsu teljes graf és 2¢ — p izoldlt csics unidjanak komplementere.

Jeloljon A egy maximélis fiiggetlen csticshalmazt. Megmutatjuk, hogy
mindegyik csicsdhoz valaszhatd egy ra illeszked¢ fiiggetlen él. Legyen B a
fliggetlen csicsok szomszédainak halmaza, és tekintsiik a két osztaly altal
feszitett paros grafot G-ben. Az A osztaly minden X részhalmazara teljesiil
a Hall-feltétel, mivel | X| él indul ki beléle, és N(X) minden foka legfeljebb
r. Az A-t fedd parositas egy, a feladat allitasdt igazold fiiggetlen élhalmaz.

1. megoldas. Moho algoritmus szerint valasszunk fiiggetlen ponthal-
mazt: minden kivalasztott csics legfeljebb tovabbi d csics véalasztasat zarja

ki, ezért legaldbb “Zlﬁ)l méretii fiiggetlen halmazt kapunk.
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2. megoldas. Vegyiik a csticsok egy véletlen sorrendjét, és szinezziik kékre
azokat a csucsokat, amelyekbdl csak a sorrendben kés6bbi csticsokhoz vezet-
nek élek. A kék csticsok nyilvan fiiggetlen halmazt adnak. Annak a varhaté
értéke, hogy ¢ csics kék szinii lesz, éppen ﬁ Ezt i-re 0sszegezve kapjuk
a kék csticsok varhaté értékét, ami a(G) alsé korlatja lesz. (Ezzel valdjaban
egy lényegesen erdsebb dllitdst igazoltunk.)

7.10. Sikgrafok

A megoldasok sordn c; az i-foku csucsok szdamadt jeloli, mig l; az i €éld lapok
(tartomdnyok) szdmdt. A Y. c; = 2e ill. 2e =Y. 1; dsszefiiggésekre szdmos
alkalommal sziikség lesz, ezeket az élek kétszeres leszdmldldsdval kapjuk.

1.56} Feltehetd, hogy a graf tsszefiiggd, tovabba tartomanyainak mindegyike
(a kiilsét is ideértve) hdromszog. Valdban, elég hdromszogelt n-cstcst grafok-
ra igazolni az allitast, mert tovabbi élek behuzasaval minden sikgrafbdl kap-
haté ilyen. Ekkor 2e = ), I; > . 3l; = 3l és az egyenlStlenség egyenldséggel
teljesiil, hiszen minden tartomany harom oldali. Emiatt e42 < n+ %e min-
den sikbarajzolhaté grafra, amibdl atrendezéssel adddik a kivant e < 3n — 6.
Ha a graf rdadasul paros is, akkor a tartomanyok egyike sem lehet harom-
szog, ezért a 2e = Y. 1; > >, 4l; = 4l egyenlStlenségbdl indulhatunk ki, és
az e/2 < l-et az Euler-formuldba helyettesitve nyerjiikk az e + 2 < n + %e
egyenlGtlenséget, ami a bizonyitanddval ekvivalens.

Készitsiik el a sziikséges grafot az objektumok (hdzak és kutak), il-
letve 0sszekotd utak gréf-reprezentacidjaként, a K3 3 grafot kapjuk. Ez egy
6 cstucsd péaros graf, amelynek 9 éle van, emiatt a feladat szerint nem
sikbarajzolhat6, mert az e < 2n — 4 nem teljesiil.

A K5 5-csticsu 10 éli graf, emiatt a[I.56] feladat szerint nem sikbaraj-
zolhaté, mert az e < 3n — 6 nem teljesiil.

1. megoldas. Kuratowski tételét haszndlhatjuk: az dbrén ldthaté
moédon a Petersen grafnak van a K33 3 graffal topologikusan izomorf részgréfja,
ezért nem sikbarajzolhato.

2. megoldds. Wagner tételét hasznalhatjuk: a graf dbra szerint megjelolt 5
élét tsszehtzva K5—0t kapunk, tehat a graf minorként tartalmazza az 6tpontu
teljes grafot, azaz nem sikbarajzolhato.
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Azt éllitjuk, hogy n < 4-re a graf sikbarajzolhaté, n > 4-re mér nem.
Az §llités elsé fele kovetkezik abbdl a megéllapitdsbol, hogy n = 4-re a graf
a kocka élhéléjaval egyezik meg, és n < 4-re ennek élhalojardl beszélhetiink.

n = 5-re azonban a graf 20 élet tartalmaz 10 csicson, ami nem teljesiilhet
egy sikbarajzolhaté gréafra szerint.

Az abra szerinti G és Go izomorfak, azonban a lerajzolasuk szerinti
dudlisukat tekintve a kapott G és G5 grafok nem izomorfak.

G1 G2
! B

9

A G graf G* dudlisdban n* = [ cstcs, e* = e él és I* = n lap van.
Ha G és G* is egyszeri paros graf volna, akkor szerint e < 2n — 4 és
e < 2n* —4 = 2] —4 teljesiilne, de a két egyenlotlenség 6sszegébdl e < n+1—4
adédna, ami az Euler-formuldnak ellentmondana.

A feltételbdl kovetkezik, hogy minden tartomény legaldbb 5-oldald.
Ebbdl adédéan 2e = D" il; > > 2 5l; = 5l teljesiil, amit az Euler-
formuldba helyettesitve e < 2(n — 2) adédik. Egyenléség akkor teljesiil, ha
minden tartomany 5-oldald. Ilyen grafokat 5-regularis sikgrafok dudlisaként
kaphatunk meg, ezekbdl adunk meg egy végtelen sorozatot. Legyen G az
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ikozaéder élhaldja, és G, 1-et készitsiik el oly médon, hogy G és G; sikbaraj-
zolt grafok kiils6 tartomanyainak egy-egy élét toroljiik el, és az igy 4-fokuva
val6 cstucsokat a két graf kozott parositsuk.

Mivel minden fokszdm 3, ezért 2e = 3n = 180 teljesiil, azaz n = 60 és
e = 90. Mésrészt | =I5 + lg és 2e = bl5 + 6lg az élek lapok szerinti kétszeres
leszamlaldsédbdl adéddan, emiatt 2e = 180 = 51+l = 5(e +2 —n) + g =
160 + lg. Innen lg = 20, I5 = 12 adddik.

A poliéder minden csucsdba minimum harom, de a feladat feltétele
szerint legalabb 4 €l fut. Emiatt

e _ 4cy + 5c5 + 6cg + ...

— >n

2 4 -

Az Euler-formula szerint ekkor [ — 2 > % adédik, ahol

Y

_3l3+4l4+5l5+...

l-2>-= >1l——=.

NN ey
i
I
i

Ebbdl I3 > 8 kovetkezik.

Rajzoljuk le a poliéder élhalojat. Legyen a kivéalasztott L lap cstcssza-
ma k. Tegyiik fel indirekt médon, hogy minden fokszam legaldbb 4. Ekkor
2e =Y, di > 6(n — k) + 4k Osszefiiggés adédna. Most k — 3 éllel hdrom-
szogeljiik fel az L lap képét. Az {gy kapott G’ (a poléder élhaldjabdl és a
behtizott k — 3 é1bol 4ll) sikgréfra 2’ > 6(n — k) + 4k 4+ 2(k — 3)-at kapnénk,
azaz €' > 3n — 3 teljesiilne, ami ellentmond eredményének.

Tekintsiik az élszinezett sikgraf olyan kozos csicsra illeszkedd élparjait,
melyek kozos tartomanyt hatarolnak, és sziniik eltéré. Legyen c¢ az ilyen
"szinvalté” élparok szama. Ha az allitds nem volna igaz, ¢ > 4n teljesiilne,
hiszen a szinvaltasok szama minden csics koriil paros. Masrészt egy 2k + 1
vagy egy 2k oldalszamu tartomanynak legfeljebb 2k ilyen szinvalté élparja
lehet. Ebbél adédodan teljesiil az alabbi becslés:

dn < c <23 +4ly + 4ls + 6lg + 617 +8lg+ ... <
<2 (Zzl) —4) "l =4de—4l.
i=3 i=3
Ez ellentmond az n + [ = e + 2 Euler-formuldnak.
1.68] Tekintsiik a graf egy sikbarajzoldsat. Az élek jo irdanyitdsat megfe-

leltethetjiik a lapok iranyitasanak a kovetkezé modon: ha az élek iranyita-
sa a feltételnek megfelel6, akkor minden lap hatdréan az éramutatd jarasa
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szerint vagy azzal ellentétes irdnyban korbejarhatunk. Azt ldthatjuk, hogy
szomszédos lapok iranyitasa ellentétes kell legyen az élek irdnyitasa szerint,
tehat Osszességében az allitas azzal ekvivalens, hogy a lapoknak létezik j6 2-
szinezésiik, vagyis a dudlis sikgraf paros. Ehhez elég belatnunk, hogy nincsen
benne paratlan hosszu kor. Tekintsiink egy kort a dualisban, ez egy kiilsé
és egy bels6 részre particiondlja a tartomanyok halmazat, tegyiik fel, hogy
k a bels6 tartoményok szdma. Valtsunk vissza a dudlisrdl az eredeti gréfra,
melyben az x hosszii dudlisbeli koron x él 1ép ki a bels6 részbdl. Ha a koron
beliil £ cstcsa van G-nek, és az dltaluk feszitett grafnak e éle, akkor a kilépd
élek = szamara x = 4k — 2e teljesiil, emiatt x, a kor hossza biztosan paros.

1.69. Rajzoljuk le a poliéder élhaléjat, igy kapjuk a G sikgrifot. Elészor
megmutatjuk, hogy taldlhaté benne iranyitott kér. Ez vildgos: ha elindulunk
egy tetszOleges csiicsbdl és mindig tovabblépiink egy kifelé irdnyitott élen,
legfeljebb n 1épésen belill egy iranyitott kort zarunk be. Belatjuk, hogy ezen
a C kor éltal hatdrolt sikrészen beliil, illetve ezen kiviil is taldlunk olyan (po-
liéderlapnak megfeleld) tartoményt, amelynek a hatdra irdnyitott kor. Ha a
koron beliil nincs csiics, maris megtalaltuk a kéron beliili keresett tartoményt.
Ha van, akkor talalunk egy olyan kort, amelynek belseje kevesebb csiicsot tar-
talmaz, igy az algoritmus a graf végességébdl adéddan egy irdnyitott hatara
laphoz vezet. Induljunk ugyanis ki egy C' éltal hatarolt sikrészen beliili P
csuicesbdl, és kifelé irdnyitott éleken tovabblépve vagy C csicshalmazédba ér-
keziink vagy bezarunk egy iranyitott kort a koron beliil és készen vagyunk.
Hasonléan a visszafelé iranyitott éleken tovabblépve P-bél a C' csicshalma-
zaba érkeziink vagy bezarunk egy irdnyitott kort és kész vagyunk. Viszont a
C-n beliil haladé P-n atmend irdnyitott it létezése ismét maga utan vonja,
hogy talalunk egy irdnyitott kort C-n beliil, amelynek a belsd csticsai szdma
csOkkent C-hez képest. (Hiszen P mdr biztosan nem belsd csics.) Az elja-
rassal eljutunk tehdt a keresett tartomanyhoz. Az utolsé megfigyelés, hogy
nem lehetséges, hogy beliil és kiviil is ugyanazt a kort taldljuk meg: azaz ha
C-n beliil nincs tovébbi cstcs, akkor rajta kiviil kell lennie.

Vegyiik a graf tetszoleges sikbarajzolasat. Alkalmazzuk a kovetke-
z0 eljarast: allapitsuk meg, hogy van-e metsz6 élpar, és ha van, akkor egy
ilyen élpar egyik tagjat hagyjuk el. Ezzel legalabb eggyel csokkentettiik az
élszamot, és legalabb eggyel az élkeresztezési szamot is. Vegyiik észre, hogy
mindaddig, amig a graf élszdma meghaladja a 3n — 6 szamot, nem lehet a
graf sikgraf, azaz biztosan talalunk tetszéleges lerajzolasaban metszé élpart.
Emiatt a metszési szam legalabb annyi, ahanyszor élet kellett elhagynunk,
azaz legalabb n + 6.
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7.11. Tournamentek

1.71} (a) Ha nem lenne medidnsorrend, akkor a v;, v;y1,...,v; csicsok egy
permutaciéjaban az eléreélek szama a vizsgélt sorrendbelinél nagyobb lenne.
Viszont ezt a permutéciét alkalmazva az Gsszes csicsra (Ggy, hogy a tébbi
cstics helye nem valtozik) az dsszes csics eredeti sorrendjéhez képest is nove-
kedne a az eléreélek szama, ami ellentmondas.

(b) Ha az 4llitds nem volna igaz, akkor a csticsok sorrendjét (vit1, vit2, ..., v;,
v;)-re, illetve a mésodik esetben (vj,v;, vit1,...,vj_1)-re valtoztatva az el6-
reélek szama novekedne, ami ellentmondés.

Elso rész: tetszdleges medidansorrend esetén az els6 csics, v pszeudo-
gy6ztes. Valdéban, ha nem lenne az, akkor 1étezne olyan vy, amelybdl vezetne
él v1-be és annak Osszes legy6zottjébe, am ekkor a vy — v csere révén olyan
sorrendet kapnank, amiben n6tt az eléreélek szama.

Mésodik rész: Figyelembe véve[L.71] (b) eredményét j := i+ 1 alkalmazésaval
vildgos, hogy a medidnsorrend szerint az (i, + 1) élek élei a tournamentnek,
azaz a sorrend éppen egy Hamilton-utat hataroz meg.

1.73 Tekintsiik a tournament csicsainak egy medidnsorrendjét: (vq,ve,. ..,
vp), valamint vegyiik a gyokeres kifenyd mélységi bejardsi sorrendjét (wq, wa,
e Wht1)- Agyazzuk be mohén a fenyét a kovetkezd moédon. Legyen wy = v.
Altalzinosan, ha az elsé j — 1 feny&cesicsot azonositottuk a medidnsorrendben,
akkor w; azonositasahoz tekintsiik a w;-be mutaté w;w; feny6élt, és tegyiik
fel, hogy v+ = w;. (i < j a bejdrds miatt, ezért w;-t mar azonositottuk.)
Legyen wj;-nek megfeleltetve a legkisebb indexli eddig még nem hasznélt v
csucs, amelyre v;v él a tournamentben. Alh’tjuk, hogy ennek a v-nek az in-
dexe legfeljebb 2(j — 1), ha j > 2. j = 2-re ez kovetkezik abbdl, hogy vivs él
a tournamentben. Altaldnos esetben pedig (b) eredményét felhasznalva
indukciéval bizonyitunk. v; indexére nézve az indukcié szerint ¢ < 2(i — 1)
teljesiil. vy = w; legybzte a viy1,...,vp(j_1) csticsok legalabb felét, tehdt
legalabb j —i cstcsot. Eddig ezen cstcsok koziil legfeljebb j —i — 1-et azono-
sithattunk valamely feny&csicesal, azaz valéban lesz olyan, amit ki tudunk
véalasztani.

7.12. Korok, utak iranyitott grafokban

Ha egy iranyitott grafban nincs kor, azaz a graf aciklikus, akkor van
benne olyan cstcs, aminek a befoka 0. (Forrdsnak nevezziik az ilyen csticsot.)
Valéban, ha nem igy lenne, akkor tetszéleges csicsbdl indulva mindig tud-
nank egy irdnyitott élen visszafelé 1épni egy jabb csicsba, emiatt legfeljebb
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n 1épésen beliil olyan pontba érkeznénk, ahol mar jartunk, ez pedig egy ira-
nyitott kort mutatna meg a grafban.

Alkalmazzuk azt az iterativ eljardst, hogy az i-edik 1épésben kivalasztunk
egy forrdst a kapott (n — i + 1 csicsd) irdnyitott grafunkbdl, letoroljik, és
betessziik a sorrend végére. A kapott sorrendben csak el6reélek lesznek tehét,
amit a feltételtink kér.

Megjegyzés: a bizonyitast hasonléképpen végezhettiik volna ugy is, hogy 0
kifok csicsokat (nyel6ket) valasztunk, mivel azok szdma sem nulla egy acikli-
kus grafban, ekkor az eredményiil kapott sorrendet még meg kell forditanunk.

1.750 Tekintsitk a D(V, E) graf Fy forrdshalmazat és az Y7 csicshalmazt,
amelynek elemei a forrasok egyikébol elérhetd csicsok. Fy nyilvanvaléan fiig-
getlen halmaz, Yj-re pedig teljesiil, hogy vezet minden csiicsdba él valame-
lyik Fi-beli pontbdl. Ha ezek uniéja nem adnd ki az 6sszes csicsot, hagyjuk
el a két csiucshalmazt, és a megmaradt D’ grafra alkalmazzuk az el6z8 16-
pést, megkapva ezzel az Fy forrashalmazt és az Yo forrdshalmazbdl elérheto
csucshalmazt. A meghatarozott forrashalmazok uniéja fiiggetlen halmaz, és
Y1 UYs-re is teljesiti a feltételt. A forrashalmazt és forrdasok szomszédhalma-
zat meghatarozo 1épések ismétlésével 2 részre particiondltuk a csticshalmazt
aszerint, hogy Fj-nek vagy Y;-nek lett eleme. A forrdshalmazok X uniéja-
bél minden més csics elérheté lesz a konstrukcié szerint, és kozottitk nem
vezethet él. Ez tehat a feltételiinket kielégito fiiggetlen halmaz.

[1.76] Tekintsiik a legnagyobb aciklikus D’ részgrafjat a D digrafnak. Nem
lehet olyan cstics D \ D’-ben, amelybe nem vezet D’-b6l él, hiszen egy ilyen
cstcesal béviteni lehetne D’-t. Tehdt, ha [1.75| szerinti fiiggetlen halmazt
tekintjiik D-ben, arra feladatunk allitdsa teljesiilni fog.

7.13. A Turan-tétel és alkalmazasai

Kénnyti 14tni, hogy két pdros graf élhalmazdval a K5 graf nem fedhetd:
akarhogyan particiondlja az els6 paros graf két osztalyba a csticsokat, lesz egy
legalabb 3 nagysigu osztaly, azaz egy K3 amit az els6 nem fedett le, és ezt a
maésodik péaros graf sem tudja lefedni. Tehat az élhalmazok unidja Ks-mentes
grafot alkot, igy Turdn tételét k + 1 = 5-tel alkalmazva Gsszesen legfeljebb
%nQ = %nz éle lehet.

Feleltessiink meg a szamoknak csiucsokat, és kossiink Ossze kettét,
ha egyiitt megjeloljiik egy szelvényen, igy kapjuk a G grafot. Akkor nyeriink
biztosan, ha barmely 6t csics kozott van 2, akiket 6sszekotottiink, azaz a graf
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komplementerében nincsen K5 graf. G komplementerének emiatt legfeljebb

%nQ = 3750 éle lehet a Turan tétel szerint n = 100 feltétel mellett, azaz G-nek

legalabb (120) — 3750 = 1200 éle van, ennyi szelvényt muszdj kitolteniink.

Tekintsiik a szinezett élek grafjat! Mivel az R(3,3) Ramsey-szdm 6,
ezért a grafban nem lehet Ky, igy a Turdn-tétel szerint legfeljebb %152 =
90 éle lehet. Valéban ez az elérheté maximum, mert ha 5 haromcsicsu
X1, X9, X3, X4, X5 csoportba osztjuk a csticsokat, xy kék él ha z € X;,y €
Xit1, piros ha x € X,y € X;,o valamelyik i¢-re, akkor nem lesz egyszini
héromszog a grafban.

Turan tételébdl adédik, hogy ha k = 4-gyel igaz lenne az allitas, akkor
rogzitve egy szint, minden pontnégyesbe esne ilyen szinti él, és ekkor ezen egy-
szinti élek szdma legaldbb 12 lenne, az[[.78| megoldds gondolatmenete szerint.
Valéban, az azonos szinti élek grafjanak komplementere nem tartalmazhat
Ky = Ky-et, igy Turdn tétele szerint a tobbi szinii élbdl legfeljebb 33 lehet,
vagyis a kivélasztott szinbdl legaldbb (120) — 33 = 12. Osszesen azonban nin-
csen 4 x 12, csak 45 él a tizcsicsu grafban, emiatt & > 5. Megmutatjuk,
hogy k = 5-re 1étezik jé szinezés. Legyenek a gréf csicsai a (mod 10) mara-
dékosztélyok, és szinezziik a 04,07,47,12,13,23,59, 68 éleket az elsé szinnel.
Viladgos, hogy 4 klikket kapunk igy, ezért barmely 6t csics kozott lesz kozii-
liik él. Legyen az i-edik (i = 1,2,3,4,5) szinosztdlyban minden él, amit az
eldzbleg felsorolt 8 él 2(i — 1)-gyel valé eltoldsaval kapunk, tehdt zy helyett
x4+ 20— 1),y + 2(i — 1) keriil bele. (Ha tetszik, egy szabdlyos 10-sz6g &tl6-
it forgatjuk korbe 6todfordulatokkal.) Vildgos, hogy {gy minden szinosztédly
teljesiti a sziikséges feltételt, és belemetsz az 6sszes Ks-be. Az is konnyen lat-
haté, hogy minden élnek legfeljebb egy szint hataroztunk meg. A fennmaradd
éleket innentdl tetszélegesen szinezhetjiik, a szinezés jo lesz.

Feltehetd, hogy n > 3. A Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenséghél adédéan
ha n = 3, akkor p1ps + paps + psp1 < pi + p3 + p3, és mivel py +py +p3 = 1,
ebbdl p1pa + paps + psp1 < 1/3 adédik, ami p; = 1/3 véilasztds mellett éles
is.

Ha n > 4, akkor a kifejezés értéke konnyen ldthatéan elérheti az 1/4 értéket
p1 = po = 1/2 esetén. Beldtjuk, hogy ez éles. Feltehetd, hogy a p; + piio
Osszegek koziil p; + p3 a legnagyobb, ekkor a kifejezés értéke nem csokken,
ha ps := ps + pn, P := 0 médon mddositjuk a silyok értékeit. Legyen most
w a pdratlan index(i p;-k Osszege, a feltétel szerint tehdt (1 — w) a péros
indextieké. Ekkor konnyen lathatd, hogy

amit allitottunk.
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Legyen a p; silyok nevezdinek legkisebb kozds tobbszorose N, és készit-
siik el azt a G’ grafot, amelyet a G felfijasdval kapunk a kévetkezd médon: i
cstcs helyét egy Np; nagysigi X; fiiggetlen halmaz veszi at, és ha ij € E(G),
akkor X; és X; minden csicsa legyen Gsszekotve. Igy [V(G")] = N, és
|E(G")| = N? > (jyerc) Pipj- Ha a G grafban nines w(G) + 1-es klikk,
akkor G’-ben szintén teljesiil ez, ami miatt az élszdm becsiilheté Turdn tétele
szerint az aldbbi médon: |E(G')| < “’2(5()5)1 N2. NZ2-tel valé osztés utdn az
allitast (és az el6zé feladat dltaldnositdsét) nyerjiik.

1.83L (a) Mivel csak v-re illeszkedd éleken tortént valtozas, csakis olyan k-
csucesu klikk keletkezhetett, amiben v is benne van. Madsrészt ekkor u nem
lehet benne, hiszen G’-ben nincs benne az wv él. Ha létezne G’-ben ilyen
klikk, akkor vegyiik észre, hogy G-ben ugyanekkora klikket alkotna a cstcs-
halmaz, miutdn u-t v helyére hozzédvennénk, mivel G’-beli szomszédsiguk
megegyezik. G viszont nem tartalmazott a feltételiink szerint k-klikket.

(b) Alkalmazzuk ismételten az (a)-ban latott transzformdciét G-n oly médon,
hogy valasszuk u-nak a maximalis foku cstcsot, v legyen tetszéleges csucs,
amely nem szomszédja. Vegyiik észre, hogy az élszam nem csokken, és az
osszes v : uwv € E(G)-re végrehajtva olyan G-t kapunk, amelyben n —d(u) —1
csucs fiiggetlen X7 halmazt alkot, és minden més csiccsal 6ssze van kotve.
Cimkézziik meg ezen csiicsokat, és folytassuk az eljardst a maradék grafon. A
transzformécidsorozat eredményeképp minden csucsot megcimkéziink, mind
egy-egy X; fiiggetlen csiicsosztalyba sorolédnak, amely az Gsszes tobbi cstics-
osztaly minden csicsaval Ossze van kotve. Feltéve, hogy G-ben nem volt
k 4 1-es klikk, valamint hogy élszdma az ilyen tulajdonsdgi n cstcsuak ko-
zOtt maximadlis, azt lathatjuk, hogy a transzforméaciésorozattal nyert grafban
a megkapott fiiggetlen csticsosztdlyok szdma éppen k. (Tobb nem lehet, mert
akkor lenne Kj11 a grafban, kevesebb sem, mert akkor lehetne élet behtizni
valamelyik csicsosztalyon beliil, azaz G nem volt élszdmra maximélis.) A
csucsosztalyok mérete legfeljebb eggyel térhet el, ellenkezé esetben nagyobb
élszamui n-cstcsu graf is létezne. Valbban, ha |X;| > |X;| + 1, akkor X;-bél
Xj-be egy cstcs éttételével az élszam néne |X;| — 1 — |Xj|-vel. Tehdt ha
G-nek maximalis élszama volt, akkor pont annyi éle volt, mint az n-cstcs,
k-osztalyt Turan-grafnak.

7.14. Cseresznyék
Szdmoljuk meg Sket a szdrukndl fogva!l Az eredmény » . (dz’)

Szamoljuk meg a cseresznyéket a gyiimolesok fel6l! Minden csticspéarra
legfeljebb 1 cseresznye illeszkedik ha nincs Cy a grafban, ezért » ., (df) <
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(). Felhaszndlva a " | d; = 2e Osszefiiggést és a d; szdmokra vonatkozé

2
szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenlGtlenséget, (22672 —e < %,

innen e-re egy masodfokd egyenl6tlenséget kapunk, amibél adddik, hogy e
kisebb, mint a mésodfoku egyenlet nagyobbik gyoke:

2 20— 3/2
e§2n—|—\/4n —glfm(n 1)§n2 +g

1.86. (a) Vegyiink egy tetszileges zy élet. Nem lehet kozos szomszédjuk,
mert nincs K3 a grafban, ezért az zy-t tartalmazé cseresznyék szama ma-
ximum (n — 2). Osszegezziik ezt minden élre, ezzel megszamoltunk kétszer
minden cseresznyét (mindkét szérdndl), azaz az &llitds teljesiil.

(b) és (c) 1. megoldés. A cseresznyék szama éppen a haromszogek t3 szdmé-
nak haromszorosabdl, és a haromecstcsu kétéli részgrafok y szaméanak Gssze-
2ébol addédik. y feliilrél becsiilhetd azon haromcsicsu részgrafok szamaéaval,

i(n—d;—1)

amelyekben van él is és nem-€l is: y < i d 5 . Innen kapjuk, hogy

i dz E 7»1_1 di(n—di — 1)
> E _ 1= —
3t 2 p <2> 2

_2idi—di Ydi(ln—di—1) > 4e? e,
2 2 n
ami az allitassal ekvivalens.

2. megoldas. Osszegezziik minden egyes ij élre azt a megéllapitast, hogy
d;+d;—n < t;5, ahol t;; az ij-re illeszkedd hdromszogek szdma. Vegyiik figye-
lembe, hogy ", jer(e) tii = 3t5. Atrendezés utdn ebbél épp a bizonyitandot
kapjuk.

(a) Vonjuk le az dsszes lehetséges haromszogek szaméabdl a nem egy-
szinli hdromszogek szamét! Utdbbiakat igy kapjuk, hogy 6sszeszdmoljuk az
egy csucsra illeszked6 eltérd szint élparok szamat — igy minden ilyen harom-
szoget kétszer vettiink, ebbdl adédik a képlet.

(b) Az (a) feladatrész gondolatét vissziik tovabb. Altalanosan felirhat6, hogy
az egyszinli haromszogek pontos szama

(§> B z": d(i) - (n—Qd(i) - 1),

i=1

ha d(i)-vel jeloljiik az i csicsba futd kék élek szamét. A d(i)- (n—d(i) —1) <
(251)2 becslést minden i-re alkalmazva kapjuk a feladat allitasat.
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Vegyiik észre, hogy >, x; = ), y; a meccsek szama, emiatt a bizonyi-
tandé ekvivalens azzal, hogy

€Ty Yi
>(2)-20)
Tournamentben dbrdzolva a meccsek kimeneteleit (a gy6ztesektdl a vesztesek
felé irdnyitva az éleket), azt kell latnunk, hogy kozos csicsbdl kifelé vezetd
élekbél képezhets parok szama a befelé vezetd élparok szamaval egyezik meg.
Ez valéban igaz, hiszen irdnyitott hdromszog 0—0-val, vagy 1—1-gyel noveli a
kétféle kifejezés értékét annak fiiggvényében, hogy egyiranyi kort hataroznak
meg az élei vagy nem.

Minden csticsparra, amely élet feszit, 0 cseresznye (kozos szomszédos
cstces) illeszkedhet a K35 mentesség miatt, egyébként pedig legfeljebb 1 a Cy-
mentesség miatt. EbbSl adéddéan >, ((12’) < (g) — e. A kordbbiakhoz
hasonléan, a szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlOtlenségbdl kapjuk,

hogy % < @, amibdl e < n—”;_l kovetkezik, n = 10-re a feladat
allitasat igazolva.

A gondolatmenetét kovetjiikk. Tetszéleges pontharmashoz legfel-
jebb kett6 kozos szomszéd tartozhat, ez alapjan becsliink:

n " ld\ 1 nS" (di—2)°
2 > ) s Z d; — 2 3> L=t 2
(5)22(5) > g -tz ==
Becsiiljiik a jobb oldalt a kobos és szamtani kozép kozti egyenldtlenséggel,

majd szorozzunk n2-tel. Eszerint 2n® > (2e — 2n)3, amibdl adédik a kivént
nagysagrendl becslés.

Legyen az egyenlészari haromszogek halmaza A. Minden haromszog-
héz rendeljitk hozzd (egyik) alapjat. Vegyiik észre, hogy minden alap legfel-
jebb kétszer szerepel, ellenkez6 esetben az alappal szemkozti csiicsok mind az
alap oldalfelez6 merélegesére esnének. (g) csticspar van, azaz az egyenloszaru

héromszogek szama legfeljebb 2(’;) <n?.

Legyen [ egy tetszolegesen vélasztott tavolsag. Kossiik 0ssze az éppen
[ tavolsagra esé pontokat. Vegyiik észre, hogy az igy kapott grafban nincsen
K 3 részgraf: ellenkezd esetben volna a sikon hdrom, egy rogzitett pontpar-
t6l egyforma tévolsdgra esé pontja. Az [I.85] feladat megolddsdnak gondo-
latmenetét kovetjiik: tetszéleges pontparhoz legfeljebb kettd kozos szomszéd
tartozhat. Ez alapjan befejezhetjiik a bizonyitést.
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7.15. Szinezési feladatok

1.93L (a) x(G) > w(G), hiszen minden klikkben a csticsokhoz kiilonbozé szint
kell rendelni. x(G) > 3Gy ugyanis egy szinosztaly mérete legfeljebb a(G)
lehet, emiatt legalabb % szinosztalyra sziikség van egy jé szinezéshez.

(b) Vegyiik G1 és G5 egy-egy j6 szinezését x(G;) (i = 1,2) szinnel, és legyen
(G1 U G2)-ben minden cstcs szine a két gréafbeli szinbdl képzett rendezett
par. gy x(G1)x(G2) szinnel megszineztiik az unidgrafot. A szinezés jo,
hiszen ha két cstics szomszédos (G1UG3)-ben, akkor legaldbb az egyik grafban
szomszédos G és G4 koziil, igy nem lehet azonos a hozzajuk tartozd rendezett
szinpér.

Paratlan kor nyilvanvaléan nem szerepelhet paros grafban: a szomszé-
dos csticsok nem tudnanak mind kiilénb6z6 szinosztalyba keriilni. Mésrészt
hatarozzuk meg az egyes cstucsokrdl egy sorrend szerint végighaladva mohon,
hogy milyen szint kapnak. A sorrend legyen egy szélességi keresésbol ad6édo
sorrend. (Feltehetjiik, hogy a graf osszefiiggd, vagy komponensenként szi-
nezhetiink.) A szélességi keresés segitségével az els6 csticstdl vett minimalis
tavolsag szerint szintekre bonthatjuk a grafot. A nulladik szint, azaz az els6
cstcs szine legyen kék, az elsd szint csicsaié (ami az els6 cstics szomszéda-
it tartalmazza) piros. A graf élei csak szomszédos szintek kozott és azonos
szinten beliil mehetnek, de utébbi esetet is kizarhatjuk, mert nincs a grafban
paratlan kor. fgy a moho szinezéssel éppen a paros szintiiek lesznek kék, a
paratlan szintiiek piros szintiek.

Van benne 5-hosszu kor, emiatt legalabb 3 a graf kromatikus szdma.
Masrészt konnyen ldthaté, hogy megszinezhetd 3 szinnel a graf.

A 2-hatvényok: {2°,2!,... 26} egy T-es klikket alkotnak, emiatt
7 < w(G) < x(G). Mésrészt 7 szinnel megszinezhetd a G graf: ezt két egy-
szerli szinezéssel is igazoljuk. Rendeljiik a csticsokhoz a {0,1,...,6} szineket
oly médon, hogy (i) x cstcsnak legyen a szine a primoszt6i szdma (multip-
licitdssal szdmolva); (ii) z szfne legyen 4, ha 2! < z < 21, Vilagos, hogy
mindkét szinezésben a fenti 7 szint hasznéljuk fel, valamint az is, hogy mind-
két szinezésben egy szinosztalyon beliil nem lehet két szdm, melyek egyike a
maésikat osztja.

A primszamok halmaza az 1-gyel kiegészitve egy 7(100) +1 = 27 mére-
t{i klikket alkot, azaz 27 < w(G) < x(G). Mésrészt 27 szinnel megszinezhetd
a graf, ennek igazolasira megadunk egy jo szinezést. Legyenek a szinoszta-
lyok cimkéi a primszamok és az 1 szam; tegyiik az 1-et a neki megfeleleld
1-es cimkéjii kupacba, és minden mas szamot abba a kupacba, ami az 6 leg-
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kisebb primosztéja. Igy minden szémot szétosztottunk, és minden kupacban
fliggetlen csiicsok vannak, azaz a szinezés valéban megfeleld.

Indirekte tegyiik fel, hogy az &llitds hamis. Ekkor minden szabélyos
egységoldali haromszog csicsai kiilonb6z6 szintiek lennének. Vegyiink most
két tetsz6leges, egyméstol v/3-ra 1évs P és @ pontot. Ezek felez6merdlegesére
es6, mindkett6tél egyforman egységnyi tavolsagra levé pontpar egymastol is
egységtavol van, amibol kovetkezik, hogy P-nek és (Q-nak egyszintinek kell
lennie, azaz minden egymdastél v/3-ra 16v6 pontparra igaz ez az allitds. Ve-
gyiink most egy haromszoget, melynek oldalai 1, /3, v/3 hossziak. Az el6z6
kovetkeztetés szerint ennek mindhdarom csicsa egyszinii, azaz mégis lenne
egységnyi tavolsidgra egyszinli pontpar, ellentmondas.

A harom péros graf osztalyai legfeljebb 23 = 8 részre particionaljdk a
graf csucshalmazat aszerint, hogy melyik paros grafon beliil melyik osztélyba
tartozik egy adott csiics. Egy particiéosztalyon beliill nem mehetnek élek, igy
ha a particiéosztalyokat valasztjuk G szinosztalyainak, akkor 8 szinnel egy jo
szinezését kapjuk a grafnak.

Megjegyzés: az unié miiveletet kétszer alkalmazva az 4llitas adédik a[1.93}
feladat (b) részének eredményébél is.

1. megoldés. Alkalmazzuk (b) pontjanak allitdsat Gy = G, Ga =
G szereposztassal.

2. megoldds. x(G) > w(G) = a(G). Masrészt x(G) > a6y 193 (a)
allitasa szerint. Ezek szorzatabdl kovetkezik a feladat allitésa.

Belatjuk teljes indukciéval G kromatikus szdméra nézve, hogy G
szinezhetd ekkor n + 1 — x(G) szinnel. Ha x(G) = 1, az 4llitas trividlis. Az
indukciés 1épésben tekintsiik az n csticst G graf egy x(G)-szinezését, legyenek
a szinosztalyai X; (¢ = 1...x). Ha a szinosztélyokat ésszehtizzuk 1—1 pontt4,
akkor teljes grafot kapunk, mivel ellenkezo esetben két szinosztély egyesithetd
lett volna. Tekintsiik a x — 1 szinnel szinezhetd,

U X

altal feszitett G’ részgrafot, és vélasszunk x; € X; (i < x(G)) csicsokat
gy, hogy minden x;-bél vezessen él X, -be. G’ komplementere szinezheté az
indukcié szerint n — | X, |+ 1 — (x — 1) szinnel. Létezik olyan szin — legyen a
kék —, ami csak az {x; : i = 1...x — 1} halmazban jelenik meg, mert a szinek
szama nagyobb mint
~1 -1
|Uisy Xi \ Uiy {i}]-

Vélasszunk | X, | 4j szint az X,-beli csticsoknak. Szinezziik &t G’ eredetileg
kék csicsait tigy, hogy minden ilyen x; cstics kapja meg azt a szint, amelyiket
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egy tetszbleges X, -beli szomszédjdhoz rendeltiink. Mivel a komplementerben
ezek az élek nem szerepelnek, a szinezés j6 lesz, és mivel a kék szint mar nem
tartalmazza, legfeljebb n — | X, |+1— (x — 1)+ |Xy| -1 =n+1— x(G) szin
szerepel benne, amit szerettiink volna.

Nem igaz. Legyen G = K, , teljes paros graf A, B csicsosztdlyo-
kon, A1 C A, By C B, ahol |A;| + |B1| > n. Toroljikk az éleket Ay és By
kozott, igy kapva a G’ gréfot. Ekkor a(G’) > n, de n-nél nagyobb nem lehet
egy szinosztédly, ha a szinosztdly komplementerének is fiiggetlen halmaznak
kellene lennie.

Ehhez elég igazolnunk, hogy n — 2k + 2 szinnel az (n, k)-Kneser-graf
jol szinezhetd. Rendeljiik az i-edik szint (i < n — 2k + 1) azokhoz a k-elemii
halmazokhoz, amiknek i a legkisebb elemiik. Ezek a szinosztédlyok fiigget-
len halmazokat feszitenek, 1évén tartalmaznak kozos elemet. A fennmaradd
halmazok koziil szintén semelyik kett6 nem lehet diszjunkt, mert uniéjuk
legfeljebb 2k — 1 elemii lehet. Ha tehat a fennmaradékhoz rendeliink egy
(n — 2k + 2)-edik szint, j6 szinezését kapjuk a Kneser-grafnak.

Megjegyzés: Lovész Laszlé igazolta, hogy az (n, k)-Kneser-graf nem is szi-
nezhet6 ennél kevesebb szinnel.

7.16. Elszinezések

1.104. Elég megmutatnunk, hogy létezik egy teljes parositds a G(A, B, E)
péros grafunkban. Ezen parositds élhalmazahoz egy szint rendelve ugyanis a
megmaradt graf tovabbra is regularis paros graf lesz. Innen a fokszamokra
vonatkozé teljes indukcidval kovetkezik az allitas. A fokszdmokat a két cstics-
osztélyban kiilon-kiilon dsszegezve az élszamot kapjuk: r|A| = |E(G)| = r|B|,
amibél kovetkezik, hogy |A| = |B|. A Hall-feltételt ellendrizve pedig adédik,
hogy van a grafban egy csucsosztalyt fed6 parositas.

Megjegyzés: Konnyen latszik, hogy G tartalmazhat akdr parhuzamos éleket
is.

Készitsiink egy H A-reguldris grafot, amelynek G(A, B) a részgrafja.
Ekkor H-ra alkalmazva[l.104]eredményét, a szinezést G-re megszoritva készen
lesziink. Egy megfelel6 H-t kapunk, ha G kisebbik csicsosztdlyat tovabbi
csucsokkal feltoltjiik, hogy a nagyobbik méretével egyezzen meg, majd mohd
modon hozzavesziink G-hez éleket mindaddig, amig taldlunk A-nal kisebb
fokt csicsot, egyediil arra figyelve, hogy szintén A-nél kisebb foktihoz kossiik
hozza. (Ezuttal parhuzamos élek alkalmazdsa sem gond.) Az éldusitas csak
akkor akadhat el, ha a grafunk A-reguléris lett.
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G élkromatikus szdma 2k 4 2. Vizing tétele szerint csak 2k + 1 vagy
2k 4 2 lehet a paraméter értéke, elébbit kell kizarnunk. Ha x'(G) = 2k + 1
lenne, akkor az Osszes szin eléfordulna tetszélegesen valasztott csicsra illesz-
ked6 éleken. Hagyjuk el most G-bol az e élvags élet. A megmaradt graf
két diszjunkt graf, G; és G2 unidja, melyek csicsszama paratlan. Valoban,
ZvEV(Gl)d(U) = (2k + 1)|V(G1)| — 1 = 2|E(G1)|, amibdl |V (G1)| pérat-
lansdga kovetkezik. Legyen |V(Gy)| = 2t + 1. Gi-ben minden szinosztaly
egy parositast hatdroz meg, {gy G, élszdma legfeljebb (2k + 1)t lehetne, ami
kisebb, mint 1/2 - ((2k + 1)|V(G1)| — 1), ellentmondaés.

Tegyiik fel, hogy tobb mint 1 szinnel szineztiik ki a gréfot, de a
szinek szama legfeljebb 11. Szemeljiink ki egy P csucsot. Van legaldbb
10 olyan csics, melyek ugyanazzal a (lila) szind éllel vannak P-hez kotve
a skatulyaelv szerint. Ezen csicsok kozt a feladat feltétele értelmében nem
lehet mas szinti él, tehat taldltunk egy 11-es lila élekbdl 4116 klikket a grafban.
Ha a P csticsra illeszkedo élek mind lila szintiek lennének, akkor csak ez az
egy szin fordulhatna eld a szinezésben. Vegyiink tehat egy @ csicsot, melyre
PQ ¢él nem lila. @-bdl a lila klikk felé nem vezethet két azonos szinii él,
mert az sértené a feltételt, igy Q-bdl legalabb 11 egymastdl és a lila szintol
kiilonboz6 szinti él kell hogy kiinduljon, szemben eredeti feltevésiinkkel.

Megjegyzés: A bizonyitasbol kovetkezik, hogy ¢ csicsi graf jo szinezésé-
hez pontosan 1 vagy legalabb {\/ﬂ + 1 szin sziikséges. Az eredmény éles a
kovetkezd értelemben: ha egy g = n? cstcsi grafot vesziink, ahol n primhat-
vany, akkor az élek kiszinezhetéek n + 1 szinnel gy, hogy minden harom-
sz0g vagy egyszini éleket tartalmaz, vagy a haromszog minden éle kiilonboz6
szinli. Valéban, vegyiink egy n-rendli affin sikot, ilyen létezik, ha n prim-
hatvany. Minden parhuzamossagi osztalyhoz rendeljiink egy szint. Két pont
altal meghatdrozott él szine legyen az, ami a pontok altal meghatarozott
egyenes parhuzamossagi osztalydhoz lett rendelve.

7.17. Sikgrafok szinezése

Alkalmazzunk indukciét az egyenesek szdméara! n = l-re az &llitds
trividlis. Tegyiik fel, hogy n — 1 egyenes esetében létezik j6 szinezés. He-
lyezziik le az 1j n-edik egyenest, ez kettéosztja a sikot. Az egyik félsikban a
korabbi szinezést mddositsuk: minden orszag szinét valtoztassuk meg. Ez-
altal a két félsikon beliil az orszdghatarok tovabbra is eltéro szinii orszagok
kozott haladnak, az n-edik egyenes altal meghatarozott Gj orszaghatar pedig
szintén eltéro szinti orszagokat hatarol.
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Tekintiink egy olyan egyenest, amelyik semelyik csicspar altal meg-
hatarozott egyenesre nem merdleges. Vetitsiik le merdlegesen erre a sikgraf
cstcsait — igy a csicsok képei egymdstol kiilonboznek. A csicsok vetiileti
képei egy sorrendet hatdroznak meg. Eszerint a sorrend szerint mohén szi-
nezziik ki a csticsokat 3 szinnel. Nem fogunk elakadni, mert minden csticsnak
legfeljebb két olyan szomszédja lesz, amelyiket mar szineztiik.

1.110L Tekintsiik a G graf lerajzolasat, majd tartomanyainak egy jé szi-
nezését 4 szinnel, az {1,2,3,4} cimkékkel! Minden él két kiilonboz6 szinii
tartomanyt hatarol; ezen szinkombindacidk alapjan hatarozzuk meg az él szi-
nét. Legyen az él szine piros, ha (1,2) vagy (3,4); kék ha (1, 3) vagy (2,4);
sarga ha (1,4) vagy (2,3) a szomszédos tartomédnyok szine. Mivel minden
csucsnal 3 tartomdany taldlkozik G 3-regularitdsa miatt, ezért 3 kiilonb6zo
szinkombinacié fog tartozni az egy csicsra illeszked6 élekhez, mégpedig olyan
szinkombinacidk, amik Gsszesen 3 szinbol valasztanak kettd szint. Emiatt a
feladat feltétele teljesiilni fog.

Megjegyzés: Az allitds megforditdsa is igaz. Ha G 2-szeresen Osszefiiggd
és 3-reguldris sikgraf, tovabbd élkromatikus szama 3, akkor 4 szinnel , jol”
szinezhet6ek a sikgraf tartomanyai.

Vegyiink fel egy négyzetet, és kossiik ossze a négyzet kozéppontjat a
négyzet dsszes csicsaval, egyet (A) kivéve. Konnyen latszik, hogy ez a graf
sikbarajzolhatd, de élkromatikus szdma 3-nal nagyobb. Az A cstcs kivételével
minden csics foka 3. A feladat feltétele szerinti grafot kapunk tehat, ha
vessziik ennek a grafnak 3 példanyat, és a kettd fokd csicsait egy tjonnan
hozzavett P cstucshoz kotjiik.

7.18. Listaszinezések

Legyen G(A, B) = K(Qkk—l),(‘zkk—l) teljes paros graf. Minden csticsahoz
hozzarendeliink egy k-elemi listdt, és megmutatjuk, hogy nem szinezheto
ki a graf ezekrdl a listakrdl. Legyen H egy 2k — 1 elemi szinhalmaz, és
rendeljiik ennek minden k-elemi részhalmazat egy-egy csicshoz a paros graf
A és B csucsosztalyban is. Tegyiik fel, hogy létezik jo szinezés, és nézziik
meg, hany szint hasznél az egyes csiicsosztalyokban. Egyrészt ha A-ban vagy
B-ben kevesebb mint k£ szint hasznalna, akkor lenne olyan csiics, aminek a
szinlistajan szerepld egyik szint sem vélasztottuk volna ki. Masrészt A-ban és
B-ben nem lehetnek megegyez6 szini csticsok, hiszen minden él be van hizva
a két csucsosztaly kozott. Emiatt legalabb 2k szint kellene hasznalnunk,
tobbet mint amennyi rendelkezésre all, ellentmondas.
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Megjegyzés. G(A,B) = Kyx j, teljes paros grafrél is megmutathat6, hogy
listaszinezési szdma nagyobb mint k. Legyen ugyanis B osztdlyban min-
den cstcshoz k-féle alapszin koziil egynek a k-féle drnyalata a szinlistdban,
mig A osztalyban minden csucs listdjaba valasszunk minden alapszinbdl egy-
egy arnyalatot gy, hogy minden szinlista legyen kiilénbozé. Vildgos, hogy
akarhogyan valasztunk a B-beli csticsoknak szint, lesz pontosan egy A-beli,
amelyiknek a teljs szinlistajat felhasznéltuk.

1.113} G sikgrafot majdnem haromszogeltnek mondjuk, ha a kiils6 tarto-
manytol eltekintve minden tartomanya haromszog. Vildgos, hogy elég az
allitast ilyen grafokra igazolni, hiszen akkor ezek részgrafjaira is igaz lesz az
allités.

Indukcidval igazoljuk a feladatbelinél er6sebb alabbi tételt: Létezik jo szine-
zés akkor is, ha a C kiils6 tartomany két kijelolt, szomszédos x, y csicsanak
szine rogzitett (és kiilonbozd), a kiilsé tartomdny tovabbi cstcsain a szinlis-
tak hossza 3, a tobbi csicsra pedig 5 hosszu a szinlista.

n = 3-ra az allitds magatdl értetdds. Altalanos esetben, ha |V(G)| = n és
kisebb csicsszamu grafokra az allitas igaz, tekintsiik a kiilsé tartomanyon
mint kéron z-nek y-tdl kiilonboz6 o’ szomszédjat. Legyen z'-nek z-t8l kiilon-
b6z6 szomszédja a koron z. Két esetet kiillonboztetiink meg aszerint, hogy
2'-bOl vezet-e él a kiilsd tartomédny z-t8l és z-t61 kiilonboz6 pontjai egyikébe.
Els6 esetben, ha létezik ilyen x’y’ hir, akkor a kovetkezd eljarast kovetjiik.
Alkalmazzuk az indukciés eljardst arra a G gréafra, amit a kiils6 tartomény
z-et tartalmazé, z'y’ altal levdgott fele hatdroz meg. Igy 2/-hoz és y/-hoz
kiilonb6z6 szint rendeltiink hozzd, igy alkalmazhatjuk ezutdn az indukciés
feltevést a G gréafra, amit a kiils6 tartomdny x-et nem tartalmazé, z'y’ dltal
levagott fele hatdroz meg. Ezzel a graf egy jo szinezését kapjuk.

Miésodik esetben hagyjuk el 2'-t a grafbdl, és az igy kapott grif legyen G’. Vi-
ldgos, hogy a majdnem hdromszogeltségi tulajdonsdg miatt =’ minden szom-
szédja G’ kiils6 tartomdnyéra keriil. Vdlasszunk ki két szint, ci-et és co-t
az «’ szinlistdjardl gy, hogy az x szinétdl kiilonbozdek legyenek. G'-nek a
kiils6 tartomanyra keriilé 4j pontjainak szinlistdjardl toroljitk ezt a két szint.
fgy is fennall, hogy a kiils6 tartoményon minden szinlista legalabb 3-elemti,
kivéve x és y esetén. Indukcié szerint G'-nek létezik jé szinezése. Ezt ki
tudjuk egésziteni G j6 szinezésére, hiszen a c; és co szin z’ szomszédjainak 1j
szinlistdi koziil csak z szinlistdjdn szerepelhet, emiatt z’-nek tudunk jé szint
valasztani.

7.19. Perfekt grafok

1.114] Valasszunk egy gyokeret a faban, és szintezziik a fa cstcsait a gyo-
kértol vald tavolsag szerint. Minden részfahoz rendeljiik hozzd a gyokérhez
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legkozelebbi csucsét, legyenek ezek a részfak gyokerei. (Ez a hozzarendelés
egyértelmii.) Vegyiik azt a v csicsot, ami részfdnak gyokere, és az ilyenek
kozt a lehetd legtdvolabb van a gyokértél. A v cstics minden részfdban ben-
ne lesz. Valéban, ha v-t nem tartalmaznd egy részfa, akkor semelyik csicsot
nem tartalmazhatja, amelyet v a gyokértol elvalaszt, igy a v gyokerii részfatol
diszjunkt részfa lenne.

Tekintsiik az I(a;, b;) intervallumokat, és az © < b; egyenl8tlenségeket
teljesité = szdmok koziil valasszuk ki a legnagyobbat, legyen ez x1. A defi-
nicié szerint lesz olyan Jp intervallum az I;-k kozt, aminek éppen x; a jobb
végpontja. Hagyjuk el most az x1-et tartalmazoé intervallumokat. Ismételjiik
alépést: {x1,J1},...,{zk, Ji} kivdlasztdsa utdn a megmaradt intervallumo-
kon keressiik azt a legnagyobb xj41 szdmot, ami nem haladja meg a jobb
végpontok egyikét sem, és legyen Jiy1 egy xk41 jobb végpontu intervallum
a fennmaradok koziil, végiil hagyjuk el azon intervallumokat, amiket xjy1
lefog. Ha végiil az igy definidlt {z;|1 < ¢ < m} pontrendszeriink az Gsszes
intervallumot lefogta, akkor egyben kimutattunk m darab J; intervallumot
is, amik a definicié értelmében diszjunktak. Tehdt egy minimalis lefogé rend-
szert taldltunk. Ezzel a (b) dltal megkivdnt eljardst megadtuk. Madsrészt
az eljaras értelmében 100 lépés utan méar nem maradhat lefogatlan interval-
lum. Valéban, ha Iy = (ag,bg) ilyen lenne, ag > x100 esetén kimutatnank
k 4+ 1 = 101 diszjunkt intervallumot, x; < ag < by < x;41 vagy by < x1 az
eljardasnak mond ellent: z;41, illetve z; definicidjanak.

w(G) = a(G) definicié szerint. Feltehetjiik, hogy G-ben nincs izolalt
csucs, hiszen egy izolalt csics hozzavétele mindkét oldalt 1-gyel noveli. Belat-
juk, hogy ekkor x(G) = p(G), azaz a lefogé élek minimalis szdméval egyezik
meg. Ekkor Kénig tételére hivatkozva készen vagyunk. A szinosztalyok péaros
graf komplementerében legfeljebb 2-elemtiek, és éppen a paros graf éleinek fe-
lelnek meg. Mivel minden csticsra illeszkedik él G -ben, a szinosztalyok szdma,
éppen akkor lesz minimélis, ha egy maximalis fliggetlen parositast egészitiink
ki egyelemii ponthalmazokkal, ami éppen a minimalis lefogé élhalmaznak fe-
lel meg.

Megjegyzés: mivel minden paros graf részgrafja is paros, ebbol kévetkezik,
hogy minden péaros graf komplementere is perfekt.

1.117] (a) Az intervallumok szdméra vonatkozé indukciéval bizonyitunk, az
n = 1 trividlis eset. Vegyiik az megoldasdban definidlt J;(aq,b1) in-
tervallumnak megfelel6 csticsot, és hagyjuk el a grafbél. Az igy kapott G’
grafrdl feltehetjiik, hogy x(G’') = w(G’). Ha Ji-et hozzdvéve a rendszerhez
nem novekszik a klikkszam, az azt jelenti, hogy by-et legfeljebb w(G’) — 1 mé-
sik intervallum tartalmazta, igy a Ji-nek megfelelé csicshoz, melynek foka
legfeljebb w(G’) — 1, hozza tudunk rendelni olyan szint, amit hasznaltunk G’
szinezésében, de nem hasznaltunk a csics egyik szomszédjan sem.
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(b) w(G) éppen a legnagyobb, pdronként diszjunkt intervallumok rendszeré-
nek elemszdma. Az[I.115]megolddsdban azt igazoltuk, hogy a lefogé ponthal-
maz méretének minimuma éppen a paronként diszjunkt intervallumok sza-
ménak maximuma. Emiatt van egy w(G) elemszdmu lefogd pontrendszer.
Rendeljiink a lefogé pontokhoz egy-egy szint, és osszuk be az intervallumo-
kat az egyik Oket lefogd ponthoz. Ez a G graf komplementerének jo szinezését
adja, amibdl az allitas kovetkezik.

(c) A kor csucsaibdl vélasszuk azt, amelyhez tartozé I(a,b) intervallum jobb
végpontja a legkisebb. A definici6 szerint a kivalasztott csics mindkét korbeli
szomszédjahoz tartozo intervallum tartalmazza ekkor b-t, igy a két szomszéd
kozott is vezet él.

1.118, Rajzoljunk le egy Petersen-grafot, és hagyjunk el két élet beldle,
melyek tavolsiga 2. Legyen ez a graf G. Vildgos, hogy G-re a klikkszdm 2,
ugyanakkor a kromatikus szdam pedig 3, mert a graf tartalmaz tovabbra is
C5-6t. Mésrészt, G-ben 5 szinnel lehet jol szinezni (a szinosztalyok feleljenek
meg egy b-elemil fiiggetlen élhalmaz pontpérjainak a Petersen-grafban, ami a
letorolt éleket nem tartalmazza), és van 5 nagysdgu klikk is, mégpedig olyan,
melyben négy csics épp a letorolt élpar végpontjai. Erre a G gréafra a feltétel
teljestil.

Elég beldtni, hogy x(G) < w(G). Legyen r a T fa gyokere, és szin-
tezziik a fa csdcsait r-t6l valé tavolsaguk szerint. Rendeljiik hozza a T; rész-
fakhoz az r-hez legkozelebbi csucsukat, legyen ez r;, és rendezziik a részfakat
gyokeriik r-t61 vald tavolsdga szerint csokkeno sorrendbe. Legyen m a paron-
ként diszjunkt részfik maximélis szdma, ami a graf definicidja szerint w(G).
Beldtjuk indukciéval, hogy w(G) = m szinosztalyba sorolhatéak a pontok
agy, hogy az egy jé szinezését adja G-nek. m = 1-re az &llitas trivialis. Alta-
lanossdgban vegyiik elsé szinosztalynak az ri-et tartalmazé részfakat. Ezek
nyilvan fiiggetlen halmazt alkotnak, mi tobb, az ri-et nem tartalmazdé tobbi
részfa olyan, hogy legfeljebb m — 1 lehet a paronként diszjunkt részfak szama
kozottiik, hiszen T} a sorrend miatt diszjunkt téliik. Igy indukcids feltételiink
szerint a tobbi részfanak megfeleld csics m — 1 fliggetlen halmazba sorolhatd,
amit igazolni akartunk.

Megjegyzés: Lényegében a [[.114] és a [I.115] 4llitdsdnak egy dltaldnositasat
igazoltuk: Ha egy T fa részfarendszerébdl legfeljebb m diszjunkt részfat va-
laszthatunk ki, akkor a részfak lefoghatdak m csuccsal.

7.20. Sorrend szerinti szinezések

1.120, Tekintsiik G egy j6 szinezését x(G) szinnel, és tekintsiik a csicsoknak
egy olyan sorrendjét, amelyikben az el0bbi szinezés szinosztilyainak csicsai
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mind egy-egy blokkot alkotnak a sorrendben. Igy a sorrend szerint x da-
rab fiiggetlen halmaz egymasutanja lesz a sorrend. Ha eszerint szineziink,
a sorban k szinosztaly minden csicsara teljesiil indukcié szerint, hogy k-nél
nagyobb indexii szint nem rendelhetiink hozz4 a szinezésben. Valéban, hiszen
eddig felsorolt szomszédai csak korabbi szinosztalyokhoz tartozhattak, ame-
lyekhez az indukcié szerint kisebb indexii szin lehetett csak hozzarendelve,
igy a k-adik szin szabad.

Tekintsiink egy teljes parositast n éllel, és szamozzuk be a csicsokat
gy, hogy a parositasélek végpontjai szomszédosak legyenek. Vegyiik azt a G
paros grafot, amelyet Ggy kapunk, hogy tekintjiik a paros és a paratlan indext
csicsok osztalyat és az altaluk feszitett teljes paros grafot, és kihagyjuk a
teljes parositasunk éleit. Ekkor a sorrend szerinti mohé szinezés a teljes
péaros grafbol hidnyzé élekhez rendel egy-egy szint, vagyis a szinosztalyok
kételemtiek lesznek, emiatt a szinek szama n lesz.



8. fejezet

Leszamlalasi feladatok —
megoldasok

8.1. Bevezeto feladatok

Megoldds:
10!

2131211!
Ugyanis a 10 betiit 10!-féleképpen allithatjuk sorba, ekkor azonban megkii-
lonboztettiik az M betiiket, mintha M, és M5 betiik lennének. Hasonldan a
hérom A betlit Ay, Ao, A3 betiikként vettiik figyelembe. Mivel azonban ezek
nem kiilonboznek, ezen betiik sorrendjeivel le kell osztanunk, pl. harom A
betli 3! sorrendje val6jaban csak 1-nek szamit. Hasonléan az M-k és T-k
sorrendje sem szamit.

Hétjegyti telefonszdmbdl 107 van. Olyan, amiben nincs két szomszédos
jegy, melyek megegyeznek: 10-9-9-9-9-9-9 = 10 - 9%, hiszen ha az elsé
néhany szamjegy megvan, akkor a kovetkezd szamjegynek csak az utolsotdl
kell eltérnie, igy 9-féle lehet (ha ez a szdmjegy nem az els§). Tehdt az ilyen
telefonszamok szdma 107 — 10 - 96.

(a) Héromszor kell lefelé 1épniink és 4-szer jobbra, igy az utak szdma

7) = 35.

(b) Az utak szdma (2 -2+ 1) = 25. Valdban, az 6t pont koziil a kozépsot
mindenképp érinteniink kell. A-bdl ide 6tféle médon juthatunk el és szintén

otféle modon juthatunk innen tovabb B-be. Tehdt az utak keresett szama
5.5 =25.
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(¢) Az A pontban kezdiink, ezt gy tekinthetjiik, hogy ide egyféleképpen
juthatunk. Szintén egyféleképpen juthatunk a bal oldali gérbe legalsé pont-
jara. Ezutdn minden pontba annyiféleképpen juthatunk, mint a bal alsé és a
jobb alsé szomszédjaba 6sszesen. Tehat az eljutdsok szdma az egyes eldgazasi
pontokba rendre 1,2, 3,5, 8, majd B-be 13 féleképpen juthatunk el.

(a) Osszesen 9 - 10% szdm van. Azon szdmok szdma, amelyekben nincs
két azonos szédmjegy 9-9-8-7-6-5-4. Igy 9-10°—9-9.8-7-6-5-4 ilyen
szam van.

(b) Vegyiink egy szdmot, amiben van pontosan két azonos szadmjegy, ezutdn
toroljitk a hatrébb allot. fgy egy olyan 6 jegyl szamot kapunk amiben minden
jegy kiilonbozik. (Az sem baj, ha a 0-bdl volt kettd, mert a hétsét toroltiik
ki.) Tovabba a két megegyezd jegy (;) helyen lehetett. fgy az ilyen szamok
szama (;) +9-9-8-7-6-5. Azt az olvaséra bizzuk, hogy a két jegy helyének
ismerete valamint a kapott 6 jegy( szam ismerete bijekcioban all az eredeti
szamokkal.

Az n+ 5 ember (n + 5)! sorrendben éllhat sorba. Most szdmoljuk meg,
ebbdl hany rossz, vagyis hany olyan van, amiben nincs két egymas mellett
allé fia. Az n lany n! sorrendben allhat sorba. Az elején, a végén, koztiik
van n + 1 hely, itt dllnak a fitk vagyis (”;)rl)—féleképpen valaszthatjuk ki a
helyiiket és 5!-féleképpen &llhatnak be az 5 helyre. Tehéat (”;1)n!5! ilyen

sorrend van. Tehat a feladatnak megfelel6 sorrendek szama

(n+5) — (” ; 1>m5!

ElSszor az elsd kérdéssel foglalkozzunk. A feladatot tgy is elképzelhet-
jiik, hogy letesziink 12 pontot, majd kozéjiik tesziink 4 elvalaszté részt, igy
éppen 5 részre bontottuk a 12 pontot, ami a 12 szamnak egy felbontasat adja
meg. PL sk | % %% | %% % x| % | x * megfelel 24+ 3 +4+ 142 =12-nek. A 12
pont kozott 11 hely van, ebbdl kell kivalasztanunk a 4 | helyet, {gy (141) ilyen
felbontés van.

Ha lehet 0 is az 6sszeadanddk kozott, akkor mar allhat | az elején is, s6t
két | is dllhat egymds mellett. Valéjdban ekkor a 12 % és 4 | jel barmely
sorozata megad egy felbontéast, igy a felbontasok szdama (146).
Megjegyzés: A két rész egymdsra is visszavezethetd: a méasodik kérdésnél ugy
is donthetiink, hogy a 17-t bontjuk fel 5 pozitiv szam Osszegére, és a végén
minden szdmbdl levonunk 1-et.

Vegyiink egy feladatnak megfelel§ szdmot, {rjunk eléje egy 1-est és utdna
egy 9-est, majd két szomszédos jegy ald irjuk a kiilonbségiiket, igy a 8-at
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felbontottuk 6 nemnegativ szam Gsszegére, amelyek sorrendje szamit. Ezt a
feladat megoldasa szerint (153)—féleképpen lehet megtenni. (P1. 13348-bdl
el6szor 1133489 majd 0 +2+0+1+4+ 1 =8 lesz.)

Ezt a feladat megoldasahoz hasonléan az els6 esetben (251), a masodik

1

esetben ( & )—féleképpen lehet megtenni.

Ez valgjdban nem mas mintha a 999-et felbontandnk 4 szdmra, majd az
els6hoz hozzdadnank 1-et. Az igy kapott 4 szam lesz a valtozdk kitevOiben.

Ezt (10302)-féleképpen lehet megtenni.

A feladat megolddsa szerint eljarva a védlasz ("+z_1)-nek adédik.

Legyen aj azon hazak szama, amelyekben pontosan k ember él. Ekkor
ar = dk — dk+1 és

Yo =) (dh —der)k? =D dp (K = (k= 1)*) = > (2k — 1)dy.
7 k=0 k=1 k=1

Vegyiik észre, hogy a konvex n-sz6g barmely 4 pontja meghataroz két
metszd 4t16t, igy a metszéspontok széma ('}), ha nincsen olyan pont, amelyen
3 atlo is atmegy.

Ennyi lehet is, vagyis megadhaté olyan konvex n-sz6g, melyben nem megy
at 3 4t16 1 ponton: ezt n-re vonatkozd indukciéval lehet bizonyitani. Az allitds
n = 3-ra trividlis, és ha mdr van egy konvex n-szogiink, akkor az (n + 1)-
edik pontot el8szor vélasszuk meg gy, hogy konvex (n + 1)-szdget kapjunk,
majd ha réesett az el6z6 néhany pont, illetve metszéspont altal meghatarozott
egyenes valamelyikére, akkor mozgassuk el egy picit az (n + 1)-edik pontot.
Az igy kapott konvex n + 1-sz6g mar megfelel a feltételeknek.

Jelolje s(n) annak a szdmnak a lehetséges legnagyobb értékét, ahdny
részre n egyenes feloszthatja a sikot. Vegyiik észre, hogy mikor behtzzuk az
n-edik egyenest, akkor az el6z6 n — 1 egyenes felosztja ezt az n-edik egyenest
legfeljebb n részre, ezek a részek pedig szétvagnak egy-egy tartomdnyt. Igy
s(n) = s(n—1)+n. Az s(1) = 2 kezdeti feltételbdl kapjuk, hogy s(n) =
1+ ("'QH) A fentiekbdl azt is lathatjuk, hogy ha nincs két parhuzamos egyenes
és harom egy ponton dtmend egyenes, akkor ezek éppen 1 + (”'QH) sikrészt
hataroznak meg.
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8.2. Szita

2.14L (a) Legyen A; az i-vel oszthaté szdmok halmaza 300-ig. Ekkor |As| =
300/2 = 150, |Az| = 300/3 = 100. Ha ezeket levonjuk 300-bdl, akkor kétszer
vontuk le a 6-tal oszthat6 elemek szadmét, amelyekbdl 300/6 = 50 van. fgy
azon szamok szama, melyek nem oszthatéak se 2-vel, se 3-mal:

300 — 300/2 — 300/3 4 300/6 = 100.

(b) Legyen megint A; az i-vel oszthatd szamok halmaza 300-ig. Ekkor |As| =
300/2 = 150, |As| = 300/3 = 100, As = 300/5 = 60. Ha ezeket Ossze-
adjuk, akkor 2-szer szamoltuk a 6-tal, 10-zel és 15-tel oszthat6 szamokat és
haromszor a 30-cal oszthatéakat.

Azonban a 6-tal, 10-zel és 15-tel oszthatd szamok szamat levonva, a 30-
cal oszthatd szamok szamat pontosan haromszor vontuk le, 6ket igy egyszer
sem szamoltuk. Tehat azon szamok szama, melyek 2, 3 vagy 5 valamelyikével
oszthatdak:

300/2 4 300/3 + 300/5 — 300/6 — 300,/10 — 300/15 + 300,30 = 220.

Legyen V' az 0sszes olyan 7-jegyii szam, melyek mindegyik jegye 1,2
vagy 3. Legyen A; azon szamok halmaza, melyek kihagyjak az i jegyet. Ekkor
azon T-jegyi szdmok, melyekben az 1, 2,3 mindegyike el6fordul:

3
VA Ail = VI = [A1] = [Az] = [As| + [A1 1 As| + [A1 N Ag| + A2 N Ag|—

1=1
—|AiNAy;NA3=3"-3-2"43-0.

[2.16] A [2.14] és[2.15] feladatok megolddsdahoz hasonléan kapjuk, hogy azon
didkok szama, akik egyik tantargyat sem szeretik:

30-12-14-13+5+4+7-3=4.

(a) Vegyiik észre, hogy egy adott z-re (1 — v1(z))(1 — vo(x))... (1 —
v (x)) pontosan akkor 1 ha x nincs egyetlen A;-ben sem, egyébként pedig 0.
Tehdt ezt z-re dsszegezve éppen V \ UM, A; halmaz elemszdmét kapjuk.

(b) A v, (2)vi, (2) ... v, (x) pontosan akkor 1 ha z benne van az A, ..., A;,
halmazok mindegyikében, egyébként pedig 0. Tehat ezt x-re 6sszegezve éppen
az A;; N A;, N---NA,;, halmaz elemszamat kapjuk.

(¢) Ez egyszerlien kovetkezik az (a) és (b) részbdl, mert

(I —v(2)(1=wve(x))...(1 —vu(x)) =
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=14+> (D8 Y u @i, (@). v, (2).

k=1 1<y <...<i;<n

Legyen V az 6sszes permutdciok halmaza. Legyen A; azon permutdcidk
halmaza, melyekben az i elem fixpont. Ekkor |V| = n! és

|[Aiy N NA | = (n— k),

mert k elem képe 6nmaga, a tobbit szabadon permutédlhatjuk. Tehét a fixpont
nélkiili permutaciék szama

VAU A= VI (=D Y AN N4y ] =
k=1

1< <. < <n

n n
—1)k
= z:(—l)/lC (Z) (n—k)!=n! Z %
k=0 k=0 )
Megjegyzés: Meg lehet mutatni, hogy ez L%’ + %J

Legyen V az x-nél kisebb pozitiv egészek halmaza. Legyen p < \/x
prim és
Ay={neZ" | n<uz pl|n}

Ekkor azon V-beli elemek, amelyek egyetlen /z-nél kisebb vagy egyenld prim-
mel sem oszthatdak, éppen az x és /z kozotti primek valamint az 1. Valdban,
ha van egy x-nél kisebb Osszetett szamunk, akkor az felbomlik legalabb két
prim szorzatdra, {gy azok valamelyike legfeljebb /. Vegyiik észre, hogy
x T
A m...ﬂA,' =|—] ==
4, wl = L) = 1)

ahol d = p;, ...p;, négyzetmentes szdm, mert a primek kiilonbézéek voltak.
Tehat
Lt 7(e) — 7(VD) = [V \ Upe Ay =

=[VI+> (-1 > [Aps, NN A, [ =
k=1

1<is <. <ip<m (/)

= Y walil,

d| HPS\/EP

hiszen u(d) pontosan akkor 1, ha d paros sok kiilénboz6 prim szorzata, —1
ha d paratlan sok kiilénboz6é prim szorzata és 0, ha nem négyzetmentes.

)
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Szamoljuk meg a sziirjektiv f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} figgvé-
nyeket. Ebb6l egyrészt n! darab van, hiszen ezek éppen az {1,2,...,n} per-
mutaciéi. Most megadunk ugyanerre egy szitaformuldt. Legyen V az sszes
f:AL2,...,n} = {1,2,...,n} figgvény halmaza, A; pedig azon fiiggvények
halmaza, melyek nem veszik fel az ¢ értéket. Ekkor a sziirjektiv fliggvények
halmaza éppen V \ U A;. Az

A, N NA = (n—k)",

hiszen k érték kivételével mindent felvehetnek ezen fiiggvények. Tehat

nl=[VAUL Al = [VI+Y (D Y Aun-nd, =
k=1

1<ii<...<ip<n

- kznjzo(_m (Z) (n— k).

Szamoljuk meg, hogy az {1,2,...,n + m} halmazbdl hényféleképpen
véalaszthaté ki k elem, ha az 1,2,...,n elemek egyikét sem valasztjuk. Ez
persze (T]:‘), hiszen valdjaban csak m elembdl vélasztunk ki k darabot. Mas-
részt legyen V' az dsszes k elemi részhalmaza az {1,2,...,n+m} halmaznak.
Legyen A; (i =1,...,n) azon k-elem részhalmazok halmaza, melyek tartal-
mazzak i-t. Ekkor

n+m—~
hiszen rogzitett ¢ elemet be kell raknunk a k-elemi halmazba, a tobbit sza-
badon valaszthatjuk. Tehat

m n "
(7) =W umal =+ S0 Aane -
k=1

1<i1<...<ix<n
i +m—/
_ IR AAYAL .
2 o)

Szamoljuk meg, hogy hanyféleképpen lehet egy m elemii halmazt le-
fedni d darab s elemii halmaz unidjaval. Mivel m > sd, igy a valasz termé-
szetesen 0. Most adunk erre egy leszamlélast szitaval. Legyen V az Osszes
parcidlis fedések halmaza d darab s elemii halmazzal. Legyenek A; azon
parcialis fedések, melyekben nincs benne az ¢ elem. Ekkor

d
1A, NN Ay | = (m_k> ,

S
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hiszen m — k elembdl kell d darab s elemii halmazt vdlasztani. Tehat

0=VNUL A= [VI+Y (D" > |4y N... 4=
k=1

1<ir<..<ip<n
—nf(—l)k m\ (m—k\*
- P k s ’

Legyen C az Osszes szinezések halmaza A szinnel (vagyis nem csak a
j6 szinezéseké). Legyen A, (e € F) azon szinezések halmaza, melyben az e él
két végpontja azonos szinii. Ekkor

‘ NeeT Ae‘ = )‘C(T)v

ugyanis a T-beli élek altal meghatarozott komponenseket egy szinnel kell
szinezniink, de a kiilonb6z6 komponensek szinei lehetnek akar azonosak, akar
kiilonbozoek. Tehat

P(G7>‘) = |C\UeEEAe‘ = Z (71)‘T‘| NeeT Ae| =
TCE(G)

= > (=TI,
TCE(G)

Szamoljuk meg, hogy egy adott x € V elemet hdnyszor szdmolunk meg
a kiilonbozd kifejezésekben. Ha x nincs benne egyetlen A;-ben sem, akkor
pontosan 1-szer szamoljuk mindhdrom kifejezésben. Ha = pontosan k darab
A;-ben van benne, ahol k > 1, akkor V\ U?_; A;-ben nem szdmoljuk, mig a
masik két kifejezésben éppen

2;2_:_:(_1)1 (’;) illetve i(—l)j (k>

stullyal szamoljuk. Mivel

ji()(l)j (5)- Jﬁouv (=) (1) -
=(-1)" (krl>

negativ, ha r = 2t — 1, és pozitiv, ha r = 2t. Tehat valéban

2t—1

2t
VI+ Y (~D0; S IVNULy Al < [VI+ Y (=105
j=1

Jj=1
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Tegyiik fel, hogy egy elem pontosan ¢ halmazban van benne, ekkor ez

az elem éppen
-1 k+j J
2. (k) (])

j=k
sullyal szerepel a
>S4 (1)a,
j=k F

Osszegben. Ha t < k, akkor a fenti 6sszeg 0. Ha ¢t = k, akkor éppen 1. Ha

t > k akkor
S0 (1)) -2 () (25 -
= ()2 (i)) =0
Tehat

ji(l)k” (7)o

valéban azokat az elemeket szdmolja pontosan 1-szer, amelyek pontosan k
darab halmazban vannak benne.

2.26| Tudjuk a feladatbol, hogy azon elemek szama, amelyek pontosan
J gy Y
t darab halmazban vannak, éppen

j}?(—n’“ﬂ (J)es

Ha ezt 6sszegezziik 0-tdl k-ig, akkor megkapjuk azon elemeket, amelyek leg-
feljebb k halmazban vannak benne. Ebben az &sszegben o egyiitthatéja:

) -Sr (€)+(7)-

= (-1 (j . 1)
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ha 7 <1és1 haj=0. Tehét

-1
T} = o0 + Z kﬂ(‘] )Uj.

j=k+1

Tudjuk a feladatbdl, hogy azon elemek szdma, amelyek pontosan
t darab halmazban vannak éppen

]2:(—1)‘““ ({)e

Ha ezt 6sszegezziik k-t6l n-ig akkor megkapjuk azon elemeket amelyek leg-
alabb k halmazban vannak benne. Ebben az 6sszegben o; egyiitthatdja:

Sior () -Bm ()07

()Rt (2 - 1) 4 (—1)t (j ; 1) — (—1)k+ <£ B D

Az utolsé 1épésben felhasznéltuk, hogy j < n azaz j — 1 < n. Tehat

k+i(J — 1 ]
771 = ]Zk< (17 o
2.28 (a) A [2.25]és 2.18| feladatok megoldasait felhasznalva ez a szdm éppen
=== —— == .
J k! = (=Rl k=

Jj=

b) A és feladatok megoldésait felhasznélva ez a szdm éppen:

w3 () (Y

j=k+1

n! — (—1)7+F
=nl+ — 0 =
le-(Jflfk)!

n—k—1
n! (—1)t*t

—nl4+ = =

T ; (t+h+1)-8l
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(c) A es feladatok megolddsait felhasznélva ez a szdm éppen

S () e e 55

=k =k

nl
T (k—1) ; (t:—k‘))-t!'

Konnyen megsejthet6 és indukciéval bizonyithatd, hogy az n-edik dif-
ferenciasorozat k-adik eleme éppen

2.30} (a) Vegyiik észre, hogy
Pilx+1)—Py(x)=(z+Dz..(x—k+2)—z(z—1)...(z—k+1) =
=kax(x—1)...(x —k+2) =kPy_1(x).

Igy az m-edik differenciasorozatban a k(k —1)...(k —m + 1)P,,(j) szdmok
fognak szerepelni.

(b) Mivel a P;j(z) polinomok bézist alkotnak, igy tetsz6leges k-adfokd P(x)
polinomot felirhatunk Z?:o a; Pj(x) alakban, ahol ay, a P féegyiitthatéja. Az
(a) részbél latjuk, hogy a k-adik differenciasorozat konstans agk! lesz, minden
més tag eltiinik.

Mindhérom azonossagot meg lehet oldani a feladat mintdjara (sét
az elsO azonossig éppen a feladat). Most azonban megmutatjuk, hogy
az és feladatok hogyan adjak ki ezt az eredményt. A hirom azo-
nossagban a P (z) = 2", Py(z) = 2" 1, P3(2) = 2™ polinomokhoz tartozé
sorozatok n-edik differenciasorozatdnak egy-egy elemét kell meghatarozni. Az
els6 esetben ez éppen a, - n! = n!. A mésodik esetben ez a szdm 0, hiszen
egy n — l-edfoki polinom n-edik differenciasorozata azonosan eltiinik.

A harmadik esetben egy linearis polinom lesz az n-edik differencia sorozat.
Mivel

nn+1)

"M =@z —-1)...(x —n)+ 5

zx—1)...(z—n+1)+ Qn_1(z),
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ahol deg Q(z) < n—1, igy az n-edik differenciasorozat (n+ 1)z + @ -nl,
és ez van x = 0-ban kiértékelve.

S () (oo =

:kl!Z(—l)j<lj)(r—jt—1)...(r—jt_k_|_1):

2.52

_ % ;(—1)1 (’;) Pre(j).

Itt P+ egy k—1-edfoku polinom, ennek a k-adik differenciasorozata azonosan
0 teljesen fiiggetleniil attdl, hogy mi a polinom valéjaban!

8.3. Binomialis egyiitthaték és generatorfiigg-
vények

2.33l (a) Szdmoljuk meg egy n elem{i halmaz Osszes részhalmazit! Ez

egyrészt 2™, hiszen minden elemrol kiilon-kiilon eldontjiik, hogy benne le-

gyen vagy sem. Masrészt a k elemii halmazokbol éppen (:) van, igy ezt
k=0,1,...,n-re 6sszegezve azt kapjuk, hogy

()

k=0
(b) Szdmoljuk meg a kivetkez6 halmaz elemszadmét kétféleképpen:

{(AaB) ‘ ACB?‘A| :k7|B‘ :maBC{1327'~~an}}'

Elészér B-t () féleképpen vélaszthatjuk. Majd B-bél A-t ('}')-féleképpen
vélaszthatjuk. Tehat a halmaz elemszama

n\ [m

m/\ k)
Masrészt gy is szamolhatunk, hogy eldszor kivélasztjuk A-t (Z)—féleképpen,
majd a maradék n — k elembdl kivalasztjuk azt az m — k elemet, amelyeket
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hozzavéve A-hoz megkapjuk B-t, ez utébbit (zii)—féleképpen tehetjiik meg.
Tehat a halmaz elemszama

n\/n—k
k)\m—£k)
Ezt 6sszevetve kordabbi eredményiinkkel kapjuk, hogy
n\/m\ (n\[(n—k
m)\k) \k)\m—k
(¢) Hatarozzuk meg a kivetkez6 halmaz elemszamét kétféleképpen:

{(z,A) |z € A,AC{1,2,...,n}}.

Ha az |A| halmaznak k eleme van, akkor A-t éppen (Z)—féleképpen vélaszt-
hatjuk. Majd A-bdl z-et k-féleképpen vilaszthatjuk. Ha ezt minden k-ra
Osszegezziik, akkor kapjuk, hogy az (z, A) parok fenti halmazénak elemsza-

ma
n

n
k .
> k()
k=0
Masrészt gy is szamolhatunk, hogy el6szor kivalasztjuk x-et n-féleképpen,

majd a maradék n — 1 elembdl kivélasztunk néhanyat még, hogy megkapjuk
A-t, igy a fenti halmaz elemszdma n2"~!. Tehat

Y k " =n2" L
()
k=0

(d) Legyen egy tarsasigban n férfi és m n6, bel6likk akarunk kivdlasztani
r embert. Ezt meg lehet tenni ("tm)—féleképpen. Masrészt agy is szamol-
hatunk, hogy kivalasztunk k férfit, majd hozzdvélasztunk r — k nét. Fzt

(0) (,™,)-féleképpen tehetjitk meg. Ezt minden k-ra 8sszegezve kapjuk, hogy
i n m _(n+m
k)\r—k) r )
k=0

(e) Vélasszunk ki az 1,2,...,n+ 1 sz4mb6l s + t + 1 darabot. Ezt meg lehet
tenni (siﬁl)—féleképpen. Miésrészt 1gy is szamolhatunk, hogy kivalasztjuk
eloszor az s + 1 legnagyobb szamot. Ha ez a k + 1-es szam, akkor az els6 k

szambol kell még kivédlasztani s darabot és az utolsé n — k szambdl ¢ darabot.
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Ezt (’;) (";k)—féleképpen tehetjilk meg. Ezt minden k-ra 6sszegezve kapjuk,

hogy o "
zk:<s)< t >:<S+t+1)'
:O (Z> K= ];) (Z) (h(k— 1)+ k) =
S () Sl ) i
=n(n+1)2"2
12.39

> (-2 (-G

A mésodik lépésben felhaszndltuk feladat (e) részét.

2.56!
r s r s
20 20 en) -
_(r+s\ [(r+s
\s—n) \r+n/)
A mésodik lépésben felhasznaltuk feladat (d) részét.
” n\ (m ~ n—1\/m
2 () -2 Go) ()
k=0 k=0
" /n—1 m n+m-—1
()6 = ()

A harmadik 1épésben felhasznaltuk feladat (d) részét.

> ()=S0 =)

A mésodik lépésben felhasznaltuk feladat (d) részét.
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2.39] (a) Vegyiik észre, hogy
D) -G
S0 (1) () =S () () -

(o)

k

Igy

Azt is 1atjuk, hogy ha n = m, akkor ez az sszeg (—1)".

(b) Az (a) rész szerint az inverzben az i-edik sor j-edik oszlopdban levé elem
(=1 (520)-

2.40L (a) A két oldalon az 2" egyiitthatdjat osszehasonlitva megkapjuk a
2.33| feladat (d) részét:

(0" - ()

(b) A két oldalon az z"~! egyiitthatéjat dsszehasonlitva kapjuk, hogy

(0)=C20)

I .
1—1x Z x
n=0
és a Cauchy-szorzas szabalydbdl adodik, hogy

n
bn = Z ag.
k=0

(b) Az (a) részbédl és indukciéval kovetkezik, hogy

k=0
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Megjegyzés: Konnyebb megjegyezni a
- _ m—+1
= \m (1-ux)

Osszefiiggést.

(c) Az zt+nTm=1 egviitthat6jat dsszehasonlitva kapjuk, hogy

(56 -600)

Ez éppen a feladat (e) részével ekvivalens.

[2.42l Az altalanos binomidlis tétel szerint

(1—4z)~1/2 = i <2/2> (—4x)™.

n=0
Itt
(7H2) oty U2 012 0220y
1-3-...---(2n=1)_, (2n)! 2n
- n! 2 " nlnl :<n)
Tehat

(1 - 4z)~1/2 = i <2:):c”

n=0

Megjegyzés: Ezt az eredményt le lehet vezetni a Catalan-szamok genera-
torfliggvényébdl is, amit elemi médon meg lehet kapni.
(b) Hasznéljuk fel az (a) rész eredményét:

(i (2:)90”)2 B (x/llﬁ)z N 1—1433 B i4nxn'

n=0 n=0

Az x™ egyiitthatéjat 6sszehasonlitva a két oldalon éppen a bizonyitandé &lli-
tast kapjuk.
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Legyen A(z) = > 7, an% és B(z) => .07, bn%. Vegyiik észre, hogy

5()o-s

k=0

azzal ekvivalens, hogy A(x)e® = B(z). Tehat A(x) = e *B(x), ahonnan
kapjuk, hogy

n

=3 (Z) (—1)" "0y,

k=0

12.49)
> 2 2 2 >
Z(mz +2" et ) = ZL\/ﬁJx"
i=1 n=1
_ El _
P D DL DIL DD DB B
k=1 k=1 j=1 n=1 \k | n
Tehat
Ay = Z bk
kln

(a) Legyen

Ekkor
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_1;,53(:1) ((1f2x)2>k_1ix(1 ((12)2))’”“ -

k=0 B =L

me

1)
e
(b) Vegyiik észre, hogy

> x2m (2$)m

;Anx" =(1- x)m =(1- w)(x/Z)WW =
— (-2 S (T;) (22)".

Az z" egyiitthatéjat dsszehasonlitva a két oldalon kapjuk, hogy

1 — —m-—1
An - ((n m) gn—m _ (n m )2n—m—1) _
2m m m
_gn-2m-1 (oMM ~n=2m(n—-m\\ _
B m n—m m N

_ 2n—2m—1 n n—m
n—m m

Legyen

k=0
Ekkor
- n __ - - ﬂ+/€ n—k n __
ZAnx—Z< ("5 >$_
n=0 n=0 \k=0
1 [~ (n+k 1 (2x)F
22\ | = .
2k <Z( 2k >( l‘) ) ZQk (1721’)k+1
k=0 n=0 k=0
1 i( x >’“_ 1 1 B
1 =20~ (1 —2x)2 1-201— =5

1—2x _ 1—2x

2
1—5x+422 (1—2)(1 —4x) gl—4x+§1—x
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2 1
:§§ (4x)"+§§ z".
Tehat
- n+k n—k_l n
S ()= b

k=0

[2.49] Legyen

és

2 ()
Ekkor N o
=S (S ()(0) -
L (E(0)) - (et
- () = e (43) -
Masrészt

a0 () s () i

Tehat A,, = B,, minden n-re.

S ()

k=0

Legyen
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Ekkor

S-S ()(05) -

n=0 n=0 \k=0

_ gj (2:) o (i (n 4§ k) (-@nk) -

n=0

Tehat

A feladat megoldédsa soran fel fogjuk hasznélni, hogy

i<2k>xk_ 1
P k Vi

Eloszor is végrehajtunk egy véltozdcserét, legyen m — k = r. fgy
" /m\ [2m — 2k " /m\ [2r
Ay, = —2)F = —2)m
% (0 G -5 ) (e

Ekkor

gAmxm - (i <m> (2:)<—2>m =

m=0 \r=0

- 2 (2:)(—2)—’" ( OOT (T)(—2m)7n> _

- i (2:> (—2)?”(1<+_§g:+1 "1 —1-12;10 i (2:) (1 f2x> -

3
Il
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Tehat A,, = 0, ha m pératlan, és A4,, = (m’%), ha m péros.

w2 (o) (1)

k=0

n=0 \k=0

= (2K ok = /n n\
Z(k)z (Z (2k>(2x) >_
k=0 n=0
o (2R gan 22)
—\k (1 — 2z)2k+1
1 1
1—2x 1—-14 z2

Legyen

Ekkor

1 12z 1 i(m) .
— = = X .
1—21‘\/(1—23:)2—4332 \/1—41‘ n

Tehat

Ekkor

S (8 (18 ()0 )

B i 2%k (_l)k $m+k B
- k) k+1(1—z)mt2k+l —

- (V) () -




8.3. BINOMIALIS EGYUTTHATOK ES GENERATORFUGGVENYEK

133

B m 1-— 1- 4ﬁ _ m _ %
(1 - x)m+1 2(1:%2 (1 - x)m+1 2(1::;)2
x™ > r -
o —xZ; (ml)‘” '

Az " egyiitthatdjdt dsszehasonlitva a két oldalon kapjuk, hogy

S (o a) (D) 5= (0

i /2] (n;k)2k x"Zii;k<i (”;k)(m«)")

k=0n=2k n=2k

ii 2u)% 1 i 222 \*
2k (1 —2z)k+1 1 — 27 1-22)

h=0 k=0

__1 1 1 -
_ (&7 /6 B 0o ) ) .
_1_(1+\/§)$+1—(1_\/§)m—§(0¢(1+\/§) +8(1 = V3)")a".

ahol
_1 1_~_L és 5_1 1_L
Oé—2 \/§ 2 \/g .

Innen kapjuk, hogy
[n/2]

k=0

12.00l
i Lnfj I }k 5 n—2k e
— k 4 12 o

S0 @ (E0N6E))-

3 (" . k) ok — % ((1 FVB)H (1 - \/§)”+1) .
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RN A Gt R S A T N
_,;J<25> (1—15’2x)k+1_1—15256kz_0((1—12$)> -
o 1 1 913 4/13
B —%x1_1i2(54 S 1-2r-122 1-3y 1+t

2%

Tehat

an/ﬂ n—k 1k: in—21€_g §n+i _ln
k 4 12 S 13\4 13\ 3)

k=0

2.56] (a) és (b) A feladat megolddséabdl azonnal adddik, hogy

o0 o0 o0
Z’n, . Z”L . " ez
g an— =e E n!—' =e E 2" = T .
n! n! -z
n=0 n=0 n=0

A 2747 feladat megoldédsdbdl azt is tudjuk, hogy

n = zn:(q)k <Z) (n— k) =n! n (*kll)k.

k=0

(c) Egyik lehetéség, hogy észrevessziik, hogy a,-re éppen a (b)-beli képlet
adédott a fixpontmentes permutécidk szdmadra a feladatban. A madsik
lehet6ség, hogy észrevessziik, hogy a feladatban szerepld azonossag trivia-
lisan teljesiil a fixpontmentes permutédcidk szamadra, ugyanis az Osszes per-
mutaciét megszamolhatjuk gy, hogy eldszor régzitiink n — k fixpontot (ezt
(})/féleképpen vélaszthatjuk ki), majd a maradék k elemet aj, féleképpen

permutalhatjuk, hogy ne legyen fixpont. fgy
" /n
' =
k=0

Tehat ezen mésodik megoldédssal és az (a) és a (b) résszel egy 1j bizonyitdst
kaptunk a feladat megoldasédban bizonyitott formulara.

[2.57 Legyen

3

3 ()

k=0
és

b= (Z)f(n — k)2~

k=0
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Ekkor

o0
2" , 1
E a,— =e°- ,
n! 1—=2
n=0

mig
—z

> n
z e

E bniz ‘62Z7
n! 1—=2

n=0

ahol felhasznaltuk 2.56] és 2.43] feladatok eredményeit. Tehdt a,, = b, minden

n-re.

8.4. Linearis rekurziok

2.58 (a) A sorozat els6 néhdny elemét kiszdmolva azonnal megsejthetjiik,
hogy a,, = 2. Ezt konnyen be is tudjuk bizonyitani indukciéval: ez n = 0,1
esetén igaz. Ha n — 1-ig igaz az allitas akkor

Up = Bap_1 —6a,_5="5-2""1—6.2""2 = (10 — 6) - 2"~ 2 = 2",

(b) Az (a) részhez hasonléan most is megsejthetjiik, hogy a, = 3". Ezt is
konnyen belathatjuk indukciéval.

(c) Eszrevehetjﬁk, hogy két a linearis rekurziét kielégité sorozat Osszege is
kielégiti a rekurziot, illetve egy ilyen sorozat konstansszorosa is kielégiti a
rekurziét. Igy az (a) és (b) részbél kiindulva megprébalhatjuk a sorozatot
a-2"™+b-3™ alakban keresni. Hogy ap =3 és a; = 8 legyen, aza=1, b=2
valasztas megfeleld. Innen viszont azonnal kovetkezik, hogy minden n-re

a, =2"+2-3".

260} a, =3+ 2" +2-3"

2.61 a, = (2+V3)" +(2—V3)"
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8.5. Fibonacci-sorozat

Legyen A, a dominéfedések szdma 2 x m-es téglalap esetén. Ekkor
Ay =1és Ay = 2. Ha a 2 x n-es téglalapban az utolsé6 dominé &ll, akkor
a maradék 2 x (n — 1)-es téglalapot A,,_1-féleképpen tudjuk lefedni. Ha az
utolsé 2 dominé vizszintesen &ll akkor a maradék 2 x (n — 2)-es téglalapot
A, _o féleképpen tudjuk lefedni. fgy A, =A,_1+A,_o.

Tehét A, = F,41, ahol (F,) a Fibonacci-sorozat.

/2l
Ap= > ( . )

=0

Legyen

Az (kﬁl) + (ZL) mljl) azonossaghdl konnyen adddik, hogy A, = A,_1 +

Ap—o. Mivel A1 =1 és Ay = 2, igy kapjuk, hogy A,, = F,11.
[2.64 ElSszor érdemes indukciéval bizonyitani, hogy
Fo+Fi+--+F,=F, 02— 1
Ha ezt bebizonyitottuk, akkor megint csak indukcioval konnyen adédik, hogy
(n+1D)Fo+nFi+---4+1-F,=F,14—(n+3).
Indukciéval kénnyen igazolhatd, hogy
FP+ Fi 4+ F2=F,Fuy1.
Az 22 — x — 1 = 0 egyenlet két megolddsa

1445 PP
T2 T2

=

b1

L értékekkel

Ha F,, = c197 + co¢h alakban keressiik, akkor ¢; = %, Ca=—"p

allithatjuk be a kezd6értékeket. Tehat

Fam <<1+2¢5>"_ (1_2\/5>n>.

Csak annyit fogunk felhaszndlni, hogy F,, = c1¢} + ca¢h, ahol ¢? =
¢; + 1. Ebb6l mar a binomidlis tétellel kovetkezni fog az allitas:

i (Z) Fi = Z (Z) (10} + cadh) =

k=0 k=0
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—a > (F)etre X (1) -
k=0 k=0

= c1(14¢1)" +ea(l+d2)" = c1(67)" + c2(43)" = Fan.
2.68 (a) Indukciéval konnyen bizonyithat6, hogy

0 1\"_ ([ F.1 F,
1 1) "\ F Fua )

(b) Felhasznélva, hogy

0 1\"™ /0 1\"/0 1\"
11 11 11
kapjuk, hogy

Fn+m—1 Fn+m _ Fn—l Fn Fm—l Fm
Fn-Hn F7L+7n+1 Fn Fn+1 F’rn F’rn—i—l '

Ebbol pl. kapjuk, hogy Frym = Frn_1Fm + FrnFrg-

(c) Ez azonnal adédik a binomidlis tételbdl és az
1 ((1+v5\" (1-v5\"
F, = _
V5 2 2

2.69, (a) Vegyiik észre, hogy z?F(x) = F(z) + zF(z) + 1, mivel F,, =
F,_1+ F,_2 han > 2. Innen kapjuk, hogy

képletbél.

1

Fz)= ———.
(z) 1—x—2a2
Megjegyzés: Az

1 C1 Co

1—z—a2 17¢1x+17¢2x

azonossagbol is levezethetd, hogy F,, = c1¢] + ca¢y, ahol ¢; = —co = és

B

1+V5 1-+5
és o = .

$1=— 5
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(b) Felhasznélva az F,, = c10} + co@l Osszefiiggést kapjuk, hogy

e n

Z Fn% = 1?17 + 9?27,

n=0
2.70L (a) Tekintsiik az (Fy, Fr4+1)%2, szampdarokat modulo m. Ekkor leg-
feljebb m? kiilonboz6 part kaphatunk, hiszen mindkét koordindta legfeljebb
m-féle lehet, igy lesz két kiilonboz6 i és j, melyekre F; = F; (mod m) és
Fi11 = Fj41 (mod m). Innen viszont a rekurziébdl kovetkezik, hogy tetsz6-
leges n-re Fi,, = Fjipn (mod m). Vegyiik észre, hogy az F,, = Fiy0 — Fpi1
felhasznaldsaval visszafelé is lépkedhetiink. Tehat a sorozat periodikus j — 4
periodussal.

(b) Eldszor megmutatjuk, hogy (F,, F,+1) = 1. Tegyiik fel, hogy d | F,
és d | Foy1. Ekkor d | F,y1 — F,, vagyis d | F,—1. Ezutdn d | F,,—1 és
d | F, oszthat6sidgokbdl kapjuk, hogy d | F,_o. Ezt folytatva kapjuk, hogy
d | Fl = 1. Tehéat (F’ranJrl) =1.

Mésodik 1épésben megmutatjuk, hogy minden m esetén létezik egy r(m)
szdm, hogy m | F,, pontosan akkor, ha r(m) | n. Legyen r a legkisebb pozitiv
szdm, melyre m | F,, ilyen van, mert az (a) rész szerint az (F),) sorozat
periodikus modulo m és m | Fy = 0. Most hasznéljuk a feladat (b)
részét, mely szerint Fi, 40y = Fruo1F + FroFp1. Ha ezt n = rk, m = k-ra
hasznaljuk akkor kapjuk, hogy

Frerry = Fre1Fr + FrpFiya.

Ebbdl konnyen 1dthaté indukciéval, hogy F,. | F.¢, hiszen F,. | F,. és F,. | Fyx
miatt F. | F.x41). Ebbél specidlisan kovetkezik, hogy m | Fy.. Megmutatjuk,
hogy ha r nem osztja N-t akkor m nem osztja F,-t. Legyen N = rk + s,
ahol 1 < s < r. Ekkor megint csak F, ., = Fj,—1F,,, + F, Fy, 1 Osszefiiggést
hasznaljuk m = rk, n = s szereposztassal:

FN :stlFrk"_FsFrkJrL

Ha m | Fx akkor m | Fr; miatt m | FsF,pyq. Mivel (Frg, Frpe1) = 1, {gy
(m, Fri4+1) = 1. Tehdt m | Fs. Ez viszont ellentmond r definiciéjanak. Tehdt
r(m) = r megfelel a feltételeknek.

Megmutatjuk, hogy ebbdl méar kénnyen kovetkezik a feladat allitasa. Le-
gyen d = (n,m), ekkor Fy | F,, és Fy | F,, miatt Fy | (F,, F,,). Mésrészt
legyen t = (F,, F,), ekkor r(t) | n és r(t) | m miatt 7(¢) | (n,m). Tehdt
r(t) | d, igy t | Fy vagyis (F,, Fin) | Fa. Tehdt Fy = (Fp,, Fin)-

Legyen p > 2 prim. Hasznéljuk fel a feladat (c) részének az

allitasat, mely szerint
1 n
F,=— 5%,
2 (2 1)
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Felhaszndlva, hogy 2P~ =1 (mod p) ésp| (}) ha 1 <k < p—1, azt kapjuk,
hogy

5
F,=2""'F, = Z <2ki 1) 5k = 50r—1/2 = (p) (mod p),
k

ahol (%) a Legendre-szimbdlum. A kvadratikus reciprocitasi tétel szerint

5\ _ (P
()=
Tehat F,, = 1 (mod p) ha p = £1 (mod 5) és F,, = —1 (mod p) ha p =

2 (mod 5).
Hasonléan jarhatunk el £}, esetén:

p+1
2Fypi1 = 2Fpn = <2k + 1) g
k

£((0) (3)) 05 2)

Ha p = £2 (mod 5) akkor 14tjuk, hogy p | Fp+1. Ha p = £1 (mod 5) akkor
Fpt1 =1 (mod p), igy Fp—1 = Fp41 — F,, oszthaté p-vel.

A bizonyitas lényegében megegyezik a megoldéséval.
k

k
A k\ i
3 <t)FfffFfLFt =Y (t>F,’f{F£(cl¢‘i +eag) =

t=0 t=0
e

~a 3 (Bt o3 (e -
t=0

= cl(anl + ¢1Fn)k + 02<Fn71 + ¢2Fn)k

Konnyen igazolhaté indukciéval, hogy Fi,—1 + ¢, F,, = ¢} felhaszndlva, hogy
¢? =1+ ¢;. Tehét

k
Z <t>F7]f thFt = cl((b?)k +62(¢g)k = Lnk-

t=0
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8.6. Catalan-szamok

2.73] (a) Legyen ajay...ag(41) egy a feltételeknek megfelel§ sorozat. Le-
gyen a sorozat 2(k+1)-edik eleme a sorozat elsé eleme, amikor a a1 +as+- - -+
ag(k+1) részletdsszeg 0. Ekkor a; = 1, agr41) = —1 és az azas . . . aggq1 Soro-
zat is olyan, hogy minden kezd6 részlettsszeg nemnegativ, hiszen az eredeti
sorozatban a 2(k 4 1)-edik kezdd részletisszeg volt az elsé 0 Gsszeg. To-
vabbd az agk43 ... az(m41) sorozat is megfelel a feltételeknek. Tehat minden
2(n + 1) sorozathoz egyértelmiien hozzarendelhetd egy 2k és egy 2(n — k)
hossz ugyanilyen sorozat valamilyen k-ra. Tehat:

Cup1 =) CkCror

k=0

(b) Az &sszes séta (0,0)-bdl (n,n)-be éppen (*"), hiszen 2n 16pésbél kell
kivalasztani n jobbra és n felfelé 1épést. Most szamoljuk meg a ,rossz” sétakat
vagyis azokat, amelyek az x = y egyenes f6lé mennek. Ezek pontosan azok a
sétak, amelyek elmetszik az y = = + 1 egyenest. Csindljuk a kovetkezot: az
elsé metszésponttol tiikrozziik a séta maradék részét az y = x + 1 egyenesre.
Ekkor a séta (n,n) helyett az (n — 1,n + 1) pontba fog menni, hiszen ez
a tiikérképe az (n,n) pontnak az y = x + 1 egyenesre. Madsrészt minden
(0,0)-bdl (n — 1,n + 1) pontba mend sétdnak el kell metszenie az y = x + 1
egyenest, és az els6 metszésponttol titkkrozve a sétat erre az egyenesre éppen
egy olyan sétat kapunk ami az (n,n) pontba megy és metszi ezt az egyenest.
Vagyis a ,rossz” sétédk bijekcidban dllnak a (0,0)-bdl (n — 1,n + 1) pontba
mend sétakkal. Ezekbdl (nzfl) van, mert 2n 1épésbdl kell kivdlasztani n — 1
jobbra lépést. Tehat a ,, j6” sétdk szama:

()

(2:> - (712?1) Tl

(c) Vegyiink egy (b) részbeli sétit, és irjunk +1-et ha a sétdban jobbra lépnek
és —1-et ha felfelé. Ekkor éppen egy (a) részbeli sorozatot kapunk, mert az,
hogy nem megyiink az y = z egyenes f6lé, éppen azt jelenti, hogy a sorozat
minden kezdd részletosszege nemnegativ. FEz persze forditva is igaz: egy (a)
részbeli sorozat meghatéroz egy (b) részbeli sorozatot. Tehdt

_ G

n+1

El6szor is egy aprésdg: minden hangyat ,,megkériink”, hogy minden-
képp latogassa meg a ledgazast, vagyis ha a hangya egybdl kimenne a csévon,
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akkor is ugy tekintjiik, hogy el6bb bement a ledgazasba, majd onnan azonnal
kijott. Ezek utan egy lapra +1-et irunk, ha egy hangya bement a ledgazasba
és —1-et, ha kijott onnan. Ennek a sorozatnak minden kezdd részletosszege
nemnegativ, hiszen nem johettek ki a cs6bdl tébben, mint ahdnyan bemen-
tek. Minden egyes sorozat meghatdrozza a hangyak sorrendjét, és minden
sorrendhez egyértelmiien vissza tudjuk dllitani a sorozatot (hogyan?). Tehdt
am feladat szerint a hangyaknak C,, = n%_l (277) sorrendje lehet.

Legyen D,, a keresett szam. Ekkor Ds = 1, Dy = 2. Egyszerliség
kedvéért vezessiik be a Dy = 1 jelolést. Legyenek a konvex sokszog csicsai
1,2,...,n ebben asorrendben. Vegyiik az 1, 2 oldalat a konvex sokszognek, ez
benne van egy haromszogben, legyen k a haromszog harmadik csicsa. Ekkor
a2,...,k sokszoget Di_1, az 1,k,k+1,...,n sokszoget D,,_jto féleképpen
bonthatjuk fel haromszogekre. Tehat

D, = Z Dy—1Dp— 12
k=3

Legyen Fy = Dy, ekkor r = k — 3 jeltléssel

n n—3
E, 2= ZEk—3Dn—k = Z E.Ep_r—3.
k=3 r=0
Ezt n — 2 helyett n + 1-re felirva kapjuk, hogy

En+1 = i ErEn—r-
r=0

Vegyiik észre, hogy Ey = 1, F, = 1,Ey = 2. Tehat a C,, Catalan-szamok
rekurzidja és elsé néhany tagja megegyezik, igy az 0sszes tagjuk megegyezik:
E,, = C,, vagyis D,, = Cy12.

Megmutatjuk, hogy éppen C,, féleképpen nézhet ki ez a csalddfa. Le-
gyen a, ezen fak szama. Ekkor konnyen lathaté, hogy a3 = 1,a2 = 2. Ha
az uralkod¢ els6 fidnak k, masodik fidnak n — k — 1 férfi leszarmazottja van,
beleértve a fitkat, akkor

Qn = § ApQp—1—Fk,
k

ahol ap = 1. Vagyis a rekurzio és a sorozat els6 néhany tagja megegyezik a
Catalan-szamok rekurzidjaval, igy a,, = C),.
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Legyen a,, a keresett szdm. Ekkor a; = 1, as = 2. Megadunk egy
rekurziét az a, szdmokra. Legyenek a kor kortil il6 emberek az 1,2,...,2n
szdmokkal megszamozva. Tekintsiik az elsé embert, tegyiik fel, hogy 6 a k-
adik emberrel fog kezet. Vegyiik észre, hogy k péros, kiilonben a 2,3,... k—
1 szdmu emberek koziil valakinek csak olyan par jutna, akivel kezet fogva
kereszteznék az (1, k) kézfogdst. Tehdt legyen k = 2r. Ekkor a 2,...2r — 1,
illetve a 2r + 1,...n szdmu emberek is csak egymds kozott foghatnak kezet.
A kézfogdsok szama a két esetben ay_q illetve a,_j. Tehat

n
Qp = E ak—10n—k-
k=1

Ebbdl és a sorozat elsé néhany tagjdbdl kapjuk, hogy a,, = C,,.

[2.78] Legyen
C($> ZCO+01.Z'+CQ$2+...
Ekkor
C?*(x) = C2 + (2CoC1)x + (2CoCy + CHa? + . ..

azaz x" egylitthatdja
n

> CrChg = Crya.

k=0
Tehdt
14 2C?%(x) = O(x).

Ebbdl kapjuk, hogy
c 1++/1—4x

2z
Mivel C(x)-ben a konstans tag egyiitthatéja 1, ezért nem &llhat + eldjel,

tehat
1—+1—4dx
2z '

C(z)

C(z) =

8.7. Stirling szamok
2.79} (a) Eldszor szdmoljuk le az f : {1,2,...n} — {1,2,...,k} sziirjektiv
fliggvények szamat. Legyen A; azon fiiggvények szdma, amelyek nem veszik

fel az 7 értéket. Ekkor

|Ai1 m"'ﬁAir| = (kfr)nv
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hiszen ennyi olyan fiigyvény van, amelyek {i1,...,4,} egyikét sem veszi fel.
Igy a logikai szita szerint a sziirjektiv fiiggvények szdma

Vegyiik észre, hogy minden sziirjektiv f fiiggvény megadja az {1,2,...,n}
egy particidjat k részre, az i-edik halmazban éppen azon s elemek vannak,
melyekre f(s) = i. Ugyanakkor az 1,2,... k elemeket permutdlva minden
particiot k! féleképpen kapunk meg. Tehat

(1= gz (e

(b) Tekintsiik az {1,2,...,n} halmaz k nem iires halmazra valé bontdsait.

s 7 7 7z z 71
Azon particiokbél, melyekben n magaban egy halmazt alkot, éppen {}~;
van, hiszen a maradék n — 1 elemet kell k£ — 1 részre bontani. Ha n nem alkot
egy l-elemii halmazt, akkor a maradék n — 1 elemet k — 1 részre kell bontani,
majd az n elemet ezen k halmaz barmelyikébe betehetjiik. Igy

{n}_ n—1 Tk n—1

ES k-1 k '
n—1
k—1
n— 1 elemet ennyiféleképpen oszthatjuk be k—1 ciklusba. Ha n nem fixpont,
akkor a maradék n—1 elemet el6szor k ciklusba rendezziik, majd az n elemet
n — 1 helyre tehetjiik. (Képzeljiik el a ciklusokat, mint a koroket. Ekkor az
n-et barmely két elem kozé beszirhatjuk.) Tehdt

n n—1 n—1
= -1 .
M [k—JJ“(” ){ k ]
Ezt konnyen bizonyithatjuk n-re vonatkozé indukcioval, felhaszndalva,

hogy
{n} _ {nl} k{nl}
k k—1 + k '
Masik lehetéség a kovetkezd. Bizonyitsuk be az allitdst elészor pozitiv egész
a-re. Szinezziik az {1,2,...,n} halmaz elemeit x szinnel. Ilyen szinezésbol z™
van. Mdésrészt ugy is szamolhatunk, hogy elGszor felbontjuk az alaphalmazt k

részre, minden rész egy szinosztaly lesz. Ekkor az els6 halmazt x, a masodikat
r — 1, harmadikat x — 2 szinre szinezhetjiik... Ezt minden k-ra 6sszegezve

kapjuk, hogy
Z{Z}x(w—l)...(m—k+1):x”.
k

2.80L Azon permutécidkbdl, melyekben n fixpont [ ] van, mert a maradék
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Mivel mindkét oldalon egy polinom van és ezek megegyeznek minden pozitiv
egészre, igy ez a két polinom megegyezik.

Az allitast teljes indukcidval bizonyitjuk. n = 1-re az &allitas trivialis.
Ha n — 1-ig igaz az &llitds, akkor hasznéalhatjuk a feladat rekurzidjét:

S (i) +e-n [ ] -

n>0

Felhasznélva a feladat (b) részét kapjuk, hogy

Fk(x):Z{Z}x”zg({z_i}—i—k{n;l})mn:

n>0

=zFy_1(x) + kaFy(x).

Tehat
T

1k
Vegyiik észre, hogy {7} = 1 definicié szerint, igy Fi(z) = %-. EbbSl mér
kovetkezik, hogy

Fk((E) kal(x).

[2.84] Legyen A
Fi(2) :T;){k}n'

Ekkor

n—1

F;<z>:2{2}ﬁ=

n>0

S
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= Fi—1(2) + kFy(2).
Legyen Gy (z) = Fi(z)e **. Ekkor

Gi(2) = (Fy(2) = kFi(2))e™ = Fy_1(2)e™ ™.

Innen mar indukciéval belathatd, hogy

[2.85] Legyen .
po-X (1)
Ekkor : -
Fiz) = m (7’:71)' B
n>0
(e[ ) e

= Fj_1(2) + 2F}(2).

Tehdt (1 — z)F(z) = Fi_1(2). Figyelembe véve, hogy [7] = (n — 1)! miatt

Fi(z) = log i, innen mar kovetkezik, hogy

k
1 1
Fr(z) = pl <log z) .

(a) Vegyiik észre, hogy a feladat miatt

> 2" = (e = 1)k _ a(er—1)
Zosn(z)ﬁfl+;x ¢ .

(b) Ez kovetkezik az (a) részbdl, mert

elEty)(e®=1) _ z(e”—1) y(e”—1)

(a) Vegyiik észre, hogy feladat miatt

k

an —_1+Z:’c glz =1/(1 - 2)".
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(b) Ez kovetkezik az (a) részbdl, mert
(1—2)"@H = (1—2)"(1—2)7".

[2.88l Ez azonnal adédik a[2.84] feladat allitasabol:
ny 2" (eF—1) 1 [
O e e it DO
n>0 =1

A jobb oldalon a z" egyiitthatdjat ugy kapjuk, hogy k; helyen kivalasztjuk

a 77 tagot, ko helyen a ZQ—T tagot és igy tovabb. Ekkor ky 4+ ---+ k, =1 és

ki + 2ky + ...nk, = n. Osszehasonlitva az 2" egyiitthatéjat a két oldalon

kapjuk, hogy
{ } Z k1! k ] H j'k

Tehat

n n!
{r} > e 1F kg 2R2  Je Tl
keS(n,r)

2.89 Ez lényegében megegyezik a feladat megolddsaval. Most a
feladat allitasdt hasznaljuk fel:

ny 2" 1 1\ 1 (&
me:m(loglz) w27

n>0 =1

T

Innen a feladat megoldésa szerint eljarva kapjuk, hogy

HED> .
r kq1F1kol2k2 ke Inkn

keS(n,r)
[2.90} Hasznéljuk a [2.81] és [2.82] feladatokat.
n
n __ — — =
x —zk:{k}w(ac )...(z—k+1)
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T (= 5] er) e

k
Ebbdl azonnal kovetkezik a feladat allitdsa.

Valasszunk ki n — k elemet, amelyeket az n + 1 elemmel tesziink egy
halmazba. A maradék k elemet pedig particiondljuk m halmazra. Ezt minden
k-ra Osszegezve kapjuk, hogy

=S )

2.92| Eloszor szamoljuk meg, hogy hanyféleképpen lehet az n csicsi utat
x szinnel szinezni Ugy, hogy szomszédos csticsok ne legyenek azonos szintek.
Ez egyrészt x(z —1)" 1, mert az els§ cstics z-féle szint kaphat, a t&bbi z — 1-
félét. Masrészt ugy is szamolhatunk, hogy el6szor felbontjuk a csticshalmazt
k olyan halmazra, amelyek egyikében sincs két szomszédos csiics, majd ezeket
a halmazokat kiilonb6z6 szinekkel megszinezziik. Tehat

r(z—1)""t = Zt(n, Ex(z—1)...(x—k+1).
k

Most az n csticsi 1t helyett vegyiik az n csicst csillagot. Ezt is o(z —1)"71-
féleképpen lehet szinezni gy, hogy ne legyen két szomszédos, azonos szinl
csucs. Masrészt ugy is szamolhatunk, hogy eldszor felbontjuk a csucshalmazt
k olyan halmazra, amelyek egyikében sincs két szomszédos csucs, majd ezeket
a halmazokat kiilonb6z6 szinnel megszinezziik. Most azonban a csillag kozép-
pontjanak egyelemi szinosztalynak kell lennie, és a maradék n — 1 csicsot
kell k£ — 1 részre bontanunk. fgy

9:(:61)"1;{Z_i}x(xl)...(karl).

Mivel az x(z — 1) ... (x — k + 1) polinomok bézist alkotnak, igy

t(n,k):{z:i}.

Valéjaban ebbdl a bizonyitasbdl latszik, hogy t, illetve csillag helyett tetszo-
n—1

leges fa esetén { ]

}—féleképpen lehet felbontani a csicshalmazt k fliggetlen
halmazra.

Hasznaljuk a feladatot:
n
> wx—1)... (x—k+1)=2a"
(1)
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Ezt osszuk le x-szel, majd helyettesitsiink be 0-t. Ekkor éppen a feladat
allitasat kapjuk.

Meg kell hataroznunk a
1 n

Osszeget, ez ugyanis a ciklusok szdménak dtlaga. Ehhez derivaljuk le a [2.82]
feladatbdl kapott Osszefliggést:

Zn:[;ﬂ zk:x(l‘+1)...(z+n_1)_
k=0

Derivélas utan kapjuk, hogy

n

S [ = e ) an p

1
1
k=0 k=0

r+k’

Ebbe x = 1-t irva és n!-sal osztva kapjuk, hogy

SSIHESS

T =

8.8. Particidk

Legyen n =ty +-- -+t ahol t; < k. Legyen s; = |{j |t; > i}|. Ekkor
n =81 + -+ s, ahol s, = 0, ha nincs legaldbb r méretii ¢;. Ez megad egy
bijekciét a két halmaz kozott.

Szemléletesebben ez nem més, mintha a particidhoz tartozé Ferrers-dia-
grammot tiikréznénk a 45°-os egyenesre (lasd az abrat).

[ o
o0 o000
[2.96] Elészor bontsuk fel az n szdmot csupa kiilonboz8 szam osszegére. Majd

a felbontdsban szereplé 6sszes szamot irjuk fel 2m alakban, ahol m pérat-
lan. Végiil minden ilyen szdmot helyettesitsiink 2% darab m szdammal. Igy
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megkapjuk az n-nek egy felbontasat csupa paratlan szamra. Megmutatjuk,
hogy vissza tudjuk &llitani az eredeti felbontast a paratlan szamokbol. Te-
gyiik fel, hogy a felbontdsban t darab m-es van. Ekkor irjuk fel a ¢ szdmot
kiilonbéz6 2-hatvanyok osszegeként, ez egyértelmii. Ha t = > 2% akkor az
eredeti szamok a 2¥m voltak. Masok nem lehettek, mivel az eredeti szamok
kiilonbozéek voltak, {gy a 2-hatvdnyoknak muszaj kiilonbozéeknek lenni. (Pl
12+10+5+3-nak az 5+ 5+ 5+ 3+ 3+ 3+ 3+ 3 felel meg.) Tehét a kétféle
particié kozott bijekcid van.

(a)

1 o o
(I—z)(1—a?)...(1—ak) sz S|
Jj=1 j=1

Ebben a szorzatban z™ egyiitthatéjat gy kapjuk meg, hogy minden zard-
jelbol kivalasztunk egy x"™ tagot, ahol 1 < r < k. Ez megfelel annak a
particiénak, ahol az r-bél éppen m,. darabot vettiink.

(b) Vegyiik észre, hogy ha az a" egyiitthatdjat akarjuk kiszdmolni a végtelen
szorzatban, akkor elég csak az els6 n tag szorzatat nézni, mert a t6bbibol csak
az l-et valaszthatjuk ki. Tehat a kovetkezé konvergenciat érdemes nézni:
fn(x) = f(x), ha minden k-ra létezik ng(k), hogy n > ng(k) esetén f(z) —
fn(x) legkisebb nem 0 egyiitthatés tagja legaldbb k. (Vagyis egy bizonyos
egyiitthaté kitaldldsdhoz elég csak egy elég nagy indexti fiiggvényt ismerni.)
Ebben az értelemben:

o0

1 1
I =1]——
oo (T a)(1—a?).(1—av) LT3k

2.98 (a) Ha adott az n egy particiéja, akkor egyesével toroljiik ki belble az
1-eseket. Ha t darab 1-es volt a particioban akkor elébb megkapjuk az n —1
egy particiéjat, majd az n—2 egy particidjat,. . ., végiil az n—t egy particidjat.
Forditva, ha adott egy n-nél kisebb szam egy particiéja, akkor elég sok 1-est
hozzévéve kapjuk az n egy egyértelmil particidjat. fgy egy bijekciot kapunk
az n-nél kisebb szamok particiéi és az n particiéinak az 1-esei kozott.

(b) Teljesen hasonléan az (a) részhez kapjuk, hogy a t-esek szdma

Ln/t]
Zn]t
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(¢) Adjuk ssze az Osszes szdmot az n particidiban. Ez egyrészt np(n), hiszen
minden particiéban n a szdmok sszege. Mésrészt az (a) és (b) rész miatt ez:

n ln/t]

2l dp—gty| => pn=k)| > J| =
= = k=1 Jlk
= p(n—k)o(k) = y o(n—k)p(k)
k=1 k=0
Tehat 1
p(n) = - Z o(n—k)p(k)
k=0

Elészor rendeljiik minden particidhoz azt a particiét, amit gy ka-
punk, hogy a Ferrers-diagramjat titkrozziik a 45°-os egyenesre. Ekkor a
legtobb particiét parba allitottuk. Kivételek azon particiok, melyek szim-
metrikusak voltak a 45°-os egyenesre. Ezen particidk szama viszont éppen
r(n), mert meg lehet adni egy bijekciét koztiik és azon particidk kozott, ahol
az Osszeadandok kiilonbozé paratlan szamok. Valéban, a Ferrers-diagramot
felbonthatjuk L alaku részekre, minden egyes L egy paratlan szamot ad meg
és ezek killonbozéek. Fzt az eljarast visszafelé is meg lehet csindlni. Tehat
p(n) =r(n) (mod 2).




9. fejezet

Algebrai mdédszerek a
kombinatorikaban —
megoldasok

9.1. Linearis algebrai médszerek

Az (a),(b),(c) és (d) feladatokat egyiitt fogjuk targyalni.

Feltehetd, hogy a G graf 6sszefiiggd, mert a generalt V vektortér kompo-
nensenként generalt vektorterek direkt Gsszege lesz.

ElSsz6r megmutatjuk, hogy ha C' egy kor, akkor {vs | f € C} vektorok
dsszefiiggdek. Valdban, jeloljiik ki a kor egy iranyitdsat, és ha egy f € C él
irdnyitdsa megegyezik a korével, akkor legyen ay = 1, kiilonben pedig —1.

Ekkor
> aso =0

A kovetkezd 1épésben megmutatjuk, hogy ha F' C F(G) kérmentes részg-
rafot feszit, akkor a {vy | f € F'} vektorrendszer linearisan fiiggetlen. Tegyiik
fel, hogy ez nem igy van, és léteznek oy nem mind 0 szdmok, melyekre

> =0

feF

Legyen F' C F azon f’ élek halmaza, melyre apr # 0. Ekkor F’ is kérmentes
részgrafot vagyis erdét feszit. fgy van egy elsofoku u pont az altala feszitett
részgrafban. Legyen g a rdilleszkedd €l F'-ben. Ekkor }°,.payvy vektor
u-beli koordinatédja oy # 0, ami ellentmond annak, hogy ez a 0 vektor. Tehat
val6ban linedrisan fiiggetlenek az {vy | f € F'} halmaz vektorai.
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Vegyiik észre, hogy minden v, vektor merdleges az 1 vektorra, igy dim V' <
n — 1, ugyanakkor egy feszit6fa élei linearisan fiiggetlenek, igy 6k egy n —
1 dimenziés teret generdlnak. Tehat dimV = n — 1, vagyis minden 1l-re
meroleges vektor benne van V-ben.

Ha S C E(G) élrendszer fesziti G-t, akkor {vy | f € S} generédlja a V
vektorteret, ugyanis mar egy S éleib8l kivalaszthaté feszitéfa is generdlja
V-t.

Tehat ha G 6sszefiiggd, akkor dim V' = n—1, V béazisai egy-egy feszitéfihoz
tartozé vektorrendszer. Ha G-nek ¢ komponense van, akkor dimV =n — ¢,
és azon élrendszerekhez tartozé vektorrendszerk lesznek V' bézisai, amelyek
G minden komponensében egy feszitéfat hatdroznak meg.

Tegyiik fel, hogy sikeriilt a K, teljes grafot felbontani k£ darab teljes
paros graf unidjara, ahol k < n — 1. Legyenek a teljes paros grafok osztédlyai
(A;, B;) (1 <i < k). Rendeljiink minden csicshoz egy véltozot, és tekintsiik
a kovetkez6 k + 1 egyenletet:

Y x,=0 (1<i<k)

vEA;

és
E T, = 0.
veV

Mivel k + 1 < n, {gy az egyenletrendszernek van nem azonosan 0 megoldéasa.
Tegyiik fel, hogy az a = (ay)vev egy ilyen megoldéds. Ekkor

0<Za3:<zav>2—2zau%=

veV veV {u,v}

Ez az ellentmondés mutatja, hogy k > n — 1.

Megjegyzés: n—1 teljes paros graf éldiszjunkt unidjara valéban felbonthato
K,.

(a) Tegyiik fel, hogy az N = {1,2,...,n} csicshalmazon teljes r-
uniform hipergraf felbomlott ¢ = f,.(n) darab r-osztdlyt r-uniform hipergraf
H',... HY éldiszjunkt unidjara. Legyen F; = E(H") és E; = {e — {n} | e €
E;,n € e}. Ekkor E; r — 1-osztélyt r — l-uniform hipergraf (n — 1) csticson.
Tovabbd UE; = K"}, fgy ¢ > fr_1(n —1).
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(b) A [3.2]feladat szerint fo(n) =mn — 1, és az (a) rész szerint f3(n) > fo(n —
1) = n — 2. Meg kell mutatni még, hogy f3(n) < n — 2. Ezt az olvaséra
bizzuk.

(c) Legyen N = {1,2,...,n} és K = {K C N | |K| = k} a k-csticst halmazok
halmaza. K € K-hoz rendeljiik az xx valtozot. Legyen H egy 2k-osztalyu
2k-graf V7, ..., Vo paronként diszjunkt osztalyokkal. Ekkor e € H pontosan
akkor, ha |eNV;| = 1 minden ¢ € {1,2,...,2k} esetén.
Minden H-hoz hozzdrendeliink egy Q(H) kvadratikus formét a kovetke-
zOképpen:
QH) = > La(H)Lp(H),

A,BC{1,2,...,2k}
|A|=|B|=k,ANB=0

ahol C' C {1,2,...,2k}, |C| = k esetén

Lc(H) = Z TK-.

Kek
|[KNVe|=1VceC

Tehdt Q(H) 3 (Qkk) darab L 4(H)Lp(H) alaku kifejezés 6sszege, minden L 4 (H )
néhany xx Osszege.
Legyen g = for(n), és tegyiik fel, hogy E(K!) = U!_,E(H"). Ekkor

q

ZE(HZ) = Z TKXL,.

i=1 K,Lek
KNL=0
Valéban, ha K,L € K, K N L = (), akkor xxx, megjelenik abban a Q(H')-
ben, amelyik tartalmazza a K U L élet. Ha K N L # @, akkor nem jelenik
meg egyetlen kvadratikus formaban sem.
Tekintsiik a kdvetkezd azonossagot:

2
k

1 .
E TR = 5 E (—].)z E E TK
K,LeK =0 ACN KekK,ACK
KNL=0 |Al=i

Valéban, ha K,L € K, [KNL| = j (0 < j < k), akkor xxx éppen
7_o(=1)¢(}) szerepel. Ez pedig 1, ha j =0, és 0, ha j > 0. Ha K = L,
akkor x2. éppen %Zgzo(—l)i(’:) = 0 szerepel. Tehat

q k
1 1
> D> LaUDLs() =53 (1) X | > ax
i=1 A.BC{1.2,..2k} i= ACN \ KeK,ACK
|A|=|B|=k,ANB=0 [A]=i
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Legyen V az x -k dltal meghatarozott (})-dimenzids térnek az az altere,
amelyet a kovetkezd

;<2kk)q+<kil>+<kﬁ3> +"'+(k+1—n2[k/21)

darab linearis egyenlet hataroz meg:
(i) La(H)=0V1<i<gq, AC{l,2,...,2k},|A| =k, 1€ A
(i) Y ok =0VACN,|Al € {k—1,k—3,....,k+1—2[k/2]}.

KeK
ACK

Vegyiik észre, hogy V' = {0}, ugyanis y € V' esetén
2

0:%(—1)’“ duk+ D>, Sy |+

Kek ACN,|Al=k—2 \ KeK
ACK

Tehat
(Z) - (kL) - (kr—Ls) - (k+1—ng/2J)

for(n) =q>2

(d) Az el6z8 részbél trividlisan kovetkezik, hogy r > 1 esetén f.(n) >
ernl™/2(1 4 0(1)), ha n — oo, ahol

2(r/2]!

RNCITYEI)N
9.2. Polinommodszer

Megmutatjuk, hogy a grafnak legfeljebb (n—s+1)(m—t+1) neméle van,
vagyis legalabb nm — (n —s+1)(m —t + 1) éle van. Minden u; € A csicshoz
rendeljiink egy a; € R szdmot és minden v; € B csticshoz is rendeljiink egy
b; € R szamot gy, hogy ezek mind kiilonbozbek legyenek. Egy e = (u,v) ¢
E(G) élet behtizva keletkezik egy teljes (Se, T.) pédros graf. Legyen

pe(,y) = [] @—a) [ -0y
u;&Se v ¢Te

Vegyiik észre, hogy p. z-beli foka n — s, y-beli foka m — ¢, {gy minden p,
polinom benne van egy (n—s+1)(m—t+1) dimenzids térben. Megmutatjuk,
hogy a p. polinomok linedrisan fiiggetlenek. Tegyiik fel, hogy

Z aepe(xﬂ y) =0.

e¢E(Q)
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Helyettesitsiink be (ay,b,)-t, ahol e = (u,v). Ekkor pe(ay,b,) # 0, mert
(u,v) € Se x T, definicié szerint, {gy az x = a, és y = b, helyettesités a
pe(x,y)-t definidld szorzat egyik tényez6jét sem teszi nullavd. Médsrészt ha
f # e, akkor p¢(ay,b,) = 0, mert csak akkor lehetne nem 0, ha (u,v) €
S¢ x Ty, de Sy x Ty minden nem f-beli éle G-ben van, mig e ¢ E(G).
Tehdt (ay,by,)-t behelyettesitve kapjuk, hogy a. = 0. Mivel ez tetszdleges
e ¢ E(Q) élre elmondhaté, igy a p.(z,y) polinomok linedrisan fiiggetlenek.
Tehat legfeljebb (n — s+ 1)(m — ¢t + 1) ilyen él lehet, mert a p. polinomok
benne vannak egy (n — s+ 1)(m — t + 1) dimenziés térben.
Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Megjegyzés: Ennyi éle lehet is a grafnak: legyen G azon A x B-beli élek
halmaza, amelyek nincsenek benne egy adott K, —s41,m—t+1 teljes paros graf-

ban. Ez kénnyen ellendrizhetoen teljesiti a feltételt.

Legyen S = {Pi,...,Pn} és legyenek P; koordindtai (a;1,..., @in).

Tekintsiik a kovetkezd Q;(x1, ..., x,) polinomokat:
n n
Qi(xl,...,acn) = Z(.’lﬁj —aij)Q —d% Z(CL‘J —aij)Q —d%
j=1 j=1

Vegyiik észre, hogy ha Q;-be a P; (j # i) pont koordinatéit helyettesitjiik
akkor 0-t kapunk, mig P; koordinatait helyettesitve d3d3 # 0-t kapunk. Ebbél
kovetkezik, hogy a @Q; polinomok linedrisan fiiggetlenek: ha > a;Q; = 0
lenne, akkor P; pont koordinatait behelyettesitve kapnank, hogy «; = 0.
Maésrészt a (Q; polinomok mind benne vannak abban a vektortérben, amit a
kovetkezd polinomok generalnak:

L @i, vy, (Z xi)xj, (Z xﬁ)Z.

n n
k=

1 k=1
Ez pedigegy 1 +n+n(n+1)/24n+1=(n+1)(n+4)/2 dimenzids tér.
Tehat legfeljebb ekkora lehet a pontrendszer.

Legyen S = {Py,..., Py} és legyenek P; koordindtai (a;i,..., aiq).
Tekintsiik a kévetkezd Q;(x1,...,xq) polinomokat:

Qi(xh . 7xd) = Z(SCJ — aij)2 — 1.

j=1

A @; polinomok mind benne vannak abban a vektortérben, amit a kovetkezo
polinomok generdlnak: 1,z1,xa,...,2q, Zle 2. A (v1,...,v;) € G**-hoz
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rendeljiik azt a k x d valtozds polinomot, hogy

Q(vl,..‘,vk)(ﬁ) = Qu, (il)sz (QQ) - Quy (Qk)v
ahol x1,Z,, ..., x; Osszesen k x d valtozé d-esével csoportositva. Legyen T' C
V(G)** egy w(G**) méretii teljes részgréfja G**-nak. Ekkor a Q,(z) (v € T)
linedrisan fiiggetlen polinomok, ugyanis beleirva az u vektorhoz tartozé k x d
koordinédtat 0-t kapunk, ha w # v, és 1-et, ha u = v. Ugyanakkor minden
Q. (z) polinom benne van abban a (d + 2)* dimenziés térben, amit a fent

megnevezett d + 2 polinom kiilonb6z6 koordindtakban vett szorzata generdl.
Tehat |T| < (d+ 2)%. 1gy

0,(G) = lim w(G*F)Y* < d+2.
k—o0

>'<
AN

6 7

Az adbran lathaté graf négyzetében a kdvetkezd cstucsok egy 10 cstcsu klik-
ket alkotnak: (1,2),(1,3),(2,4), (2,5), (3,4), (3,5),
(4,7), (5,7),(6,6),(7,1). Tehat

0,(G) > V10 > 3.
(Felhasznéltuk azt a kénnyen igazolhaté tényt, hogy

Ou(H) = lim w(H**)/* = sup(H*F)/M.)
—00
Rendeljiink minden v csicshoz egy a, € R szamot ugy, hogy ezek a
szamok mind kiilonboz6ek legyenek. Egy v csiicshoz rendeljitk a kévetkezo-
képpen definidlt @, (z) polinomot:
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ahol N*(v) a v cstics kiszomszédainak a halmaza. Egy v = (v1,...,v,) € V"
csucshoz pedig rendeljiik a

QL}(ID ce aﬁn) = Qu, (1'1) oo Qo (In)

polinomot.

Legyen S C V™ egy w(G™) méretli halmaz, melyre minden (uq,...,u,),
(v1,...,v,) € S rendezett parra létezik i, hogy (u;,v;) € E(G). Ekkor a
Qu(z) (v € S) linedrisan fiiggetlen polinomok, ugyanis beleirva a u-hoz tar-
t026 (Gyy s - - - 5 Gy, ) vektort 0-t kapunk, ha u # v, és nem 0-t, ha u = v. Mivel
minden Q,(z) polinom benne van egy (d*(G) + 1)™ dimenziés térben, igy
|S| < (d(G) + 1)™. Tehét

C(G) = lim w(G™)Y™ <d*(G) + 1.

n— oo

9.3. A kombinatorikus Nullstellensatz
alkalmazasai

3.8l Tegyiik fel, hogy
a1+ +an|a €4; (1<i<n); hlay,...,a,) # 0} < K.
Legyen S egy olyan K elemii halmaz, melyre
{a1+--+ap | a; € A; (1 <i<n); h(ay,...,a,) #0} CS.
Tekintsiik a kovetkezd polinomot:
P(ty,... tn) =hlts, ... t) [J1+ - + 10— 9).
s€S

Ekkor deg P =degh + K = " (JA;| — 1). Mésrészt P ugyanannyiadfok,
mint a
Aty .ytn)(t+ -+ )

polinom, és minden deg P-foku tagban meg kell egyezniiik, mert P-ben levo
szorzatokbdl nem keriilhet konstans egy legnagyobb foku tagba. Tehat P-ben
a t|1Al|71 . tLA"Pl egy legnagyobb foku tag, aminek az egyiitthatéja nem O.
fgy a kombinatorikus Nullstellensatz szerint 1éteznek olyan a; € A; elemek,

hogy P(aq,...,a,) # 0, ez azonban ellentmond P definiciéjdnak. Tehat

a1+ +an|a €4; (1<i<n); h(ar,...,an)#0} > K +1.
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m Tegyiik fel, hogy ca:’fl ...xk" az f polinom egy monomja. Ekkor

n p
kl k}n _ kl
g cayt...at = CH E J

acky i=1 \j=1

Legyen 0 < t < p—1. Ekkor }37_,j* =0 (mod p), ha 0 <t < p—2,
és >0 P71 = p—1 (mod p). Valéban, ha 0 < ¢ < p — 2, akkor létezik
¢ # 0, melyre ¢! # 1(mod p), mert az 2* = 1 (mod p) egyenletnek legfeljebb
t gyoke van. fgy

(=1 4=

p
j=1 =

(cj)" =Y 4" =0 (mod p),

1 j=1

mivel ¢j (j = 1,...,p) megegyezik az 6sszes maradékosztallyal. Mivel ¢t #
1(mod p), gy >°%_, j* =0 (mod p). A p— l-re vonatkoz dllitds kovetkezik
a kis Fermat-tételbol.

Tehat ha egy monomban van p — 1-nél kisebb kitevd, akkor annak az
yintegralja” automatikusan 0. Mivel n tag van és az osszfokszam n(p — 1),
igy csak annak az egy tagnak az integralja szamit, amelyben minden kitevo
pontosan p — 1.

Legyenek z1,...,x; valtozék. Minden szdmolés [F), testben torténik.
Tekintsiik a kovetkezd polinomot:

P(z) = | [Ji—a) | | [ +di — )

i<j i

[[@i—di =z +d;) (H xi> (H(m - di)> .

i<j i

Ha van egy a = (a1,...,ax), melyre P(a) # 0 akkor az éppen azt jelenti,
hogy a b; = a; — d; szamokkal egyiitt az ay, by, as, ba, ..., ax, by szdmok mind
kiilonboz6ek és egyikiik sem 0, ez éppen azt jelenti, hogy az ai,bq,...ax, by
szamsorozat valoban egy permutécid, az a; — b; = d; feltétel pedig automati-
kusan adédik b; definiciéjdbdl minden i-re. Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy
létezik ilyen a, elég megmutatni, hogy

/P= > P(a) #0,

QG]F;;

mert ekkor biztosan van egy nem 0 tag.
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Hasznaljuk a[3.9] feladat allitdsat. Vegyiik észre, hogy
deg P =k(k —1)/2+k(k — 1)+ k(k —1)/2 + 2k = 2k*> = k(p — 1).

Ezek szerint az integral csak az :cf*l ... 2P~ 1 tag egyiitthat6jatdl fiigg, vagyis
nem fiigg a d; szdmoktdl. Legyen P’ az a polinom, ahol P-ben minden d; =
1. Ekkor viszont konny(i meggondolni, hogy mi az [ P’, mert csak azon a;
vektorok szerepelhetnek benne, amiben az a;-k az S = {2,4,6,...,p — 1}
halmaz elemei. Rédadsul barmely permutéciéra ugyanazt a nem 0 szamot
kapjuk:

r= | J] G-2*) [ []G+1-9 (Hz) (H(z‘+1)>.
i£jES i,j€S ics i€s
Igy [P =[P =klr+#0, vagyis létezik a, melyre P(a) # 0.

Alkalmazzuk a [3.8] feladatot a h(z,y) = = — y polinomra és az A; =
A, As = B halmazokra. Legyen |A| = n,|B| = m. Eldszor tekintsiik azt az

esetet, amikor n # m, ekkor legyen K = n+m —3. Az (z —y)(x +y)"+tm=3

polinomban 2"~ 1y™~! egyiitthatéja:

n+m-—3 n+m—3 (n+m—3)!
— =n-m)——————.
n—2 n—1 (n—1)!(m—1)!
Ha n +m — 3 < p, akkor a fenti kifejezés nem 0 Fp-ben, igy

AYB|>K+1=n+m—-2.

Ha n 4+ m — 3 > p, akkor a kovetkezéképpen jarhatunk el: tegyiik fel, hogy
az A a kisebbik halmaz, és vegyiink egy A’ C A halmazt n’ elemszdmmal,
melyre K’ = n’+m—3 = p—1. Ekkor |A’| = | B|, mert a kisebbik halmazban

vettiik az A’ részhalmazt. Az eléz6ek szerint |A’ + B| > K'+1 = p, mésrészt

|A ¥ B| > |A ¥ B|, tehét ebben az esetben is kész vagyunk. Tehat

A+ B| > min(|A| + | B| - 2,p).

Ha |A| = |B|, akkor hagyjunk el egy elemet A-bél, igy mar nem ugyanak-
kora a két halmaz, és alkalmazhatjuk az elébbi becslést. Igy kapjuk, hogy

A+ B| > min(|A] - 1) + | B - 2,p) = min(|4] + | B| — 3,p).
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Legyen b = (b1, ...,by,). Tekintsiik a kovetkezd n véltozés polinomot:

n

P(@) = H(ailxl + ot ATy, — bz)

i=1

Ebben az z; ...z, egy maximalis fokd tag, amelynek az egyiitthatéja éppen
Per(A), ami a feltétel szerint nem 0. Ekkor a kombinatorikus Nullstellensatz
szerint tetszéleges S1,Ss,...,5, C F halmazokra, melyre |S;| = 2 minden
i-re, létezik egy = (21,...,2,) € S1 X Sy x -+ X S, vektor, hogy P(x) # 0,
ami éppen azt jelenti, hogy Az minden koordinédtaja kiilonbozik b megfeleld
koordindtajatol.

Tekintsiik a kovetkezd polinomot:

m

F)=[Ja-P@r ) - ] I] @ - ).

i=1 i=1 j#c;

ahol 6-t 4gy vélasztjuk, hogy P(cq,...,c,) = 0 legyen. Tudjuk igy vélasztani

6-t, mert
H H (ci —j) #0.

i=1jc:
Masrészt § # 0, mert az els6 tagba c-t helyettesitve 1-et kapunk. A

m

[[a- 2@

i=1

foka (p—1) ", deg P; < (p — 1)n, mig

ST I (i—9

i=1 je;

foka éppen (p — 1)n, tehat F foka is (p — 1)n. Tehét létezik egy a, melyre
F(a) # 0. Vegyiik észre, hogy a mdsodik tag minden nem cre eltiinik.
Miésrészt az els6 tag csak akkor nem 0, ha a kozos gyoke az 6sszes Pj-nek.
Tehat a egy masik kozos gyoke az Osszes P;-nek.

Tekintsiik a kovetkezd két polinomot:

2p—1 2p—1

Pi(z) = Z aix?™' Py(z) = Z Pt
i=1 i
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Py és Py-nek kozos gyoke a 0 vektor, és deg Py +deg Py = 2(p—1) < 2p—1 = n,
igy a @ feladat szerint a két polinomnak van egy masik kozos y gyokiik.
Legyen

S={i|y #0}.

Mivel Py(y) = 0 és Pa(y) = |S| a kis Fermat-tétel szerint, ezért p | |S]. Mivel
|S| nem lehet 0, és legfeljebb 2p — 1, igy |S| = p. Mivel Pi(y) = 0, igy
> icg @i = 0 megint csak a kis Fermat-tétel miatt.

Legyenek a hipersikok H; = {z | (h;,z) = r;}, ahol 1 < ¢ < k.
Tekintsiik a kovetkezd polinomot:

k n

Flz) = [[((z) =) — 6 [ (1 = 20),

i=1 i=1
ahol § tigy van valasztva, hogy F(0) = 0 legyen, vagyis 6 = (—1)* Hle 4.
Mivel a hipersikok nem fedik az 0 cstcsot, igy d # 0. Ha k < n lenne, akkor
az F f6tagjat a médsodik tag adnd: (—1)"[[;_, x;. Tehdt S; =--- =5, =
{0,1} vélasztdssal a kombinatorikus Nullstellensatz azt adnd, hogy létezik
egy a € S1 X -+ x Sy, melyre F(a) # 0. De ez lehetetlen, mert F(0) = 0
és a # 0 esetén pedig F' mindkét tagja 0: utébbi esetben a polinom maésodik
tagja automatikusan 0, mig az els6 tag éppen amiatt 0, mert minden 0-t6l
kiilonb6z6 racsponton atmegy valamelyik hipersik. Az ellentmondés mutatja,
hogy k > n.

Legyenek a sikok
Tekintsiik a kovetkezd polinomot:

k n

F(z,y,2) = [[(aiz + biy + ciz — di) = 6 [ [ (@ — i) (y — i) (z — 4),

i=1 i=1

ahol ¢ gy van vélasztva, hogy F(0) = 0 legyen. Mivel a hipersikok nem fedik
az (0,0, 0) csdcsot, igy § # 0. Ha k < 3n lenne, akkor az F' f6tagjdt a masodik
tag adna: z"y"z". Tehat S; = Sy = S35 ={0,1,2,...,n} vilasztdssal a kom-
binatorikus Nullstellensatz azt adnd, hogy létezik egy (u, v, w) € S1 X S2 X Ss,
melyre F'(u,v,w) # 0. De ez lehetetlen, mert F(0) = 0 és (u, v, w) # 0 esetén
pedig F' mindkét tagja 0. Utobbi esetben a polinom méasodik tagja automa-
tikusan 0, mig az els6 tag éppen amiatt 0, mert minden 0-tél kiilénb6zo
racsponton atmegy valamelyik sik. Az ellentmondas mutatja, hogy k > 3n.
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Minden e € E(G) élhez rendeljiink egy z. valtozét. Minden v € V(Q)
csucsra tekintsiik a kdvetkez6 polinomokat:

Pe)= Y a2 (veV(Q)).

ewwee

Nézziik az F3 testben a (P,)yev (@) polinomrendszer kozos gyokeit. A 0 kozos
gyok, masrészt ) deg P, = 2n < |E(G)| = 2n + 1. Igy a Chevalley-tétel
feladat) szerint a polinomrendszernek van még egy kozos gyoke, legyen
(Ce)ecE (@) €z a kozos gyok. Legyen

H={ec EG)|c #0}={ec E(G) | c. = £1}.

Ekkor minden v csicsra 3-mal oszthaté szamu H-beli él illeszkedik, ugyanis
Y evce ¢ = 0 csak akkor lehet F3 testben, ha 3-mal oszthaté szdmi 1-es van
az Osszeghben. Mivel a legnagyobb fokszam legfeljebb 5, igy ez a fokszam 0
vagy 3. Tehat a H-beli élek &altal feszitett graf egy 3-reguldris részgrafjat adja
G-nek.

Minden e € E(G) élhez rendeljiink egy z. valtozét. Tekintsiik a
kovetkezd polinomot:

Fiz)= ][] 1—(2%) - I a-=).
)

veV (G e:w€e e€EE(Q)

Vegyiik észre, hogy F-beli els6 tag foka n(p — 1), mig a mésodik tag foka
|E(G| > n(p — 1), mert az 4tlagfokszdm nagyobb, mint 2p — 2. Tehdt egy
legnagyobb foki tag (—1)¢(&)+1 HSGE(G) z.. Igy a kombinatorikus Nullst-
ellensatzot alkalmazhatjuk az S. = {0,1} (e € E(G)) halmazokra. Ekkor
létezik a € {0,1}F(E) melyre F(a) # 0. Vegyiik észre, hogy a # 0, mert
F(0) = 0. Mivel a # 0, az F mésodik tagja automatikusan 0. Igy az elsb tag
nem 0, hiszen F(a) # 0. Ez azonban azt jelenti, hogy minden csticsra p-vel
oszthatd olyan f él illeszkedik, amelyre ay = 1, kiilénben a kis Fermat-tétel
szerint a szorzat adott csicshoz tartozé tagja 0 lenne, igy persze az egész
szorzat is. Legyen az ilyen élek halmaza H. Mivel a legnagyobb fokszdm
2p — 1, ezért ez csak ugy lehet ha minden cstcsra 0 vagy p darab H-beli él
illeszkedik. Mivel g # 0, ez megad egy p-regularis részgrafot: H-beli élek &l-
tal feszitett részgraf megfelel (azon csicsokat nem vessziik be, melyekre nem
illeszkedik H-beli él).



10. fejezet

Spektralgrafelméleti
feladatok — megoldasok

10.1. Bevezeto feladatok

El6szor a (b) részre vélaszolunk, az (a) rész ennek konnyii kovetkezmé-
nye lesz.
Mivel

(A )ij - Qigiy Qiyig + -+ Qig_qigs

ahol iy = 4,4, = j, ezért (A¥);; éppen azon k hosszi sétdk szdma, melyek
i-ben kezdédnek és j-ben végzédnek. Specidlisan (A?);; egyenld i és j kozos
szomszédainak szamaéval, ha i # j, és megegyezik i csucs fokaval, ha i = j.

A (c) feladatra vélaszolunk elészor, az (a) és (b) részek konnyen adédnak
uténa.

Minden métrixra TrA = 3 \;, ahol A\;-k az A sajétértékei. (A sajétér-
tékek valésak, mert A valés szimmetrikus métrix.) Mdsrészt A\F éppen A*
sajatértékei. fgy SAF = TrAk. Az el6z6 feladat szerint TrA* az olyan
k hosszu sétakat szamolja meg, amelyek visszatérnek. k& = 1 esetén hurok-
él nélkiili grafban ilyen nincs. k = 2 esetén ez 2¢(G), egy élet kivilasztva
oda-vissza lépiink valamelyik végpontjabdl. k = 3 esetén éppen hatszor a
haromszogek szamat kapjuk.

(a) Mivel A(K,,) = J — I, ahol J a csupa 1 matrix. J-nek az 1 vektor
sajatvektora n sajatértékkel, igy J — I-nek is sajatvektora n — 1 sajatértékkel.
Tovébba {(z1,...2,) | > ; x; = 0} egy 0 sajatértékhez tartozé n—1 dimenzids
sajataltere J-nek. Ezért K, sajatértékei: n — 1 1-szeres multiplicitassal és
—1 sajatérték n — 1-szeres multiplicitassal.
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(b) Legyenek K, ,,, két osztélydban a cstcsok vi,... v, W1, ..., Wy,. Ekkor
A(Kpm)nek {(x1,...,&n, Y15 Um) | D@ = O,Zj yy =0t n+m—2
dimenzids altere a 0 sajdtértékhez. A maradék két sajatértéke ++/nm, me-
lyekhez tartozé sajatvektorok (£v/m, ..., £v/m,/n,...,/n).

Egyszeriien egyesitjiikk a két graf sajitértékeinek (multi)halmazdt.

Legyen A a G graf egy sajdtértéke és v = (vq,...,v,) a hozzd tartozé
sajatvektor. Ekkor tetszoleges i-re

Z v; = )\"Ui.
JEN()
Legyen k az a cstcs, melyre |vg| maximélis. Ekkor

Doel =1 > w1 < Y oyl < djugl

JEN(k) JEN(?)

Igy |A| < d. Egyenl6ség esetén vy, = v; = v, ha j € N(k). Ha k helyett
j-vel vissziik végig ugyanezt, akkor kapjuk, hogy az 6 szomszédain is v a sa-
jatvektor koordinatajanak értéke. Ezt folytatva kapjuk, hogy egy Osszefiiggd
komponensen a sajatvektor konstans. Tovabbd minden ilyen vektor d-hez
tartozé sajatvektora G-nek. fgy kapunk egy d-hez tartozé ¢(G)-dimezids al-
teret, ahol ¢(G) a G osszefiiggd komponenseinek a szdma.

Ez kovetkezik abbdl, hogy TrAkF = > )\f nemnegativ minden k-ra.
Valéban,
0<TrAF =) A < (n—DAF + (D) anl*.

Legyen k = 2r + 1. Ekkor |\,| < (n — 1)/k\;. Ezutén r-rel tartva a
végtelenbe kapjuk az allitast.

Legyen v1,v2,...,0, az A matrix egy ortonormélt vektorokbél &ll6
sajatbazisa: Av; = A\jv;. Legyen z egy tetszdleges egység hosszd vektor.
frjuk fel z-et a vq,v2,...,v, bazisban:

n
T = E Q;0;.
i=1

Mivel v;-k ortonormaltak, igy (z,z) =), a?. Tovabbé

2" Az = (Y- o)A aqwn) = (3 aiw) T (Y ashi) =

i=1
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n
2 : 2

= )\iOéi.
=1

Tehdt 27 Az = > Nia? < MY a? = A\ és z = vi-re egyenléség van.
Hasonléan zT Az = S > A > af = A\, és z = v,-re egyenldség all
fenn. Ha (z,v:) = 0, akkor a; = 0 és =T Ag = Z?:l Na? < X da? =\
és x = vp-re egyenldség van. Altaldban pedig, ha Vi a vi,v,...,v; altal
feszitett vektortér, akkor

2T Az = Ap 1
[lz||=1,2 LV}

az elézéekhez hasonlé meggondoldsok alapjan.
Csak az (a) részt bizonyitjuk, a (b) rész ugyanugy megy. Legyen

U1, V2, ..., Vs 8z A matrix egy ortonormalt vektorokbdl all6 sajatbazisa: Av; =
\ivi. Ha Uy, = span(vy, ..., vs), akkor

min vT Av = v, T Avg, = s
weUy — =
[lz]|=1

a [£.7] feladat megoldédsdban latott gondolatmenet szerint. Tehét

Ar = min vTAv < max min vT Aw.
HEGHUIC U:dim U=k HE\EIUI
v||=1 wl|=

Masrészt, ha U tetszOleges k dimenziés altér, akkor nemtrividlisan belemetsz
a Vi = span(vg, . .., vn) (n—k+1)-dimenzids vektortérbe. Legyen w € Vi;NU,
melyre ||w|| = 1. Mivel w € Vi, ezért

w? Aw < Ay
a[I.7] feladat megolddséban latott gondolatmenet szerint. Tehdt

Ar > max min v’ Av.

U:dim U=k veU
[ufl=1

Ezzel készen vagyunk.

Legyen vy, ..., v, az A matrix ortonormalt bazisa. frjunk fel minden u;
vektort ebben a béazisban: N
=) ity
r=1

Mivel az ug, ..., u, vektorok 1-hossziak, igy minden i-re

n

2 _
E ;. = 1.
r=1
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Tovabba

k k n n
T 2
E wi~ Auy = E E ArQj, = § ArYr
=1 =1 r=1 r=1

ahol
k
PYT = Z Oé?r.
i=1

Ekkor Zr ¥ = k. Méasrészt . < 1 minden 1 < r < n esetén. Ugyanis, ha
kiegészitjiik az ui,...,us vektorrendszert uy,...,u, ortonormélt bazissa és
ebben felirjuk a v, vektort, akkor

miatt
n k
1= (u,0)?=) ol 2> af =
i i=1 i=1
Mé4srészt Zle Aryr maximuma 7y, = k és 7, < 1 feltételek mellett éppen
k
Zi:l Ai

Legyen B = Y1 | Aiv;ol . Mivel a v; vektorok ortonormalt vektor-
rendszert alkotnak, igy Bv; = Av; = Av;. Tekintsiik azt a V' mdtrixot,
melynek oszlopai a v;-vektorok. Az elézéek szerint BV = AV. Masrészt V
oszlopai linearisan fliggetlenek, mert ortonormalt vektorrendszert alkotnak.
fgy V invertalhatd, ebbdl pedig kovetkezik, hogy A = B.

n
Ak: E )\f’l)i’l}iT
i=1

kovetkezik az el6z6 allitdsbdl és abbdl, hogy v;-k ortonorméltak.

(a) Legyen G = (A, B, E) péros graf, és legyen A egy sajatértéke, és egy
hozza tartozé sajatvektor xz. Ekkor tetszoleges v csticsra Az, = ZueN(v) Ty
Tekintsiik azt az y vektort, melyre y, = x,, hav € A, és y, = —x,, hav € B.
Ekkor kénnyen lathatéan —\y, = Y e N(w) Yu minden v csticsra. Tehat y egy
—A-hoz tartozé sajatvektor. Valéjaban a leképezesiink egy linedris bijekcid a
A-hoz tartozd sajataltér és a —A-hoz tartozd sajataltér kozott, igy A és —A
multiplicitdsa megegyezik.

(b) Legyen v = (v1,...,v,) a A\y-hez tartozé egység hosszu sajatvektor. Le-
gyen v* = (|v1],...,|vs|). Ekkor

A=A = vl Ay = Zaijvivj < Zaij|vi\|1}j| =T Av* < ).

,J 4,9
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Ebbél kovetkezik, hogy mindenhol egyenléség kell dlljon a becslésben, és v* a
A1-hez tartozé sajatvektor (l4sd afd.7] feladat megolddsét). Mivel G 6sszefiig-
g6, ebbdl kovetkezik, hogy v*-nak nincs 0 eleme, igy persze v-nek sem. Abbdl,
hogy egyenldség all az elsé becslésben kovetkezik, hogy minden a;;v;v; elem-
nek az el6jele negativ, melyre a;; # 0. Igy az

A={ieV(G) |v; >0} és B={ieV(Q) | v; <0}
halmazokon beliil nem fut él, vagyis ez megadja a graf egy 2-szinezését.

(c) Tekintsiik a G = K3 3 U K4 grafot. Ekkor G spektruma {32,0%, —13, -3}
(a kitevSk a multiplicitdsok), de nem péros graf.

Legyenek A(G) sajdtvektorai vy, ..., v, Ugy megvilasztva, hogy orto-

gondlisak, és v1 = 1. Ekkor A(G)1l = (n—d—1)1, vagyis n —d — 1 sajatérték.

Tovédbba A(G) + A(G) =1 —J,igy i > 2-re (A(G) + A(G))vi = (I — J)v; =
—v;, mert v; és 1 ortogondlisak. Tehdt A(G)v; = —v; — A(G)v; = (—1—X\;)v;.
Tehdt v; a G-nek is sajatvektora, mivel ez n darab ortogonalis vektor, igy

megtalaltuk az 6sszeset. Tehat G sajatértékein—d—1,—1—Xo,...,—1—\,.

Tekintsiik det(x] — A)-t és ebben a nem 0 kifejtési tagokat. Minden
egyes kifejtési tagot megfeleltethetiink egy permutacionak. Ebben a permuta-
ciéban a fixpontoknal x-et valasztunk ki az atlobdl. Tekintsiik a permutacio
tobbi ciklusat, ez megad egy (—1)*a;,i, @iy, - - - @i, alakt szorzatot, ahol
i1,...1; mind kiilonb6zé. Egy ilyen szorzat azonban majdnem mindig O,
mert egy fdban nincsen kor. Csak az lehet, hogy k& = 2 és a;,4,04,:, Szorzatot
vélasztottunk ki, ami nem 0, ha i; és iy szomszédos. Tehdt det(z] — A) nem
0 kifejtési tagjai tigy néznek ki, hogy néhany fiiggetlen élet, mint 2-hosszi
ciklust valasztunk és a tobbi elem z a f64t16bol. Minden egyes 2-hosszu ciklus
a permutdcié eléjelét (—1)-gyel szorozza, igy

n/2
det(zl — A) =Y (=1)/m;(T)a" .
j=0

(a) Legyen Gy = K14, Go = K32 U K;. Ekkor G; és G2 spektruma is
{2,03, -2} a4.3|feladat (b) része szerint.
(b)

Az &brén lathaté fak megfelelnek: a karakterisztikus polinomja mindket-
tének x® — 725 + 92%. Valéban, a feladat szerint elég ellendrizni, hogy
mi(T;) =7 (i=1,2) és mao(T;) =9 (1 = 1,2), mz-t6l meg minden 0.
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Legyen Mg a G graf csics-€l incidenciamatrixa. Vegyiik észre, hogy
ekkor az L graf adjacenciamatrixédra teljesiil, hogy

A(Lg) = ME Mg — 21,,.

Tehdt A(Lg)+21,, matrix pozitiv szemidefinit, igy A (Lg) > —2. Ham > n
akkor k(M M¢) < rk(Mg) <mn < m, igy A(Lg)-nek sajtértéke a —2.

10.2. Grafszorzatok, graftranszformaciok

4.16 (a) Megmutatjuk, hogy G (k) spektruma {kuy, kpa, . .., kit,, 0F~D"},
Legyen z egy \ sajatértékhez tartozd sajatvektor. Ekkor minden v csicsra
ALy =D ,eNg(v) Tu- Tekintsik azt az & vektort G(k)-hoz, melyre T, = .,
ha v’ € K(u), ahol K(u) az u csticshoz tartozo fiiggetlen halmaz. Ekkor

ki = > @,

uENG k) (v)

hiszen minden csicsot k-szorosara fajtunk. Legyen V azon vektorok altere,
melyeknek minden kupacon a koordinatak ¢sszege 0. Ekkor V' a 0 sajatérték-
hez tartozé n(k — 1) dimenzids altér, hiszen y € V' esetén minden v’ € K(v)
csucsra

Z Yu = Z Z Yy = Z 0:0:0'11/71/.

uENg (k) (v) uENg((v) v €K (u) uENgG(v)
Vegyiik észre, hogy ha vy, ..., v, ortogonalis sajdtbazisa a G-hez tartozé ad-
jacenciamatrixnak, akkor 01,...,0,, V paronként ortogondlisak. Mivel 6ssz-

dimenzidjuk nk, igy megtaldltuk G (k) minden sajatértéket.

(b) Ugyanezen sajatalterek megfelelnek, a hozzajuk tartozé sajatértékek ez-
uttal
{kpy +k — 1kpuo +k —1,. ..k + k —1,(=1)k=Dny,

(a) Megoldés:
(kA kda, . ke, kdE D kdlEY L kdFEY)
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(b) Megoldés:
{kA, KX, o kA, kdy + 157D kdy + 15D kd, 4+ 1¢-D}, Ez mér ko-
vetkezik az (a) részbél a feladat miatt.

Megmutatjuk, hogy a sajatértékek \;u;, ahol A; végigfut G, sajat-
értékein, p; pedig végigfut Go sajatértékein. Legyen A egy Gi-hez tartozd
sajatérték z sajdtvektorral, 4 pedig Ga-hez tartozé sajatérték y sajdtvektor-

ral. Ekkor
ATy, = Z Ty €S WY, = Z Yz
wENg, (u) zENG, (v)

Legyen z ® y az a vektor, melyre x ® y(u,v) = x,¥, minden (u,v) € V(G x
G32) esetén. Ekkor

Z l®g(w’z) = Z TwYz =

(w,2)ENG, x Gy ((u,0)) (w,2)ENG, xG, ((u,0))
= Z Ty Z Yo | = Azypiyy = Az @ y(u, v).
wENg, (u) 2ENG, (v)
Tehdt x @y egy Au-hoz tartozé sajatvektora GG X Ga-nek. Ha z1, ..., z, or-
togonalis sajatvektorai G; adjacenciamatrixanak Aq, ..., A, sajatértékekhez
és y1,...,Ym ortogondlis sajatvektorai G2 adjacenciamdtrixdnak g1, ..., tm

sajatértékekhez, akkor z; ® y; (1 < ¢ < n,1 < j < m) kénnyen ellendrizhe-
t6en paronként ortogondlis, A;u;-hez tartozé sajatvektorok. fgy megtalaltuk
az Osszes sajatértéket.

Az €l6z6 feladat megolddsdhoz hasonléan az x; ® y; vektorok lesznek
1 %G sajétvektorai. Ezuttal azonban A 4+ A +p; lesznek a hozz4 tartozé
sajatértékek.

Az el6z6 két feladat megoldasdhoz hasonléan az z; ® y; vektorok
esznek G10G> sajatvektorai. Ezittal azonban A;+p; lesznek a hozza tartozé
sajatértékek.

10.3. Spektralsugar-becslések
Ez az egyenlGtlenség trividlisan adédik abbdl, hogy

AG) = Hréll?iclgTAx = rilaiclz | Z TiTj.
i<j4,(i,j)EE(G)
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4.22, (a) Az els§ egyenlStlenség kovetkezik abbdl, hogy K p részgrifja
G-nek, igy VD = MK1.p) < MG) a b) és feladat megolddsat fel-
hasznélva.

Legyen z a A = A(G)-hez tartoz6 egyik sajatvektor. Legyen v egy olyan
csucs, melyre x,, maximalis. Ekkor

AT, = Z Xy < d(v)xy < Day,.
uEN (v)
Tehdt A < D.
(b) Legyen v az a vektor, mely minden koordindtdban 1/+/n. Ekkor ||v|| = 1,
igy el
M =0T Av < max zT Az = AMG).

n llzll=1
A felsé becslés a kovetkezképpen adddik: legyen A(G) = Ay, ..., A\, az Gsszes
sajatérték. Ekkor

n

" 2 " 2
- (-3 = () o0y

=2

= (n—1)(2e(G) — \3).
(Felhaszndltuk, hogy >, A, = 0 és >, A7 = 2¢(G), lasd az feladatot.)

Atrendezés utén kapjuk az allitast.

Legyen v az a vektor, mely minden koordindtdban 1/+/n. Ekkor ||v|| =
1, igy

Legyen z a G graf legnagyobb sajitértékéhez tartozé egységhosszi
nemnegativ sajatvektor. Ekkor

MNG) = 2T A(G)z,

ahol A(G) a G graf adjacenciamétrixa. Hasonléan, legyen A(G;) a G; graf
adjacenciamétrixa. Ekkor A(G) = A(G1) + A(G2). (Ha az uniét nem mul-
tigrafként értelmezziik, akkor A(G) < A(G1) + A(G2), ahol az egyenlétlen-
séget elemenként értelmezziik.)

MG) = 2T A(G)z < 2T A(G1)z + 2T A(Go)z <
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< IImI?}(ly TAGy)y + HmHaXIZ TA(G9)z = MG1) + A\(G).
sy

Felhasznaltuk a [4.7] feladat allitésat.

Legyenek a T fa sajatértékei Ay > --- > A,. Mivel T egy péros graf, igy
An = —\1 affI]] feladat szerint. Felhasznalva a [L.2] feladat allitasdt kapjuk,
hogy

2(n — 1) = 2¢(G Z/\2>2/\2

fgy A1 < +v/n — 1. Egyenl6ség fenndllhat: K, csillag legnagyobb sajatér-
téke v/n — 1 al4.3(b) feladat megoldésa szerint.

10.4. Grafparaméterek becslései

.26 Legyen X és arakterisztikus vektora z, illetve y. or e(X, =
4 L X és Y karakterisztik k ill y. Ekk XY

gTAg. frjuk fel x-et és y-t az A métrix egy ortonormalt sajétbazisdban:

n n
£=§ ;v és y=§ Bivi,
=1 =1

ahol v

v1 T Ekkor |X| = (z,2) = >, a? Y| = (v, y) = >, 52 tovabba
= (@,m1) = |X|/ 7 & i = Y]/ /. Végil

e(X,Y) Zam )T A( Zml > B

Vegyiik észre, hogy \ay 81 = %. fg‘y

z‘Olzﬂi

‘S(va) _ x|y ‘ _
n

< AZ || [Bi] <
i=2

n n n 1/2 n 1/2
Al P23 8,2)172 < (z w) (z W) -
=1

=2 =2 =1

= x|y
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Megjegyzés: Ugyanez a bizonyitas azt is mutatja, hogy
d|X||y X2\ "? Y2\
n n n

is teljestil.

(a) Alkalmazzuk a[L.7] feladat &llitésat a Laplace-matrixra. (A feladat
allitdsa az adjacenciamatrixra vonatkozott, de a feladat megoldasa mutat-
ja, hogy valéjdban tetszoleges valds, szimmetrikus matrixra igaz a feladat
allitdsa.)

p = max z’ L(G)zx = max, z (z; — x5)2.
z||=1 x||=
Izl lall=1, £

Tekintsiik azt az u vektort, melyre u, = —b, hav € A, ésu, = a, hav € V\ A.
Ekkor

Z (zi — ;) = e(A,V\ A)(a+b)?=e(A,V\ A)n?
(4,9)€E(G)

Tovébbé ||ul|? = ab® + ba? = nab. Igy
e(A,V\ A)n? = T L(G)u < p1||ul|? = pinab.
Ebbél adddik az (a) rész allitdsa.

(b) Mivel a G graf d-reguléris, igy i1 = d— A,. Igy az (a) rész eredményéhél
kapjuk, hogy

(=

a

(A, V\A) € (d=2) 2 < (d= )T

n

Megjegyzés: Erddés Pal nevezetes észrevétele, hogy egy grafnak mindig van
olyan vagasa, amely az éleknek legalabb a felét tartalmazza.

Alkalmazzuk a feladat (a) részének eredményét arra a vagdsra,
ami egy «(G) méretii fiiggetlen halmaz és a t&bbi cstics kozott megy. Ekkor
e(A,V\ A) =da(G). Mésrészt pu; =d — \,. Igy
o(@)(n — (@)

n

da(G) = e(A, V\ A) < (d — \y)

Ebbdl atrendezés utan kapjuk, hogy

—nA\p,
d— M\,

a(G) <
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Legyen S egy a(G) méretii fiiggetlen részgraf G-ben. Legyen V, azon
vektorok halmaza R™-ben, melyek tartéja S. Ekkor dimV, = |S| = «(G).
Legyen v1, ..., v, ortonormalt vektorokbdl 4116 sajatbézisa A = A(G)-nek és
legyenek Ay > --- > A, a hozzatartozé sajatértékek: Av; = \jv;. Legyenek
U1,...,V; azon vektorok, melyre A; > 0. Legyen V, = <g li=1,.. .,k:>.
Ekkor dimVy =n —n_. Ha a(G) > n_ lenne akkor lenne 0 # u € V, N V.
Legyen v = pivi + -+ + Bpvn. Ekkor ul Ay = Zle X2 > 0. Mésrészt
u € S miatt uT Au = 2Z(i,j)eE(G) u;u; = 0 ellentmondds mutatja, hogy
a(G) < n_. Hasonléan adédik, hogy a(G) < n..

10.5. Erosen regularis grafok

Az A% + (u — M)A — (k — p)I = pJ azonossig adédik abbél, hogy
A?-ben az atléban a fokszdmok vannak, két kiilob6z6 csticsnal pedig a kozos
szomszédok szama, amely most A vagy p attdl fiiggéen, hogy Gssze vannak-e
kotve vagy sem. Legyen v = (v1,...,v,) egy sajdtvektora A-nak: Av = dv.
Ekkor

(0% + (= N0 = (k = p))v = pJu.

Az i-edik koordinatakat 6sszehasonlitva kapjuk, hogy
(0 + (n= N0 — (k= w)vi = p Yy vi.
i=1

Ha 92 + (u — N9 — (k — p) # 0, akkor minden v; megegyezik, igy v = ¢ - 1
vektor. FEz valéban sajatvektor, méghozza a k sajatértékhez tartozik. Ha
92+ (u— N9 — (k — p) # 0, akkor megoldva a masodfoki egyenletet kapjuk,

hogy

g AT rEV (=N 4k —p)
1,2 = B .

Legyen f és g a 91 és 95 sajatértékek multiplicitdsa. Ekkor

1+ f+g=n,
mert Osszesen n sajatérték van és
E+ fo1+g92=0,
mert a sajatértékek osszege 0. Ebbol kapjuk, hogy

_, 2k + (v =)A= p)
f’g_2< ' \/(Au)2+4(ku)>'
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Megjegyzés: mivel f, g multiplicitasok, ezért nemnegativ egész szamok. Ez
nagyon erds feltétel az (n, k, A\, u) szdmokra. Ez az tn. integralitdsi feltétel.

4.31 (a) A Petersen-graf erésen reguldris graf (10,3,0,1) paraméterekkel.
A feladatot alkalmazva kapjuk, hogy a spektruma {3,15, —24}.

(b) A Paley-graf erdsen reguldris graf (p, pT_l, pT_5, pT_l) paraméterekkel. Eb-
bol kapjuk, hogy a sajatértékei p—;l 1-szeres multiplicitdssal és # pedig

(p — 1)/2 multiplicitassal.

4.320 Felhasznéljuk a feladat allitdsat, mely szerint A% + (u — \)A —
(k — p)I = pJ. Mésrészt 2% + (u — N)a — (k — p) = (z — 91)(z — J2), hiszen
¥1,2 éppen ezen masodfoki egyenlet két gyoke volt. Tehat

(A - 191])(14 - 192]) = ,uJ
Szorozzuk meg mindkét oldalt az 1 vektorral. Ekkor kapjuk, hogy
(A= 011)(A—2D)1 = (A= V1 I)(k —V2)1 = (k= 1)(k — J2)1,

illetve
pJ1l = punl.
fey
4.33] Eldszor vizsgdljuk azt az esetet, amikor
V(A = p)? + 4(k — p) raciondlis, azaz egész. Ekkor

Dio=5 (A= pt AP+ G )

raciondlisak, és mivel egy 1 féegyiitthatds egész egyiitthatos polinom gyokei,
ezért egészek.

Ha /(A — )2 + 4(k — p) nem raciondlis, akkor az

I 2k + (v —1)(A — p)
ﬂg_?( kFJOuP+Mkm>

csak akkor lehet egész, specidlisan raciondlis, ha 2k + (v — 1)(A — ) = 0.
Mivel 0 < k < v — 1, ezért csak hdrom lehetSség van: k = 0,4 (v —1),v — 1.
Az els6 és utolso esetben G iires, vagy a teljes graf, ekkor azonban egészek a
sajatértékei. Ha k = %(v — 1), akkor  — A = 1. Haszndljuk fel még, hogy
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(w—k—1Dp=Fkk—X—1). Most v —k —1 =k, igy p = k—X—1. Igy
2u=A+1)+(k—A—1) =k, azaz p = 1(v — 1) és A = (v — 5). Tehdt
ekkor G konferenciagraf.

Legyen G egy (p, k, \, 1) paraméterti erésen reguldris graf, ahol p prim.
Ha nem minden sajatérték egész, akkor az el6z6 feladat szerint G konferen-
ciagraf, és készen vagyunk. Megmutatjuk, hogy ha G-nek minden sajatértéke
egész, akkor iires vagy teljes graf, amit a feladat feltevése kizar.

Mivel egy erésen regularis graf komplementere is erésen reguléris, elég
beldtni, hogy ha k < (p — 1)/2, akkor G iires graf. (Egy reguldris egész
spektrumu graf komplementerének is egészek a sajdtértékei.) Haszndljuk fel
a feladat allitasat: (k — 91)(k — ¥2) = pu. Mivel minden szdm egész,
ezért

p | (k—=71)(k —J2).
Mésrészt |k—1|, |[k—da| < 2k < (p—1). Igy csak az lehet, hogy (k—11), (k—
¥2) valamelyike 0. Ekkor (k — ¢1)(k — ¥2) = pp miatt p = 0. Ez csak akkor
lehet, ha G néhdany ugyanakkora méretii teljes graf unidja. Mivel p prim, ez
csak K, vagy pK; lehet. El6bbiben viszont a fokszdm p—1 > (p—1)/2. Igy
csak az utébbi lehet, vagyis G az iires graf, vagyis ellentmondasra jutottunk.

4.350 (a) A (v—k—1)u = k(k—X—1) Osszefiiggésbe helyettesitve A =0, u =1
értékeket kapjuk, hogy v = k2 4 1.

(b) Ha G konferenciagréf, akkor p = 1 miatt v = 5,k = 2. Ezeknek a
paramétereknek az 5 hosszi kor meg is felel. Ha G nem konferenciagraf,
akkor a sajatértékei egészek, vagyis

%(_14-¢4k—3)

egész, azaz 4k — 3 = s% valamilyen s egész szédmra. Ekkor k = i(s2 + 3).
Tovabbaé az
1 2k+ (v —1)(A—
fg= <v1¢ (v =D —p) )

VO = )2+ 4k — p)
képletbe el6bb k-t beirva majd k-t kifejezve s-sel kapjuk, hogy

1 2+3 2 322-3_ (822-3)2

S

fig=-|(—) +2————— 7~
2 4 S

Tehat
$9 465>+ 9s + 8(s* +3) — (s + 3)*
32s

f=
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egész. Mivel 32f is egész, igy (8 -3 — 32)/s is egész, azaz s | 15. Az s =
1,3, 5,15 értékekre kapjuk, hogy k = 1,3,7,57. Tehat k az 1,2, 3,7, 57 értékek
valamelyike.

(c) Az els6 négy értékre létezik megfelels graf, sét egyértelmiiek: Ko, Cs
Othosszu kor, Petersen-graf és az in. Hoffman—Singleton-graf. Nyitott, hogy
létezik-e (3250,57,0,1) paraméter(i erésen reguldris graf. (Természetesen a
feladat kérdésére mindenki a sajit tuddsdnak megfeleléen valaszol.)

A (v—k—=1)p=k(k—X—1) osszefiiggésbe helyettesitve A = 0, =
2 értékeket kapjuk, hogy v = 1k(k + 1) + 1. A keresett graf nem lehet
konferenciagraf, mert A — y = —2, nem pedig —1. Igy a saJatertekel egészek,
vagyis /(A — )2 + 4(k — p) \/4 — 1) egész szam. ley k=72 +1.

Megjegyzés: r = 1,2, 3 esetén létezik ilyen graf: Cy (4,2,0,2) paraméter,
a Clebsch-graf (16, 5,0, 2) paraméter(i, a Gewirtz-graf (56, 10,0, 2) paraméte-
rii erésen regularis grafok.

Tegyiik fel, hogy sikeriilt K;¢-et felbontani hdrom éldiszjunkt Petersen-
graf unidjara. Legyen az adjacenciamétrixuk A, B, C'. Ekkor J— I A+B+
C. Az 1 vektor mindegyiknek sajatvektora: A1 = Bl = C1 = 3-1. Minden
maés sajatvektor merOleges 1-re. A Petersen-graf sajatértékei {3, 15, —241.
Tekintsiik az A-nak és a B-nek 1 sajétértékhez tartozé 5-dimenziés Vy, illetve
Vi sajatalterét. Ezek merolegesek 1-re, igy egy 9-dimenzids térben vannak.
Mivel dim V4 + dim Vg = 10, igy van nem trividlis metszetiikk: 0 # u €
Vi N Vg. Ekkor

Cu=(J—DNu—Au—Bu=-u—u—u=(-3)u,

vagyis a —3 sajatértéke C-nek. Madsrészt —3 nem sajatértéke a Petersen-
grafnak, igy C nem lehet egy Petersen-graf adjacenciamétrixa, ellentmondas.

Megjegyzés: Tegyiik fel, hogy felbontottuk a Kig-et két Petersen-graf és
egy G graf éldiszjunkt unidjara. Ekkor az el6z6 megoldds szerint G-nek —3
sajatértéke. Megmutathatd, hogy G Osszefiiggd, ami azzal ekvivalaens, hogy
G nem K4 U K3 5. Ekkor G péros graf, mivel 3-reguldris (vagyis a 3 a legna-
gyobb sajatértéke) és —3 sajatértéke.

10.6. Laplace-sajatértékek

Legyen 1 a csupa 1 vektor. Ekkor L(G)l = 0, igy a 0 sajatértéke
L(G)-nek. Megmutatjuk, hogy minden mds sajatértéke nemnegativ, vagyis
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L(G) pozitiv szemidefinit, tehét 0 a legkisebb sajatérték. Ez valoban teljesiil,
mert tetszoleges x vektorra

2T L(G)z = Z (z; —x;)* > 0.
(,9)€E(G)

Vegyiik észre, hogy L(G) + L(G) = nI — J. Legyen vi,...,v, orton-
ormélt sajatbazisa L(G)-nek, ahol v, = ﬁl. Nyilvdn L(G)v, = 0, {gy a 0
marad a sajatértéke. Ha ¢ # n akkor v; ortogonalis vy,-re azaz 1-re, igy

L(@)vi = (nI ~ J — L(G)); = nwi — 0 — v = (n— i)

Tehat L(G) sajatértékei n — pu1,...,n — pin_1,0.

Az iires graf Laplace-spektruma {0"}, igy a[4.39]feladat szerint L(K,,)
spektruma {n"~1,0}. (A kitevék a megfelels sajatértékek multipliciatésa.)
A K, ,, komplementere K, U K,,, aminek a Laplace-spektruma a fentiek
szerint {n"~1,0} U {m™ 1 0}. Igy a feladat szerint K, ,, spektruma
{n+m,n™ 1, m"=1 0}. (A kitevék a megfelels sajatértékek multiplicitdsa.)

Az (a) 4llitas egyszerlien kovetkezik abbdl, hogy G azon feszitofdi,
melyek nem tartalmazzék az e élt, megfelelnek G — e feszit6fdinak, mig azon
feszit6fak, amelyek tartalmazzdk az e élet, kolesonosen egyértelmiien megfe-
lelnek G/e feszitéfdinak mégpedig gy, hogy minden egyes ilyen feszitéfdban
az e élet dsszehtizva éppen G/ e egy feszitéfajat kapjuk, és ez visszafelé is igaz.
A (b) allitast tetszbleges G multigrafra bizonyitjuk az élek szdméra vald
indukcioval. Az iires grafra az allitds nyilvanvaléan igaz. Tegyiik fel, hogy
az n-edik csicsnak megfeleld oszlopot és sort toroljiik. Két esetet fogunk
megkiilonboztetni aszerint, hogy v,, izolalt pont vagy sem.

1. eset. Tegyiik fel, hogy v, izoldlt cstics G-ben. Ekkor 7(G) = 0. Mésrészt
det(L(G)n) = 0 szintén teljesiil, mert az L(G), oszlopainak az &sszege a 0
vektor, igy a determindns 0. Tehat ebben az esetben készen vagyunk.

2. eset. Tegyiik fel, hogy v,, nem izolalt cstics, feltehetd, hogy e = (v,,—1,vy,) €
E(G) (az is lehet, hogy tobb ilyen él van, mert G multigraf). Legyen [, _; az
(n — 1)-edik sorvektora L(G),-nek, és legyen s = (0,0,...,0,1) az a vektor,
amely (n — 2) darab 0-bdl és egy darab 1-esbdl &ll. Tekintsiik azA,_; és
B,,_1 métrixokat, amelyeket ugy kapunk L(G),-b6l, hogy utolsé sorvektorat
lecseréljiik az [, _; — s, illetve s vektorokra. Ekkor

det L(G),, = det A1 + det B,,_1.
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Vegyiik észre, hogy A,—1 = L(G—e),, mivel G—e grafnak 1-gyel kevesebb éle
van, mint G-nek, igy indukciéval kapjuk, hogy det A,,_; = det L(G — ¢),, =
(G —e).

Maésrészt, det B,,_1 = det A,,_2, ahol A,,_5 = L(G){n_lm}. Vegyiik ugyan-
is észre, hogy A,_o semmi mds, mint L(G/e),, ahol u az n — l-edik és n-
edik csics 6sszehizdsdval kapott csics. Mivel G/e-nek 1-gyel kevesebb éle
van, mint G-nek, igy indukciébdl kapjuk, hogy det A,,_o = det L(G/e),, =
7(G — e). Tehat

det L(G),, = 7(G —e) + 7(G/e) = 7(G).

Legyen det(zI—L(G)) = 2" —ap 12" +an 22" 2+ +(=1)""tajo+
(=1)"ag. Mésrészt a karakterisztikus polinom gydkei éppen a sajétértékek,
fgy det(zl—L(G)) = (x—p1) ... (x—prn—1)(x—ptn) = (x—pu1) . .. (T— ptn—1),
mivel p1,, = 0. Tehdt ap = 0 és a1 = [[;_, p;. Mdsrészt a mdtrixos alakot
hasznalva kozvetleniil latjuk, hogy

a; = Z det L(G)“
i=1

hiszen a f64t16bdl egy z-et vélaszthatunk és a maradék (n — 1) x (n — 1)-es
matrix determindnsat. A feladat szerint ez tetszéleges i-re éppen 7(G).
Igy a1 = n7(G). Tehdt nt(G) = a; = H:-:ll L

[4.43 (a) A [4.40|feladat szerint L(K,,) spektruma {n"~1,0}. A feladat

szerint

1 e 1 n—1 n—2
T(Kn):EHui:ﬁn =n""".
i=1

(b) A feladat szerint K, ,,, Laplace-spektruma {n +m,n™~1, m"~=1 0}.
Tehat az4.42] feladat szerint

1 n+m—1
. I | o aam—1_n—1
T(Krum) - n + m 11 Hi =1 m .

Elészor tekintsiik a graf komplementerét, ez nem més, mint K,, UK,,U
Ky, Afeladat szerint ennek a spektruma {a‘fl_l, agrl, e ,azk_l, 0%}.
(A kitevék a megfelel6 sajatértékek multiplicitdsa.) Tehdt a feladat
szerint a feladatban szereplé graf Laplace-spektruma {(n — a;)® =%, (n —
a2)®"t . (n — ap)®* 1 nk1 0}, Igy a feladat szerint a graf feszi-
t6fainak szama [[5_, (n — a;) 1 - nk=2.

Valdjaban ez a [£.44] feladat speciélis esete n — k darab 1 elemfi és egy
darab k elemi osztéllyal, igy csak be kell helyettesiteni az ott adédé képletbe:
(n _ k)kflnnfkfl.
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Legyenek ey, ea, . .., ex a feladatban szerepl6 k fiiggetlen él. Legyen S a
K, 6sszes feszit6fainak halmaza. Legyen A; azon feszit6fik halmaza, melyek
nem tartalmazzék az e; élet. Ekkor mi éppen S\ UF_; A; halmaz elemszamat
szeretnénk meghatdrozni. A logikai szita szerint

k

[SNUL A =) (D7 D AN N4,

i=0 1< <di

b

ahol az ¢ = 0-hoz tartozé tag |S|. Vegyiik észre, hogy A;, N---N A;, éppen
a K, \{ej,,...,ej} feszit6fdinak halmaza. Erre alkalmazhaté a feladat
eredménye ¢ darab 2 és egy n — 2¢ darab 1 elemi osztallyal:

|Aj1 N---N Aji| =(n— 2)inn7i72.
Tehat
NG -
[\ U, 4] = Zuy(i) (n — 22 =
i=0
= (n — (n _ 2))knn—k—2 — ann—k—Q.

Tehdt a keresett szém 2Fnn—F—2,

A feladat gondolatmenetét fogjuk kévetni. Legyenek eq, es,. .., ex
a feladatban szerepld csillag élei. Legyen S a K, Gsszes feszit6fainak halma-
za. Legyen A; azon feszit6fék halmaza, melyek nem tartalmazzak az e; élet.
Ekkor mi éppen S\ UF_, A; halmaz elemszamat szeretnénk meghatarozni. A
logikai szita szerint

k

ISNUL Al =D (=07 D0 A N A

i=0 J1<<gi

ahol az ¢ = 0-hoz tartozé tag |S|. Vegyiik észre, hogy A;, N---NAj, éppen a
K, \{ej,,...,ej,} feszitéfdinak halmaza. Ennek a grafnak a komplementere
Ki;U(n—i+ 1)Ky, igy a feladat szerint a Laplace-spektruma {i +
1,171 0"}, Teh4t szerint K, \ {ej,,...,e;, } Laplace-spektruma {n —
i—1,n—171 nr=i=1 0} {gy a feladat szerint

|Aj1 n---N Aj,i| = (n — 17— 1)(’/1 — 1)i—1nn—i—2.
Tehat

k
ISV Al =D (-1 (k) (n—i—1)(n— 1)~ =2 =

N 1
=0
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=0
& ; . i1 m—i—
- ;(—1)1@)@(71 1)i~lpn=i=2 =
- by —1—2 - i i—1, n—i—2
= g(—l)’ (f) (n—1)'n - ;(—1) (I:)z(n 1)"n —
=(n—(n—1)n"*2 é(—l)ilz (f - 11)2( 1)i=tpn=i=2 =
=n"h 2 g zﬁ:(_mi (’;_ 11> (n—1)"tp"72 =

- k-1

n—k—2 ] - i n—i—3

=n +k 1J< . >n17n I8 =

() e
j=

_ nn—k—2 4 k(n _ 1))k—1nn—k—2 _ (k 4 1)nn—k—2.

(n—
Tehat a keresett szam (k + 1)n"+=2.

A 4.31)(a) feladat szerint a Petersen-graf adjacenciamatrixdnak spekt-
ruma {3,1°, —2%}, {gy a Laplace-spektruma {0, 25,5}, hiszen L(G) = 31 —
A(G). Tehdt a feladat szerint a Petersen-graf feszitéfdinak szdma 752°5*
= 2453 = 2000.

A b) feladat szerint a Petersen-graf adjacenciamdtrixédnak
- -1)/2 _q_ —1)/2
spektruma {251, ZEVEPTV2 Syl

—1)/2 —1)/2
(0,282 pe BT i o0 (@) = 5T — A(G). Tehdt a 142
feladat szerint a Paley-graf feszitéfdinak szama

1<p_ﬁ><p1>/2 <M><p1>/2 ) % <p(pl)>(p1)/2'

P 2 2 4

}, {gy a Laplace-spektruma

4.50L Legyenek G Laplace-métrixdnak sajatértékei ui(G),..., pn_1(G),
wi(G) = 0. Ekkor a feladat szerint G Laplace-méatrixdnak sajatérté-
kei n — p1(G),...,n — pun—1(G),0. A feladat szerint G fesz{téfainak
szamara fenndll, hogy
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Tehat
. 1 n—1 . 1 n—1 1
T(G) = n H 1i(G) = n H(n - 1i(@)) = EL(G’ n).
i=1 i=1

Legyenek L(G) sajatértékei pq, ..., pin—1,0. Ekkor az L(G)+xJ sajat-
értékei p1, ..., hn—1,nx, mert ha vy, ..., v, ortogondlis sajitbédzisa L(G)-nek,
ahol v, = 1, akkor

(L(G) + zJ)vi = L(G)vs = pivi,

ha1l<i<n—1¢é (L(G)+zJ)v, = znv,. lgy

n—1
det(L(G) + xJ) = H wi - nx =nr(G)zx.
i=1






11. fejezet

Valb6szintliségszamitasi
modszerek a
kombinatorikaban —
megoldasok

11.1. Varhato érték és valtoztatott véletlen

Tekintsiik a kovetkez6 valosziniliségi mezot. Legyen A és B két diszjunkt
halmaz, és tegyiink minden v € V(@) csticsot 1/2 —1/2 valészintliséggel A-ba
vagy B-be. Igy (A, B) megadja a G grafnak egy véletlen végdsdt. Legyen
X a keresztbe mend élek szdma. Egy f € E(G) él esetén legyen Iy annak
az eseménynek az indikator valdszinliségi valtozdja, hogy az f él két vég-
pontja kiilénb6zé halmazokban van, vagyis Iy pontosan akkor 1, ha f benne
van a vagasban. Tehat X = ZfGE(G) I;. Egy adott f él esetén annak a

valészinlisége, hogy keresztbe megy, 1/2. fgy

EX=RE| Y If|= ) EI=

feE(G) fEE(G)

1 e@)

= Z Pr(f keresztbe megy) = Z 5= 5
fEE(G) FeBG)

Tehdt X vérhato értéke e(G) /2, {gy pozitiv valdsziniiséggel X értéke legaldbb
ennyi. Tehat van olyan vagasa G-nek, ami legaldabb az élek felét tartalmazza.
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Az €l6z6 megolddst médositsuk tgy, hogy A-nak a V(G) egy véletlen
[n/2] méreti halmazat valasztjuk, és B =V \ A. Legyen f € E(G) tetszé-
leges él. Ha n = 2k, akkor

2<2k—2) i
Pr(f keresztbe megy) = 1;;1 = .
( k ) 2k — 1
Ha n =2k — 1, akkor
Pr(f keresztbe megy) = 2::11 = .
( . ) 2k — 1

Innen a bizonyitds ugyantgy megy, mint az el6z6 feladatnal, és kapjuk, hogy
G-nek van olyan vagdsa, amely az éleknek legaldbb k/(2k — 1) részét tartal-
mazza.

Legyenek a G és H graf cstcsai az {1,2,...,n} halmaz elemei. Le-
gyen m € S, egy véletlen permutdcid, és w(H) az a graf, melynek élei
{n(@)7(4) | (i,5) € E(H)}. Legyen X a G és w(H) kozos éleinek a sza-
ma. Legyen Iy (f € E(G)) annak az indikator valdszintliségi véltozéja, hogy

e € m(H) vagy sem. Ekkor Pr(f € n(H)) = e((f;). Igy
2

EX=E| > If]= > EIj=
)

fEE(G) fEE(G

= Y B en()=

feE(G) fEE(Q) (g)

Tehét pozitiv valésziniiséggel 1étezik m permutdcid, melyre G N w(H) éleinek

szama legalabb %, igy ez a graf megfelel a feltételeknek.
2

(a) Szinezziik K, éleit 1/2 — 1/2 val6sziniiséggel kékre, illetve pirosra.
Megmutatjuk, hogy pozitiv valdsziniiséggel nincs benne k olyan csics, ami
egyszinti részgrafot feszit. Igy definicié szerint R(k, k) > n. Legyen S egy k
elemi halmaz. Ekkor

k
Pr(S egyszinil) = 2 - 9-(2).
fgy annak a valészintisége, hogy egy véletlen szinezés nem jo:

Pr(létezik S egyszint, |S| = k) <
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< Z Pr(S egyszinil) = <Z>21(§)

|S|=k

A feladat feltételei szerint ez kisebb mint 1, igy pozitiv valdsziniiséggel egy
véletlen szinezés jo lesz.

(b) Most egy kicsit mésképp jarunk el, elészor kiszinezziik K, éleit 1/2—1/2
valészintiséggel kékre, illetve pirosra, majd ugy javitjuk meg a szinezést, hogy
minden egyszinii k-asbdl kidobunk egy pontot. Legyen S egy k elemii halmaz,
és Ig az az indikdtor valtozo, ami 1, ha S egyszini részgrafot feszit és 0
egyébként. Legyen X az egyszini k-asok szdma. Ekkor X = Z‘S‘:k Is.
Ekkor

EX=E| Y Is|= )Y Els=

|S|=k |S|=k

= 3 (s ogysatnt) = 30 2 = ()20,

|S|=k |S|=k

Tehat pozitiv valésziniiséggel legfeljebb (2)21_(§> egyszinl k-as lesz. Ve-

gyiink egy olyan szinezést, ahol legfeljebb ennyi egyszinii k-as van, és dob-

junk ki mindegyikrdl egy pontot. Ekkor nem maradt egyszinli k-as. Tehat
k

R(k,k) >n— (2)21_(2).

Az (a) részbdl azt a becslést kapjuk, hogy

1
R(k, k) > ——=(1 + o(1))k2"/2.
(k. k) e\/i( o(1))
A (b) részbél azt kapjuk, hogy
R(k, k) > 1(1 + 0(1))k2%/2,
e

Nem meglepd, hogy a (b) részben szerepl6 gondolatmenet erésebb eredményt
ad, mivel ez lényegében &ltaldnositdsa az (a) részben szerepl6é gondolatme-
netnek.

(c) Legyen k ~ 2log, n tigy, hogy n > 2¥/2, és vegyiik K,, egy olyan szinezését
kék és piros szinekkel, amely nem tartalmaz egyszinii k-ast. Vegyiik a kék
élek altal feszitett részgrafot. Ekkor a feltételek szerint a legnagyobb iires és
a legnagyobb teljes részgraf is legfeljebb k& — 1 méretli: a(G),w(G) <k — 1.
Igy

n n

>

(@) z a(G) = Clogn

és w(G) < Clogn alkalmas C-re.
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Tetszbleges jatékosparra dontsiik el véletleniil 1/2 —1/2 valészintiséggel,
hogy melyik nyert. Megmutatjuk, hogy ha n elég nagy, akkor pozitiv valdszi-
niiséggel k-jo lesz a verseny végeredménye. Adott k versenyz6 esetén annak a
val6sziniisége, hogy egy adott ember legy6zte mindegyiket, 1/2%. Tehat an-
nak a valészintisége, hogy a maradék n—k emberbdl egyik sem gy&zte le mind
a k embert, (1 —1/25)"=%_ Igy annak a valdszinfisége, hogy a végeredmény

nem k-jé, legfeljebb
n kyn—k
1-1/2 .
() a-u2

Kis szamolds utan kapjuk, hogy ez kisebb mint 1, ha n > k2 - 2%,

Tranyitsunk minden élet véletleniil 1/2 — 1/2 valdszintiséggel. Legyen X
valdszintiségi véltozé a Hamilton-utak szama. A csicsok egy adott m € S,
permutaciéjara legyen I, annak az indikator valdszintliségi valtozdja, hogy
(m(1),m(2),...,m(n)) Hamilton-utat hatdroz meg. Ekkor X = > o I és
Pr(I, = 1) = 1/2"71, hiszen n — 1 élnek kell a megfelel$ iranyba mutatnia.
Igy

]EX_E<Z Lf)_ Z]EIW:

TES, TESy

|
=Y e ==Y 2n1_1 = 2:;1.

TES, TESH

Tehat pozitiv valésziniiséggel van olyan irdnyitds, melyben legaldbb n!/27~1
Hamilton-it van.

Vegyiik a csucsoknak egy véletlen m € S, sorrendjét, és karikazzunk
be egy cstcsot, ha az Gsszes szomszédja hatrébb van a sorrendben, mint az
adott csics. Legyen X a bekarikdzott csticsok szama. Legyen I, annak
az indikator valdszinliségi valtozdja, hogy a v csiics be van karikazva. Ekkor
X =3 ev(e Lo ésPr(l, = 1) = 1/(d(v)+1), hiszen a v cstics és a szomszédai
egyiitt d(v) + 1 elemet hatdroznak meg, és az 6sszes sorrend 1/(d(v) + 1)-ed
részében lesz v az els6 csics ezen elemek kozott. Tehat

EX =E ZIU :ZEI:

veV(G) veV(G)

1
= Y PrIl,=1)= )Y FOESS

veV(G) veV(QG)



11.1. VARHATO ERTEK ES VALTOZTATOTT VELETLEN 187

Tehat van olyan sorrendje a csiicsoknak, amelyben legaldbb

1
Z dv) +1

veV(G)

bekarikazott csiics van. De 0k egy fiiggetlen halmazt alkotnak, mert ha két
csucs Ossze van kotve, akkor a sorrendben hatrébb levét biztosan nem kari-

kéazzuk be. Tehat .

a@) = Y

e d(v) +1

A megoldas teljesen hasonléan megy az el6z6 feladat bizonyitdsahoz,
csak ezuttal azon csucsokat karikdzzuk be egy véletlen sorrendben, amelye-
ket legfeljebb 1 szomszédjuk el6z meg a sorrendben. Konnyen meggondol-
hato, hogy tetszoleges sorrendre a bekarikazott elemek kérmentes részgrafot
feszitenek.

Legyen az n elem@ halmaz B = {by,...,b,}. Vélasszunk egy véletlen
a € [0,1] szdmot, és legyen

Bla)= {hi e B | {abi} € [5.5)},

ahol {z} az x szdm tortrészét jeloli. Vegyiik észre, hogy a1, aq,a3 € B(a)
esetén nem lehet a; + ay = a3, mert akkor {aa;} + {aas} = {aas}, de
ez nem allhat fenn harom 1/3 és 2/3 kozotti szdmra. Legyen I; annak az
indikdtor valészinfiségi véltozéja, hogy b; € B(a). Ekkor |B(a)| =32, 1; és
Pr(I; = 1) = 1/3. Tehat

EX=E(> ;| =) EI=
J J
:Zpr(fj:1)=§:% :%.
J J

Tehét pozitiv valésziniiséggel van olyan halmaz, mely legaldbb n/3 méretii,
és az a1 + as = ag egyenletnek nincs megoldasa benne.

A taktika a kovetkezd: valasztunk egy véletlen S halmazt, és legyen
T = T(S) azon csicsok halmaza, amelyekre sem 6k, sem szomszédjaik nincse-
nek benne S-ben. Ekkor SUT egy domindlé halmaz. Az S-t tgy valasztjuk,
hogy minden cstcsot p valdszintliséggel bevalasztunk S-be. Ekkor egy adott
v cstics esetén Pr(v € T) = (1 —p)+4®) < (1 —p)'*9 < 7P+ hiszen sem
v, sem a szomszédjai nincsenek kivalasztva. Igy



188 11. VALOSZINUSEGSZAMITASI MODSZEREK — MEGOLDASOK

Legyen
_In(6+1)
- 6+1

Ekkor

S|+ 7] < nip +e70+) = D)

Tehat pozitiv valésziniiséggel van egy legfeljebb ekkora méretii dominal6 hal-
maz.

Legyen G(n,p) az a véletlen graf, amelynek n csticsa van, és min-
den csticspart egymadstdl fiiggetleniil p = p(n) valdsziniiséggel bevédlasztunk
a graf élei kozé, és 1 — p valdszinliséggel nem. Ebben a bizonyitasban legyen
p=n"%, ahol a > 0 kés6bb megvalasztandé paraméter. Eloszor is becsiiljiik
az {-nél rovidebb korok szamat. Egy adott vivs . . . v, csticsok akkor alkotnak
kort, ha v;v;41 (r +1 = 1) mindegyike él, ennek a valészintisége p”. Nyilvan
a v1vs ... v, csicssorozatot n(n — 1)...(n — r + 1)-féleképpen vilaszthatjuk
ki, csak arra kell figyelni, hogy ugyanezt a kort megszamoltuk 2r-szer (elfor-
gatva és titkrozve). Legyen X a legfeljebb £ hosszi korok szdma egy véletlen
grafban, és X(vy...v,.) (r < ¢) az az indikdtor valdsziniiségi valtozo, hogy
vy ... v, egy kort alkot vagy sem. Igy

X = Z X(vy...vp).
T, V1...Up
Tehat
EX = Z EX(vy...v.) =

Ty, UV1...Up

Cnn—1)...(n—r+1 - ‘L (n
BRI i

r=3 r=3

Legyen M = Zﬁ:s ("21; )" Tegyiik fel, hogy p megfeleld megvélasztasival
M-et, kicsinek tudjuk valasztani, ekkor pozitiv valdszinliséggel a legfeljebb ¢
hosszu korok szama legfeljebb M lesz, igy mindegyik ilyen korrol kidobva egy
csucsot kapunk egy legalabb n — M cstcsu grafot, amiben nincs legfeljebb
¢ hosszi kor. Valéjadban nekiink egy kicsit {igyesebbnek kell lenni: az kell
nekiink, hogy nagy valdszintiisége legyen annak, hogy kevés legfeljebb ¢ hosszu
kor legyen. Szerencsére ezt azonnal megkapjuk: legaldbb 1/2 valdszinliséggel
a legfeljebb ¢ hosszd korok szama legfeljebb 2M. (Persze, ha tébb, mint
1/2 valészintiséggel a legfeljebb £ hosszi korok szama legaldabb 2M | akkor a
varhat6 érték nagyobb lenne M-nél.)
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Miel6tt ratérnénk p megvalasztasara, nézzitk meg, hogyan becsiilheté a G
graf x(G) kromatikus szdma. Itt azt az egyszer(i észrevételt tesziik, hogy

n
G)> ——
X(G) = ~ @
ugyanis minden szinosztaly fiiggetlen halmazt feszit, igy méretiik legfeljebb
a(G). Tehét ahhoz, hogy x(G) nagy legyen, elég biztositani, hogy a(G) kicsi
legyen. Becsiiljiikk annak a val6szin(iségét, hogy a(G) > s. Egy s méretii S
halmazra legyen Ag az az esemény, hogy S nem feszit élet. Ekkor

Pria(@) 25 < 3 B = (1) a-p® <

|S]=s

<n*(1 —p)(i) < (neP(s=D/2)s,

(Az utolsé 1épésben azt hasznaltuk, hogy 1+ x < e” teljesiil minden x valds
szdmra, ez egy meglehetésen standard becslés, ami nem is rossz, ha x kicsi.)
Most mar lathat6, hogy mit kell szem el6tt tartanunk: legyen M kicsi (konk-
rétan o(n)), amihez az kell, hogy p kicsi legyen, mésrészt legyen s nem til
nagy, de neP*~1/2 < 1. Ezt kénnyedén elérhetjitk: legyen p = n?~! ahol
0=5;6s5= [% logn]. Ekkor

4 4
_ Z (np)" ozz 1 1/2 n
M = o Sn ﬂgn lognéz,
r=3 r=3

ha n elég nagy. Mig
Pr(a(G) > s) < (ne PED/2)s < 1/4,

ha n elég nagy. Mivel Pr(X > 2M) < 1/2 és Pr(a(G) > s) < 1/4, ezért
pozitiv valészintiséggel 1étezik egy graf, melyben a legfeljebb ¢ hosszu korok
szdma kevesebb mint n/2, és a(G) < s. Most dobjunk ki minden legfeljebb
¢ hosszi korbol 1 pontot, és legyen G* a kapott graf. Ekkor a G* grafnak
legaldbb n/2 csticsa van, és nincs benne legfeljebb ¢ hosszi kor. Tovabbd,
mivel a(G*) < a(G) (hiszen G* feszitett részgrafja G-nek), {gy

Ve, nr
a(G*) T 3nl-%logn  6logn’

x(G7) =
Ha n elég nagy, akkor ez nagyobb mint k. Ezzel készen vagyunk.
Legyen p kés6bb megvélasztandd valdszinliség. Vegyiink minden A;

halmazt p valészintiséggel a kivalasztandé halmazok kozé. Legyen X a kiva-
lasztott halmazok szdma, Y pedig azon A;, A;, Ay ,rossz” harmasok szdma,



190 11. VALOSZINUSEGSZAMITASI MODSZEREK — MEGOLDASOK

melyek mindegyike ki van vélasztva, A; UA; = Ay és a hdrom halmaz kiilon-
b6z6. Legyen az ilyen harmasok szama M az eredeti halmazcsalddban. Ekkor
M < ("21) < m?/2, mert A;, A; mar meghatdrozza Ay-t. Ekkor EX = mp és
EY = Mp3. gy
m? .
E(X —Y) =mp— Mp® > np — TPS'

Ha p = m~/? akkor E(X —Y) > im'/2. gy pozitiv valészintiséggel van
olyan halmaz, melyben X — Y legaldbb %ml/ 2. vagyis ha minden rossz hér-
masbdl toroliink egy elemet, akkor kaptunk egy legalabb %ml/ 2 méret{i hal-

mazt, melyben nincs megoldasa a By U By = Bs halmazegyenletnek.

Megjegyzés: Dilworth tételébdl konnyen lathato, hogy egy halmazcsaldd
tartalmaz /m méretli ldncot vagy antildncot. Igy f(m) > /m.

Egy egyszerti n csucsu sikgrafnak legfeljebb 3n — 6 éle van. fgy egy n
csticst e éli grafnak legaldbb e — (3n— 6) élparja keresztezi egymdst (miért?).
Tehat

X(G) > e(G) — 3v(qQ).

(Itt a +6 nem lesz fontos szdmunkra.)

A triikk az, hogy ezt az egyenlOtlenséget nem az eredeti grafra hasznéljuk,
hanem egy véletlen feszitett részgrafjara. Legyen 0 < p <1, és tekintsiik azt
a G), véletlen grafot, amelyet ugy kapunk, hogy G minden csticsat p valdszi-
niiséggel megtartjuk és 1—p valésziniiséggel kitoroljitk. Az élek természetesen
a megtartott cstcsok kozott mennek. Nézziik meg, hogy Gp,-nek varhatéan
hany csticsa, éle és keresztezése lesz. Nyilvan

Ev(Gy) =pu(G) & Ee(Gy) =pe(G),

hiszen annak a valészintisége, hogy egy cstics megmarad az p, annak a valdszi-
nfisége, hogy egy él megmarad (vagyis egyik végpontjat sem toroljiik ki) p2.
Kicsit 6vatosabbnak kell lenniink EX (G,) kiszdmolasaval, valéjdban ezt csak
becsiilni fogjuk. Kiindulva G egy optimalis lerajzolasabol minden keresztezés
p* eséllyel marad meg, ennyi a valésziniisége annak, hogy a keresztmetsz6
élpar egyetlen csicsat sem toroltiik ki. Tehat G optimalis lerajzolasabdl ki-
indulva p* X (G) lesz a keresztmetszések szdmanak varhaté értéke. Viszont
lehet, hogy G,-nek van egy jobb lerajzoldsa, mint amit G-bél kapnank, igy
mi a kovetkez6 egyenlétlenséget allithatjuk:

EX(G,) < p'X(G).
Tehat
p'X(G) — p°e(G) + 3pv(G) = EX(G,) — Ee(G,) + 3Ev(G,) =
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= E(X(Gp) = e(Gy) +30(Gy)) 2 0.
Tehat p* X (G) — p?e(G) + 3pv(G) > 0 minden 0 < p < 1 esetén. Vdlasszuk

p-t 4:((;)—1161{, ez a feltételek szerint legfeljebb 1. Ekkor
G)3

X(G) = p2e(G) — 3p~0(@) = G

(6) 2 p"26(@) ~ 37 0(0) = o s

Ez pedig éppen a bizonyitandé allitas.

A taktika a kovetkez6: valasztunk egy véletlen S halmazt, és legyen T'
azon hiperélek halmaza, melyeknek egyetlen eleme sincs kivédlasztva. Ekkor
minden T-beli élb6l kivalasztva egy-egy cstcsot, az S-sel egyiitt kapunk egy
|S|+|7T"| méretii lefog6 halmazt. Az S-et gy vélasztjuk, hogy minden csicsot
p valdsziniiséggel valasztunk S-be. Ekkor egy e € E(H) hiperélre Pr(e €
T)=(1-plk<e Pt Igy
E(|S| + |T|) = E|S| + E|T| < np + me™?*.

Vegyiik észre, hogy ha % > 1, akkor nincs mit bizonyitanunk, kivélaszt-
hatjuk az Gsszes csuicsot. Tehat feltehet6, hogy % < 1. Ekkor legyen

alogk
—

Ekkor
alogk  m

kia .
Tehat pozitiv valészintiséggel van egy legfeljebb ekkora méretii lefogd halmaz.

E(|S|+ |T|) =E|S|+E|T|<n

[5.15] Legyen
k—1
hlk,s) = (k= D[ L (’“;1(5 - 1)) .

Megmutatjuk, hogy ha G = (V, E) k-uniform hipergraf legfeljebb h(k, s) éllel,
akkor (s — 1)-szinezhetd. Szinezziik V-t véletlen vdlasztdssal

k-1
(s~ 1)

t=|
szinnel. Ekkor annak a valészinfisége, hogy egy él monokromatikus, ¢/t* =
1/tkF=1, igy a monokromatikus élek szdmanak varhaté értéke:

|E| E| s—1
S ey S
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Tehat létezik szinezés, melyben a monokromatikus élek szdma legfeljebb
(k= 1)[*1]. Vegyiink (k — 1)[21] pontot, melyek lefedik ezeket az éle-
ket, és szinezziik Ujra ezeket a pontokat a megmaradt [521] szinnel 1ugy,
hogy minden szint legfeljebb k — 1-szer haszndlunk. Ez egy j6 (s — 1)-szinezés

lesz.

Vélasszunk minden élet p valdsziniiséggel a G = (A, B, E) grafba,
és legyen X = X(G') az élek szdma és Y = Y(G') a K, -k szdma. Ekkor

EX = n?p. Masrészt
s+t
EY =2 n n pst S 2n pSt-
s/ \t slt!

_ stt—2
p=mn_ st-1.

Legyen

Ekkor

2 s+t—
E(X -Y) > (1 - ) n2= ST
slt!

Tehét pozitiv valészinliséggel van egy G’ graf, melyben X (G') — Y(G’) leg-
aldbb ekkora. Most toréljiink ki G' minden K, példdnyabdl egy élet. A
kapott G grafban nincs K, és

Legyen c(H) a korok szdma a H grafban. Tetszéleges H grafban a
korok széma legalabb e(H)—v(H)+1, azaz ¢(H)—e(H)+v(H) > 0 minden H
grafra. Legyen G, a G graf egy véletlen részgrafja, amit agy kapunk, hogy G
minden csicsat p valésziniiséggel bevélasztjuk Gp-be. Ekkor Ev(G,,) = pv(G)
és Ee(G,) = p*e(G@). Mivel minden kor legaldbb 3-hosszt, {gy

EC(G;D) < C(G)p3-
Tehat
0 <E(e(Gy) = e(Gp) +v(Gyp)) < e(G)p” = e(G)p” + v(G)p.

Legyen p = 2v(G)/e(G). Ekkor kapjuk, hogy

(@) > e(G)pt —v(G)p~2 = Zi(g

Ezzel készen vagyunk.
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5.18. (a) Legyen T'(m,r) Turdn-graf, melynek k-adik osztélya (1 < k < r)

ar, méreti. Ekkor ap = |m/r| vagy [m/r]. Legyenek G egy m szinnel

valé szinezésének szinosztélyai Sy, ..., Sy,. Tekintsiik V(G) azon particiéit r

osztalyra, ahol egy osztaly éppen ay, darab S; osztédly egyesitésébél all. Ekkor

egy e € E(G) él t((fb’; ) valészintiséggel megy keresztbe, igy a keresztbe mend
2

t(m,r)

élek szamanak varhatoé értéké e , tehat pozitiv valdszinliséggel van olyan

m

2
r-particié, amely legaldbb ennyi élt tartalmaz.
(b) Ez az €l6z8 rész specidlis esete r = 2, m = 2s-re:
t(2s,2) s 1 1

@) -1 2 as-2

(¢) Mivel e(G) > (X(QG )), mert barmely két szinosztaly kozott kell mennie
élnek (kiilonben &ssze lehetne Sket vonni egyetlen szinosztélyba), igy x(G) <
rn. Tehét az (a) rész szerint tartalmaz egy r-kromatikus gréfot legaldbb

o 2 T) G ()n* _ () »
e = e = n

éllel.

Vegyiink egy T,_1 tournamentet n — 1 ponton, melynek P(n — 1)
Hamilton-itja van. Vegyiink fel egy 1j pontot, és minden élet kozte és az ere-
deti n — 1 pont kozott irdnyitsunk 1/2 — 1/2 valésziniiséggel az egyik, illetve
mésik irdnyba. Annak a valésziniisége, hogy T,,_1 egy Hamilton-uitja bezér-
haté egy korré a véletlen n csicsi tournamentben, 1/4. fgy a Hamilton-korok
szémdnak vérhaté értéke P(n — 1)/4. Tehét van olyan irdnyitds, amelyben
legalabb ennyi Hamilton-kér van.

Legyen T egy véletlen halmaz, amelyet gy kapunk, hogy minden
cstcsot p valdszintiséggel bevalasztunk T-be. Ekkor E|T| = pn és a T &ltal
feszitett élek vérhaté értékének szdma E(e(T)) = p"e(H). Ekkor

E(|IT| = e(T)) = pn — p"e(H).

B B n 1/(r—1)
P =Po= 2e(H) .

Ekkor pon — pie(H) = pon/2. Igy

Legyen

E(T| — e(T)) = yron.
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Tehat van olyan T halmaz, melyre |T| —e(T) > $pon. Legyen S C T halmaz
olyan, amit ugy kapunk T-bél, hogy a T halmaz altal feszitett minden élbol
elhagyunk egy pontot. Ekkor S halmaz nem feszit élet és

1 1 /n\V/0-1
S| > |T|—e(T) > = :7(7> .
SI> 71— e(T) 2 gpon =3 (52) " m
Viélasszunk minden kupacbdl egyenletes valészintiséggel 1 pontot. Le-
gyven X az igy kivélasztott csicsok dltal meghatarozott élek szama. Legyen
1;; az az indikdtor valdsziniiségi valtozo, hogy a V; és V; kupacokbdl kiva-
lasztott cstcsok kozott megy-e él. Ekkor

EX=E( » ILj)= » EI;=

(i,5)€E(H) (i,)€E(H)

Ly W) _«O)

N2 N2

(i,7)€E(H)

Tehat van olyan valasztasa a csicsoknak, hogy t6bb, mint e — 1 vagyis e él
megy kozottiik. Igy 6k éppen H egy példanyat feszitik ki.

11.2. Masodik momentum maodszer
5.22. (a)
IEX:/XdPZ/ Xsz/ AP = AP(X > \).
{X>)} {X>)}

(b) Alkalmazzuk a Markov-egyenltlenséget Y = (X — p)?-re. Ekkor EY =
Var(X) = o2 definici6 szerint.

EY 1
P(|X — pu| > o) =P(Y > X?0?) < o7 = 3
5.23. (a)
Pr(X =0)+EX =Pr(X =0)+ Y kPr(X =k) >
k=0
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Tehdt ha lim,_, EX,, =0, akkor 1 > Pr(X, =0) > 1 — EX,, miatt

lim P(X, =0) = 1.

n—oo
(b) Hasznéljuk a Csebisev-egyenlStlenséget:

Var(X)
= < — > < —
P(X =0)<P(|X —EX|>EX) < EX?

Ebbél valoban azonnal kovetkezik, hogy ha lim,, s V(]‘E;((X)Z) =0, akkor

lim P(X, =0)=0.

n—oo

5.24. El6szor legyen X = X1 + Xo + -+ + X,,, ahol X; az A; esemény
indikator valészintliségi valtozdja.
Ha P(A;) = p;, akkor
Var(X;) = EX? — (EX;)? = p; — p? < p; = EX,.
Tovabba
Ezeket az egyenlGtlenségeket felhasznalva kapjuk, hogy

Var(X) =Y Var(X;) + Y _ Cov(X;, X;) <
i=1 i#j

< i:]EXZ- +) P(4;N A4)).
i=1

i~
Tehat
Var(X) <EX + A.

Igy az allitas kovetkezik a feladat (b) részébdl, illetve a Csebisev-egyen-
16tlenséghdl ((5.22] feladat).
Vegyiik észre, hogy

A=) "PA;NA) =) P(A)) P4 ] 4)

i~vj jr~i
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A bels6 sszeg a szimmetria miatt fiiggetlen i-t6l:
A =>"P(4; | Ai).
jrvi

Tehat
A=Y "P(A)A" = A" P(4;) = A"EX.

Igy az 4llitas kovetkezik a feladat 4llitésabol.

Legyen S egy 4 elem részhalmaza V (G)-nek, ahol G = G(n, p) véletlen
graf. Az Ag az az esemény, hogy S klikket feszit G-ben. Legyen Xg az Ag
esemény indikatorfiiggvénye. Legyen X a Kj4-ek szama G-ben. Ekkor

X = Z Xs.

SCV(G)

[S|=4
fgy 2/3\6
n\ ¢ _ (pn*?)
= = <7.
EX = Y EXs <4>p 50

Ha p(n)n®/3 =, 0, akkor EX — 0, ahogy n tart a végtelenbe. Ekkor

lim P(w(G) >4) =0.

n— oo

Most tegyiik fel, hogy p(n)n?/® —, o co. Ekkor EX — co, ahogy n tart
a végtelenbe. Az [5.25] feladatot fogjuk haszndlni: minden 4-elem{i halmaz
ugyanugy néz ki, igy az Xg valdszinliségi viltozok szimmetrikusak. Az S ~
T, ha |SNT| > 2, kiilonben Ag és Ap események fliggetlenek lennének, mivel
nem lenne kozos élitk. Rogzitsiink egy S halmazt. Ekkor 6(™;%) = O(n?)
darab T halmaz metszi két csticsban S-t és 4(”;3) = O(n) darab T halmaz
metszi 3 elemben S-t. Az elébbi esetben P(Ar|Ag) = p°, mig az utébbi
esetben P(Ar|As) = p3. Ekkor

A" = 0(n?p*) + O(np*) = o(n*p®) = o(EX),

mivel p(n)n=2/3 = oo. Igy az feladat szerint K, majdnem biztosan
megjelenik a grafban.

(a) Kicsit altaldnosabb eredményt bizonyitunk.
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e

Legyen H egy graf v csticson és e éllel. A p(H) = ¢ mennyiséget a H
stirliségének hivjuk. A H grafot kiegyensilyozottnak hivjuk, ha minden H'
részgrafjara p(H') < p(H). A H grafot szigorian kiegyensilyozotinak hivjuk
ha minden valédi H' részgrafjéra p(H') < p(H).

Vegyiik észre, hogy K, és K, is szigorian kiegyensulyozott grafok. Mi az
alabbi allitast latjuk be.

Legyen H egy kiegyensulyozott graf v csiicson és e élen. Legyen A(G) az
az esemény, hogy H (nem feltétleniil feszitett) részgrafja G-nek. Ekkor az A
kiiszobfiiggvénye p = n=v/¢.

Minden v elemii S halmazra legyen Ag az az esemény, hogy G[S]-nek H
részgrafja. Ekkor

P < P(Ag) < olp”.

Legyen Xg az Ag esemény indikator valésziniiségi valtozéja. Legyen tovabba

X = ZXS.

|S|=v

Tehdt A pontosan akkor teljesiil, ha X > 0. A vérhato érték linearitdsa miatt

EX =Y EXs= <Z)IP’(AS) = O(n"p°).

|S|=v

Tehét, ha p(n)n¢/? — 0, akkor EX = o(1), igy X = 0 majdnem mindig.
Most tegyiik fel, hogy p(n)n®/¥ — co. Ekkor EX — oco. Vizsgéljuk megint

A*-t (lasd az “ 5.25] feladatot). Az [5.25] feladat eredményét fogjuk hasznélni,

ezt megtehet_]uk mert az AS események valéban szimmetrikusak. Az S ~ T,

ha S # T és van kozos éle az dltaluk feszitett teljes részgrafnak, vagyis ha
2<|SNT| <wv—1. Ekkor

A" = 3" P(Ar|A,) Z > P(Ar|4y).

T~S =2 |TNS|=i

Legyen i rogzitett. Ekkor (V)("”Y) = O(n?~)-féleképpen vélaszthatjuk a

v—1
T halmazt. Az S NT &ltal feszitett részgrafnak i csicsa van, és mivel ez

részgrifja H-nak és H kiegyensilyozott volt, igy a metszetben legfeljebb i
6l van. Igy legalabb e — i< él nincs S-ben. Tehdt

P(Ar|As) = O(p="7).

Igy
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<
|
—

= o(n"p®) = o(EX),

s
||
2o

mivel np¢ — oo. Igy az feladat szerint H majdnem biztosan megjelenik
a grafban.

Val6jaban csak azt kell bizonyitani, hogy G (n, p,(n)) aszimptotikusan
majdnem biztosan tartalmaz izolalt pontot, mig
G(n,ps(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan osszefiigg. A mésik két al-
litds kovetkezik ebbol.

Elészor bebizonyitjuk, hogy G(n,p.(n)) aszimptotikusan majdnem bizto-
san tartalmaz izoldlt pontot. Tovdbbiakban legyen p = p,(n). Legyen X az
izolalt pontok szama. Legyen X, az az indikator valdszinliségi valtozo, hogy
X, izolalt pont vagy sem. Ekkor

X:ZXU.

veV

Vegyiik észre, hogy P(X, = 1) = (1 — p)"~ L. Tehat

EX = Z EX, =n(l—p)" !~ ne~logntwn) _y
veV

Szamoljuk ki EX?2-t is.

EX? = Z EX2 +2 Z EX,X, =
veV u,veV
=n(1—p)" " +n(n—1)(1-p)*°

Tehat
Var(X) =EX? — (EX)? =

= n(l _p)n—l + n(n _ 1)(1 _p)2n—3 _ 7’l2(1 _ p)Q(n—l) <
<n(l 7p)”*1 +pn2(1 7p)2n73 <

<EX +p(1 —p)*n’ exp (_2” (M)) -

=EX +p(1 —p)2e* .

Feltehetjiik, hogy w(n) < loglogn, mert ha ekkor is majdnem biztosan van
izolalt pont, akkor nagyobb w(n) fiiggvényre is. Ekkor

p(1—p) 3™ < 210g "<y

n
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elég nagy n-re. (Felhasznaltuk, hogy (1 — p)~3 < 2 nagy n-re.) Tehét

Var(X) <EX + 1.

Igy
VarX) .1 1 _,
EX)? ~EX ' (EX)Z

Ezzel belattuk, hogy G(n, ps(n)) majdnem biztosan tartalmaz izoldlt csticsot.

Pr(X =0) <

Most belétjuk, hogy G(n, ps(n)) aszimptotikusan majdnem biztosan dssze-
fiiggé. Legyen p = ps(n), és jelolje X a k csticsi komponensek szamat.
Ekkor

[n/2]
Pr(G(n,p) nem Osszefiiggd) = Pr Z Xp>1] <
k=1

ln/2] In/2] ln/2)

SE[ D> X | =D EXp< > (”)(1 _ p)kn—h)
k=1 k=1 k=1 k

ugyanis (Z) -féleképpen valaszthatjuk a komponens k csicsét, és ezen k cstcs
valamint a tobbi n—k csiics kozott nines él. (Valéjdban még az is feltétel, hogy
a k csics Osszefiiged komponenst alkot, de ezt nem hasznédljuk.) Becsiiljiik

ezt az Osszeget az
E\F
1—t<e™® é k!> ()
&

becslések felhasznéldsdval:

2, I 1 DS,
2 ()i < > () e -
/2] RNEYEY Sk
en e, )" _ e
> (o) = 3 (=)

Az eP” [z fiiggvény konvex a [0, 00) intervallumon tetszéleges p esetén. Speci-
alisan az [1,n/2] intervallumon a maximumét valamelyik végpontjidban veszi
fel. Az 1-ben ez a fiiggvény legfeljebb e. Az n/2-ben — felhaszndlva, hogy
w(n) < logn felteheté — kapjuk, hogy a fiiggvény értéke legfeljebb 2. Tehat
az egész intervallumon legfeljebb e az értéke. fgy

|n/2] pk\ k /2] L 2—w(n)
1—wn) & < 2—w(n) < e
Z(e k) <> (W) < gm0

k=1 k=1
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Tehat
Pr(G(n,p) nem osszefiiggd) — 0.

Ezzel készen vagyunk.

11.3. A Lovasz-féle lokal-lemma alkalmazasai

Legyen S C {1,2,...,n}, |S| = s. Elészor s-re mené indukciéval
bizonyitjuk, hogy tetszbleges i ¢ S esetén

JES

Ez s = O-ra trividlis. Tegyiik fel, hogy az allitdst mdr igaz minden s’ < s
esetén, megmutatjuk, hogy s-re is teljesiil az &llitds. Legyen S; = {j €
S| (i,j) e E} és So={j €S| (i,j) ¢ E}. Ekkor
P (A0 (Nyes, &) | Nies, )
Pr | A; | mAj = jE;J fz .
jes Pr (mj651 Aj | ﬂt651 At)

El6szor becsiiljitk a tort szamlalojat felhasznalva, hogy A; teljesen fiiggetlen
az {A; | t € Sa} eseményektol.

PriAin| (V4| ()4 S]Pr<Ai| ﬂAt>:

JEST teSs teSs
=Pr(A;) <z [[ Q-a)
(i.)EB

A nevezd becsléséhez hasznaljuk az indukciét. Legyen S; = {j1,..., j-}. Ha
r = 0, akkor a nevez6 1, és az allitas azonnal kovetkezik. Ha r > 1 akkor

(T Tne o ()7 -

teSs

() forln)-

(1—Pr (Ajr|,4jlm...AjM N At>> >
teESs
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> Q=) (1 —zj) ... (L—aj,).

A szamldlé és a nevezd becslését Osszerakva kapjuk az allitdst. Innen mér
kapjuk a feladat allitasat.

Pr (ﬂ Al> = (1 -Pr(A))(1 —Pr(Ay | Ay))---

- (1=Pr(4, | ﬁ A)) > [ —=).
i=1 i=1

Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Ha d = 0 akkor az allitas trividlis. Ha d > 1, akkor alkalmazhatjuk az
eldzé feladat eredményét D = (V, E) fiiggéségi irdnyitott grafra, Aq,..., A,
eseményekre, ahol minden i-re [{j | (i,7) € F}| < d. Legyen x; = ﬁ < 1.
Ekkor

miatt teljesiil, hogy

Igy

Szinezziink minden cstcsot 1/2 — 1/2 valészinfiséggel pirosra vagy
kékre. Ekkor annak az Ay eseménynek a valdszinlisége, hogy az f € E él
monokromatikus, 2/2F = 1/2*~!. Minden Ay esemény teljesen fiiggetlen
mindazon Ay eseményektdl, ahol f’ nem metszi f-et. Igy minden esemény
teljesen fiiggetlen legfeljebb d esemény kivételével az Gsszestol. fgy

1 1

Pr(ds) = g1 = ed+1)

A

miatt

A;) >0,

3.

Pr(

1=1

vagyis pozitiv valoszinliséggel nem lesz monokromatikus él, azaz 2-szinezheto
a hipergraf.
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Szinezziik K, minden élét 1/2—1/2 valésziniiséggel pirosra vagy kékre.
Legyen S C {1,2,...,n}, melyre |S| = k. Annak az Ag eseménynek a
valdszintisége, hogy az S altal feszitett Osszes él egyszinii:

2 1

P’I‘(AS) = 2(712@) = 72(,2&,)71.

Az Ag esemény teljesen fiiggetlen minden olyan Ag: eseménytdl, amelyekkel
metszete legfeljebb 1 elemi, vagyis S-nek és S’-nek nincsen kozos éle. Igy
Ag foka a fliggdségi grafban legfeljebb

K\ /n—2

2)\k—-2)’
8Ot k > 4 esetén tobbszor szamoltuk azt az S’ halmazt, amelynek legaldbb 3
kozos cstcsa van S-sel. Ha k = 3, akkor az allitas feltétele csak n < 2 esetén

teljesiilhet. Mivel R(3,3) = 6 > 2, {gy itt trividlis az allitds. Igy feltehetd,
hogy k > 4. Ekkor a fentiek szerint

oo ()2

A feladat feltételei szerint
1

]P)T(AS) Z m,

igy .
Pr([") 4:) >0,
=1

vagyis pozitiv valészinliséggel nem lesz k elemii csuicshalmaz, mely monokro-
matikus grafot feszit. Igy R(k, k) > n.

(k—2)! [20)- >>1/<k—2)
s(k) = 1 |
w= (5 (5

Ha n-et s(k) egész részének viélasztjuk, akkor az

(k . 2) < (;fk_;!

egyenl6tlenséget felhasznalva kapjuk, hogy

() )oes

(b) Legyen
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igy R(k,k) > s(k). A Stirling-formulét és a k(k —1) = (k+ 1)(k—2)+ 2
azonossagot felhasznédlva kapjuk, hogy

() = Y21+ of1)) 22

5.33L Feltehetjiik, hogy minden kifok pontosan §, kiillonben egy megfelels
részgrafot tekintiink.

Legyen f : V. — {0,1,...,k — 1} egy véletlen szinezése a csicsoknak,
ahol minden f(v) egymadstdl fiiggetleniil egyenletesen van vélasztva. Minden
v € V esetén legyen A, az az esemény, hogy nem létezik u € V, melyre
(v,u) € E és f(u) = f(v) +1 (mod k). Ekkor Pr(A,) = (1 — 1/k)°. Vegyiik
észre, hogy A, teljesen fiiggetlen minden A, eseménytél, kivéve azon u-kat,
melyekre

N* () 1 (fu} UNT () £0,

ahol Nt (u) = {w € V| (u,w) € E}. Az ilyen u-k széma legfeljebb Ad. Igy
teljesiilnek a Lovasz-féle lokal-lemma feltételei, igy Pr(N,ey A,) > 0. Tehét
van olyan f : V. — {0,1,...,k — 1} szinezés, hogy minden v € V esetén
létezik u, melyre (v,u) € FE és f(u) = f(v) + 1 (mod k).

Ekkor induljunk ki egy tetszdleges cstcsbol, és mindig olyan cstcsba 1ép-
jlink tovabb, melynek 1-gyel nagyobb az f-értéke modulo k. Elébb-utébb egy
maér megldtogatott csicsba 1épiink vissza. Az elsé ilyen alkalommal taldltunk
egy k-val oszthaté hosszisagu kort.






12. fejezet

Algoritmuselmélet —
megoldasok

Nagysagrendek

Igen, ez kovetkezik példaul a feladatbdl.

Nem, példdul f(n) = 2logn és g(n) = logn ellenpélda.

Nem, példdul f(n) = % és g(n) = n ellenpélda.

Ha f(n) és g(n) is > 1, akkor igen, s6t, még log(f(n)) = log(g(n)) +
O(1) is igaz. Viszont mivel 1-nél kisebb szdmokon a log negativ értéket vesz
fel, ezért lehet csindlni ellenpéldat, bar megjegyezziik, hogy akér eltéré médon
is definiglhattuk volna az O(.)-t. Igy viszont ellenpélda, ha f(n) = 2(-D"n—n
és g(n) = 2™.

Nem, mivel h-rl semmilyen monotonitési feltétel nincs, példaul f(n) =
2n, g(n) =2n+1 és h(2k) =2k, de h(2k+ 1) = 1.

12.1. Rekurziok

Az allitdsokat indukciéval bizonyithatjuk.

e Tegyiik fel, hogy f(n) < C (nlogb “*6) Ja(a —1).
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Az indukciés feltétel legyen
n!°® @ < T(n) < con'*8® — C (n'°0 7€) /(a — 1),

ami nyilvan teljesiil 0 < z < 1-re, ha cj-et elég kicsinek és co-t elég
nagynak valasztjuk. Eszerint

c1(n/b)°8* < T(n/b) <

< CQ(n/b)lOgba -C ((n/b)logba_€) /(a—1),

amibol rekurziobdl kapjuk, hogy
acy(n/b)°% % + f(n) < T(n) <

< acay(n /)5 + f(n) — C ((n/b)*%*~) a/(a —1).

Szerencsére b'°8 ¢ = q. ezért ennek a bal oldala pont az, amit akartunk,
ha elfelejtjiik f(n)-et (ami pozitiv). A jobb oldalon pedig tobb, mint
f(n) = C ((n/b)l°#r*=¢) /(a — 1) t&bblet van (mert b8 97¢ < a), de a
feltétel szerint ez negativ.

Tegyiik fel, hogy C; (nlogbalogk n) < f(n) < Cy (nlogb“logk n) Az

indukcios feltétel legyen
c1n'°® ¢ logh ™ n < T(n) < cn'®® @ logh ™ n,

ami nyilvan teljestil 0 < z < 1-re, ha cj-et elég kicsinek és co-t elég
nagynak valasztjuk. Eszerint

c1(n /)% @ log" 1 (n/b) < T(n/b) < ca(n/b)'8 *log"™ (n/b),
amibél rekurziébdl kapjuk, hogy
acy(n/b)1°8 @ log" 1 (n/b) + f(n) < T(n) <

< acy(n/b)1® *log" 1 (n/b) + f(n).

Mivel a(n/b)'°8 @1og" ™ (n/b) = n'og ¢ (log n — log b)k+1 =

= nlog o (log n)k*+1 — ©(n'°8 *1log" n), ezért a bal oldal stimmel, hiszen
c10(n'8 ¢ 1og" b) < f(n), ha ci-et elég kicsinek valasztottuk. Hason-
l6an a jobb oldal is kész, ha co elég nagy, mert arra van sziikségiink,
hogy coQ(n'°% *1log" b) > f(n).
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e Az indukciés feltétel legyen
crf(n) <T(n) < caf(n),

ami nyilvan teljestil 0 < z < 1-re, ha cj-et elég kicsinek és co-t elég
nagynak valasztjuk (és f-et megfelelen értelmezziik). Eszerint

c1f(n/b) <T(n/b) < cof(n/b),
amibdl rekurziobdl kapjuk, hogy
ac1f(n/b) + f(n) < T(n) < acaf(n/b) + f(n).

A bal oldal trividlisan teljesiil, ha ¢; < 1. Mivel a feladat feltétele
szerint a f (%) < ¢f(n) valamilyen ¢ < 1 konstansra, ha n nagy, ezért a
jobb oldal aca f(n/b) + f(n) < (cc2 +1)f(n) < caf(n), ha ¢z elég nagy,
tehat rendben van.

Megoldva a feladatot d = 1,2, 3-ra hamar megfigyelhetjiik, hogy a
megoldas az alabbi binomidlis 6sszeg lesz.

n(m, d) = (?) + (T) +oot (’;‘)

ahol n(m,d) az emeletek szdma +1-et jeloli. Ennek helyességét indukcidval
konnyen igazolhatjuk. Hiszen ha még m mérésiink és d tojasunk van, akkor
a legjobb, ha az n(m — 1,d — 1)-edik szintrél dobjuk le a tojdsunkat, ugyanis
ha széttorik, akkor még pont ennyi —1 alsébb szintet tudunk ellenérizni a
maradék m — 1 mérésiinkkel és d — 1 tojasunkkal. Ha nem torik szét, akkor
viszont még n(m—1,d)—1 (fels6bb) szintet tesztelhetiink. Mivel n(m—1,d—
1)+ n(m—1,d) — 1 =n(m,d) — 1, készen vagyunk.

6.31L O(nlogn).
A harom vermet jelolje X, Y, Z és tegyiik fel, hogy a zoknik be vannak
sorszémozva 1-t6l n-ig (minden szédm kétszer szerepel, a pér két felén).
El8szor azt mutatjuk meg, hogy O(nlogn) 1épés elég. Rakjuk at az dsszes
zoknit az X verembdl az Y és a Z verembe, méghozza az n/2-nél kisebb sor-
szamuakat az Y-ba, a tobbit a Z-be. Ezutan el6szor oldjuk meg a feladatot az
Y-beli n/2 par zoknira (egyszeriien rdpakolva a Z-beli nagy sorszdmu zoknik-
ra), majd miutdn mindet kivettiik, nekildthatunk a nagyobb sorszamuaknak.
Ebbdl a rekurzié T'(n) < 2T(n/2) + 2n, amibél a Mester-tétel alapjan
T(n) = O(nlogn).
Megmutatjuk, hogy akkor is kell ennyi 1épés, ha a felsé n zokniban nincs
egy par sem. Az alsé n zokni sorrendje n!-féle lehet aszerint, hogy melyik
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hényadik felsonek a parja. Tegyiik fel, hogy T 1épés elég. Minden egyes
lépésben legfeljebb 9 lehetdségiink van arra, hogy mit csindlunk: vagy egyik
veremrél egy méasikra pakolunk (6 = 3-2), vagy kivesziink két fels6t (3 = (g))
Ha valaki megadja nekiink, hogy a T 1épés melyikében mit csindlunk, akkor
abbdl vissza tudjuk fejteni az alsé n zokni sorrendjét. Tehat 97 > n!, azaz
T(n) = Q(nlogn).

12.2. Rendezés

6.32] [3n/2] — 2 mérés szitkséges és elégséges. Az algoritmus elészor készit
egy teljes parositast az elemeken, és elvégzi ezeket a méréseket (ez |n/2|
osszehasonlitds). Ezutdn a nagyobb (plusz paratlan n esetén a kimaradd)
[n/2] elembdl kivélasztjuk a legnagyobbat (ez [n/2] — 1 6sszehasonlitds)
és a kisebb (plusz pératlan n esetén a kimaradd) elemekbdl kivélasztjuk a
legnagyobbat (ez is [n/2] — 1 dsszehasonlitds). Ez osszesen pont [3n/2] — 2
mérés.

A sziikségességhez adjunk minden elemnek két kavicsot, egy narancssér-
gat és egy kéket. Akirél kideriil, hogy nem 6 a legnagyobb, attdl elvessziik a
narancssargat, akirél pedig kideriil, hogy nem & a legkisebb, attol elvessziik
a kéket. Kezdetben 2n kavics van, és konnyen meggondolhatd, hogy ha meg-
van a legnagyobb és legkisebb elem, akkor csak nekik lesz egy-egy kavicsuk,
tehat dsszesen csak 2. Most megmutatjuk, hogy tudunk konzisztens valaszo-
kat adni barmilyen algoritmusnak tgy, hogy minden mérés utan csak eggyel
csokkenjen a kavicsok szama, kivéve legfeljebb |n/2| mérést, amikor ketté&vel.
Ebbél kovetkezik majd, hogy legaldbb 2n — 2 — |n/2| = [3n/2] — 2 mérés
sziikséges.

A viélaszolgatashoz el6szor azt kell meggondolnunk, hogy két elem mérése
nem okozhatja egy harmadik elem kavicsvesztését, barmi is a kimenetel. Ha
mindkét elemet most mérjiik el6szor, akkor elkeriilhetetlen, hogy mindketto
veszitsen egy kavicsot, ez azonban legfeljebb |n/2]-szer fordulhat els. Az
Osszes tOobbi esetben, ha valamelyiknek egy kavicsa van, aszerint vaszoljunk,
hogy ezt ne veszitse el, a masik is legfeljebb egyet veszthet. Ez valéban kon-
zisztens valasz lesz minden esetben. Ha pedig egyiknek sincs egy kavicsa sem,
akkor csak arra vigyazzunk, hogy konzisztensen valaszoljunk, amit nyilvan
mindig lehet.

6.33 (g), ez akkor fordul el6, ha a kivélasztott elem mindig a még ki nem

valasztottak koziil a legnagyobb vagy a legkisebb.

[6-34} Tobb j6 megoldés is van, de rossz is sok van, gondoljuk meg rendesen
a sajatunkat! Egy lehet8ség egy kivalasztott elem szerinti kisebb-nagyobb
elemekre osztéasra, hogy a rendezend6 tomb elejére gytijtjiikk a néla kisebb, a
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végére a ndla nagyobb elemeket az alabbi algoritmussal. A tomb elejérél, ill.
végérol is inditunk egy-egy pointert, melyekkel addig lépkediink, amig el nem
ériink egy olyan elemet, ami nagyobb, ill. kisebb mint a kivalasztott. Amikor
mindkét pointer ledllt, kicseréljiik az elemeiket és folytatjuk az algoritmust,
amig Ossze nem taldlkoznak. A taldlkozasi pont vagy valamelyik szomszédja
lesz a hatar a kisebb és a nagyobb elemek kozott, ide még be kell cserélniink
a kivalasztott elemet.

Szamtalan megoldds 1étezik. Példaul el6szor az n-edik helyen &ll6 ele-
met hasonlitsuk Gssze az Osszes tobbivel, igy biztosan oda keriil a legnagyobb.
Ezutdn az n — 1-edik helyen allot stb. Persze vannak hatékonyabb eljarasok

is, példaul lasd

Tegyiik fel, hogy van egy szamsorozat, amit rosszul rendez a halézat.
Megmutatjuk, hogy akkor van egy 0-1 sorozat is, amit rosszul rendez. A
rosszul rendezett sorozatnak van két eleme, a és b, amikre a < b, és mégis b
felett lesz a. Ekkor az inputunkbdl készitsiink 0-1 sorozatot gy, hogy minden
szamot, ami legaldbb b, helyettesitsiink 1-gyel, a kisebbeket pedig 0-val. Az
igy kapott 0-1 sorozatban pont ugyanazok a cserék térténnek, mint az eredeti
szamsorozatban (néha képzeletben felcserélve két 1-est, ill. 0-dst is), tehat a
kimenet is ugyanaz lesz.

Tegyiik fel, hogy az input méar sorban van, kivéve két szomszédos
elemet, amik fel vannak cserélve. Ekkor egyik 0sszehasonlitaskor sem torténik
valtozas, hacsak nem hasonlitjuk Gssze valamikor ezt a két szomszédot.

Tobb modszer is 1étezik, az itt leirt algoritmus Batchertol szarmazik és
Odd-Even Mergesortnak is hivjak. A megoldas az alabbi szubrutinon alapul.

ODD-EVEN MERGE(ay, .. . ay):
If n = 2, Compare(ay, as).
If n > 2, ODD-EVEN MERGE(péaratlan indexd elemek) and ODD-EVEN
MERGE (pédros indexi elemek).
For i = 1...n/2 Compare(as;, G2i4+1)-

Ez a szubrutin sorbarendez n elemet, ha az elsé és a médsodik n/2 mar he-
lyesen sorba volt rendezve a bemenetben is. Ennek a bizonyitasa indukcioval
torténik és felhasznéljuk hozza [6.36}ot, ami alapjan elég az allitast 0-1 soro-
zatokra bizonyitanunk. Mivel az elsé és a mésodik fél eleve sorban volt, ezért
a paratlan és a paros indexl elemek k6zott vagy ugyanannyi 0-as van, vagy
a paratlan indextiek k6zott eggyel vagy kettével tobb van. Az indukcié miatt
az azonos paritasu részekre miikodik az algoritmus, ezt a legfeljebb kettd el-
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térést pedig az utolsé For ciklus egyenliti ki. Az algoritmus log n parhuzamos
lépést végez.
Ezutén a sorbarendezd algoritmus.

SORT(aq,...ay):
SORT (a1, ay/2) and SORT(ay, /241, an).
ODD-EVEN MERGE(ay, . . . ay).

A szubrutin helyességébdl indukciéval kovetkezik, hogy ez valéban meg-
rendezi a bemenetét log? n parhuzamos 1épésben.

Abbdl, hogy mely helyeken térténik csere, ki tudjuk taldlni a be-
menetbeli elemek sorrendjét. Mivel n!-féle sorrend van, legaldbb log(n!) =
Q(nlogn) dsszehasonlitds kell, hiszen mindegyik bemenet lehetséges. Ezt a
gondolatmenetet informaciéelméleti alsé korldtnak is szoktak nevezni.

12.3. Szamolas

Az alabbi feladatok megoldasédnak kulcsa az Euler—Fermat-tétel, mely
szerint ha a és m relativ primek, akkor a?(™ =1 mod m, ahol ¢ az Euler-
féle p-fiiggvény, azaz p(m) az m-nél kisebb, m-hez relativ prim egészek sza-
ma. Az alabbi feladatokban valéban mindig csak relativ primekre kell alkal-
maznunk a tételt.

(a) p(11) = 10, ezért 1111724601 = 1111724601 mod 10 = 11117! =7 mod 11.
(b) ¢(6) = 2, ezért

39639693696639136303065464 = 396396936966391° = 1 mod 6.

(c) ©(10) = 4, ezért 3620384340924501 = 36203843409 = 9 mod 10.

(d) p(212) = 21 = 2048 és p(2!1) = 210 = 1024, ezért

320483%97% _ 3204833078 med 1024 ;qod 2048 — 920483' mod 2048 — 33 = 97 10d 212

6.41] (a) 22" =(2")2 = (-1)2=1 mod 2" + 1.
(b) 2% .2""F = —1 mod 2" + 1, tehat 2* inverze —2"~*.
(¢c)a-b=y—2a mod 2" + 1.

Az egyenletbél kapott rekurzié T'(2n) = 3T (n) + O(1), ahol a konstans
az Osszeaddsok és az eltoldsok (azaz 10-zel szorzdsok) koltsége (ha n-ben line-
aris koltséget szamolunk ezekre, akkor sem valtozik a végeredmény). Ebbdl
a Mester-tétel (6.29) alapjan T'(n) = O(n!°e3) ~ O(n!*®), sokkal gyorsabb,
mint az &ltaldnos iskoldban tanult n? idejii algoritmus. Ennél is gyorsabb
azonban a diszkrét Fourier-transzformacié, ami kvazilinearis
(B(nlognloglogn)) futdsidejii.
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Az euklideszi algoritmus egy verzidja legnagyobb kozos oszté keresé-
sére. Mivel minden méasodik lépésben legaldbb az egyik szam felezodik, ezért
a futdsideje O(logmax(a,b)), és ennyi 1épés kell is, ha példdul mindkét szdm
ugyanaz a kettéhatvany.

Az egyenletekbdl kapott rekurzié T'(n) = 7T'(n/2) + O(1), ahol a kons-
tans az Osszeaddsok koltsége (ha n-ben linedris koltséget szdmolunk ezekre,
akkor sem valtozik a végeredmény). Ebb6l a Mester-tétel alapjan
T(n) = ©(n'*e7) ~ O(n?81), gyorsabb, mint a tanult n? idejii algoritmus.
Fontos kérdés, hogy ©(n?t€) idében sszeszorozhaté-e két matrix, jelenleg a
legjobb algoritmus futasideje ©(n23727).

To6bb megoldés 1étezik, ezek koziil egyet mutatunk meg. Szamoljuk ki
ac-t, bd-t és (a+b)(c+ d)-t. EbbSL a valds rész ac — bd, a komplex rész pedig
(a+b)(c+d) —ac— bd.

Megjegyzés: Ha a szdmok re'® alakban vannak adva, akkor egy valds
szorzas elég a szorzatuk kiszamitdsidhoz, de az 6sszeadas komplikaltta valik.

12.4. Diszkrét Fourier-transzformacio

6.46 (v — 1)(2;:01 x%) = 2¥ — 1 = 0, hiszen a tagok teleszkdposan kiesnek.
Mivel £ —1 # 0 és a gylirli nullosztémentes, kész vagyunk. A mod m gy{irtinél
pedig arra kell figyelni, hogy « — 1 ne legyen nullosztd, azaz x — 1 legyen
relativ prim m-hez, ekkor érvényes marad a formula. Egyébként baj lehet,
pl. 1+3#0 mod 8.

Ha w egy 1-es utdn 2n/K darab 0 és 0 egy 1l-es utdn n/K darab 0,
akkor kénnyti veliik szorozni, csak eltolni kell a szdmot (és a tilcsorduld részt

kivonni, 14sd |6.41)).

Kell majd, hogy a primitiv K-adik egységgyok hatvényainak 6sszege
nulla, ekkor a megfelelé tagok pont kiesnek. Mivel mindre ugyanannyi lesz
az Osszeg, elég az egyikre kiszdmolni, példdul a[6.47] feladatbeli ,szép” gyokre.
Ekkor w osztja 2" — 1-et, tehét relativ prim 2" + 1-hez, tehét a feladat
szerint készen vagyunk. Most a szdmolas:

0" - s
= / _ 71‘]/\ _
Ci = C; = E w Yab; =
‘K K < 7

j=0

1 K-1 K-1

WY W) (3 with) =

9—i "=
j=0 k=0 =0

K
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g—i K1 g—i K-l
—ij, jkok . glply _ (k+1—i)j g+l
w W0 apw? 0, = w 0" apby,
K 2 >
4,k =0 3,k,1=0

ahol a Zf,;llzow(k+l_i)j =0, kivéve ha k+ 1 =i vagy k+1 =i+ K, ekkor
K lesz az értéke. A 0%+ pedig 67, illetve —0° lesz, igy k + 1 = i esetén axby,
mig k+1 =1+ K esetén —ayb; lesz a hozzajarulas, pont amit akartunk.

Tehdt mod 257 dolgozunk, w = 16 és 6 = 4 értékekkel a feladat
szerint. Mivel A = B, ezért elég lesz csak az a;-ket kiszdmolni. Kezdetben
ag = az = 1, ebbdl aj = 1, af, = 16, a tobbi pedig tovdbbra is nulla.
Utdna a; = 37_16Ya} = 1+ (~1)'16-bél kapjuk, hogy Go = G = 17 és
i1 = a3 = —15. Innen & = a;b; = a2-bdl &y = éy = 32 és & = é3 = —32.
b = Y0 g1671Ue;bol ¢f = 0, ¢ =0, ch = —1és ¢4 = 0. Végiil pedig

Gy = ch472/4 = 4 (hasznalhatjuk a feladatot).

12.5. Stabil parositasok

Igen, mar 3-3-ra emberre is. A fiik preferenciasorrendjei legyenek
a: {A,B,C}, b: {B,C,A}, ¢ : {C, A, B}, a ldnyoké pedig A : {b,c,a},
B : {c,a,b}, C :{a,b,c}. Ekkor stabil parosits lesz A — ¢, B —a, C —b.
Természetesen tetszélegesen nagy szamra is adhatd hasonlé konstrukeid.

Létezik, mert tetszOlegesen valtozhathatjuk az egyenld preferencidkat
gy, hogy ne maradjanak egyenléek. Ami itt stabil lesz, az az eredetiben is
stabil.

Végig kell gondolni a tanult (ldnykérds) algoritmust, ez fidoptimélis
parositast ad, azaz olyat, ahol minden fid a szamaéra legkedvesebb olyan lanyt
kapja, akit csak kaphat (stabil pdrositds esetén). Tekintsiik azt az els6 hely-
zetet, amikor az egyik fiu megkéri a legrosszabb parjat. Ekkor mar minden
mas lanynak van parja, tehat az algoritmus ezzel a 1épéssel véget ér. Mivel
ez volt az elsé ilyen helyzet, ezért a tobbi fiinak jobb parja van.

6.53 Két stabil parositds éleit egyberakva nem kaphatunk alternal6 utat,
csak kort, hiszen Ut esetén a masodik, ill. az utolsé el6tti él nem lenne stabil,
mert az elsé, ill. az utolso él kedvezSbb a végpontjaiknak. Az &llitas persze
nem paros grafokra is igaz marad.

Nem létezhet. Két stabil parositas unidja izoldlt élekbol és alternald
korokbdl all (14sd az el6zé feladat megoldasat). Minden korre igaz lesz, hogy
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minden koérbeli fiu az egyik parositasbeli parjat kedveli jobban és minden lany
a masikat. A rossz part tartalmazé él emiatt nem lehet korben.

Annak a fidnak, akinek az (n 4+ 1 — i)-edik oszlopdban van a ldny,
a lanynal az i-edik helyen kell lennie a preferenciasorrendben. FEz a feltétel
nyilvéan elégséges ahhoz, hogy minden oszlop stabil parositast adjon. A sziik-
ségesség i = 1-re abbdl adédik, hogy ha mindegyik fid a szamaéra legkevésbé
kedves lanyt kapja, akkor minden lanynak a szadmaéara legkedvesebb fiut kell
kapnia. Nagyobb i-re hasonléan okoskodhatunk indukciét hasznalva.

f(n) pontos nagysdgrendje nem ismert, még azt sem tudjuk, hogy
lehet-e szuperexponencialis, csak azt tudjuk, hogy n-ben legalabb exponen-
cidlis. Ehhez tekintsiik az aldbbi konstrukciét (paros n-re). Az a;, illetve
az a) fin listdja kezd6djon A;, Al-vel, illetve A}, A;-vel, mig az A; illetve az
A’ lany listdja kezdédjon af, a;-vel illetve a;, al-vel, minden ¢ = 1,...n/2-re.
Ekkor minden i-re vélaszthatjuk a lany- vagy a fitoptimélis parositast, ez
27/2 stabil pérositést ad.

12.6. Elemi grafalgoritmusok

Minden feladatot minél gyorsabb (= élszdmban linedris) algoritmussal old-
junk meg!

Inditsunk két mutatét a lista elejétdl, az egyiket egyesével 1éptessiik,
mig a masikat kettesével. Ha a lista digrafként elképzelve egy k hosszu utbol
és egy m hosszi korbél &ll, akkor ez a két mutaté k + (m — k mod m)
1épés utan fog djra taldlkozni, valahol a kéron. Ekkor kezdjiik el ket egytitt
léptetni (egyesével) és inditsunk egy 1j mutatét a lista elejérdl is (egyesével).
Ekkor k 1épés utan taldlkoznak anndl az elemnél, amire az utolsé elem mutat,
tehét az el6z6 1épésben volt a két egyiitt mozgd mutatd az utolsé elemen. (Az
€l6z6 elemet is mindig jegyezziik fel.)

6.58. Ha mélységi kereséssel bejarjuk a grafot, akkor a kapott fa minden
élét pontosan kétszer hasznaljuk. Euler-sétdt kapunk, ha a tobbi élen (nem
fabeli éleken, illetve fabeli élek tovabbi példdnyain) oda-vissza megyiink (pé-
rokat formdlva). Ez linedris algoritmust ad, ha az éllistdn egymds mellett
szerepelnek az élek kiilonb6z6 példanyai. Ha nem, akkor el6szor ezt kell elér-
niink, minden cstcsra fokszam idében. Ehhez vegyiink egy n méretii tombot,
melyben csupa pozitiv szdm van. (Ezt az els6 csicsra ki kell tolteniink, pl.
egyesekkel, kés6bb elég lesz a régit haszndlni.) A csticsunk szomszédaihoz ir-
junk el6szor 0-t (egyszer végigmenve az éllistan), aztan szdmoljuk meg, hany
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él megy a szomszédokba (mégegyszer végigmenve az éllistdn), végiil csindl-
junk egy 1j listat, minden szomszédhoz annyi élet véve, amennyit kell (hogy
tudjuk, kik a szomszédok, ismét végig kell menniink az éllistén).

Csindljunk egy mélységi keresést, és abrazoljuk a fat ugy, hogy a gyokér
van alul. Azok a v nem-gyokér csicsok lesznek elvagdak, amelyeknek lesz egy
olyan felfele indulé aga, amibe nem vezet v aldl él, mig a gyokér akkor lesz
elvagd, ha nem egy a foka. A levelektél indulva mindenkire kiszamithatjuk,
hogy milyen mélyre megy utédjabdl él. Akinek minden gyerekére megy al4,
az nem elvagé. Egy gréaf pedig pontosan akkor 2-6sszefiiggd, ha nincs elvagd
csucsa.

El8szér szamoljuk ki az 6sszes cstics befokat, és ezt a szamot taroljuk el
minden csucsra egy szamlaléban. Akiknek nulla a szamlaldja, azokat tegyiik
be egy N listaba. Ezutan minden lépésben vegyiik ki az N kovetkez6 elemét,
és minden kiszomszédjanak csokkentsiik eggyel a szamlaléjat. Akire nulla
lesz, tegyiik az N-be.

Megjegyzés: A mélységi keresésnél a forditott elhagydsi sorrend is jo.

6.61 Epitsﬁnk mélységi fat egy tetszbleges gyokérbdl, majd irdnyitsuk a
faéleket a gyokérbél elfelé, az Gsszes tobbi élet (amik tehat visszamutatd élek
lesznek) pedig a gyokér felé. Mivel nincsenek elvdgdcesicsok, ezért a m
feladat szerint mindenkibél lehet a gyokér fele menni.

Mélységi bejdrast alkalmazunk (ha elakadunk, egy tetsz6leges még nem
érintett csucsbdl folytatjuk), ekézben a cstcsokat elhagydsi sorrendben beir-
juk egy verembe. Ezutan megforditjuk a graf éleit, és a a verembdl kiolvas-
suk a csticsokat (azaz forditott elhagydsi sorrendben vessziik 6ket), és mind-
egyikbdl mélységi bejardst inditunk. A bejart csicsok egy erdsen Osszefiiggd
komponenst alkotnak, ezeket elhagyjuk, és folytatjuk a kovetkezo csiccsal a
verembol.

Megjegyzés: A komponenseken melléktermékként kozben egy topologikus
sorrendet kapunk.

Az erésen Osszefiiggd komponenseket egy-egy cstcesa 6sszehtizva felte-
het6, hogy a graf aciklikus. Ezutan, ha a graf topologikus sorrendjében min-
den csticsbdl mutat él a kovetkez6be, akkor igen, kiilonben nem (ha tobbféle
topologikus sorrend is van, akkor mindegy, hogy melyiket vessziik, egyikben
sem lesz).

Barmilyen bejarassal kénnyen megkereshetjiik a komponenseket, vagy
csak megiranyitva minden élet oda-vissza hasznalhatjuk a feladatot.
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Futassunk szélességi keresést, ekkor barmely él végpontjai vagy azonos
szintiiek, vagy eggyel tér el a szintjiik. Ha nincs azonos szinti cstcsok kozott
él, akkor a szinteket felvéltva szinezve kapunk egy kétszinezést. Ha van, akkor
a két szomszédos csicsbol 1épegessiink visszafele egy-egy tetszbleges Osiikre,
amig 6ssze nem taldlkoznak.

Taldn a legegyszeriibb, ha st hossza 1, sv hossza 2 és vt hossza —2.
Ekkor v-t nem fogjuk megvizsgalni.

Az 1,...,k értékekre egy-egy vodorben tartjuk azokat a csicsokat,
amiknek épp annyival tobb a tdvolsdguk s-t6l, mint a legutobb vizsgalt cstcs-
nak. A Dijkstra mindig az 1-es vodorbdl vegye ki a cstcsokat (ha nem {ires)
és ezeket vizsgdlja, azaz a szomszédaikat rakja 4t a megfelelé vodrokbe (ez
minden cstcsra fokszdmnyi 1épés, Ssszesen m). Mivel minden él legfeljebb
k hosszi, minden szomszéd 2-t0l k 4+ 1-es sorszamu vodorbe keriil. Ezutdn
eggyel novekszik a legutébb vizsgalt cstcs s-t6l vett tavolsidga, az 1-es vo-
dor kitiriilt, a tobbi vodor sorszdmét pedig eggyel lecsokkentjiik. (Ha az 1-es
vodor kezdetben iires volt, akkor is gy tekintjiik, hogy eggyel nétt a leg-
utébb vizsgalt csics s-t6l vett tavolsaga, és eggyel arrébb toljuk a vodroket,
ez legfeljebb nk-szor fordulhat eld.)

Nevezziik azt 6sszeérésnek, amikor egy v csicsot mindkét Dijkstra at-
vizsgal. Azok a cstcsok, amiket az Gsszeérés pillanataban még egyik irdnybdl
sem vizsgaltunk at, nem lesznek benne legrévidebb utban, hiszen a tavol-
sdguk s-t6l és t-t6l is nagyobb, mint v-nek, ezért ezeket elhagyhatjuk (vagy
csak nem foglalkozunk veliikk). Ezutén elég, ha az s-bol dtvizsgélt és t-bél
atvizsgalt csiticsok kozotti Osszes élre megnézziik, hogy nem ad-e révidebb
utat, mint a v-n at vezets. Erre a lépésre valoban sziikség is van, ha példdul
a graf élei az alabbi hosszisaguak: sv =5, vt =5, sa = 3, ab= 3, bt = 3.

Ezzel a mddszerrel sokat nyerhetiink a hagyomanyos Dijkstrdhoz képest
expanderszerii grafokra. Ha példaul minden él azonos hosszisdgu és a grafunk
egy 3-reguldris fa, akkor a (nagysigrendileg) 395t(st) csiics helyett elég kb.
2. 3dist(s1)/2 ciicsot Atvizsgalni.

Iranyitott grafokra t-bél a visszaéleken csinaljuk a Dijkstrat.

A szokésos médon konstrualt minimdlis dsszsilyt feszitéfa ilyen tu-
lajdonsagu is egyben (hiszen az csak a stlyok sorrendjétél fiigg, és ha eléggé
,széthuzzuk” a silyokat, pl. kiillonboz6 kettohatvanyokka, akkor ha az 0sszeg
minim4lis, akkor a maximum is).

Elbszor az 1j cstcsbdl indulé legolesébb élt vegyiik hozza a feszit6fa-
hoz. Ezutan az 1j cstcs tobbi élét egyesével behizzuk, mindegyikre toroljitk
a bezéart kor legdrdgabb élét. Az ezeket egyesével megkeres§ (pl. mélységi
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keresd) algoritmus osszfutdsa dn. Ha d konstans, akkor ez jobb, mint djra
futtatni valamelyik algoritmust, hiszen a legjobb ismert (determinisztikus)
algoritmus futasideje w(n).

Megjegyzés1: Nem ismert, hogy létezik-e O(n) futdsidejii determinisztikus
algoritmus, amely megtaldlja a minimalis 6sszsilyu feszitéfat.

Megjegyzése: Persze elég nagy pazarlas, hogy a legdragabb él keresésekor
mindig bejarjuk a teljes kort, ehelyett minden keresés utan épithetnénk a
mar bejart élekbdl egy alkalmas adatstruktirat, amiben kénnyebb lenne két
pont kozott legdragabb élet keresni, igy nemkonstans d-re is jobb algoritmust
kaphatnank, mint a fa 1jbdli felépitése.

6.71L Igen, mind azt ad. Az (a) és (b) az eléaddson szerepelt, a (c)-nél azt
gondoljuk meg, hogy két, a vizsgalt sorrendben szomszédos €l cseréjénél nem
véltozik a kimenet, és novekvd sorrendnél visszakapjuk a b)-t.

Ha G egy stlyozott iranyitott graf, legyen az inicializalds pl. az aldbbi:
M(i,i) = 0;

M(i,j) =n.MAX, ha ij nem él; (MAX a legnagyobb élsily-abszolut-érték)
M(i, j) = c(ij), haij él;

P(i,j) =1, ha ij él és 0 kiilonben.

Ekkor, ha ¢ konzervativ, akkor a végén M (i, j) a legrévidebb 47 it hossza,
és az Ut visszakovethet8: j,p(4,7),p(i,p(i,7)),...,% ; ha pedig ¢ nem konzer-
vativ, akkor a végén létezik i, hogy M (i,4) < 0.

Ezt hivjdk Floyd-, vagy Floyd—Warshall-algoritmusnak. A helyességhez
csak azt kell megfigyelni, hogy konzervativ c-re a k-adik for ciklus utdn M (i, )
az i és j kozti legrovidebb 1t hossza, ami csak az elsé k csticsot hasznélja.

12.7. Dinamikus programozas

Kivalasztunk egy gyokeret, ebbdl inditunk egy mélységi keresést. Ez-
utén elhagyasi sorrendben kiszamitjuk minden v csiicsra, hogy az alatta levo
részben mekkora a legnagyobb fiiggetlen csiicshalmaz silya, ha v-t kivalaszt-
juk, illetve nem vélasztjuk ki. Ezeket a mennyiségeket f(v)-vel illetve g(v)-vel
jelolve a kovetkezo képletekbdl tudjuk kiszamolni.

gy= Y maz(f(u),g(u))

u gyereke v-nek

flv) = > g(u)
u gyereke v-nek
Ez élszam idejii, ha két szdm Osszeaddsa, ill. maximumanak kiszamitdsa kons-
tans id6ben megy, mert minden csticsnal annyi 6sszeadast végziink, amennyi
a foka.
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Jeloljiik a sorozat tagjait a;-vel. Minden i-re kiszdmoljuk a b; segédso-
rozatot a kovetkezéképpen. Legyen by = 0 és b; = max(a;, a; + b;—1). Ekkor
b; fogja megadni a legnagyobb Osszegii, a;-vel végz6dé sorozat dsszegét, tehat
a legnagyobb b;-nél végzidik a keresett intervallum (egyenléség esetén mind
ugyanakkora megolddst ad). Innen visszafelé haladva megkereshetjiik az in-
tervallum elejét (utolsé pozitiv b; j6 kezdésnek, ha nulldk vannak, akkor t6bb
j6 is van).

Kiszamoljuk minden i-re és j-re az elsé 4, illetve j betiibSl 4ll6 rész-
sorozat leghosszabb kozos részsorozatdanak hosszét, ez legyen f(i,7). Ha az
i-edik és a j-edik bet{i ugyanaz, akkor ez f(i — 1,5 — 1) + 1, ha nem, akkor
max(f(z',j - 1)7f(7’ - 17]))

Megjegyzés: Ez k db sorozatra is megy, ahol a futasidé a hosszaik szorzata.
Ha k a bemenet része, akkor N P-teljes a probléma.

Minden elemre kiszdmoljuk a legnagyobb négyzetes Osszefiiggd 1-
blokkot, aminek 6 a jobb als6 sarka, ezt jeloljiik majd f(i,7)-vel, a métrix
(i, j)-edik mezbjének értékét pedig m(i, j)-vel. Ha m(i,j) = 0, akkor f(i,7)
is 0. Ha m(i,j) =1 és f(i — 1,4) # f(i,5 — 1), akkor f(4,5) = min(f(i —
1,9), f(4,5—1))+1. Végiil pedig ha m(i,j) = 16és f(i—1,5) = f(i,j—1) =k,
akkor f(i,5) =k+m(i—k,j—k).

Jelsjiik egy a x b-s és egy b X c-s matrix Osszeszorzdsanak koltségét
f(a,b,c)-vel (ez a valésdgban kb. abe), az i-edik méatrix sorainak, ill. osz-
lopainak szdmét ipq-lal, ill. ij0pp-bal, valamint az A;...A; szorzat leggyor-
sabb kiszdmitdsdnak idejét F'(i,j)-vel. Tehdt F(i,i) = 0 és F(i,i + 1) =
f(ibala ijobbv (’L + l)jobb) (persze ijobb = (Z + 1)bal)~ Ebbadl kiszamithatjuk F-et
minden %, j parra, hiszen

F(i,j) = zglklgj F(i,k) + F(k+1,5) + f(ibat, Kjobbs Jjobb),
és innen F'(1,7) adja a megold4st a feladatra. (Persze azt is mindig jegyezziik
fel, hogy melyik k adta az optimumot F'(7, j) kiszamitasakor, hogy tudjuk mi
az optimalis zérdjelezés.)

Kiszamoljuk, hogy i-t6l j-ig mi a legjobb hiromszodgelése az ij 4tl6
alatti résznek (azaz az {i,...,j} csticsokat tartalmazé sokszognek). Ezt dgy
csinaljuk, hogy minden kozbiilsé k csticsra megnézziik, hogy milyen lenne,
ha 6 lenne az ij 4tl6 haromszogének a harmadik csicsa. Az eléz6 feladat
megolddsdhoz hasonléan itt is egyszeriien felirhatjuk a rekurziét, ha f(i,7)
az ij 4tl6 stlya (mivel az oldalakat nem kell behizni, ezért ezekre tgy defini-
aljuk, hogy f(i,i+ 1) = f(1,n) =0) és F(i,7) jeloli az ij alatti rész legjobb
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hdromszogelését (azaz F(i,i +1) =0 és F(i,i +2) = f(i,4+ 2)), akkor

F(i,j) = min F(i,k)+ F(k,j) + f(i,]),
i<k<j
és F(1,n) adja a teljes sokszogre az optimumot. (Persze azt is mindig je-
gyezziik fel, hogy melyik & adta az optimumot F(i,j) kiszdmitdsakor, hogy
tudjuk mi az optimalis hadromszogelés.)

Az els§ Dijkstra megtaldlja az sabt utat. Miutdn csokkentjiik az élek
koltségeit a tavolsagkiilonbségekkel, és a faéleket berakjuk visszafelé, azt kap-
juk, hogy ¢'(sb) = ¢/(at) = 1 és ¢/ (tb) = ¢/(ba) = ¢/(as) = 0. Ebben a grafban
a Dijkstra megtalalja az sbat utat. Ezen két 1t szimmetrikus differenciaja lesz
a megoldds, azaz sbt és sat lesz a két it (milyen meglepd). Az sszhosszuk
2 -3 4 2, mert az elsd utrész hossza 3, a masodik részé pedig 2-vel tobb.

Csak szét kell hiznunk a csicsokat a szokasos médon és alkalmazhatjuk
a Suurballe-algoritmust. Azaz minden v cstcsot helyettesitiink egy vy, és egy
vg; csucesal, koztiik egy nulla koltségii éllel, és az Osszes eredetileg v-be mend
él menjen vpe-be, és az Osszes eredetileg v-bél menoé él menjen v;-bol.

Adjunk egy 1j cstcsot a gréfhoz az osszes (1, t2) pontpérra, csak velitk
Osszekotve, és aztdan futtassuk a Suurballe-Tarjan-algoritmust. A futasidé igy
m + nlogn-rél (ahol m az élek szdma) n? log n-re nd.

Megjegyzés: Mivel az eredmény kifrdsa is mar n? 1épés, ezért ez biztos nem
sokat javithato, a jelen feladatgy{ijtemény Gsszedllitéi nem ismernek gyorsabb
modszer.

6.82. (a) Az elvagdéleket meg tudjuk keresni mélységi kereséssel (hasonléan
a feladat megolddsédban leirtakhoz), amelyek egy ilyen éllel elvighat6ak
s-t6l, azokba nem megy két éldiszjunkt tt.

(b) Elészor csindlunk egy topologikus sorrendet (14sd [6.60). Ezutdn eszerint
sorban haladva indukciéval minden csiicsra konnyen meghatarozhatjuk, hogy
van-e két hozzd vezetd éldiszjunkt Ut s-bdl, és ha nincs, akkor az 6t s-tol
elvago legkorabbi élet.

Megjegyzés: Iranyitott grafokra a jelen feladatgyijtemény Osszeallitéi nem
ismernek gyorsabb mddszert, mint futtatni a Suurballe-Tarjant.

12.8. Folyamok

(a) Hamis, ha példaul az élek st, ab, be, ca, mind egységnyi kapacitdssal,
akkor az abc-n folyhat korbe egy egységnyi folyam. Az viszont igaz, hogy az
ilyen korok éldiszjunktak a minimalis vagasoktdl.
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(b) Igaz, mert amig van ilyen kor, csokkenthetiink rajta igy, hogy valamelyik
élen nullazdédjon a folyam, ezt a 1épést pedig legfeljebb élszamnyiszor tehetjitk
meg.

(c) Hamis.

(d) Igaz.

(e) Hamis.

(f) Hamis.

(9) Hamis.

A vagasfeltételt az esetek kiillon megvizsgaldsaval ellendrizhetjiik, ezt
itt nem részletezziik. Ha lenne négy folyam, azok mindegyike legaldbb kettd
élet haszndlna, de ez lehetetlen, mert csak hat él van.

El6szor is vezessiink a nyel6bél a forrasba egy élet, korlatlan kapacitéds-
sal, igy ezeknek a cstucsoknak eltiinik a kitiintetett szerepe. Ezutan vegyiink
hozzd a grithoz egy (dj) s és t pontot, és osszunk fel minden e élet két
csuccsal, e1-gyel és ex-vel. Tehat az e = wv élbdl ueq, ejes és esv lesz. Mind-
harom 1j élen a fels6 korlat maradjon valtozatlan, az alsé korlatot viszont
toroljitk el. Tehét ha f(e) volt az alsé és g(e) volt a felsé korlat, akkor legyen
mindegyiken a kapacitds g(e). Ezen kiviil adjuk hozza a gréfhoz az et és
az sey éleket f(e) kapacitdssal. Ebben a grafban akkor és csak akkor van
> f(e) méretii st folyam, ha az eredetiben volt megengedett dram. Hiszen
ha volt megengedett dram, akkor legyen minden ue; és eqv élen ugyanannyi
a folyam értéke, mint az e élen volt az aramé, mig az ejes élen pontosan
f(e)-vel kisebb, ennyi menjen az et és az sep éleken, igy pontosan ), f(e)
a folyamérték. Masrészt ha van ekkora folyam, akkor minden et és ses él
telitett, tehdt az ue; és eav éleken folyd (egyenld) mennyiség legaldbb f(e),
igy visszaalakithatunk egy maximadlis folyamot aramma.

A fenti konstrukcié hatranya, hogy a csicsok szama n-rél 2m + n-re né
(ahol m az élszam). Ezt kikiiszobolhetjiik azzal, hogy az élek felosztdsa he-
lyett minden v csticsb6l megy t-be egy >, ., f(vu) kapacitasi él, és minden
v cstcsba megy s-bél egy >, f(uv) kapacitasi €l, csak ekkor az eredeti
élek kapacitdsét le kell csokkenteniink g(e) — f(e)-re.

Megjegyzés: A Hoffman-tétel szintén levezethetd igy a vagdsfeltételbol.

Jeloljiik az s;-bél t;-be szallitandé mennyiséget f;-vel. Elészor sq, so-be
vezessiink élet egy 14j forrasbdl fi, illetve fo kapacitassal és t1,t2-bél pedig
egy 1j nyel6be f1, illetve fo kapacitdssal, a kapott (maximalis) folyam pedig
legyen u. Ezutan si,to-be vezessiink élet egy 1j forrasbol fq, illetve fo kapa-
citdssal és t1, so-bOl pedig egy 1j nyelébe f; illetve fo kapacitassal, a kapott
(maxim4lis) folyam pedig legyen v. Ekkor (u + v)/2 és (u — v)/2 egy s1t1
illetve egy soty folyam. Réadasul az Osszegiik és a kiilonbségiik is eleget tesz
minden élen a kapacitasfeltételeknek is, hiszen u-t illetve v-t kapjuk. Mar
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csak az egészértékliség kell. Mivel ekkor u-rél és v-rol is feltehetjiik, hogy
egészértékil, csak azt kell biztositanunk, hogy minden élen megegyezzen a
paritasuk. Ehhez mindkettérél megmutatjuk, hogy feltehetd, hogy minden
élen a kapacitasaval megegyez6 paritdasu folyam folyik rajta mindkét folyam-
ban. Ha nem igy lenne valamelyik folyamra, akkor az Euler-feltétel miatt
lenne eltéré folyamkapacitas paritasi élekbdl kor. Egy ilyen kérén azonban
barmelyik irdnyban megnovelhetjiik a folyam értékét eggyel. Miutan u és
v igy egyezik minden élen a kapacitas paritasaval, igy egymassal is, tehat
készen vagyunk.

Feltehetjiik, hogy a p;-k csokkend sorrendben vannak, azaz p; a leg-

hasznosabb aru. Futtassunk i = 1, ..., k-ra sorban egy maximalis st; folyam-
keres6 algoritmust az aktudlis segédgrafban. Igy minden tq,...,t;-re maxi-
mélis haszni lesz az s-bél t1,...,t;-be mené folyam nagysdga. (Ez 14tszik

konnyen, ha a grafhoz hozzdadjuk minden ¢ < j-re a t;t; éleket korldtlan ka-
pacitdssal, amiket persze sosem fogunk haszndlni.) Természetesen az egészség
is teljesiil, ha a kapacitasok egészek.

Nincs ilyen p. Tegyiik fel ugyanis, hogy a graf egy hosszu, irdnyitott
ut, melynek két utolsé csticsa a két nyeld, és az it minden éle duplén szerepel
(aki nem szereti a multigrafokat, az ossza fel mindegyik élet egy-egy pont-
tal). Ekkor minden csicsnél egy p-t6l fiiggd pozitiv konstans eséllyel egymads
linearis kombinécidja lesz a két kimend élen. Tehat, ahogy az Ut hossza tart
a végtelenbe, gy tart annak az esélye a nulldhoz, hogy a nyel6khoz eljuté
jelek fiiggetlenek maradnak.

Azokba a csicsokba tudunk két F,,-beli jelet kiildeni, amikbe megy két
éldiszjunkt ut. Az a network coding tétel, hogy ezekbe tényleg lehet szimultédn
két jelet kiildeni. Ezeket a csticsokat pedig a b feladat alapjan linedris
idében meg tudjuk keresni.

12.9. Approximacio

(a) Dinamikus programozassal megnézziik, hogy mennyire lehetnek
tele a ladék az els6 i elem berakésa utén. Ez mindig nf4?® lehetSség, tehét
polinomidlis lesz az algoritmus.

(b) 2-approximé&cidt ad, mert barmely két szomszédos lada tartalma nagyobb,
mint egy ldda kapacitdsa. Fz pedig éles, ha a csomagok mérete felvaltva 0,5
és €.

(c) Ez ekvivalens a particids probléméval, ami NP-teljes.

6.91. (a) Jeloljiikk a legnagyobb fiiggetlen csicshalmaz méretét a(G)-vel.
Ekkor a(G) + 7(G) = n (ez az Gn. Gallai-azonossdgok egyike), a fiiggetlen
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csucshalmaz pedig ekvivalens a klikkel a komplementergrafban, tehat ez is
NP-nehéz.

(b) Mohén vegyiik sorban minden eddig fedetlen él mindkét végpontjat S-hez,
amig van fedetlen él. Az algoritmus kozbeni élek parositast alkotnak, tehat
legaldbb |S|/2 csicsra sziikség van mar csak az & lefogdsukhoz is.
Megjegyzés: Habar a klikkszam meghatarozasara nem létezik hatékony app-
roximécids eljaras, erre a feladatra van.

6.92] (a) Készitsiink egy minimalis feszitéfat, ennél nyilvdn nem lehet ki-
sebb semmilyen Osszefiiggd részgraf éleinek dsszege. Viszont legfeljebb kétszer
ilyen hosszisagi Hamilton-kort gyarthatunk az aldbbi algoritmussal. Eloszor
jarjuk be a fat, minden élet kétszer érintve. Ebben a korsétaban lecserélhe-
tiink barmely utat a két végpontja kozotti élre, a metrika miatt ettél nem
no a korséta hossza. Ilyen cserékkel konnyen Hamilton-korré alakithatjuk a
korsétat, ezzel megoldva a feladatot.

(b) Azt hasznaljuk, hogy annak eldéntése, hogy van-e egy grafban Hamilton-
kor NP-teljes. A bemenetgraf éleinek hossza legyen 1, a nem-éleinek hossza
pedig ng(n). Ha az eredeti gréfban volt Hamilton-kér, akkor az djban van n
hosszid Hamilton-kor, ha nem volt, akkor viszont legaldbb ng(n) hosszisagu
lesz minden Hamilton-kor.

12.10. Kodolas

Kezdeti abécé: 1 — E, 2 — M, 3 —S. Kéd olvasdsa kozben az aldb-
bi bettiket fejthetjiik vissza és az aldbbi kédokkal boviill az abécé: 1: E, 2 :
MA4—EM),4: EM(5—ME),1: E(6—EME),3: S(7T—ES),7: ES(8—SE)
6: EME(9—ESE),2: M(10— EMEM),8: SE(11—-MS),5: ME(12 —
SEM), 8: SE(13 — MES), 12: SEM (14— SES) 6 : EME(15 — SEME),
15 : SEME(16 — EMES), 17 : SEMES, 18 : SEMESS, 16 : EMES,
1 : E, azaz osszeolvasva: EMEMESESEMEMSEMESESEMEMESEMESE-
MESSEMESSEMESE — sajnos nem teljesen értelmes, de legalabb gyakorol-
tuk a nehezebb eseteket is...

Négyelemi esetén. Ha az dbécé legfeljebb harom elemii lenne, akkor
a masodik karakter legfeljebb 4 lehetne. Masfel6l n betiis dbécé esetén n + 4
legfeljebb ¢ + 1 hosszi szoveget kédolhat, hiszen minden 1j kéd valamelyik
kordbbi kdédszé hosszat noveli eggyel. Négyelemli dbécére itt pont mindig
egyenl6ség lesz, hiszen ha 1 az A kédja volt, akkor 5 az AA-é lesz, 6 az
AAA-é stb.

Legfeljebb n-szer, hiszen utdna mér barmilyen beti is jon, arra lesz
egy kodszavunk.
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Nincs, prébaljuk ugyanis visszafejteni a kédot. Mivel AAB-vel kezd6-
dik a kédolt szoveg, ezért az n+ 1 az AA kédja lesz, az n+ 2 pedig az AB-6.
De kés6bb lesz két egymaést koveté n + l-es (ami AAAA-t jelent), ezért az
elsd n + 1 lefrdsa utdn méar lesz AAA-ra is kédunk (és mivel eddig nem volt,
ezért 3n + 1 lesz, de ez nem fontos). Mivel a mdsodik n + 1-et egy n + 2
koveti (ami AAAB-t jelent) ezért AAA kédjét (3n + 1) kéne {frnunk az AA-é
(n+ 1) helyett.
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