ANALIZIS FELADATGYUJTEMENY II

@ SZECHENYI TERV



Jegyzetek és példatarak a matematika egyetemi oktatasahoz
sorozat

Algoritmuselmélet

Algoritmusok bonyolultsaga

Analitikus médszerek a pénziigyben és a kozgazdasdgtanban
Analizis feladatgytlijtemény I

Analizis feladatgy(ijtemény II

Bevezetés az analizisbe

Complexity of Algorithms

Differential Geometry

Diszkrét matematikai feladatok

Diszkrét optimalizalas

Geometria

Igazsagos elosztasok

Introductory Course in Analysis
Mathematical Analysis — Exercises 1
Mathematical Analysis — Problems and Exercises 11
Mértékelmélet és dinamikus programozas
Numerikus funkcionédlanalizis
Operaciokutatas

Operéacickutatasi példatar

Parcidlis differencidlegyenletek

Példatar az analizishez

Pénziigyi matematika

Szimmetrikus struktuarak

Tobbvaltozos adatelemzés
Varidcidszamitas és optimadlis iranyitas



FEHER LAszLO, KOs GEZA,
TOTH ARPAD
ANALIZIS

FELADATGYUJTEMENY
I1

E6tvos Lorand Tudomanyegyetem
Természettudomanyi Kar

Typotex
2014



© 2014-2019, Fehér Lészl6, Kés Géza, Téth Arpad,
Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem, Természettudoményi Kar

Szerkesztok: Kos Géza és Szentmikldssy Zoltan

Lektoralta: Pach Péter Pal

Creative Commons NonCommercial-NoDerivs 3.0 (CC BY-NC-ND 3.0)
A szerz6 nevének feltiintetése mellett nem kereskedelmi céllal szabadon
masolhato, terjeszthetd, megjelentetheto és eléadhatd, de nem maédosithaté.

ISBN 978 963 279 421 1

Késziilt a Typotex Kiad6 (http://www.typotex.hu) gondozdsiban
Felelos vezet6: Votisky Zsuzsa

Miiszaki szerkeszté: Gerner Jozsef

Késziilt a TAMOP—4.1.2—08/2/A/KMR—2009—OO45 szamu,
»wJegyzetek és példatarak a matematika egyetemi oktatdsdhoz” cimii projekt
keretében.

Nemzeti Fejlesztési Ugynokség . ” "
www.ujszechenyiterv.gov.hu ’ MAGYARORSZAG MEGUJUL
0640638 638 L

A projekt az Eurépai Unié tdmogatasaval, az Eurépai
ionalis Fej ési Alap tarsfi irozasaval valésul meg.

KULCSSZAVAK: analizis, kalkulus, derivalt, integréal, t6bb-véltoz6, komp-
lex.

OSSZEFOGLALAS: Ez a feladatgytijtemény elsésorban azon egyetemi hall-
gaték szamara késziilt, akik matematikat, ezen beliil kalkulust és analizist
tanulnak. A koényv f6 feladata bevezetni az olvasét a a differencidl és integ-
ralszamitasba és ezek alkalmazasaiba.


http://www.typotex.hu

Tartalomjegyzék

I. Feladatok 11
1. Alapfogalmak. A valds szamok axiémarendszere 13
1.0.1. Logikai alapfogalmak . . . . . .. ... ... ... ... 13

1.0.2. Halmazok, fiiggvények, kombinatorika . . . . . . . .. 18

1.0.3. Bizonyitasi médszerek: indirekt bizonyitds . . . . . . . 21
Fibonacci szamok . . . . . . . . ... oL 25

1.0.4. Egyenl6tlenségek és szélséérték-feladatok megoldasa . 26

1.1. Valdés szamok . . . . .. . .. . o 28
1.1.1. Testaxiémdk . . . . ... .. ... ... ... 28

1.1.2. Rendezési axiomak . . . . . . ... ... ... ... .. 29

1.1.3. Arkhimédészi axiéma . . . . . .. ... ... ... .. 30

1.1.4. Cantor-axiéma . . . . . . . . . ... ... ... ... 30

1.1.5. A szamegyenes, intervallumok . . . . . . ... ... .. 32

1.1.6. Teljességi tétel, tsszefiiggbség, a szdmegyenes topoldgidja 35

1.1.7. Hatvédnyozds . . . .. ... ... ... ..., 38

2. Végtelen szamsorozatok konvergenciija 39
2.1. Elméleti feladatok . . . . . .. ... ... oL 39
2.2.  Sorozatok nagysdgrendje, Kiiszobindex . . . . ... ... .. 45
2.3. Torlédasi pontok, liminf, limsup . . . . . ... ... ... ... 48
2.4. Hatarértékszamitas . . . . . . ... .. Lo oL 51
2.5. Rekurzivan definialt sorozatok . . . . . . . . ... .. ... .. 55
2.6. Azeszdm . . . . .. 58
2.7. A Bolzano—Weierstrass-tétel és a Cauchy-kritérium . . . . . . 59
2.8. Végtelen sorok: bevezetés . . . . . .. ... ... ... ... 60
2.9. Megszamlalhaté és nem megszamlalhaté halmazok . . . . . . 63
2.9.1. Megszamlalhaté halmazok . . . . . . . ... ... ... 63

2.9.2. Kontinuum szamossagu halmazok . . ... ... ... 64

2.9.3. Szamossigok Osszehasonlitdsa . . . . ... ... L. 64

5



3. Valés fiiggvények hatarértéke, folytonossaga 67

3.1. Valés fiiggvények globalis tulajdonsagai . . . . ... ... .. 67
3.2. Fiiggvények folytonossaga és hatarértéke . . . . . . . . . . .. 71
3.3. Fiiggvény-hatarértékek kiszdmitdsa . . . . . .. ... .. ... 79
3.4. Az atvitelielv. . . . . ... 84
3.5. Korlatos zart intervallumon folytonos fiiggvények . . . . . . . 85
3.6. Egyenletes folytonossag . . . . .. ... ... L. 87
3.7. Monotonitas és folytonossag . . . . . . . .. ... ... 88
3.8. Konvexitds és folytonossag . . . . . . .. .. ... 89
3.9. A fiiggvénygrafikon ivhossza . . . . . . . . ... ... ... .. 89
3.10. Exponencidlis, logaritmus- és hatvanyfiiggvények . . . . . . . 91
3.10.1. Nevezetes egyenlotlenségek . . . . .. ... ... ... 93
3.11. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik . . . . . . . . . ... 95
4. A differenciadlszamitas és alkalmazasai 97
4.1. A differencidlhatésag fogalma . . . . . . . ... 97
A1 Erint6 . ... 105

4.2. Magasabb rendii differencidlhdnyadosok . . . . ... ... .. 106
4.3. A lokalis tulajdonsagok és a derivalt kapcsolata . . . . . . . . 108
4.4. Kozépértéktételek . . . . . . . ..o L 109
4.4.1. Gyokok szama . . . ... o 112

4.5. Szélsoérték-feladatok . . . . . . ..o oL 112
4.5.1. Egyenl6tlenségek, becslések . . . . . ... ... 113

4.6. A differencialhaté fiiggvények vizsgdlata . . . . . . . . .. .. 115
4.6.1. Konvexitds . . . . . . . . . .. ... 115

4.7. A L’Hospital-szabdly . . . . . ... ... .. ... ... .... 116
4.8. Polinomapproximacié, Taylor-polinom . . . . ... ... ... 118
5. Az egyvaltozés Riemann-integral és alkalmazasai 123
5.0.1. A hatérozatlan integral . . . .. ... ... ... ... 123
5.0.2. A derivaltfiiggvények tulajdonsagai . . . . . .. .. .. 125

5.1. A hatérozott integral . . . . . . . ... oL 126
5.1.1. Nem elemi integrédlok, Liouville-tétel . . . . . . . . .. 131
5.1.2. Az integral értékére vonatkozd egyenlGtlenségek . . . . 132

5.2. Integralszamitds . . . . . .. .. ... L L. 134
5.2.1. Az integralés és a differencidlds kapcsolata . . . . . . . 139

5.3. Az integrélszamitas alkalmazdsai . . . .. ... .. ... ... 140
5.3.1. Teriilet- és térfogatszamitds . . . . . . ... ... ... 143
5.3.2. Ivhossz-szdmitds . . . . . ... ... ... ... .... 144
5.3.3. A forgdsi feliiletek felszine . . . . . . . ... ... ... 145

5.4. Korlatos valtozasu fliggvények . . . .. ... ... ... ... 145

5.5. A Stieltjes-integral . . . . . .. ... oL 146



5.6. Az improprius integral . . . . . ... ... 148

6. Numerikus sorok 153
7. Fiiggvénysorozatok és sorok 159
7.1. Figgvénysorozatok konvergencidja . . . . . . . . .. ... .. 159
7.2. Figgvénysorok konvergencidja. . . . . . . . . .. ... 161
7.3. Taylor-sorok és hatvanysorok . . . ... ... ... ... .... 164

8. Tobbvaltozés fiiggvények differencidlasa 167
8.1. RP - R fliggvények. . . . . . . .. ... ... ... 167
8.1.1. A ponthalmazelmélet alapjai . . ... ... ... ... 167

8.1.2. Hatérérték és folytonossag R™-ben . . . . . .. .. .. 170

8.1.3. Differencialdas R™-ben . . . .. ... ... ... .... 173

8.2. RP — RY fliggvények . . . . . . . ... ... ... 180
8.2.1. Hatarérték és folytonossag . . . . . .. ... ... ... 180

8.2.2. Differencialhatésag . . . . . . . .. ... ... 181

9. Tébbdimenziés Jordan-mérték és Riemann-integral 185
10.Integraltételek 193
10.1. A vonalintegral . . . . . . . .. ... o 193
10.2. Newton-Leibniz formula . . . . . .. ... ... .. ... ... 194
10.3. A primitiv fiiggvény létezése . . . . . . . . .. ... ... ... 195
10.4. Integraltételek . . . . . . ... L o o 198
11.Mértékelmélet 201
11.1. Halmazalgebrdk . . . . . . .. .. ... .. 0oL 201
11.2. Mértékek és kiilsé mértékek . . . . . . .. ... 202
11.3. Mérheto fiiggvények. Integral . . . . . . . .. ... ... ... 205
11.4. Fiiggvénysorozatok és -sorok integraldsa . . . . . . .. .. .. 207
11.5. Fubini-tétel . . . . . . . . ... 208
11.6. Differencidlds . . . . . . . . . ... Lo 208
12.Komplex differencialhatésag 211
12.0.1. Komplex szamok . . . . . .. .. ... .. ... ... 211

12.0.2. A Riemann-gémb . . . . . . ... ... 214

12.1. Regularis fiiggvények . . . . . . . . .. .. oL 215
12.1.1. Komplex differencidlhatésag . . . . . . . .. . ... .. 215

12.1.2. Cauchy—Riemann parcialis egyenletek . . . . . .. .. 216

12.2. Hatvanysorok . . . . . . . . . .. . 216
12.2.1. A hatvanysor konvergenciatartomanya . . . . . . . . . 216

12.2.2. Az osszegfiiggvény regularitdsa . . . . . . . . ... .. 217



12.2.3. Taylor-sor . . . . . . .. ... 218

12.3. Elemi fiiggvények . . . . . . .. ... oo oL 218
12.3.1. Az exponencidlis és trigonometrikus fiiggvények . . . . 218

12.3.2. Komplex logaritmus . . . . ... ... ... ... ... 219

13.A komplex vonalintegral és alkalmazasai 223
13.0.3. A komplex vonalintegral . . . . . . .. ... ... ... 223

13.0.4. A Cauchy-tétel . . . . ... ... ... ... ...... 224

13.1. A Cauchy formuldk . . . . . ... ... Lo oL 226
13.2. Hatvany- és Laurent-sorba fejtés . . . . . .. ... ... ... 228
13.2.1. Hatvanysorba fejtés, Liouville-tétel . . . . . . . . . .. 228

13.2.2. Laurent-sorba fejtés . . . . . .. ... ... ... 229

13.3. Regularis fiiggvények lokélis tulajdonsdgai . . . . . . . . . .. 232
13.3.1. Unicitds-tétel . . . . . . .. . ... ... ... ... 232

13.3.2. Maximum-elv . . . . . .. ... 233

13.4. Izolalt szingularitasok . . . . .. ... ... ... .. 234
13.4.1. Szingularitdsok . . . . . . .. ... oL 234

13.4.2. A reziduumtétel . . . ... ... 235

13.4.3. A reziduum kiszamitasa . . . . . ... ... ... ... 238

13.4.4. A reziduumtétel alkalmazédsai . . . . . .. . ... ... 239
Végtelen sorok Osszegének kiszamitdasa . . . . . . . .. 240

Valés integralok kiszamitédsa . . . . . . .. .. ... .. 241

13.4.5. Argumentum elv és Rouché tétele . . . ... ... .. 245
14.Konform leképezések 247
14.1. Tortlinearis figgvények . . . . . . . . .. .. oL 247
14.2. Riemann alaptétel . . . . .. .. ... oL 250
14.3. Schwarz-lemma . . . . . . . . . ... ... 253
14.4. Kiterjesztés a hatarra . . . . . . . ... ... .. 255
14.5. Tiikrozési elv . . . . . . . . .o 255
II. Megoldasok 257
15.Megoldasi 6tletek és végeredmények 259

16.Megoldasok 287



Eloszo

Ebben a gytijteményben azokbdl a gyakorlatokbdl és feladatokbdl véalogat-
tunk, amelyeket az utébbi néhany évben az ELTE TTK Analizis Tanszékén,
a Matematika Bsc. és a kordbbi osztatlan képzések Analizis I-IV. és Komplex
Fiiggvénytan gyakorlatain adtunk fel. Ezeket a feladatokat f6leg a matemati-
kus vagy alkalmazott matematikus szakiranyokat, tovabba a felkésziiltebb, a
matematika tanar szakiranyokat valaszté didkoknak és oktatdiknak ajanljuk.

Minden feladathoz megadtunk egy 1 és 10 kozotti, altalunk becsiilt nehéz-
ségi értéket. Ez az érték lényegében annak felel meg, hogy az illetd feladat
hényadik lehetne az egyetemi zarthelyi dolgozatokban. A tanarszakosokndl
ez 1-7, alkalmazott matematikus szakon 2-8, mig matematikus szak esetében
3-9 ez az érték. (Tudni kell, hogy a jeles jegy megszerzéséhez ot feladatot
kell megoldani; a hatodik és hetedik feladat célja az, hogy a legjobbak se
unatkozzanak.) A 10-es nehézségili feladatok méar mindenképpen til nehezek
egy zarthelyire, de kutaté palyara késziilé didkok szamara ezeket is ajanljuk.

A feladatok egy részének nem ismerjiik a pontos eredetét. A feladatok
szajhagyomany ttjan is terjednek oktatok és oktatok, vagy éppen oktatdk és
az 6 egykori oktatdik kozott. Valdszintileg sok olyan feladat van, amit tébb
generaciéval ezel6tt taldlt ki valaki.

Sokunk szdméra ,a stencil” volt a feladatok forrasa, az ebben szereplé fel-
adatok tobbsége Laczkovich Miklds, Lempert Lészlé és Pésa Lajos gytijtése,
illetve alkotésa.

Ezért hadd élljon itt azoknak a tdrsszerzdinknek a (bizonydra nem tel-
jes) felsoroldsa, akik tanszékiinkon el6addként vagy gyakorlatvezetdként részt
vesznek vagy részt vettek a valds és az egyvaltozos komplex analizis tanitasa-
ban: Bognar Matyas, Buczolich Zoltédn, Csaszéar Akos7 Elekes Marton, Gémes
Margit, Haldsz Gabor, Keleti Tamés, Laczkovich Miklés, Petruska Gyorgy,
Révész Szilard, Rimanyi Richard, Sigray Istvéan, Simonovics Miklds, Szent-
mikléssy Zoltan, Széke Rébert, Sziics Andréas, T. Sés Vera.

Néhany feladatot Laczkovich Miklés és T. Sés Vera Analizis 1. konyvébol
vettiink &t szives engedélyiikkel.
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1. fejezet

Alapfogalmak. A valos
szamok axiomarendszere

1.0.1. Logikai alapfogalmak
1.0.1. (4) E o "y . . .
gy 11 tagi tdrsasdgban kétféle ember lehet: lovagok (akik mindig
igazat mondanak) és I6kdték (akik mindig hazudnak). Megkérdezték mind-
egyik embert, hogy a tarsasagban hény lovag van, és a kovetkez6 valaszok
hangzottak el: 3, 1, 4, 1, 5, 3, 5, 9, 5, 3 és 5. Meg lehet-e allapitani, hogy
hény lovag van koztiik?
1.0.2. (4) E . . . . e (o
gy szigeten olyan lakosok élnek, akik csak hétfon, szerdan és
pénteken mondanak igazat, a hét tobbi napjan pedig hazudnak. Mikor han-
gozhattak el a kovetkez6 mondatok?
1. Holnap igazat fogok mondani.
2. Holnap és holnaputédn is hazudni fogok.

1.0.3. (1) Adjuk meg az igazsagtablat!

AV (B= A)

1.0.4. (3) Adjuk meg az igazsdgtabldkat!
1.A=1B 2.A=1B 3. A= (B=0C)

1.0.5. (2) Jelentse P(x) : ,x paros”, H(z): ,x hattal oszthaté”. Mit jelen-

tenek a kovetkez6 formulédk, és igazak-e?(— a tagaddst jelsli.)

13



14 1. ALAPFOGALMAK. A VALOS SZAMOK AXIOMARENDSZERE

A T

LTS (6 Legyen H C R. frjuk fel az alabbi tulajdonsagokat, illetve
tagadasukat is formalizdlva. Létezik-e a megadott tulajdonsagu halmaz?

1. H-nak legfeljebb 3 eleme van.

2. H-nak nincs legkisebb eleme.

3. H béarmely két kiilonb6z6 eleme kozott van harmadik H-beli.

4. Béarmely szamnal van nagyobb H-beli szam.

frjuk le formalisan azt az &allitast, hogy nincs legnagyobb termé-
szetes szam, és hogy van legnagyobb természetes szdm (logikai jelek, = és <
hasznélhatd).

1.0.8. (5) Ha H C N, akkor mit jelentenek a kovetkezé allitasok?
(a) Qe HYA(Vz € H (x+1) € H);
(b) le H)N2e H)AVzeN(ze HA(z+1) € H)= (z+2) € H);
¢) (
d)

1.0.7. (2)

() leHO)AN(VzeN(MyeNy<ez=yecH))=zc H),
(d)VzeeN(zdH)=(Fye N (y<axANy¢gH);
1.0.9. (4) Legyen T' egy egyszer(i (hurok- és tobbszords-él mentes) graf,
amelynek csicshalmaza V' és élhalmaza E. Az aldbbi allitdsok koziil melyik
fejezi ki, hogy nincs 3 hosszu kor a grafban?

1. Vo,y,z€ V ({z,y} e EN{x,2} € E) = {y,2} € E)
2. 3z,y,2 €V ({z,y} e EN{z, 2} € B) = {y,2} ¢ E)
3. Ve,ydzeV ({z,y} e EN{x,2} € E) = {y,2} ¢ E)

Adjunk példat olyan grafra, ami teljesiti a masik két allitast.
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1.0.10. (4) J gy tancmulatsigon lanyok és fidk tancoltak. Jelolje T(L, F) azt

az allitast, hogy az L lany az este folyaman tancolt az F' fiival. Dontsiik
el, hogy az alabbi allitasok koziil melyikbol kovetkezik a mésik. (Es ha nem
tudjuk, hogy volt-e egyéltaldn valaki a mulatsdgon?)
1. 3L)(VF)T (L, F); 2. (VF)(3L)T(L, F); 3. (3F)(VL)T (L, F);
4. (VL)(3IF)T (L, F); 5. (VL)Y(VF)T(L, F); 6. 3L)EFT(L, F).

1.0.11. (4)

Az 1.0.10 feladatbeli tancmulatsag kapcsan dontsiik el, hogy az aldbbi
allitasok koziil melyikbél kovetkezik a méasik. (A feliilhizds a tagaddst jeloli.)

1. GL)(VF)T(L, F); 2. (VFY3L)T(L, F);

3. VLYEF)T(L, F); 4. WVL)YVF)T (L, F).

1.0.12. (7) Hény olyan H C {1,2,...,n} halmaz van, amelyre teljesiil, hogy
Ve (re H=a2+1¢ H)?

L0, (7) Hény olyan H C {1,2,...,n} halmaz van, amelyre teljesiil, hogy

Vo ([(x€ H)A(z+1€ H)] = a+2 € H)?

1.0.14. (5) | \elyik alabbi allitasbol kivetkezik melyik?

1. Vee H)Gye H)(x+yec ANz —y € A);
2. FreH)(VyeH)(@x+ycAnae—yec A
3. Ve H)(Jye H)(z+y e A).

1.0.15. (4) Ha H egy szdmhalmaz, akkor mit jelentenek a kovetkezo allitdsok?
(a) Vx e R3y € H z < y; (b) Ve € H 3y € Rz < y; (c)
Vee Hdye Hx<y.
1.0.16. 5) | [egven A és B két szamhalmaz. Melyik allitashol kovetkezik a
masik?
(a)Vee Adye Bz <y (c)Vxe AVye Bz <y
(b)IyeBVzreAx<y (d)JIxreATFyeBr<y
1.0.17. (3)

(a) Miben tartunk egy mindent feloldé folyadékot?

(b) Mi torténik, ha egy mindent elsopré eré egy lekiizdhetetlen akadallyal
keriil szembe?
(Moldova Gy.: Palyézat)

Megoldas—



16 1. ALAPFOGALMAK. A VALOS SZAMOK AXIOMARENDSZERE

1.0.18. (1) Mit jelent ez a mondat?

»Megnyugtatasul kozlom, hogy tévesnek bizonyult a cafolata an-
nak a hiresztelésnek, miszerint mégsem hazugsig azt tagadni,
hogy lesz olyan vizsgazd, akinek egy valds analizis tétel bizonyi-
tasat sem kell tudnia ahhoz, hogy ne bukjon meg.”

1.0.19. (2) Magyarazzuk meg a beszélgetést!

Kapitany: Elég lesz az lizemanyag a leszallashoz, vagy lezuhanunk?
Szamitogép: Igen.
Kapitany: Igen, de MI?!!
Szamitégép: Igen, Uram.
(R. Smullyan: Mi a cime ennek a konyvnek?)

Megoldas—

1.0.20. (5) Tegyiik fel, hogy

(a) nem mindenki hullamosd, aki szereti a spendtot;
(b) minden zenerajongé hullamosé, vagy legaldbbis nem szereti a spenétot;
(c) vagy az igaz, hogy aki nem hullamosd, az zenerajongd, vagy pedig az,
hogy aki hullamosé, az nem zenerajongo.
Kovetkezik-e a fentiekbdl, hogy aki szereti a spendtot, az nem zenerajongd?
(KosMalL, 1975. december, F. 2001., [Pésa Lajos feladata] alapjan)

1.0.21. (5)

,Minden asszony életében jon (van) egy pillanat, mikor olyat akar
tenni, amit nem szabad.” (Hofi)

frjuk fel a fenti allitast kvantorokkal, tagadjuk, majd fogalmazzuk meg a

tagaddst szovegesen is. (Végiil zenésitsiik meg.)
Megoldas—

Ha minden repiilni tudé allatnak van szarnya, és minden madarnak

szarnya van, akkor a logika szabalyai szerint melyik allitas igaz biztosan?
(a) Minden szérnyas éllat tud repiilni

(b) Minden madér tud repiilni

(¢) Néhény szdrnyas tud repiilni

(d) Minden szdrnyas dllat madar

(e) T6bb is biztosan igaz a fentiek koziil

(f)

1.0.22. (3)

f) Egyik sem igaz biztosan a fentiek koziil
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(g) Egyik sem igaz biztosan a fentiek koziil
(h) Egyik sem igaz biztosan a fentiek koziil
(,Az orszdg 1Q-tesztje” nyoméan)

1.0.23. (5) Igazoljuk, hogy az implikacié balrdl disztributiv a diszjunkciéra

Megoldas—

nézve.

Kapcsol6do feladat: 1.0.24

1.0.24. (5) (a) Igaz-e, hogy az implikdcié jobbrdl disztributiv a konjunkcidra

nézve?
(b) Igaz-e, hogy az implikdcié balrdl disztributiv a konjunkciéra nézve?
Kapcsolédo feladat: 1.0.23

LALE2s (2] Legyen NOR(z,y) = —(z V y). Csupdn a NOR miiveletet
felhaszndlva sokféle kifejezést készithetiink, pl. NOR(z, NOR(NOR(z,y),
NOR(z,x))). (a) Mutassuk meg, hogy barmilyen n-valtozds logikai fiigg-
vényt eldllithatunk igy!

(b) Mutassunk példat a NOR helyett méas kétvaltozos logikai fiiggvényre,
amikre ugyanez a tulajdonsag teljesiil!

Vec 4Y 4B 4A 3y 38 3A
14|13 ji2) jrnij10]|9||8

1012]||3/ja|[s]|6]|7
1Y 1A 18 2Y 2A 28 GWND

A Texas Instruments SN7402N integralt dramkore, ami 4 fiiggetlen NOR logikai kaput

Mutassuk meg, hogy barmely f(x1,xa,...,x,) n-véltozés Boole-
fiiggvény (azaz olyan figgvény, ami n darab igaz/hamis értékhez rendel egyet-
len igaz/hamis értéket) felirhaté csupdn a valtozdjelek, zardjelek, a konstans
hamis érték és az implikdcié miivelet (=) felhasznéldsdval.

tartalmaz

1.0.26. (6)

1.0.27. (8) Legyen f(x1,22,...,2,) egy n-valtozds Boole-fiiggvény (azaz

olyan fiiggvény, ami n darab igaz/hamis értékhez rendel egyetlen igaz/hamis
értéket). Bizonyitsuk be, hogy az f(x1,x2,...,x,) figgvény akkor és csak
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akkor {rhaté fel csupdn a véltozdjelek, zdrdjelek és az implikédcié miivelet (=)
felhasznalasaval, ha

Ik e{l,2,...,n} (le,...@n (xk :>f(m1,x2,...,mn))).

1.0.2. Halmazok, fiiggvények, kombinatorika

1.0.28. (2) Oldjuk meg: 2z — 1| < |22 — 4.
1.0.29. (3) Az azonos keriiletli paralelogrammék koziil melyik a legnagyobb
teriileti?
1.0.30. (2) Milyen x-re igaz?
2 2
z + || z—[z[\"_

() (7)) -

1.0.31. (2)

Taldlomra valasztunk egy 9-cel oszthat6 1996-jegyti szamot. Szam-
jegyeinek Osszege legyen a. Az a szamjegyeinek Osszege b. A b szamjegyeinek
Osszege c. Mennyi a c?

1.0.32. (1)

1. Az A, B,C, D, E, F,G betiikb&l hdny k-betiis ,;sz6” képezhets?
2. Hany 7-betis ,,sz6” képezhetd, ha a betiiket nem ismételhetjiik?

3. Hény olyan 7-betiis ,,sz6” képezhetd, amelyben az A és B szomszédos
(ismétlés nincs)?

1.0.33. (2) | .ok be, hogy

n n n _(n+1
k k+1) \k+1)
Bizonyitsuk be az ugynevezett binomidlis tételt, azaz, hogy

(a+b)" = <g>a"%—(T)a"‘1b+~~-+»<z>bW

1.0.34. (4)
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1:0:35- () ] Melyik nagyobb? 639° vagy 638° + 9 - 63857

1'0;36'7(3) Bizonyitsuk be a De Morgan azonossigokat, azaz, hogy AU B =
ANB,és ANB=AUB.

1-0-37- B) J Bizonyitsuk be, hogy AU (BN C) = (AUB)N(AUC).

1.0.38. (2) Legyen A = {1,2,....n} és B ={1,....k}.

1. Hany f: A — B fiiggvény talalhat6?
2. Hany f: A — B injektiv fiiggvény talalhaté?

3. Hény f : Ay — B fiiggvény taldlhatd, ha Ay az A tetszdleges altalunk

valasztott részhalmaza lehet?

Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor teljesiil x € A AAsA - - -
AA,, haxaz Aq,...,A, halmazok koziil paratlan soknak eleme.

1.0.39. (4)

1.0.40. (3) Jeloljiik az A és B halmazok szimmetrikus differencidjat, azaz az
(A\ B)U(B\ A) halmazt AAB-vel. Mutassuk meg, hogy tetszéleges A, B, C
halmazokra:

1. AAD = A, 2. AAA =10, 3. (AAB)AC = AA(BAC).

—~

1.0.41. (2) A sikon n pont legfeljebb hany egyenest hatdroz meg? Es a térben

hény sikot?
1.0.42. 5) | foy afrikai torzsben a ndk kagylébsl késziilt gyiiriiket hordanak
(egy ujjukon legfeljebb egyet). Nincs két né, aki ugyanazon az ujjain hordana
gyuriiket. Hanyan lehetnek legfeljebb? Es ha pont 6t gytriije van mindegyik-
nek? Es ha akar 3 gylriit is tehetnek egy ujjukra, de mindegyik mashogy
hordja a gytirtiket?

1.0.43. (3)

1. Hény totdszelvény kell a biztos 13 taldlathoz?

2. Hény totdszelvény kell a biztos 5 talalathoz?
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1.0.44. (3) Hényféleképp lehet elhelyezni a sakktdblan:

1. 2 fehér bastyat?
2. 2 fehér bastyat, hogy ne iissék egymast?
3. 1 fehér és 1 fekete béastyat?

4. 1 fehér és 1 fekete bastyat hogy ne iissék egymast?

1.0-45. (4) |ty killsmbozd téglalap lathaté a sakktablan?
LA, () Igaz-e tetszéleges A, B, C' halmazokra, hogy
() (AAB)AC = AA(BAC):
(b) (AAB)NC = (ANC)A(BNC);
() (AAB)UC = (AUC)A(BUC)?

Igaz-e, hogy egy H halmaz részhalmazai a szimmetrikus differen-
cidval és a) a metszettel; b) az uniéval egységelemes gyfiriit alkotnak?

1.0.47. (4)

LT () Legyen f: A — B. Tetsz6leges X C A halmazra legyen f(X) =
{f(x): = € X} (az X halmaz képe), és tetsz6leges Y C B halmazra legyen

FFUY)={r e A: f(z) €Y} (az Y halmaz dsképe). Igaz-e, hogy
(a) VX, Y e P(A) f(X)UfY)=f(XUY)?
(b) VX, Y e P(B) f H(X)Uf Y Y)=fHXUY)?

Megoldas—

1.0.49. (4) Legyen f: A — B. Igaz-e, hogy

() VX, Y e P(A) f(X)NfY)=f(XNY)?

b) VX, Y e P(B) fH(X)NnfHY)=fHXNY)?
1.0.50. (5) Az ~ C A x A kétvéltozos relaciot ekvivalenciareldcionak nevez-
ziik, ha a kovetkez6 harom tulajdonsag teljesiil ra:

(a) ~ reflexiv, azaz Vz € A (z ~ z);

(b) ~ szimmetrikus, azaz Vz,y € A (x ~y =y ~ x);

(c) ~ tranzitiv, azaz Va,y,z € A ((x ~y A y~z2) =z~ 2).

Bizonyitsuk be, hogy ha ~ ekvivalenciareldcid, akkor A felbonthaté disz-
junkt részekre, ,ekvivalenciaosztdlyokra” gy, hogy A barmely két x,y eleme
akkor és csak akkor van ugyanabban az ekvivalenciaosztdlyban, ha x ~ y.
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1.0.51. (8) Legyenek Aj, As,... nemiires, véges halmazok és tetszlleges n
pozitiv egészre f,, egy A,y1-bol A,-be képezé fiiggvény. Igazoljuk, hogy
1étezik olyan végtelen x1,xs,... sorozat, amire tetszoleges n esetén x,, € A,

és fun(xny,) = 2, (Konig-lemma).
1.0.52. (8) A Koénig-lemma (1. a 1.0.51 feladatot) segitségével igazoljuk,

hogy ha egy megszamlalhaté graf minden véges része sikba rajzolhatd, akkor

a teljes graf is.
1.0.53. (9) A derékszogu koordindtarendszerben bizonyos racspontokat meg-
mérgeztek gy, hogy tetszoleges n-re az = + y < n tartomanyban legfeljebb
n mérgezett pont van. KEgy bolha az origébdl indulva ugral, mindig vagy
a (0,1), vagy az (1,0) vektorral ugrik. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan
végtelen hosszi ttvonal, amin elkeriilheti a mérgezett pontokat.

1.0.54. (7) Mutassunk példét olyan asszociativ o : P(R) x P(R) — P(R)
miiveletre (ami tehdt R barmely két XY részhalmazihoz rendel egy tdjabb
X oY részhalmazt), amire nézve az unié balrdl disztributiv, de jobbrdl nem
disztributiv.

1.0.3. Bizonyitasi mddszerek: indirekt bizonyitas, teljes
indukcié

1.0.55. (7) Egy sakktédbla szembenlévd sarokkockdit levagtuk. Lefedhet6-e a
maradék 1 x 2-es domindkkal? Es n x k-as sakktablanal?

1.0.56. (7) Tekintsiik a 2,3, ...n 4+ 1 szdmokat, valamint a parosaval, harma-

saval, stb. vett szorzatokat belélitk. Bizonyitsuk be, hogy ezen szamok recip-

rokainak dsszege n/2. (PL. n=3ras+3+1+35+55+35 357 = 2)-

1.0.57. (9) Tekintsiik a végtelen négyzetracs jobb fels6 negyedét. Kezdetben
a sarokban van egy korong. Megengedett 1épés: ha valahol egy korongtdl
jobbra és folotte nincs korong, akkor 6t levessziik, és téle jobbra és foléje
tesziink egy korongot. Felszabadithaté-e az a teriilet, mely az els6 sorbdl a
bal 4, a méasodik sorbdl a bal 3, a harmadik sorbdl a bal 2, és a negyedik
sorbol a baloldali négyzetet tartalmazza?

1.0.58. (3)

feltételekbol?
a) Ag, As igaz, és ha A, és A, 11 igaz, akkor A, s is igaz.
b) Ha A, igaz, akkor A,,41 is igaz, tovdbba As» hamis minden n-re.

Az Aq, Ag, ... allitdsok egy sorozata. Mi kivetkezik az alabbi
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¢) Ha A, igaz, akkor A,,_; is igaz, és Ajg hamis.
d) Ha A,, hamis, akkor A, ; is hamis, tovdbba A; igaz.

e) A; igaz, és ha A,, hamis, akkor A, _; is hamis.

Egy 2"-szer 2™-es sakktabla egyik saroknégyzetét kivagtuk. Bi-
zonyitsuk be, hogy a maradék lefedhet6 3 négyzetbdl all6 L-alakti domindk-
kal.

1.0.59. (6)

LU, () Igazoljuk, hogy

NGy oty ottt
4 9 n? 2n
Megoldas—

1.0.61. (8) (a) Hogyan valtozik f(x,y,z,u,v) = (x —2)?> + (z —v)? + (v —
)2+ (y —u)? + (u— x)? értéke, hay < 0, z+y+ 2+ u+v > 0 esetén
elvégezziik az y' := —y, ¥’ := x + vy, 2’ := 2z + y helyettesitést?

(b) Egy 6tszog csicsaihoz egész szdmokat {runk, melyek 6sszege pozitiv.
Ha valamelyik negativ, akkor &6t kicserélhetjiik az ellentettjére, ha elobb a
szomszédaihoz 6t hozzaadjuk. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet végtelen sok

ilyen 1épést végezni egyetlen kezdd konfigurdciébdl sem.
(IMO 1986/3)

1.0.62. (4)

1. Legyen a; = 1 és ap41 = +/2a, + 3. Bizonyitsuk be, hogy a, <
an+1  Vn € N-re.

2. Legyen a; = 0,9 és a, 41 = a, — a>. Bizonyitsuk be, hogy a,.1 < a,

és 0<a, <1 Vn € N-re.
Megoldas—

1.0.63. (7) Bizonyitsuk be, hogy tg 1° irracion4lis!

1.0.64. (5) Legalabb hany 1épés kell a 64 emelet magas Hanoi torony atren-

dezéséhez?
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—
s — |

Hanoi tornyai

Hol a hiba a kovetkezd okoskodasban? Bebizonyitjuk, hogy akar-
hogy vesziink fel n kiilonb6z6 irdnyi egyenest a sikon, azok mindig dtmen-
nek egy kozos ponton. Az allitds n = 1-re és n = 2-re nyilvanvaléan igaz.
Legyen n > 2, és tegyiik fel, hogy az &llitas igaz n egyenesre. Legyenek
€1y...,ent1 killonbozé irdnyu egyenesek a sikon. Az indukciés feltevés sze-
rint az ey, ..., e, egyenesek atmennek egy kozés P ponton, az eg, ..., en41
egyenesek pedig atmennek egy kozos () ponton. Mivel a kiilonb6z6 iranyt
€2,...,en_1 egyenesek atmennek mind a P, mind pedig a @ ponton, ezért
sziikségképpen P = Q. Ezzel belattuk, hogy az Osszes egyenes atmegy egy
kozos ponton, ti. P-n.

1.0.66. (5)

1.0.65. (4)

Hény részre osztja a sikot n egyenes, ha koziilitk semelyik hdrom
nem megy at egy kozos ponton?

1.0.67. (8) Hény részre osztja a teret n sik, ha koziiliik semelyik négy nem

megy at egy kozos ponton és semelyik 3 nem tartalmaz kozos egyenest?

Bizonyitandd, hogy véges sok egyenes (vagy kor) a sikot olyan
tartomanyokra bontja, melyek kiszinezheték két szinnel ugy, hogy azonos
szinii tartomanyoknak nincs k6z6s hatarvonaluk.

1.0.68. (5)

LU () Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre fennall az alabbi
azZonossag.
1 . 1 T 1 o
1-3 3.5 77 2n—-1)-(2n+1) 2n+1°
Megoldas—
1.0.70. (3)

Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre
" — yn

:zn71+$n72.y+..'+$_yn72+yn71.
r—y
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1.0.71. (3) Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre fennall az aldbbi
azZonossag.
2
Pt +n?= <n(n+1)> :
2
Megoldas—
1.0.72. (3) Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre fennallnak az alabbi
azonossagok.
T SR
' 2 3 77 2n n+1 77 20
o Lo, 1 _n-d
1.2 7 (n—=1)-n  n
1.0.73- () | Bijonyftsuk be, hogy 1-4-42-7+3-104 - +n(3n+1) = n(n+1)%.
1.0.74. (5)

Fejezziik ki egyszer(ibb alakban az aldbbi ¢sszegeket!

L 14+3+5+7+...+(2n+1);

1 1
1-2'3+“'+n-(n—|—1)-(n—|—2)’

3.1-24+...4+n-(n+1);

4.1-2:34+...4n-(n+1)-(n+2).

L7 () Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre fennall az aldbbi

egyenlGtlenség:

1 1
\/ﬁ§1+—2+...+—n<2\/ﬁ

viltm

Mutassuk meg, hogy minden n > 6 pozitiv egészre egy négyzetet

fel lehet bontani n db négyzetre.
Megoldas—

1.0.76. (6)
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1.0.77. 5) } 4, A,,... logikai allitasok. Mit mondhatunk, ha
(a) AL AVR EN A, = App1?

(b) Ha A AVneN A, = (AnJrl A AnJrQ)?

(¢c) Ha Ay AVn eN (A, VAp11) = Anyo?

(d) HaVn e N =4, = 3k e {1,2,...,n— 1} 2 A;?

1.0.78. (4) Igazoljuk, hogy

El

Fibonacci szamok

1.0.79. (6) Legyen u,, az n-edik Fibonacci-szdm (ug = 0, u1 = 1, ug = 1,
uz=2,u4 =3, us =5, u6 =8, ...).

(a) up +us + ... + ugy =7

(b ul —|—U3—|—...—|—U2n+1 :?

1.0.80. (6)

~ —

Igazoljuk, hogy u2 — wu,_1up 1 = +1.

1.0.81. (3) Legyen u,, az n-edik Fibonacci-szdm. Igazoljuk, hogy

1
5-1,6” <u, < 1,7

1.0.82. (5) Bizonyitsuk be, hogy barmelyik két szomszédos Fibonacci-szam

relativ prim egymaéssal.

1.0.83. (5) Bizonyitsuk be, hogy

u% + ... —I—u,zI = UpUn+1-
1.0.84. (6) Fejezziik ki egyszeriibb alakban az alabbi Gsszegeket!

1. ug+us+ ...+ usy;

2. ULU + ... + U2p—1UN -
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»” 2

1.0.4. Egyenl6tlenségek és széls6érték-feladatok megol-
dasa kozepekkel

1.0.85. (6) Legyen a, b > 0 és legyenek r, s pozitiv racionalis szamok, r+s = 1.

Bizonyitsuk be, hogy
a" b <ra-+ sbh.

1.0.86. (3) Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c¢ > 0, akkor fennall az aldbbi

egyenlétlenség!
a> b
L8 >
bc * ac + ab —

Megoldas—

1.0.87. (2) . ) x? 1
B tsuk be, hogy ——— < —.
1zonylitsuk be, hogy I

4

1.0.88. (4) a+ bz 9

Legyen a,b > 0. Milyen z-re minimélis

x2

1.0.89. (3) Legyen a; > 0. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a a Gp— an,
42>
a2 as QAp a1

1.0.90. 8) | \felyik nagyobb? 10000011900000 yagy 1000000100001
Megoldas—
1.0.91. (4)

Tudjuk, hogy harom pozitiv szam szorzata 1.
1. Milyen kicsi lehet az 6sszegiik?
Milyen nagy lehet az Gsszegiik?

Milyen kicsi lehet a reciprokosszegiik?

= W

Milyen nagy lehet a reciprokosszegiik?

1.0.92. (4) Legfeljebb mekkora lehet xy, ha x,y > 0 és
(a) z +y = 10;
(b) 22 + 3y = 107
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I

1
1.0.93. (2) Bizonyitsuk be, hogy #* + — > 2, ha z # 0.
T

1:0:94. (1) Adott felszinl téglatestek koziil melyiknek a legnagyobb a térfo-
gata?
Megoldas—
1.0.95. (4)

Legfeljebb mekkora lehet ab?c, ha a, b, c nemnegativ valés szamok,
és a+2b+ 3c=5"7

1.0.96. (3) Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c > 0 , akkor fenndll az alabbi
egyenlStlenség!
a b ¢
—+-+-2>3.
b ¢ a

1.0.97. (4)
x € [0,1].

Hatdrozzuk meg az 22 - (1 — x) fiiggvény legnagyobb értékét, ha

Megoldas—

Bizonyitsuk be, hogy a V térfogatu egyenes korhengerek ko-
ziil annak a legkisebb a felszine, amelyiknek a magassaga egyenlé az alap

atmérojével.
Megoldas—
1 n
Bizonyitsuk be, hogy n! < (R;L) ,han > 1.

Megoldas—

— % fiiggvény maximuma a [0, 1] intervallumban?

1.0.98. (6)

1.0.99. (5)

1.0.100. (6) 5

Mi az x

1.0.101. (6)

ba?

Legfeljebb mekkora térfogati henger irhaté az egyenes korkup-

1.0.102. (6) Milyen nagy térfogati hengert lehet beleirni egy egységnyi sugaru

gombbe?

LDIES (10) Igazoljuk, hogy tetszoOleges a1, as, ..., a, pozitiv valds szamokra
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- s et Tt - < 2ar+azt.. . +ay)
1T 1 1 1 1 AL 1 1 ait+as+...+ay).
ar a1 Tas ar Tas s ottt

(KoMalL N. 189., 1998. november)

Megoldas—

1.1. Valés szamok
1.1.1. Testaxiomak

1.1.1. (4) Igazoljuk a testaxiémak felhasznélasdval a kovetkezOket.
Ha ab = 0, akkor a = 0 vagy b = 0;
—(—a) =
(a—b)—c=a—(b+c);
—a=(-1)q

(a/b) - (¢/d) = (a-c)/(b-d).

1.1.2. (4) Igazoljuk a testaxiémak felhasznélasaval a kovetkezOket.
(—a) b = —(ab);
1/(a/b) =b/a;
(a—=b)+c=a—(b—2c).

~

L ) Bizonyitsuk be a testaxiémak és a definicidék alapjan a kovetkezd

azonossigot! (—a)(—b) = ab.
Megoldas—

Bizonyitsuk be a testaxiomak és a definicidk alapjan a kovetkezd
azonossagokat!

1.1.4. (4)

1. (a4+b)(c+d) =ac+ ad+ be+ bd,

1.1.5. (5) Igazoljuk, hogy ha *x egy kétvéltozos, asszociativ miivelet, akkor

az ajy*as*...xa, kifejezés barmely zardjelezésének ugyanaz az eredménye.
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1.1.2. Rendezési axiémak

1.1.6. (4) Bizonyitsuk be a test és rendezési axiomék és a definicidk alapjan

a kovetkezo allitasokat!
1. Ha a < b, akkor —a > —b;
2. Ha a > 0, akkor 1 > 0;
3. Haa <bés c <0, akkor ac > be.

1.1.7. 3) Bizonyitsuk be, hogy tetszlleges a,b valds szémokra |a| — |b] <
la —b] < |a| + [0].

1.1.8. (4) Vezessiik le a test- és rendezési axiémakbdl, hogy Va € R a? > 0.

1.1.9. (5) Mutassuk meg, hogy a komplex szdmok testét nem lehet rendezni

gy, hogy a rendezési axiomék teljesiiljenek.
Otlet—

Egy valds egyiitthatés, raciondlis tortfiiggvényt (két polinom hé-
nyadosdt) nevezziink pozitivnak, ha a szdmldlé és a nevezd fegyiitthatdja
azonos el6jeld.
Ellenérizziik, hogy ezzel a rendezéssel (r > ¢ < r — ¢ pozitiv) a raciondlis
tortfiiggvények rendezett testet alkotnak.
Kapcsol6do feladat: 1.1.13

1.1.10. (4)

1.1.11. (4) Cseréljiitk a rendezési axiémékat a kovetkezokre.

10’. Minden valés szam vagy 0, vagy pozitiv, vagy negativ.

11°. x akkor és csak akkor pozitiv, ha —z negativ.

12’. Barmely két pozitiv szdm Osszege pozitiv.

13’. Barmely két pozitiv szam szorzata pozitiv.

A < relaciét definidljuk a kovetkezOképppen: a < b akkor és csak akkor,
ha b — a pozitiv.

Mutasssuk meg, hogy ezekbol kovetkeznek az eredeti rendezési axiémék.

1.1.12. (4) Vezessiik le a test- és rendezési axiomakbol, hogy ha a < b < 0,

1 1
akkor — < — < 0.
b a
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1.1.3. Arkhimédészi axiéma

LLLE (©) Teljesiil-e a raciondlis fiiggvények rendezett testében az Arkhi-

médészi axiéma?
Otlet—

Kapcsol6do feladat: 1.1.10
L (7) Adott egy R rendezett test, aminek Q részteste. Bizonyitsuk be,
hogy ha

(Va,b € R) ((1<a<b<2):((3q€@) (a<q<b))>,

akkor R-ben teljesiil az Arkhimédészi axiéma.

1.1.15. (5) Legyen R rendezett test. Az R egy részhalmazat nevezziik ,,szép-
nek”, ha 0 € H ésVo € H (x + 1) € H. Legyen N az osszes szép halmaz
metszete.

(a) Miért értelmes ez a definicié?

(b) Igazoljuk, hogy N szép halmaz.

(¢) Igazoljuk, hogy N minden nemiires részalmazanak van legkisebb eleme.

(d) Igazoljuk, ha egy t(x) tulajdonsdgra t(1) AVa € N (t(z) = t(z + 1)),
akkor Vz € N t(z).

1.1.16. (5) Milyen rendezett testekben értelmezhetjiik az egészrészfiiggvényt?

1.1.4. Cantor-axiéma

LLLTe () Teljesiil-e a raciondlis tértek rendezett testében a Cantor-axioma?

Kapcsolédé feladat: 1.1.10

1.1.18. (5) A kovetkez6 feladatokban is indokoljuk meg a vélaszokat!

1. Lehet-e egy egymaésba skatulyizott intervallumsorozat metszete iires?

2. Lehet-e egy egymésba skatulyazott, zart intervallumsorozat metszete
iires?
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3. Lehet-e egy egymasba skatulydzott, zart intervallumsorozat metszete
egyetlen pont?

4. Lehet-e egy egymasba skatulydzott, nyilt intervallumsorozat metszete
nem iires?

5. Lehet-e egy egymasba skatulyazott, nyilt intervallumsorozat metszete
iires?

6. Lehet-e egy egymasba skatulyazott, nyilt intervallumsorozat metszete
zart intervallum?

1119 (7) Ismeretes, hogy minden n pozitiv egész szamhoz talalhaté olyan

primszam, amely n3 és (n+1)3 kozé esik. Ennek felhasznaldsaval bizonyitsuk
7’ 7’ k 7 7’ 7. ’
e, hogy van olyan a valés szadm, amelyre a® egész része primszdm
be, hogy ly > 1 val , ly 3 ,
minden természetes k-ra.

(KoMaL F. 2405., 1983. februér)

A Cantor-axiéma felhaszndlasdval adjunk kozvetlen bizonyitast
arra, hogy az irraciondlis szamok halmaza siiri a szamegyenesen: minden
nyilt intervallumban van irracionalis szam.

1.1.20. (8)

1121, (4) } A valés szdmok axioméi koziil melyek teljesiilnek és melyek nem

a raciondlis szdmok halmazéra (a szokdsos miiveletekkel és rendezéssel)?

Létezik-e olyan rendezett test, amiben teljesiil a Cantor-axiéma,
de nem teljesiil az arkhimédészi axiéma?

1.1.22. (9)

1.1.23. (1) Irjuk fel az Arkhimédeszi és a Cantor axiéma tagaddsdt (ne ne-

géciéval kezdédjon!)!
1.1.24. (2) . . . ,
Hatdrozzuk meg a kovetkez6 intervallumsorozatok metszetét! (Pl.
rajz segitségével sejtsiik meg a metszetet! Ha a sejtés szerint a metszet M,
akkor bizonyitsuk be, hogy Va € M esetén teljesiil, hogy Vn x € I, tovabba
hay ¢ M = 3k y ¢ Ii.) (k,n pozitiv egész szamok.)
5.

1. In:[f%p%]a 2. I, (7%7%)7 3. In:[75+n73+n)7

4.1, =[2-%,3+1],
7.1, = [0, 2], 8.1, = (0,1), 9.1, = [0, 1), 10. I,, = (0, 1].

n

I,=(2-13+1), 6.1, =[2—1,3+1),

n
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1-1-25- () J Melyik 4llitds igaz? (A vélaszt mindig indokoljuk!)

1. Ha egy egymaésba skatulyazott intervallumsorozat metszete nem fiires,
akkor az intervallumok zartak.

2. Ha egy egymadsba skatulyazott intervallumsorozat metszete iires, akkor
az intervallumok nyiltak.

3. Egy egymasba skatulyazott, zart intervallumsorozat metszete egyetlen
pont.

4. Ha egy egymasba skatulyazott intervallumsorozat metszete iires, akkor
van az intervallumok kozott nyilt.

5. Ha egy egymadsba skatulyazott intervallumsorozat metszete iires, akkor
van az intervallumok koézott nem zart.

6. Ha egy zart intervallumsorozat metszete nem iires, akkor az intervallu-
mok egymaéasba vannak skatulyazva.

1.1.5. A szamegyenes, intervallumok

L1215, (3] Bizonyitsuk be, hogy /2 irracionélis.
Megoldas—
1.1.27. (4) ) ne
Bizonyitsuk be, hogy
Va+1
1. v/3 irracionalis; 2. % irraciondlis; 3. —2; 3 1 5 irracionalis!
1.1.28. (3)

Legyen a,b € Q és ¢, d irraciondlis. Mit mondhatunk a + b, a + c,
¢+ d, ab, ac és cd racionalitasardl?

1.1.29. (3) Bizonyitsuk be, hogy minden nyilt intervallumban van raciondlis
és irracionalis szam is.

1.1.30. (4) Legyen A C R. Mi a kapcsolat az alabbi két allitas kozott, azaz

melyikbdl kovetkezik a masik?
P: Az A halmaz véges (azaz véges sok eleme van).

Q: Az A halmaz korlatos.

1.1.31. (2)
het?

Egy szdmhalmaznak hény (a) maximuma; (b) fels§ korldtja le-
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1.1.32. (2) J pinisiik el az alabbi halmazokrél, hogy alulrél korlatosak-e, fe-

lilrél korlatosak-e, korlatosak-e, és hogy van-e legkisebb illetve legnagyobb
elemiik?

1. primszdmok halmaza, 2. pozitiv szdmok halmaza, 3. [-5,-2),
4. {+ : n e Nt} 5. {r € R:z < 73}, 6. {r € Q:z < 73},
7.{x€R:x§\/§}, 8.{x€@:w§\/§},
1.1.33. (2)

Hatarozzuk meg a kovetkezd halmazok minimumat, maximumat,
infimumat és szuprémumat, ha vannak!
1.[1,2], 2.(1,2), 3.{;meN}, 4.Q 5.{;+J=:neN}

6. {¥/2:n e Nt} 7.{z:2 €(0,1)NQ}, 8. {t++:nkeNt}
9. {V/n+1—+n:neNt} 10. {n+ 1 :neNT}

1.1.34. (2) Korlatosak-e alulrdl, illetve feliilrél a kovetkezd halmazok? Mi a
maximumuk, minmimumuk, szuprémumuk és az infimumuk? Melyik halmaz

konvex?
0 {1,2,3,...} {1,-1/2,1/3,—-1/4,1/5,...} Q R
[1,2) (2,3] [1,2) U (2,3]

1.1.35. (2) Legyen H egy valds szamokbdl all6 halmaz. A H halmaz milyen

tulajdonsagait fejezik ki az alabbi allitdsok?
1. (Vz eR)(Ty € H)(z < y);
2. (Vz e H)(Jy € R)(z < y);
3. Vxe H)(Jy € H)(z <y).

1.1.36. (3) Legyen AN B # (). Mit tudunk mondani sup A, sup B és sup(AU
B), sup(A N B), illetve sup(A \ B) kapcsolatrdl?

1137 (3) ) 1 ven

1 1
A=(0,1), B:[—\@,\/i], C+:{2n 2m:n€N"‘,m€N+}7

1 1 1
02{2—2:n€N+, mENJr}, D={—|—m:n6N+, mEN+},
n m n
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1 1
E{:ne]\ﬁ}, F{:ne]\ﬁ}.
n n

Hatarozzuk meg — amennyiben léteznek — a fenti halmazok szuprémumat,
infimumat, maximumé&t, minimumaét.

1.1.38. (3) Milyen H C R halmazokra igaz, hogy
(a) inf H < sup H; (b) inf H = sup H; (c)inf H > sup H?
L2 (©) Legyen K, L C R nemiires és feliilrdl korlatos. Bizonyitsuk be,
hogy:

1. sup(K+ L) =supK +supL, ahol K+ L={k+1: ke K,l € L};
2. sup(K U L) = max{sup K, sup L};
3. sup(KNL) < min{sup K, sup L}, és ha véges, akkor > max{inf K, inf L}.

Megoldas—
1.1.40. (5) A kovetkez6 halmazoknak mi a szuprémuma és mi az infimuma?

a) {l\nEN}.

b){ |n € N} U {0}.

c) {+ |n€N}U{_1\n€N}.

d) {nn|n6N}U{2 3}.

) {<222 | € N} U [—6, —5] U (100, 101).

@

1.1.41. (5) Legyenek H, K nemiires részhalmazai R-nek. Mi a kovetkezd két

allitas logikai kapcsolata?
a) sup H < inf K;
b)Vxe HIye K z <y.

1.1.42. (4) Legyen a, = v F1 + (=1)" /.
inf{a,|n € N} =?
1.1.43. ) ] 4B = (0,1). Kovetkezik-e ebbl, hogy
infA=0 vagy infB=20 ?
1.1.44. (7)

Bizonyitsuk be, hogy R minden konvex részhalmaza interval-
lum.
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1.1.6. Teljességi tétel, Osszefiiggdség, a szamegyenes to-
polégiaja
1:1:45. (7) Bizonyitsuk be, hogy ha egy R rendezett testben minden konvex
halmaz intervallum, akkor a testben igaz a teljességi tétel: minden nem iires
korlatos halmaznak van legkisebb felsé korlatja.

( Otlet— ) ( Megoldds— |

LLiil ) Teljesiil-e a raciondlis tortek rendezett testében a teljességi tétel:

minden nem iires korldtos halmaznak van legkisebb felsé korlatja?
([ Otlet— ) ( Megoldds— |

Kapcsol6do feladat: 1.1.10

1.1.47. (6) Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben teljesiil a teljességi tétel,

akkor teljesiil az arkhimédészi axidoma is.
Otlet—

Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben teljesiil a teljességi tétel,

akkor teljesiil a Cantor-axidoma is.
Otlet—

Mutassunk példat olyan konvex halmazra a raciondlis tort fiigg-

vények testében, ami nem intervallum.
Otlet—

(a) Legyen I, (a € A) korldtos, zart intervallumok egy rendszere
ugy, hogy koziiliik barmelyik kettonek 1étezik kozos pontja. Igazoljuk, hogy
N I, # 0. (1-dimenziés Helly-tétel)
a€cA

(b) Igaz marad-e az 1-dimenziés Helly-tétel, ha nem kétjiik ki, hogy az
intervallumok zartak?

(c) Igaz marad-e az 1-dimenziés Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az

intervallumok korldtosak?

Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz az 1-dimenzids

Helly-tétel, akkor a testben igaz a teljességi tétel.
Otlet—

1.1.48. (6)

1.1.49. (8)

1.1.50. (7)

1.1.51. (8)
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LoLo2 () Egy H C R halmazt nevezziink nydltnak, ha Va € H 3b, ¢ ([b, ] C

H, b < a < c). Melyik halmaz nyilt az aldbbiak koziil?

0; R; (a,b); [a, b]; Q; R\Z

1.1.53. (5) Igazoljuk, hogy

a) akdrhany nyilt halmaz unidja is nyilt;
b) véges sok nyilt halmaz metszete is nyflt.

1.1.54. (4) Egy H C R halmazt nevezziink zdrtnak, ha a komplementere

nyilt. Melyik halmaz zart az aldbbiak koziil?

Q; R; (avb); [avb}; Q; R\Z

1.1.55. (5) Igazoljuk, hogy

a) akdrhdny zart halmaz metszete is zart;
b) véges sok zért halmaz unidja is zért.

L5 (7) A H C R halmaz sehol sem siri, ha
Va<b (3ed(e<c<d<b A HO(ed=0)).
Bizonyitsuk be, hogy ha S, .55, ... sehol sem siirti halmazok egy tetszéleges

sorozata, akkor J S, stirti. (Baire kategdriatétel)
n=1

Megoldas—

Egy halmazt nevezziink Gs-nak, ha el6dll, mint megszamlalhato
sok nyilt halmaz metszete.

Bizonyitsuk be, hogy

a) Az irraciondlis szdmok halmaza Gjy.

b) A racionélis szamok halmaza nem Gjy.

1.1.57. (9)

Megoldas—

Kapcsol6do feladat: 1.1.56
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1.1.58. (5) Egy H C R halmazt nevezziink dsszefiiggonek, ha tetszoleges
A, B C R diszjunkt nyilt halmazok esetén H C (AUB) = (H C AVH C B).
Bizonyitsuk be, hogy

a) R osszefiiggd;
b) minden intervallum sszefiiggd.

L5, (3 Legyen R rendezett test, A={z € R: 2?2 <2} és B = {z €
R: 2% >2}.

(a) Mutassuk meg, hogy az A és B halmazok nyiltak.

(b) Mutassuk meg, hogy ha R Osszefiiggd, akkor van olyan a € R, amire

a’® = 2.
Megoldas—

Igazoljuk, hogy ha egy R rendezett test Osszefiiggd, akkor a
testben igaz az Arkhimédészi és a Cantor-axiéma is.
Otlet—

Legyen K zért intervallum, és I, (o € A) nyilt intervallumoknak

egy olyan rendszere, amire K C |J I,. Igazoljuk, hogy van olyan véges
a€cA

B C A halmaz, amire K C |J I,. (Borel fedési tétele)

aEB

1.1.60. (7)

1.1.61. (8)

Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz Borel fedési tétele,

akkor a test izomorf a valds szamok testével.
Otlet—

Legyen K C R korldtos, zart halmaz, és I, (o € A) nyilt

halmazoknak egy olyan rendszere, amire K C |J I,. Igazoljuk, hogy van
a€cA

olyan véges B C A halmaz, amire K C |J I, (Minden korldtos, zért halmaz

aceB

TetszOleges x1-re definidljuk rekurzivan az x,+1 = x, (a:n + %)

sorozatot. Igazoljuk, hogy pontosan egy olyan x; létezik, amire 0 < x, <
Tpe1 < 1 barmely n esetén.

1.1.62. (8)

1.1.63. (8)

kompakt.

~—

1.1.64. (9)

(IMO 1985/6)
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Altalanositsuk a nyilt, zart, osszefiiggé halmaz fogalmat rendezett
halmazokra.

1.1.66. (9)

1.1.65. (5)

Legyen (R, <) egy rendezett halmaz (egy R halmaz, és rajta egy
< trichotém és tranzitiv kétvaltozds reldcid). Keressiink a kovetkezo allitasok
kozott ekvivalenseket. Adjunk kézvetlen bizonyitast az (a) = (), (a) = (c),
(¢) = (b), (d) = (c) stb. implikdciék koziil minél tébbre, illetve mutassunk
ellenpéldat azokban az esetekben, amikor az implikécié nem igaz.

(a) R-ben minden feliilrél korldtos és nem iires halmaznak létezik legkisebb
fels6 korlatja.

(b) R-ben minden alulrdl korldtos és nem iires halmaznak létezik legna-
gyobb alsé korlatja.

(¢) R-ben igaz az 1-dimenziés Helly-tétel.

(d) R minden konvex részhalmaza intervallum.

(e) R-ben igaz Borel fedési tétele, azaz minden korldtos zrt intervallumnak
barmely nyilt fedésébdl kivalaszthatd véges fedés.

(f) R minden konvex részhalmaza Osszefiiggé.

(g) R minden intervalluma osszefiiggd.

(h) R osszefiiggd.

1.1.7. Hatvanyozas

1.1.67. (6) Mutassuk meg, hogy (a”)¥ = a™ haa > 0és z,y € Q.
1:1:68- (6) ] Bionyitsuk be, hogy (1+2)" <1+rzhareQ 0<r<1é
Tz > —1.
Megoldas—
1.1.69. (6)

Lehet-e z (ir)raciondlis és y (ir)raciondlis szdmok esetén z¥
(ir)raciondlis (ez 8 feladat)?

Megoldas—



2. fejezet

Végtelen szamsorozatok
konvergenciaja

2.1. Elméleti feladatok

2.1.1. 3) Tegyiik fel, hogy 0 < a,, — 0. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok

olyan n index van, amelyre a,, > a,, minden r € N-re.

2.1.2. (2) 0 < a, < 1 minden n-re. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a; — 07

2.1.3. (2) Tegytik fel, hogy as, — B, asp+1 — B. Kovetkezik-e ebbol, hogy

an, — B?

2.1.4. (3) Igaz-e, hogy ha

akkor a,, — 27

2.1.5. (3) Léssuk be, hogy ha z,, = a # 0, akkor lim % =1

2.1.6. (4) Lassuk be, hogy ha y, — 0 és létezik y = 11m£’;;¢7 akkor y €
[717 1}

2.1.7. (2)

Legyen a,, egy szamsorozat. frjuk fel alima,, = 7 allitas tagadasat
(és ne negaciéval kezd6djon)!

39
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2.1.8. (4) Legyen a,, egy szamsorozat. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd

két allitas ekvivalens:
(A) a, korlatos; (B) minden b, — 0 sorozatra a,b, — 0.

Megoldas—

Mutassunk példat olyan a,, — oo sorozatra, melyre Vk = 1,2, .. .-
re (Gpyr — an) — 0.

2.1.9. (4)

2.1.10. (4) An41

Mutassunk példdkat olyan a,, sorozatra, amelyre —1és

n
1. a,, konvergens; 2. a, — oo;

3. an — —00; 4. ay, "oszcilldlva” divergens.
2.1.11. (5) Tegyiik fel, hogy a,b, — 1, an + b, — 2. Kovetkezik-e ebbdl,
hogy a, — 1, b, — 17

2oLl () Bizonyitsuk be, hogy minden konvergens sorozatnak van legkisebb

vagy legnagyobb értéke.
Otlet—

2.1.13. (3) Bizonyitsuk be, hogy ha a,, > 0, és a,, — a, akkor \/a,, — v/a.

2.1.14. 3) Bizonyitsuk be, hogy ha egy sorozat co-hez tart, akkor van legki-
sebb eleme.

2.1.15. (3)

Bizonyitsuk be, hogy ha egy sorozat (—oo)-hez tart, akkor van
legnagyobb eleme.
Kapcsolédé feladat: 2.1.12

2.1.16. (2) Bizonyitsuk be, hogy ha a, — oo, akkor \/a, — oc.

2.1.17. (3) Tegyiik fel, hogy a,, = —o0, és legyen b,, = max{an, @pi1, ani2, .-

Mutassuk meg, hogy b, — —oc.

2.1.18. (2) Igaz-e, hogy ha x,, konvergens, vy, divergens, akkor x,y, diver-
gens?
Megoldas—
2.1.19. (3) Legyen a,, egy sorozat és a egy szam. Melyik melyikb6l kovetke-
zik?

a)Ve >03IN ¥n> N |a, —a| <e.

3.
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b) Ve > 03N VYn > N |a, —al > e.
¢)Ie>0VYN VYn >N la, —a|] <e.
d) Ve >0VYN VYn > N |a, —al <e.
e) I >0V0<e<e'INVR> N |a, —al <e.

an — 1. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a)} — 17

)

b) a, > 0,a, — 0. Kovetkezik-e ebbdl, hogy /a,, — 07
) an > 0,a, — a > 0. Kovetkezik-e ebbél, hogy /a,, — 17
)

cndy, — 0. Kovetkezik-e ebbol, hogy ¢,, — 0 vagy d,, — 07

2.1.21. (1) Mutassuk meg, hogy 1. a, — a <> (an — Cl) — 07

2. a, >0 < |a,| — 0.
2.1.22. (1) Mutassuk meg, hogy lim, ,a, = © <= VK € R-re az
(an)-nek csak véges sok tagja kisebb K-nél.

2.1.23. (2) Mutassuk meg, hogy ha Vn > ng-ra a, < b, és a, — oo, akkor

!
8

n

2.1.24. (4) Példak konstrudlasaval mutassuk meg, hogy ha a,, — 0 és b, —
400, akkor a,b, kritikus.

2.1.25. (1) Mutassuk meg, hogy ha a,, — 0 és a,, # 0, akkor ﬁ — 00.

2.1.26. (3) | A, alabbi allitasok koziil melyek jelentik az a, — A Allitas taga-
désat? A tobbi mit jelent? Mi a logikai sorrend, azaz melyikbdl kovetkezik a
masik?

1. Minden ¢ > 0O-ra a sorozat végtelen sok tagja esik (A — e, A + ¢€)-on
kiviilre.

2. Van olyan € > 0, hogy a sorozat végtelen sok tagja esik (A—e, A+¢)-on
kiviilre.

3. Minden ¢ > 0O-ra a sorozatnak csak véges sok tagja esik az (A—e, A+¢)
intervallumba.

4. Van olyan € > 0, hogy a sorozatnak csak véges sok tagja esik az (A —
g, A + ¢) intervallumba.
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227 () Van-e csupa irraciondlis szambdl allé sorozat, mely
(a) 1-hez tart
(b) v/2-héz tart?

Megoldas—

2.1.28. (3) Adjunk példékat arra, hogy a,, — b, — 0 de a, /b, /4 1, illetve
an /by, — 1 de an — b, 4 0.

2.1.29. (2) Bizonyitandd, hogy ha (a,,) konvergens, akkor (|a,|) is konvergens.

Igaz-e az allitds megforditasa?

2l () Abbél, hogy a2 — a2, kvetkezik-e, hogy a, — a? Es a3 — a?-

bél, hogy a, — a?
Megoldas—

Zell-2i () Tekintsiik az (a,) sorozathoz tartozd

! +...4+a,
= oo
n
szamtani kozepek sorozatat. Bizonyitsuk be, ha lim a, = a, akkor lim s, =

n—oo n—oo
a. Adjunk meg olyan sorozatot, amelyre (s,,) konvergens, de (a,,) divergens.

Megoldas—

2.1.32. (5) ay+az+...+a, R

Bizonyitsuk be, hogy ha a,, — oo, akkor

n
00.
Kapcsolédé feladat: 2.1.31
2.1.33. (5) . , )
Bizonyitsuk be, hogy ha Vn a,, > 0 és a,, — b, akkor /ajas...a,
—b.

Kapcsolédé feladat: 2.1.31

2.1.34. (4) Tekintsiik a, — b definicidjat: (Ve > 0)(Ing)(¥Yn > ng)(lan —
bl < €). A kvantorokat permutdlva ill. megvéaltoztatva kapjuk a kovetkezd

allitdsokat:

S
Vv
S

(=}
B
3
|
=
N
o™

)

2. (Ve > 0)(Vno)
3. (3 > 0)(3no)(3
4. ( )

Ing) (Ve > 0)(Vn > ng)(Jan, — b| < €);
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5. (Yno)(Je > 0)(In > ng)(|an, — b| < €).

Ezek az allitdsok az (a,) sorozat milyen tulajdonsigait fejezik ki? Ad-

junk meg olyan sorozatokat, amelyek rendelkeznek a megfelel6 tulajdonsa-

gokkal.
2.1.35. (4) Tekintsiik a, — oo definicidjat: (VP)(Ing)(Vn > ng)(a, > P). A
kvantorokat permutélva ill. megvaltoztatva a kdvetkez6 allitasokat kapjuk:

1. (VP (an > P);

2. (VP (an > P);

5. (3no)(VP)(Vn > ng
6. (VYno)(3P)(In > ng

Ezek az éllitdsok az (a,) sorozat milyen tulajdonsigait fejezik ki? Adjunk
meg olyan sorozatokat (amennyiben léteznek), amelyek rendelkeznek a meg-
adott tulajdonsagokkal.

2.1.36. (4) Adjunk példdkat az (a,) sorozat Gsszes lehetséges viselkedésére
(konvergens, végtelenhez tart, minusz végtelenhez tart, oszcilldlva divergens),
mikézben a1 — a, — 0 is teljesiil.

2.1.37. (3) Bizonyitsuk be, hogy ha a,, — oo és (b,) korldtos, akkor (a, +
by,) — oo.

2.1.38. (3) Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,) sorozatnak nincs végtelenhez
tart6 részsorozata, akkor (a,) feliilr6l korldtos.

2.1.39. (4) Bizonyitsuk be, hogy ha (as,) (a2,+1), (as,) konvergensek, akkor

a, is az.

2.1.40. (3) Bizonyitsuk be, hogy ha a,, — a > 1, akkor (a’) — oo.

2.1.41. (4) Bizonyitsuk be7 hogy ha ap — Q, ahol |a| < 1, akkor (a:ll) — 0.

2.1.42. (4) Bizonyitsuk be, hogy ha a,, = a > 0, akkor /a, — 1.
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2.1.43. (3)
akkor (a,

Bizonyitsuk be, hogy ha (a,, + b,,) konvergens és (b,,) divergens,

is divergens.

Igaz-e, hogy ha (a,, - b,) konvergens és (b,,) divergens, akkor (a,)
is divergens?

~—

2.1.44. (3)

2.1.45. (3) Igaz-e, hogy ha (a,/b,) konvergens és (b,) divergens, akkor (a,)

is divergens?
2.1.46- 3) J Legyen limy_yo0 an = a, limp_eo by = b. Bizonyftsuk be, hogy
max(ay, b,) — max(a,b).
2.1.47. (4) Legyen ag 7£ 0 és p(l’) =ap+a1x+ ...+ akwk. BiZOHyitSUk be,
hogy
1
lim M

=1.
n—-+oo p(n)

Megoldas—

Mutassuk meg, hogy ha a,, > 0és a,t1/a, — ¢, akkor /a,, — q.

2.1.48. (4)

2.1.49. (4) Adjunk példat olyan pozitiv (a,) sorozatra, amelyre /a, — 1,

de a,y1/a, nem tart 1-hez.
2.1.50. (5) Egy sorozat a monotonitéas, korldtossag, konvergencia szempont-
jabdl (elvben) 8-féleképpen viselkedhet (mindegyik tulajdonsiggal vagy ren-
delkezik vagy sem). Valdjdban a 8 eset koziil hény fordulhat el4?

2 LEL ) Tegyiik fel, hogy a, — a és a < a,, minden n-re. Bizonyitsuk be,

hogy a,, atrendezheté6 monoton csokkendévé.
Otlet—

Tegyiik fel, hogy az (a, ) sorozat tagjai kielégitik az a,, < (an—1+
an+1)/2 egyenlétlenséget minden n > 1-re. Bizonyitsuk be, hogy (a,) nem
lehet oszcillalva divergens.

2.1.52. (6)

2.1.53. (6) Bizonyitsuk be, hogy ha (a,) konvergens és (a,,+1 — a,) monoton,

akkor n - (any1 — an) — 0. Adjunk példat olyan konvergens (a,) sorozatra,
amelyre n - (an4+1 — ay,) nem tart 0-hoz.

—~
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2L () Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,) sorozatnak nincs konvergens

részsorozata, akkor |a,| — oo.
Megoldas—

Bizonyitsuk be, hogy ha (a,) korldtos, és minden konvergens
részsorozata b-hez tart, akkor a,, — b.

2.1.56. (4)

2.1.55. (5)

Bizonyitsuk be, hogy ha (a,) minden részsorozatdnak van b-hez
tarto részsorozata, akkor a,, — b.

2.1.57. (4) Tegyiik fel, hogy a,,+1 — a, — 0. Kévetkezik-e ebbdl, hogy as,, —
a, — 07
2.1.58. (4) Adjunk példakat arra, hogy a, — oo és
1. asy, — a, — 0 2. a2 —a, — 0 3. agn —a, — 0;
2.1.59. (4)

Mutassunk példat olyan a,, és b,, sorozatokra, amikre (a,, —b,) —

0 és an /b, — 0.
Megoldas—

Igazoljuk, hogy minden szamsorozat eléallithat6 egy 0-hoz tartd
és egy végtelenhez tartd sorozat szorzataként.

2.1.60. (5)

2.1.61. (5) Tegyiik fel, hogy a, — 1. Mit mondhatunk az (al') sorozat
hatarértékérol?
2.1.62. (5)

Hogyan definidlhatnank a 0%, co® és 1°° mennyiségeket? Indokol-
juk a vélasztast.

2.2. Sorozatok nagysagrendje, Kiiszobindex

I

2.2.1. (3) Bizonyitsuk be, hogy

n(n+1)
P

1 1 1 < 2
22 3 7 opn n+1

2.2.2. (5) Bizonyitsuk be, hogy n"*! > (n +1)" han > 2.

Megoldas—

Kapcsol6do feladat: 2.6.8
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I H;
(=)

2.2.3. (8) Bizonyitsuk be, hogy

an:\@~\4/11'\8/§~...02n V2t <n+ 1.
Megoldas—

2:2.4:(0) Bizonyitsuk be, hogy 2" > n* elég nagy (k-tdl fiiggd) n-re.
Megoldas—
2.2.5. (5) o : . . s
Bizonyitsuk be, hogy minden elég nagy n-re igaz az aldbbi két
allitds. Honnantdl igaz? Bizonyitsuk be!
1. 2" > n3, 2. n? —6n — 100 > 8n + 11
2.2.6. (5 Keressiink olyan n, € N-et, hogy Vn > n,-ra igaz:
1. n? — 15n + 124 > 14512n, 2. n3 — 16n? + 25 > 15n + 32162,
3. (1,01)™ > 1000, 4. n! > nd.
2.2.7. (5)

Keressiink olyan n, € N-et, hogy Vn > n, -ra igaz legyen:
L(1,00)" >n, 2.(1,0)" >n%  3.(1,0001)" > 1000-y/n, 4.100" <

n!
1 2n2 +3n — 2
5, - < ————— <1, 6.3"—1000-2" > n® 4 100n>
2 32 —dnt20 ] > n o+ Hon,
T.Vntl—yn>1 8al>(2)%, 9.n(2)" >nl>(2)"
Megoldas—
2.2.8. (4)

Mutassuk meg, hogy van olyan ng szam, amire igaz, hogy minden
n > ng esetén
l.vn+1—-+/n<0,1 2.v/n+3—4/n<0,01
3.vn+5—+v/n+1<0,01 4. v/n?+5—-n<0,01.

223 () Bizonyitsuk be hogy az ai = 1, an41 = an + -, sorozatnak van

100-nal nagyobb tagja.
Megoldas—

Hogyan lehet azt helyesen bizonyitani az a1 = 1, ap41 = ay, +
i,sorozatra, hogy a10001 > 1007 (L. a 2.2.9 feladatot és megoldését.)

Megoldas—

2.2.10. (4)

Kapcsol6do feladatok: 2.2.9, 2.5.20
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2.2.11. (5)
tékét!
a1 =0, ant1=1/1+a,) (n=1,2,...).

Hatarozzuk meg az alabbi, rekurziéval definidlt sorozat hatéarér-

2.2.12. (2) Van-e az aldbbi sorozatoknak véges hatarértéke? Ellenorizziik a
definiciét! Mutassunk ¢ = 10~*-hez kiiszobindexet!

1/vn;  (=1)"

2.2.13. (4) Van-e az alabbi sorozatoknak véges hatarértéke? Ellendrizziik a
definiciét! Mutassunk ¢ = 10~5-hoz kiiszobindexet!

2n+1

P Vn24n+1—vn2—n+1

2.2.14- (4) | \ji az aldbbi sorozatok hatérértéke? Ellendrizzitk a definiciot!
Mutassunk kiiszobindexet € = 10~6-hoz, P = 105-hoz, illetve P = —105-hoz.

1+2+...
w; n? —n? n(\/n+ —\/ﬁ); sinn

n

2.2.15. (4) Keressiink olyan N szdmot, hogy Vn > N esetén teljesiiljon, hogy
1.n%2>6n+15 2. n? > 6n — 15 3. n% > 6n? + 15n + 37
4.n3 > 6n® — 15n + 37 5. n% —4dn+2 > 6n% — 15n + 37
6. n®> —4n? 4+ 2 > 6n3 — 15n + 37
7. 0% +4n% — 2 > 6n° + 15n — 37.

2.2.16. (4) Keressiink olyan N szamot, hogy Vn > N esetén teljesiiljon, hogy
1. 2" > n*, 2. (1+ %)" > 2; 3.1,01™ > 100, 4. 1,01™ > 1000;
5.0,9" < 1455 6. ¥2<1,01, T.vn+1-n<s,

8. vn2+5—n<0,01, 9. n" > 100n°,
10. n® 4+ n3 — 10n2 > n® + 1000n.

2.2.17. (4) Hatarozzuk meg az aldbbi sorozatok hatdrértékét, és adjunk meg
adott € > 0-hoz ng-at.

1.1/y/n; 2. (2n+1)/(n+1); 3. (5n—1)/(Tn+2); 4.1/(n—+/n);
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5. (14..4n)/n% 6. (VI+v2+.. +yn)/nt/3 7. n~(«/1 +(1/n) — 1) :
8.\/n2+1+\/n27172n;1 9. Vn+2—/n—2;

1 1
10, —+—+... 4+ ———.
1~2+2~3+ Jr(n—l)-n

2.2.18. (4) Adjunk meg adott P-hoz ng-at a kovetkez6 sorozatok esetében.

1. n—/n; 2. (1+...+n)/n; 3. (VI+V2+ ...+ n)/n;
n? —10n 5.9 /n;
" 10n + 100’ . ’

2210 (5) Lassuk be, hogy létezik olyan N természetes szam, hogy Vn > N

esetén teljesiil
3\" o 2
= n-.
2
Megoldas—

2.2.20. (5) Mutassunk olyan ng pozitiv egészt, amire tetszdleges n > ng

esetén

a) 10" +11"+12" < 13™; 1) 1,01" >n; ¢) vn+vn +2+vn +4 < n®5h

2.2.21. (4) Mutassunk olyan ng pozitiv egészt, amire tetszéleges n > ng
esetén 1,0001™ > nt00,
2.2.22. (4) Mutassunk példat olyan ng szdmra, amire igaz, hogy tetszéleges
n > ng esetén
1 10n?

n—byn 27— 100°

2.2.23. (7) Legyen (a&”), (af)), ... végtelenhez tarté sorozatok egy sorozata.

Igazoljuk, hogy létezik olyan (b,) sorozat, aminek nagysdgrendje nagyobb,

mint akdrmelyik (a;’“)) nagysagrendje.

2.3. Torlédasi pontok, liminf, limsup

2.3.1. (3) Adjunk meg olyan sorozatot, melynek pontosan egy véges torlé-

dasi értéke van, de nem konvergens.
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Megoldas—

Legyen aq,...,a, € R adott. Adjunk meg olyan sorozatot, mely-
nek pontosan ezek a szdmok a torlédési értékei.

2.3.2. (1)

2.3.3. (5) Legyen aq,as,... egy szdmsorozat. Adjunk meg olyan soroza-

tot, melynek legalabb ezek a pontok torlédasi értékei. Milyen mas pontok
torlodasi értékek még sziikségképpen?
2.34.3) | g . B o
izonyitsuk be, hogy ha A C R és sup A = o ¢ A, akkor létezik
olyan (a,) sorozat, amelyre {a,} C A, (a,) szigortian monoton névekedd és
a, — a. Igaz-e az allitas akkor is, ha o € A?

~—

2.3.5. (2) Adjuk meg a B(0,1), B(0,1), N, Q és az {1/n : n € N} halmazok

torlodéasi pontjait!
2.3.6. (5) : ) ) . .
Igazoljuk, hogy bérmely szdmsorozat (vagy halmaz) véges torld-

dasi pontjai zart halmazt alkotnak.

20 () Mutassunk példat olyan sorozatra, amelynek torléddsi pontjai

éppen a [0, 1] halmaz elemei.
Megoldas—

2.3.8. (6) Igazoljuk, hogy torlédési pontok torlédasi pontja torlédasi pont.

2.3.9. (7) Igaz-e, hogy R minden zart részhalmaza el6all, mint egy valds

szamsorozat véges torlédasi pontjainak halmaza?

2.3.10. (2) Mik az alabbi sorozatok torlédéasi pontjai? Mi a limesz szuperioruk

és limesz inferioruk?

k
n
2.3.11. (2) Szamitsuk ki az a, = on sorozat limesz szuperiordt és limesz
inferiordt.
2.3.12. (4)

Igazoljuk kozvetleniil a limsup és a liminf definiciéjabdl, hogy
liminf a,, < limsup a,.
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2.3.13. (5) (a) Bizonyitsuk be, hogy ha a,, és b, két szdmsorozat ugy, hogy

mindketté alulrdl korlatos vagy mindketté feliilrél korlatos, akkor
lim a,+lim b,, < lim(a,+by,) < lim a,+limb,, < lim(a,+b,) < lima,+limb,,.

(b) Keressiink olyan (a,) és (b,) korldtos sorozatokat, amikor
(b1) egyik esetben sincs egyenldség;
(b2-b5) pontosan az egyik egyenléségnél all fenn egyenléség (4 példa).
2 (£) Bizonyitsuk be, hogy ha (a,) konvergens és (b,) tetszéleges
szamsorozat, akkor

lim(a,, + b,) = lima,, + limb,,.

Megoldas—

Bizonyitsuk be, hogy ha a,, — a > 0 és (b,,) tetszbleges szamso-
rozat, akkor

2.3.15. (3)

lim(a, -b,) = a-limb, és lim(a,-b,)=a-limb,.

2.3.16. (5) Bizonyitsuk be, hogy
(i) ha an, — a > 1 és (b,) korldtos, akkor

limal = "™ ¢ limalr = gm0,
(ii) ha a,, = a <1 és (b,) korlatos, akkor
li afl" =m0 &g lim afl” = glimbn,

2.3.17. (4) Bizonyitsuk be, hogy ha (a,,) korldtos szdmsorozat, amire lim inf a,,

pozitiv, tovabba b, — 0, akkor al» — 1.

2.3.18. (5) Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges a1, as, ... valds szamsorozatra
a14+ax+...+a
lim inf 1tazt.. +an > liminf a,
n
és
. ar+azx+...+ap .
lim sup < limsup ay,.

n
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2.3.19. (5) Igazoljuk7 hogy ha an — a, akkor

inf { sup{an, Gpi1, Anio,...} 1N E N} =a.

2.4. Hatarértékszamitas

2.4.1. (1) Sejtsiitk meg a hatarértéket és bizonyitsuk is be, haszndlva a

hatarérték definiciéjat:

Llim &S =2 2 0im L =2
3. lim ngil =7 4.0 < b< 1 esetén limb" =7
2.4.2. (2)

Sejtsitk meg a hatarértéket és bizonyitsuk is be, haszndlva a
hatarérték definiciéjat:

lim n =7
2’ﬂ

2

1

2.4.3. (2) Hatarozzuk meg i _:1
n

— an hatarértékét minden a-ra.

2.4.4. (3

—~
~~—

Hatarozzuk meg v/n2 — n + 1 — an hatdrértékét minden a-ra.

2.4.5. Bizonyitsuk be, hogy /2 — 1.

Megoldas—

—~
w
=

—

2.4.6. (4

~—

Szamitsuk ki: lim, ., v/2" —n.

Megoldas—

2.4.7. (4) Sejtsiitk meg a hatarértéket és bizonyitsuk is be, haszndlva a
hatarérték definiciéjat:
2n
lim — =7
n!

2.4.8. (3)

n2 4+ 6n° —2n + 10 L

y
M —on3 + 1010
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2.4.9. (3)
i ETVE
2n/n + 3
2:4:10.(4) Szamitsuk ki:
100
lim =7
1,1n
Otlet—
2.4.11. (5) Mi az {/n sorozat hatrértéke?
2.4.12. (4) Mi az /n! sorozat hatérértéke?
il ) Allapitsuk meg az aldbbi sorozatok hatarértékét.
n®—n34+1
L ——; 2. V/n* +n2 —n? 3. Y6 —5n.
3nd —2nt + 8’ niAnt o ns

Megoldas—

2.4.14. (4) | \fj az aldbbi sorozatok hatérértéke?

1.

o.
7.

1+log2\"
V3 2. /I 3 (+g) 4 VTR

n n
Y1+24+3+...+n 6. V1" +27 437 + ...+ 100"
n?+ (n+2)° . nt002n 4 3n
n? —y/(n?+1)(n* +2) - (VAT + T —2n 4 nb) (5716 —8)

2.4.15. (4) Allapl'tsuk meg az aldbbi sorozatok hatarértékét.

3+ 16 1 1 n2+1 5 — 2n2
. 2.0 [/1+=—1 3. = A
in—25° " ( T ) n nd 1 41+n

= 3 n
5 bln(n)—&—n’ 6. 2n —I—Z’)\/ﬁ7 7 UnTE, 8. 2" + n! ,
n 1_13 nn — 71,1000
: 2 1" 2 2, 1"
o tfmr =g, 10 S gy A (DT, Gnd2et- (21"
n 8n n?
2.4.16. (4)

1.

Allapitsuk meg az alabbi sorozatok hatérértékét.

7 _ apb 5_ 302 /m—
n/2n+\/a o I 6n° +5n°> —n 17 g ™ +n?y/n \/7>1+17
nd+n24+n+1 2n3 —6n +/n —2
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1 2 v2n+1 n+1 ™m—T"
4. {/— - —=,5. V2 +3"7, 6. —, 7.1 , 8. ,
n  n? - Van +4 %2 mtr
9 (2n+3)5 . (18n—i—17)15 10 V4n? + 2n 4+ 100 1 Vn3 + 6
' (6n +5)20 ’ " end —n?+2’ C/m?+3n -2
27L + 5”
2.4.17. (4)
1

2.4.18. (4)

Megoldas—

4 1 3n+2
lim( nt ) 7

dn+8
2.4.19. (4) Legyen a > 0.
lim V/n + a™ =7
Otlet—
2.4.20. (7) Konvergens-e a
1 n 1 n 1
Ay = — ot =
n n4+1 2n
sorozat?
2.4.21. (4)
L 1—-243—4+...—2n
lim =7
2n+1
2:4:22.(0) Konvergens-e
_sinl  sin2 sinn?
" 2 22 o
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2.4.23. (4) Szamitsuk ki:
lim(\/i' V2 V2 2%) =
1.4-8c
2.4.24. (4)

Konvergens-e
Megoldas—

2.4.25. (4) | g o ik i

lim /2" + sinn.

2.4.26. (5) | g« ot ki

lim —.
n

2.4.27. (4) Allapl’tsuk meg az aldbbi sorozatok hatarértékét.
6 4 2 2, —1)"
1 ”+”4 CD" g Ve a2 om;
n

5 @ 4o (Vn2+n—/n2—n).

2.4.28. (5) | Togyiik fel, hogy a1, as, ..., ax > 0.

Szamitsuk ki a {/a} +ah + ... + a} sorozat limeszét.

2.4.29. 5) | g« o kia ( n+4+/n+n— \/ﬁ> sorozat limeszét.

2.4.30. (4) Legyen ‘a|, |b| <1

l+a+a®+...+a"

i
S Y = IRy

?
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2.4.31. (4)

1. lim V12 £ 27 437 + ... + nn =?

1 1 1
2. lim7\1/1+++...—|—:?
2 n

3
1 n 1
n2 " (n+92)3
3. lim — (0 42) =7
0 12)
2.4.32. (4)
IR S
im— V2 V3 Vo,
vn
2.4.33. (4)

lim ’{/1+\/§+€/§+...+ Yn =?

n—oo

2.5. Rekurzivan definialt sorozatok

2.5.1. (2) Legyen a; = 1és apy1 =1+ ﬁ Bizonyitsuk be, hogy a,

monoton noévekedo.
2.5.2. (3) NP ) L . sl
Vizsgaljuk meg korlatossdg és monotonitas szempontjabdl az

alabbi sorozatot, ha van hatérérték, adjuk meg: a; = 0,9 an+1 = a, — a2.

Megoldas—

2.5.3. (4) Legyen a; = 0,9, apt1 = an, — ab. Létezik-e olyan tagja a
sorozatnak, mely kisebb 10110 -nél?
2 ) Definidljuk az (a, )52 ; sorozatot az
2ay,
= 10; = -
a ) An+1 an + 1

rekurziéval.
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(a) Bizonyitsuk be, hogy a sorozat korldtos, és mutassunk példat alsé,
illetve fels6 korlatra.
(b) Bizonyitsuk be, hogy a,, — 1. Ellenérizziik a definiciét, és keressiink

minden € > 0-hoz ng-t.
Megoldas—

2.55- 3) ] [ egven

Ty =1, Tpt1 = V3T
Konvergens-e z,7 Ha igen, mennyi a limesze?
2.5.6. (3) | s 1 s - o )
Vizsgaljuk meg korldtossdg és monotonitas szempontjabdl az alab-
bi sorozatot, ha van hatarérték, adjuk meg: a1 =0, ant+1 =2+ ayp.
2.5.7. (3)

értékét!

Hatarozzuk meg az aldbbi, rekurzidval definialt sorozatok hatér-

1. a1 =0, ant1=1/2—a,) (n=1,2,...)
2.a1=0, apy1=1/d—a,) (n=1,2,...);
3.a1=0, apy1=1/(1+a,) (n=1,2,...)
4. a1 =2, ap1 =V2 Ja, (n=1,2,...);

2.5.8. (8)

1
Apt1 = 3 <an + a) rekurziéval. Bizonyitandd, hogy a, — /a. Ha V2t
Qnp

akarjuk kiszamolni 6 tizedesjegyig, akkor hanyadik tagig kell elmenni?

T, + A&
2.5.9. (6) Legyen A > 0, zy = 1 és x,41 = %

Legyen a > 0 adott, és definidljuk az (a,) sorozatot az ay = a

Igazoljuk, hogy

=

_>

2.5.10. (3)

8
3

Legyen 1 = 1, 41 = v, + 2. Igazoljuk, hogy
(a) A sorozat monoton né;

(b) A sorozat korlétos;

(c) A sorozat hatérértéke csak a 2 lehet.

2.5.11. (4) Logyen 71 = 1, 741 =

. Mennyi x,, hatarértéke?
5 — Tn

2.5.12. (4) Legyen ap = 0,a1 = 1, & anys = H# (n =0,1,2,...).

lima,, =7
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2.5.13. (2) Legyen a; = 100, any1 = va, + 6. Igazoljuk, hogy a sorozat

monoton és korlatos. Mi lehet a hatarértéke?

1
2.5.14. (4) Legyen a1 = 1 és any1 = an + —55 ha n > 1. Korldtos-e ez a
an

sorozat? Mi a hatarértéke?

2.5.15. (4) Definidljuk az (z,,)32, sorozatot a kovetkezd rekurzidval: legyen

T = 3\/5, éS Tpy1 = 5 , han > 1. Mi a sorozat limesz szuperiora?
—z,
2.5.16. (5 , 2a .
(5) Legyen a; =10 és apy1 = a%i—:l' lima, =7
2.5.17. (5) Konvergens-e, és ha igen, akkor mi a limesze az
ay + ai
ap =1, Int1 = — =
sorozatnak?
2.5.18. (5) Hatarozzuk meg az alabbi, rekurzidval definidlt sorozat hatarér-
tékét!
a1 =0, ant1=1/(4—an) (n=1,2,...);
2L () Legyen az (a,,) sorozat a kévetkezd rekurziéval megadva: a; = 0,

Gn+1 = van + 6. Igazoljuk, hogy a sorozat konvergens, és hatdrozzuk meg a

hatarértékét.
Megoldas—

2
Legyen a1 =1, an+1 = a,+— . Igazoljuk, hogy van olyan n € N,
a

Megoldas—

2.5.20. (4)

n

melyre a,, > 10.

Kapcsol6do feladat: 2.2.10

2.5.21. (2) Legyen a1 = 1 és an4+1 = v2a, + 3. Bizonyitsuk be, hogy a, <

Gn+1 VN € N-re.

2522 (4) ] 1 onan = 1.

Ap+1 = Gy + —3-
n

Igaz-e, hogy ekkor 3n a,, > 10107
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2.6. Az e szam

2.6.1. (3) Bizonyitsuk be:

2.6.2. (5) Bizonyftsuk be:

(2) <m<e(3)

2.6.3. (7) Bizonyitsuk be:

1\" 3
O<e— (14— < —.
n n

2.6.4. (5)

<1+

vagyis az a, = (1 + %)HH

2.6.5. (5) Bizonyitsuk be,

n

2.6.6. (9)

2.6.7. (5)

nn+1

ésn > T esetén n! < ~
e

2.6.8. (6)

1.2-3

Bizonyitsuk be, hogy

1 n+1 1 n+2
- > (14 ,
n n+1

sorozat szigorian monoton csékkeno.

Megoldas—

hogy

1 1
+1l<elTzttn < 3n.

1\""2
Melyik nagyobb? Az e szam vagy (1 + ) ?
n

oo . e n+1\"
Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n pozitiv egészre n! > ( > ,

(&

Melyik nagyobb? 1000001000000 yagv 1000000000001
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2.6.9. (7) Mutassunk olyan pozitiv ¢y, co konstansokat, amelyekre
nnJr% nn+%
cy - <n!l<ey-
en eTL

minden pozitiv egész n-re.

2.6.10. (4) Szamitsuk ki az

sorozat hatéarértékét.

Megoldas—

2.6.11. (4) | g amitsuk ki:
3n+8
3
lim (n + ) =7
n—1
2.6.12. (T) | 1om0ljuk, hogy ha n - ay — @ é by/n — b, akkor (1 + an)b —
ab
e,
2.6.13. (7)

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges (a,) valés szdmsorozatra

\* lim i 92
liminf { 1 4+ — — liminf Tt
n

2.7. A Bolzano—Weierstrass-tétel és a Cauchy-
kritérium

2.7.1. (4) a, monoton és van konvergens részsorozata. Kovetkezik-e ebbol,

hogy a,, konvergens?
Megoldas—

Bizonyitsuk be, hogy ha |a,+1 — a,| < 27" minden n-re, akkor
(an) konvergens.

2.7.2. (5)

2.7.3. (8) Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben teljesiil a Bolzano—

Weierstrass-tétel, akkor a test izomorf R-rel.
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2.7.4. (8) Bizonyitsuk be, hogy ha egy arkhimédészien rendezett testben

minden Cauchy-sorozat konvergens, akkor a testben igaz a legkisebb fels6
korlat tétele is.

2.7.5. (8) Vezessiik le a Cauchy-kritérium elégségességét az egydimenzids
Helly-tételbol.

2.8. Végtelen sorok: bevezetés

2.8.1. (7)

n o1

a) Bizonyitsuk be, hogy a, =) ,_; 7 divergens.
b) Mutassuk meg, hogy ha a)-ban csak olyan tagokat adunk 6ssze, melyek
10-es szamrendszerbeli alakjaban nincs 9-es szdmjegy, akkor a,, konvergens.

- (4)

N
%
b

— 1
2

n=1

2.8.3. (5)
i 2 : T =’
—n - 3n + 5

2.8.4. (3) Konvergens vagy divergens?
100
2 To01
2.8.5. (3) Konvergens vagy divergens?
PO
(2i—1)(2i + 1)
2.8.6. (2)

/1 1
Z(wy—):‘?

i=1
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2.8.7. (5) Bizonyitsuk be, hogy
i % < 2.
n=1
2.8.8. (2) Igazoljuk, hogy ha Y a,, konvergens, akkor lim(a,t+1 + apy1 +
ot apz) =0,
2.8.9. (4)

Adjunk példét olyan a,, sorozatra, melyre > a, konvergens, és

an+1/a, nem korldtos.

2.8.10. (6)

2.8.11. (6)

2.8.12.

—~

7)

2.8.13. (4)

2.8.14. (3)

Megoldas—

Konvergens vagy divergens?
Z (2k)!
4k (k)2

Konvergens vagy divergens?

(2k)! 1
4F(EN2 2k + 1

Milyen z € C-re konvergens?

n

OECID DECI P

Konvergens vagy divergens?

1000 n 1000 - 1001 n 1000 - 1001 - 1002
1 1-3 1-3-5

Konvergens vagy divergens?

> 1 > n?
R TSy rEs B M e

n=1 n=1
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2.8.15. (5) Konvergens vagy divergens?
S8
n=1

2.8.16. (5) !

Mutassuk meg, hogy ha |a, 11 —a,| < 5z, akkor (a,) konvergens.

>
3

2.8.17. (7)

n

=Y. | 1. Bizonyitsuk be, hogy

1=

NI S
h2 Topz T ap2 T

2.8.18. (5) Milyen x-re és p-re konvergens

n

>’
npb

2.8.19. (4) Konvergens vagy divergens?

2

2.8.20. (4) Legyen a,b > 0. Milyen x-re konvergens?
3 e
an + bn
Megoldas—
log -1
2.8.21. (5) (a) Bizonyitsuk be, hogy ha lim inf % > 1, akkor }ax kon-
vergens.

log -1
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha lim sup (l)fg

“k <1, akkor ) ay divengens.

1
ap
log k

(¢) Mutassunk példét olyan a,, sorozatra, amire
vergens.

— 1, és Y ay, kon-

14 . log g . .
(d) Mutassunk példét olyan a,, sorozatra, amire oar- — 1, és > ay di-
vergens.
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2.8.22. (4) Milyen z-re konvergens?

Zlog (T) z®

2.9. Megszamlalhato6 és nem megszamlalhaté hal-
mazok

2.9.1. Megszamlalhaté halmazok

2.9.1. (5) Igazoljuk, hogy a magyar betiis irasjelkészlettel leirhaté szovegek

halmaza megszamlalhato.

2.9.2. (5) Igazoljuk, hogy a kinai betiis irdsjelkészlettel leirhaté matematikai

bizonyitdsok halmaza megszamlalhato.

232 (9) Igazoljuk, hogy a véges hosszi, egészekbol all sorozatok halmaza
megszamlalhato.
Megoldas—
2.9.4. (5) . . C o P
Bizonyitsuk be, hogy az algebrai szamok halmaza megszamléalha-
0.
2.9.5. (8)

Igazoljuk, hogy R-nek minden nyilt részhalmaza el6all, mint meg-
szdmldlhaté sok nyilt intervallum egyesitése. (Lindelof-lemma)

2.9.6. (8) Nevezziik ,hangjegynek” a sik olyan ponthalmazait, amik egy

korvonalbdl és egy hozzd huzott érinté szakaszbdl dllnak. Bizonyitsuk be,
hogy minden olyan halmaz, amelynek elemei paronként diszjunkt hangjegyek,
megszamlalhato.

2.9.7. (7) A racionalis szamokon egy méretei miatt nem lathaté bolha ugral.

A bolha minden maésodpercben egy titkos, de &allandé raciondlis szammal
arrébb ugrik (mindig ugyanabba az irdnyba). Mi minden 1épés utén az egyik
raciondlis szdmra racsapunk. Elpusztithatjuk-e biztosan a bolhat?
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2.9.2. Kontinuum szamossaga halmazok

2.9.8. (8) Igazoljuk, hogy a korvonal kontinuum szdmossagti. Valamint,

hogy a sik mint ponthalmaz kontinuum szdmossagu.

2.9.9. (6) . . AN s

Igazoljuk, hogy a véges hosszi, racionalis szamokbdl allé soroza-

tok halmaza megszamlalhaté. Ugyanakkor igazoljuk, hogy a végtelen hossz,
racionalis szamokbdl all6 sorozatok halmaza kontinuum szadmossagu.

Megoldas—

2.9.10. (7) Keressiink példdt kolesonosen egyértelmii megfeleltetésre (0, 1] és
[0, 1] kdzott.
Kapcsol6do feladatok: 2.9.18, 2.9.20
2.9.11. (9) Lehet-e a szdmegyenes minden raciondlis pontja f6lé egy T betiit
irni ugy hogy paronként diszjunktak legyenek? Es minden pontja folé?

2.9.12. (8) Bizonyitsuk be, hogy P(N) ~ P(Q) ~ R.

2.9.13. (8) Mutassuk meg, hogy valés szamok barmely A megszamlalhato
részhalmazdhoz 1étezik olyan a valés szdm, amire AN (A +a) =0

2.9-14- (8) | Bi,onyitsuk be, hogy |R x R| = [R|.

2.9.15. ) | Bijonyitsuk be, hogy a valés szamokbol &ll végtelen sorozatok
halmaza kontinuum szdmossagu.

2.9.16. (9) Igazoljuk, hogy P(N)-nek létezik olyan kontinuum szamossdgu
L részhalmaza, ami lanc, vagyis tetszéleges A, B € L esetén A C B vagy
B C A

2.9.17. (9) Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan R — R fiiggvény, ami minden

intervallumban minden valds értéket felvesz.

2.9.3. Szamossagok Osszehasonlitasa

2.9.18. (8) Legyen H halmaz és h : P(H) — P(H) monoton njvé halmaz-

fiiggvény, amire X C Y C H esetén h(X) C h(Y) C H. Nevezziink egy
X C H halmazt kicsinek, ha X C h(X). Egy X halmaz fixpontja h-nek, ha
h(X) =

g
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Legyen A a kicsi halmazok unidja.

(a) Igazoljuk, hogy A kicsi.

(b) Igazoljuk, hogy h(A) kicsi.

(c) Igazoljuk, hogy A fixpontja h-nak.

(d) Legyen Xo =0 és X,,41 = h(X,,). Igaz-e, hogy A =J,—, X7
Kapcsolédo feladatok: 2.9.19, 2.9.20

2.9.19. (6) A Cantor-Schider—Bernstein-tétel szerint ha A, B halmazok, és

léteznek f: A — B és g: B — A injekcidk, akkor létezik A — B bijekcio is.
A 2.9.18 feladat segitségével bizonyitsuk be a Cantor—Schéder—Bernstein-
tételt ugy, hogy felosztjuk az A, B halmazokat két-két olyan diszjunkt részre,
amikre A = A1 U Ag, B = B1 U BQ, f(Al) = B1 és g(BQ) = AQ.
Kapcsol6do feladatok: 2.9.18, 2.9.20

2.9:20- (6) J Legyen A = [0,00), B = (0,00), f: A = B, f(z) = x+1, s

g:B — A, g(x) =x. A 2.9.19 feladat segitségével adjunk meg egy A — B
bijekciét!
Kapcsol6do feladatok: 2.9.18, 2.9.19
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3. fejezet

Valés fiiggvények
hatarértéke, folytonossaga

3.1. Valés fiiggvények globalis tulajdonsagai

3.1.1. (8) Bizonyitsuk be, hogy ha H olyan halmaz a sikon, ami minden

fliggbleges egyenesrol megszamlalhaté sok pontot tartalmaz, akkor létezik
olyan f: R — R fiiggvény, hogy f megszamlalhaté sok eltoltjanak grafikonja
egyiittesen lefedi H-t. (A g fiiggvény az f fiiggvénynek ,eltoltja”, ha van
olyan d valés szdm, amire g(z) = f(x — d).)
3.1.2. (2) A kb oo 01 1 .
Ovetkezo fliggvényekrol bizonyitsuk be, hogy a megadott H
halmazon injektivek, és hatarozzuk meg az inverziiket:

1. f(z) =3z -7, H=R; 2. f(x) =2%+ 3z —6, H=[-3/2,00).
3.1.3. (2) iy y e e
A kovetkezd fliggvényekrdl bizonyitsuk be, hogy a megadott H

halmazon injektivek, és hatdrozzuk meg az inverziiket:

Lf@)= g H=[-L1: 2 f()= ‘ml%

H=R.
Megoldas—

Bell4 (7) Keressiink olyan f : [-1,1] — [—1, 1] fiiggvényt, amire f(f(z)) =

—x Yz € [-1,1].
Megoldas—

67
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3.1.5. (4) Konstrualjunk olyan periodikus fliggvényt, aminek akarmilyen

kicsi pozitiv periédusa is létezik, de nem konstans.

3.1.6. (6) Legyen I nem elfajuld intervallum. Igazoljuk, hogy a kovetkezo

allitdsok ekvivalensek:

f0) = fla) _ fle) = f(a),

(a) Va,b,cel a<b<c= e ST o,
(b) Va,b,ce I a<b<céf(b)7f<a)<f(c)7f(b)‘
o b—a c—b

(c) Va,b,c €I a<b<c=>f(c)_f(a) <f(c)—f(b).
s Uy c—a p— ;

(d) Va,be T Vte (0,1) a#b= f(ta+ (1—t)b) < tf(a)+ (1 —t)f(b);

(e) minden a € I-re az @) = fa) fiiggvény szigordan né az I\ {a}
T —a

halmazon;

(f) I minden bels6 a pontjahoz létezik olyan b valds szdm, hogy bérmely
x € I\ {a} esetén f(z) > b(zx —a)+ f(a).
3.1.7. (5) . . .
Bizonyitsuk be, hogy ha f : I — R konvex az (a, b) intervallumban,
akkor az alabbi esetek egyike fennéll.

1. f monoton cstkkend (a, b)-ben.
2. f monoton névé (a,b)-ben.

3. Létezik egy ¢ € (a,b) pont gy, hogy f monoton csékkend (a, c]-ben és
monoton névo [c, b)-ben.

3.1.8. (2) Milyen nevezetes egyenlétlenséget kapunk, ha a Jensen-egyenlot-

lenséget felirjuk az z2 fiiggvényre?
3.1.9. (2) . o .
Milyen nevezetes egyenlGtlenséget kapunk, ha a Jensen-egyenlét-
lenséget felirjuk az 1/x fiiggvényre a (0, 00) félegyenesen?
3.1.10. (6) Legyen u, : (a,b) — R konvex valamilyen A indexhalmaz minden
elemére. Tegyiik fel, hogy f(x) := sup,ea Ua véges minden z-re. Igazoljuk,
hogy f konvex.
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3.1.11. (5) | Dentsitk el, hogy az aldbbi allitasok kiziil melyek igazak minden

f: A — B figgvényre és H, K C A részhalmazra.

Lf(HUK)=f(H)Uf(K); 2. f(HNK)=f(H)Nf(K);
3. F(H\K) = f(H)\ f(K).

3.1.12. (5) Tetszbleges f : A — B fiiggvényre és Y C B halmazra jeloljiik
f71(Y)-val azon z € A elemek halmazdt, amelyekre f(x) € Y. (Nem tessziik
fel, hogy f-nek létezik az inverze. A jel6lés jogossagat illetéen megjegyezziik,
hogy ha létezik az f~! inverz, akkor f~1(Y) kétféle értelmezése ugyanazt a
halmazt jeldli.)

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges Y, Z C B halmazokra

L (yYuz)=f'Vufi(z);, 2. f'Ynz)=fY)nf(2);
BT YN Z) =TI\ FH(2).

2 .
3.1.13. (1) Keressiik meg f(z) = -

3
5 inverzét az R\ {%} halmazon.

3z —
3.1.14. (2) Injektivek-e a kivetkezd fiiggvények a [—1,1] halmazon?
) f@) = =5 1) glo) =
a Tr)=—F-7 T)= <57
2+ 1’ g z?+1
Megoldas—

3.1.15. (2) Legyen f és g értelmezve (—o0,4+00)-ben és legyen

1. f péros, g pératlan; 2. f péros, g péros; 3. f paratlan, g

paratlan.

Mi mondhaté az 1), 2) ill. 3) esetekben az f+g, f—g, f-gill. fog
figgvények paritasarol?
3.1.16. (2) A 3.1.15 feladat kérdése paros ill. paratlan helyett monoton no-
vekedd ill. monoton csokkend fiiggvényekre.

3.1.17. (2) Bizonyitsuk be, hogy minden f : R — R fiiggvény el6all mint egy

paros és egy paratlan fiiggvény Osszege.

3.1.18. (2) Bizonyitsuk be, hogy ha f pératlan fiiggvény (—1,+1)-en és mo-

noton (—1,0)-n, akkor monoton (0,+1)-en is. Igaz-e, hogy (—1,+1)-en is
monoton?
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3119 (2) J ooy

fla)y=9

23 ha x racionilis
—x° ha x irracionalis.

Létezik-e f(x) egyértelmii inverze (—oo, +00)-ben?

3.1.20. (2) Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = %—l— ﬁ fiiggvény monoton (0, 1)-

en és itt minden valds értéket pontosan egyszer vesz fel.

3.1.21. (4) Legyen f(x) = max{z,1—x,2x — 3}. Vizsgiljuk meg a fiiggvényt

monotonitds és konvexitds szempontjabol.

3.1.22. (2) Bizonyitsuk be, hogy ha f szigorian konvex az I intervallumon,

akkor f grafikonjat minden egyenes legfeljebb két pontban metszi.

3.1.23. (1) Létezik-e olyan f : (0,1) — R fiiggvény, amelyik korldtos, de nincs

maximuma?
3.1.24. (2) Létezik-e olyan f : [0,1] — R fiiggvény, amelyik korldtos, de nincs
maximuma?

3.1.25. (4) Van-e olyan f monoton fiiggvény, amelyikre
L D(f) =[0,1], R(f) = (0,1);
2 D(f):[oa]-]vR(f) [Oal]U[Qa?’];
3. D(f) =1[0,1], R(f) =[0,1) U[2,3];
4. D(f) =1[0,1], R(f) =[0,1) U (2,3]?

Megoldas—

Létezik-e olyan fiiggvény, amelyik minden intervallumon minden
egész értéket felvesz?

3.1.26. (8)

3.1.27. (5) Bizonyitsuk be, hogy z* szigorian konvex [0, 00)-ben, minden

k > 1 egész szamra.

3.1.28. (3) Bizonyitsuk be, hogy ha ai,...,a, > 0 és k > 1 egész, akkor

a1+ ...+an <k ab + .. +ak

n n
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3.1.29. (4) Bizonyitsuk be, hogy

1. v/z szigorian konkdv [0, co)-ben;

2. Yx szigortan konkdv [0, 00)-ben minden k > 1 egészre.

3.1.30. (4) Igazoljuk, hogy ha g : A — B és f : B — C konvex, tovabba f

monoton nd, akkor f o g is konvex.
3.1.31. (4) Igazoljuk, hogy ha f konvex, akkor felbonthaté egy monoton
noévekvo és egy monoton csokkend fliggvény osszegére.

3.1.32. (9) Konstrudljunk olyan R — R fiiggvényt, aminek kontinuumféle
kiilonboz6 periddusa van, de nem konstans.

3.1.33. (7) Elséll-e az 22 fiiggvény két periodikus fiiggvény Gsszegeként?

3.1.34. (10)

ElSall-e az x2 fiiggvény harom periodikus fliiggvény Ssszegeként?

3.2. Fiiggvények folytonossaga és hatarértéke

) A hatarérték megfelel$ definicidja szerint alkalmas kiiszobszamo-

kat (pl. e-hoz §-t, vagy K-hoz 6-t, vagy e-hoz L-et stb.) keresve adjuk meg
a kovetkez6 hatdrértékeket:

1
a) lim T ; b) lim fopt1 ;
J;—>Ox2—|—1 z—o00 T — 3

Megoldas—

Adjunk meg adott € > 0-hoz vagy K-hoz j6 é-t vagy L-et az
alabbi fiiggvényekhez.

3.2.2. (2)

) 9 B . sin(z)
1. xlg{lJr(x +1)/(z—1), 2. mhﬁngo N

3.2.3. (2) Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények szakadasi pontjait. Mi-
lyen tipusu a szakadds?
3 —1 22 —1

L f@)=—— 249(@)= T

- x[i}, 4 ho(z) = 22[1].

3. hl (1‘
T

~
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3.2.4. 3) Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények szakadasi pontjait. Mi-

lyen tipusu a szakadas?

—

3 —1
" eone-2e-s T

S22 Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények szakaddsi pontjait. Mi-

lyen tipusu a szakadds?

O 0=ty W= ({1}).

3.2.6. (2) Mutassuk meg, hogy
lim f(z) =b <~ limof(x) = lim f(z)=0».
r—a—

T—a z—a+0

Megoldas—

3.2.7. (1)

Definidljuk
lim,_yq— f(x) = —oo-t, lim, oo f(x) = b-t és lim,, o f(z) = +o0-t.
3.2.8. (1) Mondjuk ki lim,_,, f(2) = 400 tagaddsét!
3.2.9. (2)

Mutassuk meg, hogy az f fiiggvény akkor és csak akkor folytonos
az a pontban, ha ott jobbrol is és balrdl is folytonos.

3.2.10. (1) Mutassuk meg, hogy az [z] fiiggvény folytonos a-ban, ha a nem

egész, és jobbrdl folytonos a-ban, ha a egész.
3.2.11. (2) Bizonyitsuk be, hogy ha f folytonos egy pontban, akkor |f| is
folytonos ugyanitt. Forditva, |f| folytonossdgdabdl kovetkezik-e f folytonos-
saga?

3.2.12. (2) Hol folytonosak a kovetkezo fiiggvények?
z ha LeN
1.f(x):{0 haigN’

4z ha 2¢Q’
5. f(x):{x2 ha >0

cx ha z<0°

Zﬂ@{m+71mer
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3.2.13. (2) Hol folytonosak?
: L 1 1
1. Riemann-fliggvény, 2. sin —, 3. zsin —.
T x
3.2.14. (2)

Bizonyitsuk be, hogy ha f: R — R és g : R — R folytonosak és
f(a) < g(a), akkor a-nak létezik egy kornyezete, ahol f(x) < g(z).

3.2.15. (2) Legyen f konvex (—oo, 00)-ben, és tegyiik fel, hogy EIP flx) =

oo. Lehetséges-e, hogy lim f(z) = —o0?
xr—r 00
3.2.16. (2) Legyen f konvex (—oo, 00)-ben, és tegyiik fel, hogy lim f(z) =
r— — 00
0. Lehetséges-e, hogy lim f(z) = —o0?
T— 00
3.2.17. (1)

Adjunk meg olyan f : [0,1] — [0, 1] fiiggvényt, amely monoton és
végtelen sok szakadasi helye van.

3.2.18. (3) Az f: R — R fliggvény a pontbeli folytonossagéanak definiciéja a
kovetkez6 formulaval irhaté le:
(Ve > 0)(30 > 0)(Va)(|Jz —a| < d = |f(x) — f(a)] < ).

Tekintsiik a kovetkezd formulékat.

(Ve > 0)(V0 > 0)(Vz)(Jz — a| < d = |f(z) — f(a)] <e);
(e > 0)(Vo > 0)(Va)(|Jz — a| < d = |f(z) — f(a)] <e);
(Fe > 0)(30 > 0)(Vz)(Jz — a| < d = |f(z) — f(a)] <e);
(V6 > 0)(Fe > 0)(Vz)(Jzr — a| < d = |f(z) — f(a)] < e);
(30 > 0)(Ve > 0)(Va)(|Jz —a| < d = |f(z) — f(a)] < &).

Ezek a formulék az f fiiggvény milyen tulajdonsagait irjak le?

3:2.19- (1) J f1juk fel a definicidt <, 8, P,Q stb. betfikkel:
imf=t et =0 timo0(O) = —o0

lim h(9) =oo;  lim wu(¢)=2.
9——1

§——o0

8.2.20. (1) J frivk fel a definiciét e, 6, K, L stb. betiikkel.
limf=o00; lm s(n)=2 lm g(z)=-o0; lim s(w)=2

limg=1; limh=1.
0+ o)
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3.2.21. (2) Lassuk be, hogy ha f és g folytonosak az a pontban, akkor

max(f,g) és min(f,g) is folytonosak a-ban.
3.2.22. (2) Legyen g(z) = f(2?) folytonos. Kovetkezik-e ebbél, hogy f(x) is
folytonos?

e Tegyiik fel, hogy g(z) = tlirn f(t) létezik minden pontban. Bizo-
—zx

Keressiink példat arra, hogy lim f(z) = S, limﬁ g(x) = ~, de
rT— xr—>
) # 7

nyitsuk be, hogy g(z) folytonos.

3.2.24. (3)

lim g(f(x

T—Qa

3.2.25. (2)

~

Definidlhatjuk-e a (v/x —1)/(x — 1) fiiggvényt « = 1-ben 1gy,
hogy ott folytonos legyen?

3.2.26. (2) Legyen n pozitiv egész. Definidlhatjuk-e az (/1 + z — 1)/« figg-

vényt x = 0-ban gy, hogy ott folytonos legyen?

3.2.27. (3) Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — R periodikus és lim,_, ., f(z) =

0, akkor f azonosan nulla.

3.2.28. (4) Konstrualjunk olyan f és g fliggvényeket, amelyekre lin%) flx) =
T—

—~

00, lim g(z) = —oo, tovdbbd
z—0
1. lim (f(z) + g(x)) létezik és véges; 2. lirr(l)(f(x) + g(x)) = oo
z—

3. wh?r? f(z) + g(z)) = —o0; 4. igl})(f(x) + g(z)) nem létezik.

x—0

3.2.29. (2)

—

1. Ha z = a-ban f folytonos, g pedig nem folytonos, akkor lehet-e ugyanitt
folytonos f + g7

2. Ha x = a-ban sem f, sem g nem folytonos, lehet-e ugyanitt folytonos
f+g?
3.2.30. (3) Ellenorizziik a folytonossag definiciéjat; adjunk meg € > 0-hoz jé
0-t, vagy olyan e-t, amihez nincs 6.
a) f(x) =2 a=0; D) f(z)={z},a=3

O f@) = VEa= o ) f)= Y ama

~
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3.2.31. (1) Azt mondjuk, hogy az U halmaz ,kornyezete” az a szamnak, ha

a szadm bels6 pontja U-nak, azaz Ir > 0 B(a,r) C U. Igazoljuk, hogy az f
fiiggvény akkor és csak akkor folytonos a-ban, ha f(a) barmely kérnyezetének
f szerinti 6sképe kornyezete a-nak.
3.2.32. (2) Igazoljuk, hogy egy f : R — R fiiggvény akkor és csak akkor
folytonos minden pontban, ha minden nyilt halmaz &sképe nyilt.
3.2.33. (7) Bizonyitsuk be, hogy ha egy R — R fiiggvény minden racionalis
pontban folytonos, akkor van olyan irracionélis pont is, ahol folytonos.
3.2.34. (8) Az f : R — R fiiggvény folytonos, és tetszéleges a > 0 esetén
f(n-a) — 0. Igazoljuk, hogy lim f = 0.
o0

3.2.35. (2) Hol folytonos a D Dirichlet-fiiggvény és az xD(x) fiiggvény?
3.2.36. (2) Hol folytonosak az alabbi fiiggvények?
O
3.2.37. (2) Hol folytonos?
LN i
3.2.38. (2) Hol folytonos?
LN i
3.2.39. (1)

Mi a két allitas logikai kapcsolata:
a) f: R = R folytonos;
b) |f] : R — R folytonos?
3.2.40. (3) Bizonyitsuk be, hogy ha f : [0,1] — R folytonos, akkor g(x) :=
min{ f(x),0} fiiggvény is folytonos.
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Sl ) Legyen f : R — R pozitiv periédusainak halmaza H. Mutassuk

meg, hogy ha f folytonos és inf H = 0, akkor f konstans.

Megoldas—

3.2.42. (8) Hany folytonos R — R fiiggvény van?

3.2.43. (9) Létezik-e olyan folytonos [0,1] — R fiiggvény, ami minden valds
szamot véges és paros sokszor vesz fel?

3.2.44. (3) Mi a Dirichlet- és a Riemann-fiiggvény limsup-ja és liminf-je tet-

sz0leges pontban? Hol van hatarértéke a két fiiggvénynek?

3.245. ) | \fik o 7, @, R, R\ Z, R\ Q halmazok izollt, illetve torlédasi

pontjai?

3.246. (2) | oo

_Jx  haze(Qy
f(x)_{—x ha x € Q.

Hol folytonos ez a fiiggvény? Hol folytonos a Q és R\ Q halmazokra megszo-
ritva? Hol van hatdrértéke a Q és R \ Q halmazokra megszoritva?

3.2.47. (3) Legyen a az A és B halmazok kozos torlodasi pontja, és f valos

értéki fiiggvény, ami értelmes az a egy pontozott kérnyezetében. Igazoljuk,
hogy

m f:max(@f,@f) ¢ lim f:min(mf,mf).

«a,AUB a,AUB oA o,B
3.2.48. (7) Van-e olyan R — R fiiggvény, aminek minden pontban oo a
hatarértéke?
3.2.49. (8)

Azt mondjuk, hogy az f : R — R folytonos fiiggvény ,metszi az
z-tengelyt” az a € R pontban, ha az a minden kérnyezetében felvesz pozitiv
és negativ értéket is. Igaz-e, hogy barmely, sehol sem stirti zart Z C R
halmazhoz létezik olyan folytonos f : R — R fiiggvény, ami pontosan Z
pontjaiban metszi az x-tengelyt?

(IMC)

3.2.50. (4) Igaz-e, hogy ha egy R — R fiiggvénynek minden pontban 0 a

hatarértéke, akkor a fiiggvény azonosan 07
Megoldas—
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3.2.51. (1) J {0k fel a Cauchy-kritériumot e, 6, K, L stb. betikkel az a = 1,

a=a+0, a =—o0 esetekben!

8.2.52. (2) Ellendrizziik a Cauchy-kritériumot az lin+10 vz hatérértékre.
z—

3.2.53. (7) Igazoljuk, hogy ha az f : (0,00) — R fiiggvényre Ve > 0 3K >

1
0vVx,y > K |f(z) — f(y)] < =k akkor lim f létezik és véges.
T oo

3.2.54. (1) frjuk fel a Cauchy-kritériumot ¢, d, K, L stb. betiikkel az o = 0,
a=a—0, a = o0 esetekben!

3.2.55. (2) Ellendrizziik a Cauchy-kritériumot az lim {z} hatdrértékre.
T—00

3.2.56. (6) (a) Lehet-e els6faju szakaddsi helyek torléddsi pontja elséfaju

szakadasi hely?
(b) Lehet-e médsodfaji szakadési helyek torléddsi pontja masodfaji szaka-

dési hely?
3.2.57. (8) Bizonyitsuk be, hogy barmely R — R fliggvény elséfaju szakadasi

helyeinek halmaza megszamlalhato.
3.2.58. (6) (a) Lehet-e masodfaji szakadési helyek torléddsi pontja elséfaji
szakadéasi hely?

(b) Lehet-e elséfaju szakaddsi helyek torlédasi pontja mésodfaju szakaddsi
hely?

8.2.59. (7) Bizonyitsuk be, hogy ha f : (0,1) — (0,00), és minden z,y-ra
f(z) < e¥f(y), akkor f-nek véges hatdrértéke van a (40)-ban.

3.2.60. (5) Bizonyitsuk be, hogy ha f Lipschitz tulajdonsigu az (a,a + dp)

intervallumban valamely §y > 0-ra, akkor li_irr% f 1étezik és véges.
a

3.2.61. (4) (a) Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — R periodikus, akkor lim f =
(o)

inf f és lim f = sup f.
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — R periodikus és lim f létezik, akkor

f konstans.
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3.2.62. (4)

Legyen Aj, Ao, ... C R végtelen halmazsorozat, és a a kozos tor-

16déasi pontja az A, halmazoknak. Legyen tovabba f valds értékii fiiggvény,
ami értelmes az a egy pontozott kornyezetében. Melyik igaz az aldabbiak

koziil?

3.2.63. (4)

lim fgsup{mf:neN};

a,A{UASU...
lim >
el fzow{ T £ ne N}
lim fgsup{hmf nEN}
a,A1UASU...
lim fzsup{hmf nEN}

a,ATUASU...

Legyen Aj, Ag, ... C R végtelen halmazsorozat, és a a kozos tor-

16dési pontja az A, halmazoknak. Legyen tovdbba f valds értékii fiiggvény,
ami értelmes az « egy pontozott kornyezetében. Melyik igaz az alabbiak

koziil?

(a)
(b)
()
(d)

3.2.64. (2)

3.2.65. (5)

Tm fginf{mf:neN}

a,AJUASU... oAy,

Tm f>i f{ im }
a,AlLIJIEQU... f>in im f:neN

lim fginf{hmf nGN}
a,A1UASU... a,An

lim fZinf{hmf nEN}

a,AJUASU...

Jm () - afe)?) =2 T ({20)° - 4e)) =1

Legyen « torlédési pontja az A halmaznak, és legyen f értelmes

az A és az a hely egy pontozott kornyezetének kozos részében. Bizonyitsuk
be, hogy léteznek olyan B, C' C A halmazok, amelyeknek « torlédési pontja,

tovabba

lim f(z)= lim f(z) és lim f(z)= lim f(x).

r—a, TEA r—a, z€B r—a, €A z—a, zeC

3.2.66. (4)

Tegyiik fel, hogy f konvex R-en, f(0) =0 és hn}) fi 2) > 0. Mit

tudunk lim, o f(z)-rél mondani?

Megoldas—
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3.2.67. (3)

3.2.68. (8)

3.2.69. (3)

3.2.70. (6)

3.3. Fiiggvény-hatarértékek kiszamitasa

3.3.1. (5)

3.3.2. (5)

3.3.3. (4)

3.3.4. (4)

3.3.5. (4)

Mutassunk tetszéleges f : R — R fliggvényhez olyan g, h fiiggvé-
nyeket, amelyekre limg =limh = o0 és f = g — h.

Legyen f1, fo,...

olyan fiiggvények egy sorozata, amelyek ha-
tarértéke oo-ben oco. Igazoljuk, hogy ezekhez 1étezik olyan ¢ fliggvény, ami
az Osszes fr-nél gyorsabban tart co-hez, és létezik olyan h fiiggvény is, ami
szintén oo-hez tart, de az Osszes fp,-nél lassabban.

Mutassunk tetszéleges f : R — R fiiggvényhez olyan g, h fiiggvé-
nyeket, amelyekre lir(r)lg = lir(rJl h=0és f=g/h.

Igazoljuk, hogy ha f és g folytonos az a pontban és f(a) > 0,
akkor az f9 fiiggvény is folytonos a-ban.

sinx
lim
z—0 X

422+, 42" —n
m

x—0 X

lim log(1 + z) _9
x—0 €T

rz—1

rz—1

sin 3x
im — =7
z—0 sin Hx

1 —cosx

x—0 2

e’ —1
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3.3.6.

3.3.7.

—~

4

—~
~—

4

~—

3.3.8. (4)

3.3.9. (4)

3.3.10. (4)

oV +13 -2V +1
m =

o
}:23 2 -9 '
. Jr—6+2
lim ——— = =?
rz——2 3+ 8
?

i (e ot Ve = V) =
1in%)(sin VvV +1—sinyz) ="
z—

. V1 —cosz?
lim ———— =7
z—0 1 —cosz

3.3.11. (4)
sin(a 4 2x) — 2sin(a + ) +sin(a) _,
5 22 -
3.3.12. (4)
sin(z — %
lim 20 —5)
z—% 1 —2cosx
3.3.13. (5)
. 2sin?z +sinz — 1
lim —— - =7
z—Z 28in“x — 3sinx + 1
3.3.14. (5) Legyen

lim, o f(iL’) =7,

1 +x) Lt

f@) = (504

lim,; f(x) =7, lim, o f(x) =7
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3.3.15. (4)
lim 281D
T—r—00 x
3.3.16. (5)
2 i T2
lim T bmaz7T T _g
T g xr — G
3.3.17. (6)
. 1
lim (s%n;z:)mfa _o
z—a \sina
3.3.18. (6)
4z -1
lim ( z 2 ) =7
z—1/2 \2x — 1
3.3.19. (6)
i LEVEEVE
z—oo 1 + \3/54— \4/5
3.3.20. (3)

Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket, és mindegyik esetben
ellendrizziik a definiciét.

(a) wl_l)lr_log, (b) mgrzloox, (¢) lim

r—00

T
@ Jm V/sk () lm {a).
3.3.21. (3)

3 Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket, és mindegyik esetben
ellendrizziik a definiciét.

. ; 2,
Jm = (¢) lim %

T—>00




3. VALOS FUGGVENYEK HATARERTEKE, FOLYTONOSSAGA

3.3.22. (3)
sin e” T+ sinx
1 =7 b) lim —— =7
(a) Jim — (b) Jim_ V21
3.3.23. (3) Az aldbbi fiiggvényeknek a megadott a helyen hatdrozzuk meg a
hatarértékét.
1. f(z)=[z], a=2+0; 2. f(x) ={z},aa=2+0;
T 1
. i = N 4. = — = — .
1) =g a4 S0 =g as 5o
5.f(x):m,a:oo; 6]"(3&*9E2 1,05:170
3
7. f(x) =Vr+1—Vz, a=o0; S.M,a:oo;
T — T
2
R T e LT
724+ 6x+5
1. Va3 +1 -2, a= oo, 12.2{1}, a=0, 13.2[l], a=0,
3.3.24. (3)
. Vr+2-2
lim ———— =7
e—=2 {/x + 25— 3
3.3.25. (3) Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket:
VT F2— Y2 +20
1. lim
=7 v +9—-2
359/
5 lim VE -1
z—1 €xr — 1

3. lim z- [\/332—}-2.’17—2\/3324-,%—}-.%}

Tr—00

4. lim x3/2-[\/x—|—2+\f—2 z+1

r—r0o0

5. lim

1-2)(1-v2)1— ¥z) - (1— Yz)

z—1

(1—a)"

6. lim z + sin(z)

T—r 00

3.3.26. (3)

Bizonyitsuk be, hogy

m =
ety cx+d

ar+b ] oo, ha bc—ad >0
—00, ha be—ad<0,’
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ax—!—b_{oo, ha bc—ad >0

11m -
e—d_ cr+d 0, ha bc—ad <0,
és

. ar+b a (c #0)

a:~1>I:|I:1c>o cx+d o c’ ¢ ’
@

8:3-27- () | g 4mitsuk ki a lim = hatdrértéket, ha a)  pozitiv egész; b)

z—1 T —

a pozitiv raciondlis; ¢) pozitiv valés; d) « tetszéleges valos szdm.

3.3.28. (3)

V2o . VT +H2— Y +20
lim — =7 lim =

z—1 ™ — 1 z—7 \‘Vm—2

Kapcsolédo feladat: 3.3.27
3.3.29. (1)

?

Igazoljuk, hogy ha a > b > 0, akkor x — oo esetén z® nagysag-

rendje nagyobb, mint z¥ nagysagrendje.
3.3.30. (4) Rakjuk sorba nagysagrend szerint a kovetkez6 fiiggvényeket (x —
00):

2100 017 VE 9T 10170 2¥e

3.3.31. (4) Legyen a > 1 és k > 0. Bizonyitsuk be, hogy x — co esetén aVv®

x
nagyséagrendje nagyobb, mint z¥ nagysigrendje. (Vagyis lim a T
T—00 I

= 00.)

3.3.32. (4)

LoV4AT s -2
lim —m——— =?
LN CTRE

3.3.33. (4) Igazoljuk, hogy tetszéleges a > 1, b > 0 és ¢ > 0 esetén a®"
nagysagrendje nagyobb, mint z® nagysigrendje.
3.3.34. (3)

+0):

Rakjuk sorba nagysagrend szerint a kovetkezd fiiggvényeket (x —

e L \F I S
x x Vo +a?2 -z
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3.3.35. (5)
lim [ —— — — ) =7
z—1\z" -1 2a2m—1
3.3.36. (5)

R oy |
lim ———— =7
z—1 290 — 22 41

3.4. Az atviteli elv

3.4.1. (1)

Tudjuk, hogy lim,_, {2} nem létezik. Mutassunk példat olyan

x, sorozatra, amire x \, —oo és az {x,} sorozatnak nincs hatérértéke.

3.4.2. (3)

Legyen f értelmes a 0 egy jobb oldali pontozott kérnyezetében.

Bizonyitsuk be a definicidbdl és az atviteli elvvel is, hogy ha lin+10 f(z) és
r—

lim f(1/z) kozil valamelyik létezik, akkor a mdsik is 1étezik, és egyenléek.
xr—r 00

3.4.3. (3)

Igazoljuk, a definiciébdl és az atviteli elvvel is, hogy ha f korlatos

az a egy pontozott kiornyezetében és lim g = 0, akkor lim(fg) = 0.
[e% «

3.4.4. (3)

Vezessiik le a fliggvényekre vonatkozo rendor-elvet a sorozatokra

vonatkozé rendér-elvbél és az atviteli elvbol.

3.4.5. (7)

Legyen f : [a,b] — [a,b] folytonos fiiggvény, és legyen p € [a, b].
Definidljuk a pg, p1, ...

sorozatot a pg = p, pnt1 = f(pn) rekurziéval. Igazol-

juk, hogy ha a T, = {p,, : n=0,1,2,...} halmaz zdrt, akkor véges.

3.4.6. (3)

(IMC)

Igazoljuk, a definiciébdl és az atviteli elvvel is, hogy ha f korlatos

az a szam egy pontozott kérnyezetében, g folytonos a-ban és g(a) = 0, akkor

fg folytonos a-ban.

3.4.7. (3)

Vezessiik le a fiiggvényekre vonatkozd végtelen rendér-elvet a

sorozatokra vonatkozé végtelen rendér-elvbdl és az atviteli elvbdl.



3.5. KORLATOS ZART INTERVALLUMON FOLYTONOS FUGGVENYEK 85

3.5. Korlatos zart intervallumon folytonos fiigg-
vények
3.5.1. (4)

Tegyiik fel, hogy p(z) = agxz? + -+ -+ a17 + a¢ adott paros foki
polinom és asgy - ag < 0. Bizonyitsuk be, hogy p-nek legaldbb két valés gyoke

van.
Megoldas—

3.5.2. (3) Legyen f : R — R folytonos és periodikus. Kovetkezik-e ebbdl,
hogy f(z) korlatos?

3.5.3. (3) . s . . )

(Brouwer-féle fixponttétel; 1-dimenzids eset.) Minden f : [a, b] —

[a, b] folytonos fiiggvénynek van fixpontja, azaz van olyan x, melyre f(z) = x.

3.5.4. (3) Legyen f :[0,1] — [0,1] és g : [0,1] — [0, 1] folytonos és f(0) >
g(0), f(1) < g(1). Bizonyitsuk be, hogy létezik = € [0,1], hogy f(z) =
g(x).

3.5.5. (4)

Egy fiiggvény Darboux tulajdonsagi az I C R intervallumban, ha
YV a,b €I, a < bre teljesiil, hogy minden olyan y-hoz, ami f(a) és f(b) kozé
esik talalhaté ¢ € (a,b), hogy f(c) = y. Adjunk példat olyan fiiggvényre, ami
rendelkezik a Darboux tulajdonsaggal I = R-en, de nem folytonos.

3.5.6. (4) Legyen f : [0,2] — R folytonos, f(0) = f(2). Bizonyitsuk be,
hogy a grafikonjanak van 1-hosszisagu vizszintes hurja.

3.5.7. (7) Vi . . . . .

ezessiik le a Bolzano—Darboux-tételt abbdl, hogy minden inter-
vallum 6sszefiigg. (Egy H C R halmaz ,,6sszefiiggd”, ha a kovetkez6 teljesiil:
valahdnyszor A, B olyan diszjunkt nyilt halmazok, amelyekre H C AU B, ak-

kor H C A vagy H C B.)

3.5.8. (5) Bizonyitsuk be, hogy ha I egy intervallum (zart vagy sem, korldtos

vagy sem, elfajulé vagy sem) és f : I — R folytonos, akkor f(I) is egy
intervallum.
3.5.9. (9) . . )
Igazoljuk, hogy ha egy testben igaz a Bolzano-Darboux-tétel,

akkor a test izomorf R-rel.

3.5.10. (9) Igazoljuk, hogy ha egy testben igaz a Weierstrass-tétel, akkor a

test izomorf R-rel.
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3.5.11. (4) Igazoljuk, hogy minden paratlan foku, valds egyiitthatés polinom-

nak van valés gyoke.

3:5.12. (4) Bizonyftandé, hogy az f(x) = a® — 322 — o + 2 harmadfokt

polinomnak 3 valés gyoke van.
Megoldas—

3.5.13. (6) Igazoljuk, hogy kompakt halmaz folytonos képe kompakt.

3.5.14. (9) Legyen K egy metrikus tér részhalmaza (esetleg R egy részhalma-

za). Igazoljuk, hogy ha minden folytonos K — R fiiggvény korldtos, akkor
K kompakt.
3.5.15. (9) Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben a [0, 1] intervallum kom-
pakt, akkor a test izomorf R-rel.
3.5.16. (4) Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R folytonos és x1, za, ..., x, € [a,b],
fly) + -+ flan)

akkor létezik olyan ¢ € [a, b], amire f(c) = - .

3.5.17. (7) Legyen K C R és f: K — R. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény

feliilrdl félig folytonos az a pontban a K halmazra szoritkozva, ha a izolalt
pontja K-nak, vagy pedig limsup f < f(a). Bizonyitsuk be, hogy ha K

r—a, €K

kompakt, és f a K minden pontjaban feliilrél félig folytonos, akkor f feliilrél
korlatos.

3.5.18. (5) Van-e olyan folytonos f : R — R fiiggvény, amire f(f(z)) = —=x

minden z-re?
3.5.19. (10) Nevezziink egy H C R halmazt perfektnek, ha zart és nincs izoldlt
pontja. Igazoljuk, hogy minden zart halmaz felbonthaté egy megszamlélhatd
és egy perfekt halmaz uniéjara.
3.5.20. (9) Igazoljuk, hogy minden nem iires perfekt halmaz kontinuum sza-
mossagu.
3.5.21. (9) . . .
Igazoljuk, hogy ha K kompakt halmaz egy metrikus térben, akkor
minden K-beli végtelen sorozatnak van torlddasi pontja K-ban.

3.5.22. (8)

nak?

Legfeljebb hany izolalt pontja lehet R egy kompakt részhalmaza-
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3.6. Egyenletes folytonossag

3.6.1. (4) Egyenletesen folytonos-e?

a) 22 az (1,2) halmazon,
b) sinz az R-en,
¢)sinl a (0,00)-n,
d) 1/z a (0,2)n,
e) vz a (0,00)-n.

3.6.2. (4) f,9 : R — R egyenletesen folytonos. Kovetkezik-e ebbdl, hogy

f - g is egyenletesen folytonos?

3.6.3. (4) Tgazoljuk, hogy ha f egyenletesen folytonos egy korlatos I inter-

vallumon, akkor f korldtos I-n.

3.6.4. (4) Igazoljuk, hogy ha f : R — R egyenletesen folytonos R-en, akkor
az f(x +5) — f(x) fiiggvény korldtos.

3.6.5. (2) Az f fuggvény ,Lipschitz tulajdonsdgi”, ha 4K € R Vx,y €
D(f) |f(z) = f(y)] £ K|z — y|. Bizonyitsuk be, hogy ha f Lipschitz az a
pont egy kornyezetében, akkor ott folytonos is.

3.6.6. (8) Igazoljuk (a Bolzano—Weierstrass-tétel haszndlata nélkiil), hogy
ha egy fiiggvény folytonos egy kompakt halmazon, akkor egyenletesen foly-
tonos.

3.6.7. (4)

Egyenletesen folytonosak-e a kovetkezd fliggvények? Ellenérizziik
a definicidt, és mutassunk e-hoz 6-t, illetve mutassunk olyan e-t, amihez nem
létezik 6.

Vv a [0,00) intervallumon;
1/z az [1, 2] intervallumon;
22 a [0,00) intervallumon;
3.6.8. (5) L ] . . ,
egyen f:[0,1) — R folytonos. Bizonyitsuk be, hogy f akkor és
csak akkor egyenletesen folytonos, ha %if% f 1étezik és véges.

3.6.9. (3) Egyenletesen folytonosak-e a kovetkezé fliggvények? Ellenorizziik

a definiciot, és mutassunk e-hoz 6-t, illetve mutassunk olyan e-t, amihez nem
1étezik d.
22 az [~1, 1] intervallumon;
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|z| a teljes R-en;
1/2 a (0,1) intervallumon.
3.6.10. (8) Legyen K C R. Igazoljuk, hogy ha minden folytonos K — R
fliggvény egyenletesen folytonos, akkor K kompakt.
3.6.11. (6) Mutassuk meg, hogy (0,1) — R Lipschitz fiiggvények szorzata is
Lipschitz.

3.7. Monotonitas és folytonossag

3.7.1. (2) Igazoljuk, hogy ha I intervallum, f : I — R folytonos és injektiv,

akkor szigorian monoton.
3.7.2. (3) Igazoljuk az atviteli elvvel is, hogy ha f monoton névekvo az
(a,b) intervallumon, akkor lim f = inf f és lim f = sup f.
a+0 (a,b) b—0 (a,b)
3.7.3. (4) Egy monoton f : R — R fiiggvény értékkészlete stiri R-ben.
Igazoljuk, hogy f mindenhol folytonos.
3.7.4. (6) Rendezziik a raciondlis szdmokat egy (g,) sorozatba, és legyen
tetszbleges k pozitiv egészre

0 ha qp>ux;
ap(z) =<1 ha gq,=ux;
2 ha qp <.

Definidljuk az f fiiggvényt a kovetkez6képpen: legyen f(z) tizedestort alakja
0,a1(x)az(x)as(x) .. ..

Igazoljuk, hogy ez a fiiggvény korlatos, szigoriian monoton névekvo, az
irraciondlis szdmokban folytonos, a racionalis szamokban pedig sem jobbrdl,
sem balrél nem folytonos.

3.7.5. (8) Igaz-e, hogy ha az f : R — R fiiggvényre Vz € R f(z — 0) <
f(z) < f(z +0), akkor f monoton névekvs?
3.7.6. (7) Bi , " (s .
izonyitsuk be, hogy tetszoleges H C R megszamlalhaté halmaz-
hoz 1étezik olyan szigorian monoton fiiggvény, ami pontosan H pontjaiban
szakad.
Kapcsolédo feladat: 3.7.4
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3.8. Konvexitas és folytonossag

3.8.1. (5) Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R konvex, akkor li}_%f és %ir%f

1étezik és véges, tovabba li}_%f < f(a) és })irréf < f(b).
a -

3.8.2. () J Ipazee hogy ha f : R — R konkév, akkor lim f < oo vagy
—00

lim f < 007
3.8.3. (4) Igaz-e, hogy ha f : R — R konvex és lim f = —oo, akkor lim f =

007
3.8.4. (6) Igazoljuk, hogy ha f gyengén konvex, akkor

5 <x1+...+xn> L)t fan)
n n
3.8.5. (4) T ;
Igaz-e, hogy ha f : R — R konkav és l_lm [ véges, akkor f monoton

csokkend?
3.8.6. (4) Igazoljuk, hogy ha f : R — R additiv, akkor f? gyengén konvex.
3.8.7. (9)

Igaz-e, hogy ha egy R — R fliggvény gyengén konvex és alulrol
korlatos, akkor konvex?
Kapcsolédo feladat: 3.8.6

3.8.8. (4) Igazoljuk, hogy ha f : R — R szigordan monoton névekvd és

konvex, akkor f~! konkav az (inf f,sup f) intervallumon.

3.8.9. (7) Igazoljuk, hogy ha f : R — R szigorian gyengén konkdv, és

limsup f véges, akkor liminf f = —o0.

— 00

3.9. A fuggvénygrafikon ivhossza

3.9.1. (4) Bizonyitsuk be, hogy ha f Lipschitz az [a, b] intervallumban, akkor

a grafikonja rektifikalhato.
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39:2. ) ] Bijonyitsuk be, hogy ha f grafikonja rektifikalhaté az [a, b] inter-

vallumon, akkor minden a-tdl kiilonb6z6 pontban 1étezik és véges a bal oldali
hatarértéke, illetve minden b-t6l kiillénboz6é pontban 1étezik és véges a jobb
oldali hatarértéke.

3.9.3. (5) Bizonyitsuk be, hogy ha az f és g fiiggvények grafikonja rektifi-
kélhaté az [a, b] intervallumon, akkor f + g grafikonja is rektifikdlhato.

3.9.4. (7) Legyen f : [a,b] — R folytonos. Bizonyitsuk be, hogy

VK < s(f;[a,b]) 30 >0 Vazo,x1,...,2, € [a,b]

((a:x0<x1<...<xn:b, max(xl—xo,...,mn—xn,l)<6):>

= Z \/(xl - xifl)z + (f(.%'l) - f($i71))2 > K)
=1

3.9.5. (8) Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — R grafikonja rektifikalhato

minden korlatos intervallumban, akkor f felirhaté egy monoton névekvo és
egy monoton csdkkené fiiggvény Osszegeként.
3.9.6. (9) s . . .
Létezik-e olyan folytonos f : R — R fiiggvény, aminek grafikonja
semmilyen nem elfajulé intervallumban nem rektifikalhaté?

3.9.7. (4) Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R grafikonja rektifikdlhatd, akkor
f korlatos.

3.9.8. (5) Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R konvex, akkor a grafikonja
rektifikdlhato.

3.9.9. (7)

Van-e olyan [a, b]-n egyenletesen folytonos fiiggvény, melynek {v-
hossza végtelen?

3.9.10. (4) Mekkora az [z] fiiggvény ivhossza a [0, 2] intervallumban?

3.9.11. (9) Létezik-e olyan f : R — R fliggvény, ami monoton né, a szakadasi
helyeinek halmaza stirti, és tetsz6leges a < b esetén s(f;[a,b]) = b—a+ f(b) —

f(a)?

3.9.12. (5) Legyen (q1,qo, - - .) a (0,1)-beli raciondlis szdmok egy sorbarende-
zése, valamint f(g,) = 5=, f(0) = f(1) = 0 és f(z) = 0 ha z irraciondlis.

s(f,10,1]) =7
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3.10. Exponencialis, logaritmus- és hatvanyfiigg-
vények

3.10.1. (4) Igazoljuk, hogy tetszOleges ¢ valés szamra az = — x¢ fliggvény

minden pozitiv helyen folytonos.
3.10.2. (7) Igazoljuk, hogy ha f : R — (0, c0) folytonos és tetszéleges z,y € R
esetén f(z +vy) = f(z) - f(y), akkor f exponencidlis fiiggvény.

8.10.3. (1) Melyik nagyobb? 519873 vagy 3108757

3.10.4. (5) Igazoljuk, hogy ha ¢ > 0, és log ¢ konvex, akkor ¢ konvex, de

visszafele nem kovetkezik.

1
3.10.5. (3) Igazoljuh hogy lim y =0és lim z- logx =0.
r—o00 I z—+0
3.10.6. (4)
: T _9 i oy =7

3.10.7. (4) Rakjuk sorba nagysdgrend szerint a kovetkezd fiiggvényeket, ha

T — 0.
log, log, logs = z0! PAARLER
3.10.8. (7) Igazoljuk, hogy a 0 < a < b szamokra akkor és csak akkor
teljesiil a® = b%, ha van olyan pozitiv 2 szdm, amire a = (1 + %)T és
b= (1+ 1)
3.10.9. (5)

Igazoljuk, hogy tetszlleges € > 0, a > 1 és K € R esetén lin+10 x©-
r—

logf x

logh z=0¢és lim = 0.

r—o0 €

3.10.10. (4)
x — +0.

Rakjuk sorba nagysagrend szerint a kiovetkezo fiiggvényeket, ha

logyo|  logy|loggw| a1 (0,99)V1%7
2 2 3
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3.10.11. (7)

Igazoljuk, hogy ha f : (0,00) — (0,00) folytonos és tetszdleges

x,y > 0 esetén f(xy) = f(x)- f(y), akkor f hatvanyfiiggvény.

3.10.12. (6)

3.10.13. (6)

3.10.14. (6)

3.10.15. (5)
hogy ha = > 0, akkor

Kapcsolédé feladat:
3.10.16. (7)

lim
z—+0

1 xr
<1+ ) =7
X

Igazoljuk, hogy 0 < x, © # 1 esetén logz < = — 1.

1
Igazoljuk, hogy 0 < z < 1 esetén log(x) > 1 — —.
T

Az e! > 1+t egyenlStlenség n-edik hatvanyra emelésével igazoljuk,

2

e"”>1+x+%.

3.10.20

Mutassunk olyan a,b valés szdmokat, amikre |z| <

l+z+az?<e® <14 x4+ ba?

3.10.17. (7)

Mutassunk olyan a,b valds szdmokat, amikre |z| <

x+az? <log(l +z) <z + bx?.

3.10.18. (9)

esetén

N|—=

esetén

N[ =

Igazoljuk, hogy rogzitett ay,...,an,w1,...,w, > 0 esetén

p—0

azaz ap+— H(p,ai,..

tonos a 0-ban.

3.10.19. (5)

3.10.20. (4)

Kapcsolodé feladat:

lim wyal + ...+ wyab,
wy + ... +wy

s Qpy W1y ...

lim
x——0

p 1
) — (aiﬂl R a%n)w1+...+wn ,

, W) (p-edik hatvdnykozép) fiiggvény foly-

1 x
(1+1) =
€T

Igazoljuk, hogy x > 0, n € N esetén

T 1 - xk
k=1

3.10.15
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3.10.21. (4)
22—Vt +1

lim —— =7

Y

3.10.22. (4)
V2543 AT
lim —— =7
14—
X
3.10.23. (4)
lim elog®/(ogllogz]) o
z——+0
3.10.24. (7)

Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — (0,00), és minden z,y > 10-re
(F(2)¥""") < f(y), akkor f-nek van hatérértéke a oo-ben, és a hatérérték
véges.

1 1 1
8.10.25. (5) Igazoljuk, hogy log(n+1) < 1+ 5T 3 +...+—<(logn)+1.
n

3.10.1. Nevezetes egyenl6tlenségek

3.10.26. (5) Bizonyitsuk be a stlyozott szdmtani és mértani kozép kozotti
egyenlGtlenséget:
(a™ -...-a};’")m < wiay +"'+wnan,
w1+ ...+ wy
ha ay,...,an, w1, ..., w, > 0; egyenléség akkor all, ha a; = -+ = ay,.
3.10.27. (5)

Bizonyitsuk be a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlétlenséget
gy, hogy négyzetosszeggé alakitjuk a

(a3 4+ a2+ ... +a2)(b? + 03+ ...+ b2) — (a1by + asbo + ... + a,by,)?

kifejezést.
3.10.28. (4) Igazoljuk, hogy ha ay,...,a, > 0és x1,...,21 > 0, akkor
ai N an > M.
T Tn I + ...+ In

(A Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenl6tlenség ,Engel-féle alakja”... de
miért is?)
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3.10.29. (6) Igazoljuk, hogy ha a,b,c > 0, akkor
a N b n c S 3
b+c c+a a+b” 2
(Nesbitt-egyenltlenség)

3.10.30. (7) Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c >0 és a+ b+ ¢ =1, akkor

1 1 1

(+1) <+1> <+1) > 8.

a b c

3.10.31. (4)

Mi a kapcsolat a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlGtlenség
és a sulyozott szamtani-négyzetes kozepek kozotti egyenlotlenség kozott?

3.10.32. (5) Vezessiik le a Nesbitt-egyenl6tlenséget a Caucy-Schwarz-Bunya-

kovszkij egyenlStlenség Engel-féle alakjabol. (Bévitsiik a torteket gy, hogy
a szamldlokban teljes négyzetek legyenek.)

3.10.33. (10) Igazoljuk, hogy ha a? + a3 + ...+ a2 = 1, akkor
a%az +a§a3 +... +aia1 < g
(IMO Shortlist, 2007)
3.10.34. (4)

(a) Legfeljebb mekkora lehet 222 4+ 5y + 723, ha 2* +y* +y* = 17
b) Legfeljebb mekkora lehet 22 + 3% + 22, ha 2z* + 3y* + 5¢y* = 17
g

3.10.35. (4) Egészitsiik ki gy, hogy igaz (és lehet6leg éles) legyen:

n

273
E a;b;
i=1

- @6)( ................. )
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3.10-36. (5) ] () Milyen szémokra, milyen stilyokkal kell felirni a szémtani-

mértani egyenlétlenséget, hogy éppen a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyen-
16tlenséget kapjuk?

(b) Milyen szdmokra kell felirni a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyen-
I6tlenséget, hogy éppen a sulyozott szamtani-mértani egyenlGtlenséget kap-
juk?

(¢) Milyen szémokra, milyen stilyokkal kell felirni a silyozott szdmtani-
mértani egyenlStlenséget, hogy éppen a Holder-egyenlétlenséget kapjuk?

(d) Milyen szdmokra kell felirni a Holder-egyenl&tlenséget, hogy éppen a
sulyozott p-edik és g-adik hatvanykozepek kozotti egyenlStlenséget kapjuk?

3.10.37. (7) Igazoljuk, hogy tetszbleges a;; (i = 1,2,...,n; j = 1,2,...,k)

valds szamokra
k

Zn:ﬁ% <[l

i=1j=1 j=1i

ak.

n
i7"
=1

3.10.38. (6) Mikor all egyenléség a Holder-egyenlétlenségben?

3.10.39. (7) Mi lehetne a Holder-egyenl6tlenség Engel-féle alakja?

3.10.40. (9) Egy tabldzatban pozitiv szamok vannak, tovabba adottak a b <
c valés szamok. Vegyiik minden sorban az elemek b-edik hatvanykozepét,
majd ezek c-edik hatvanykozepét. Az igy kapott szam legyen U. Ezutan
vegylik minden oszlopban az elemek c-edik hatvanykozepét, majd ezek b-
edik hatvanykozepét; ezt a szamot jeloljik V-vel. Melyik nagyobb, U vagy
V?

3.11. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

3.11.1. (5) (a) Igazoljuk, hogy €T 75 km esetén

sin 2nx

cosx + cos3x + cosbr + ...+ cos(2n — 1) = ————.
2sinx

sinz +sin2x +sin3x + ... +sinnz =7



96 3. VALOS FUGGVENYEK HATARERTEKE, FOLYTONOSSAGA

3.11.2. (5) Bizonyitsuk be, hogy minden nemnegativ egész n-hez 1éteznek

olyan, n-edfoka T,,(z) és U, (x) polinomok, amelyekre

sin(n + 1)t

T,.(cost) = cosnt, illetve U,(cost) = -~
sin

)

tovabba
Tni1(x) = 22T, () = Th—1(x) és Upyi(x) = 22U, (x) — Up—1(x).
(Ezek az ugynevezett Csebisev-polinomok.)

3.11.3. (8) Egy legfeljebb n-edfoki p polinomra tetszéleges « € [—1, 1] esetén

Ip(z)| < 1. Igazoljuk, hogy x > 1 esetén |p(z)| < T, (x).

3.11.4. (6) (a) Fejezziik ki sin z-et és cos z-et csak tg x-szel.
(b) Fejezziik ki sin z-et és cos z-et csak tg $-vel.
xr

(c) Fejezziik ki sin z-et és cos z-et csak ctg F-vel.

3.11.5. (9) Keressiink haszndlhaté becslést T,,(1 + €)-ra és Uy, (1 + ¢)-ra, ha

e > 0 kicsi, de azért nem annyira. :-) (Mennyire...?)
3.11.6. (10) Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-hez létezik olyan
p(z) polinom, amelynek foka kisebb, mint 10+/n, és

p(0) > [p()| +[p2)| + - .. + [p(n)]-



4. fejezet

A differencialszamitas és
alkalmazasai

4.1. A differencialhatésag fogalma

4.1.1. (2) Tegyiik fel, hogy f : (a,b) — R differencidlhaté, lim,_,; f(z) = oco.

Kovetkezik-e ebb6l, hogy lim,_,; f/'(z) = oo?

4.1.2. (2)
/
<Sin (Sjg)> =7
4.1.3. (3)
a) (a*) = b) ((sima)**) =7
4.1.4. 3) J 1ol differencidlhaté az
22 hazeQ
flz) = 2
—a ha X ¢ Q
fliggvény?
4.1.5. (2)

Legyen f : R — R differencidlhatd, lim, . f = 1. Kovetkezik-e
ebbdl, hogy lim, . f' = 07 és ha tudjuk, hogy 1étezik lim, oo f'?

97



98 4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ES ALKALMAZASAI

flx+h) = f(x) =h- f(x).

Bizonyitsuk be, hogy f(z) = ax + b alkalmas a, b szdmokra.

4.1.7. (5) f R — R elég sima, Vz, h:

Fth) @) =h- et D),

Bizonyitsuk be, hogy f(z) = ax?® + bx + ¢ alkalmas a, b, ¢ szdmokra.

4.1.8. (4) Mennyi az a, ha

f(x):{em haz <0

a+x haz>0

folytonos? Differencidlhaté-e f7

4.1.9. (3) Hol differencidlhaté az ({z} — %)2 fiiggvény?
4.1.10. (3) Hol differencidlhaté az f(x) = | \il figgvény? Mi a derivalt-
x
ja?
4.1.11. (3)

3 Legyen f(z) = 2%, hax <1, és f(z) = ax +b, ha z > 1. Milyen
a és b értékekre lesz f mindeniitt differencidlhaté?

4.1.12. (2) Bizonyitsuk be, hogy az 1/z fiiggvény minden a > 0 pontban dif-

ferencidlhatd, és szdmitsuk ki a derivaltjat. Mutassuk meg, hogy az 1/z fiigg-

vény barmely érintGje és a tengelyek olyan haromszoget hatdarolnak, amelynek

a teriilete nem fligg az érintési ponttol.

4.1.13. (4) Legyen f(x) = x - (x+1)---(z + 100), és legyen g = fo fo f.
Szamitsuk ki ¢'(0) értékét!

4.1.14. 3) Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = /x fiiggvény minden a > 0
pontban differencidlhatd, és f'(a) = 1/(2v/a).
4.1.15. (4)

0-ban?

Milyen a valés szam esetén differencidlhaté az |z|* fiiggvény a
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|
4:1.16- ®) J Legyen n poritiv egész. Szamitsuk ki — derivaltiat a definiciobol
xr

és a hényados differencialasi szabalyabdl is.

4.1.17. (3) Tegyiik fel, hogy f : R — R mindenhol differencidlhaté. Igazoljuk,
hogy ha f péaros, akkor f’ pdratlan, illetve ha f pératlan, akkor f’ pdros.
4.1.18. (7) Legyen r(x) a Riemann-fiiggvény. Milyen a esetén létezik olyan

pont, ahol r*(x) differencidlhaté?

4.1.19. (4) Hol differencidlhaté az ||z| — 1| fiiggvény?

4.1.20. (7) Legyen [a,a + §) C D(f). Rakjuk nagysag szerint sorba:

F@ Sl TP Tmf w7l

a+0 a+0
4.1.21. (2)
Derivéljuk a kovetkezd fliggvényeket:
2 1 3 1)
—z; 323 —20+1; &; (2104224 1)100, (z° +1)

3+ 2 . 2

2+x)| 23+ =
4.1.22. (2)

Derivéljuk a kovetkez6 fiiggvényt:

1
1
@+1ie-o* 'ty
3 4+ 2 2—x

(Ne rendezziik. Ne hozzuk kozos nevezdre. Csak derivéaljuk.)

4.1.23. (4) Legyen n paratlan egész szam. Mi az /x fiiggvény derivdltja?

(Kiilonos tekintettel az x < 0 esetre.)

4.1.24. (3) Derivéljuk a kovetkezd fiiggvényeket.

2 tgx

sinx e logs (ctg? x) arc tg(z? + 1)

sin (ar ch (arc cos(logs x)))
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4.1.25. (2) ] \finek a derivaltja?

1 2
1—|—a:+x2; T+ —; xi
x (@3 +1)2

4.1.26. (3) A 8x+cos x fiiggvény szig. mon. nd. Mi az inverzének a derivéltja

az 1-ben?
4.1.27. (10) Létezik-e olyan folytonos és monoton R — R fiiggvény, ami egy
pontban sem differencialhaté?

4.1.28. (4) Tegytik fel, hogy f + g differencidlhat6 a-ban, és g nem differen-
cidlhato a-ban. Lehet-e f differencidlhaté a-ban?

4.1.29. (4) Legyen f(x) = 22 -sin(1/x), f(0) = 0. Bizonyitsuk be, hogy f
mindeniitt differencidlhaté.

4.1.30. (2) Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < ¢ < 1, akkor ¢ jobb oldali derivaltja
0-ban végtelen.

4.1.31. (2) Bizonyitsuk be, hogy ha n péaratlan pozitiv egész, akkor {/x
derivaltja 0-ban végtelen.

£oli2 () Adjunk zért képletet = + 222 + - - - + na"-re. Szamitsuk ki ennek

alapjan az

Bizonyitsuk be, hogy az x” fiiggvény minden = > 0 pontban
differencidlhatd, és szamitsuk ki a derivaltjat!

4.1.33. (4)

4.1.34. (3) Az z® fiiggvény szigorian monoton [1,00)-ben. Mennyi az inver-

zének a derivaltja a 27 pontban?
4.1.35. (3) Az x° + 2? fiiggvény szigorian monoton [0, 00)-ben. Mennyi az
inverzének a derivaltja a 2 pontban?
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4.1.36. (3) Bizonyitsuk be, hogy az = + sinx fiiggvény szigortian monoton

névl. Mennyi az inverzének a derivéltja az 1 4 (w/2) pontban?
4.1.37. (4) Van-e olyan f(z) fiiggvény, amelyre f’(0) = 0, de sehol méshol
nem derivalhat6?

4.1.38. (6) Bizonyitsuk be, hogy ha f’(z) > 1i5, akkor lim f(z) = ooc.

100° Tr—r00

4.1.39. (4) Bizonyitandd, hogy ha f/(x) = 2% minden z-re, akkor van olyan
c konstans, hogy f(z) = (z3/3) +c.

4.1.40. (5) Bizonyitandd, hogy ha f'(x) = f(x) minden z-re, akkor van olyan

x) = ¢+ e* minden z-re.

—~

¢, hogy f
4.1.41. (5) Legyen f differencidlhaté (0, 00)-ben. Bizonyitsuk be, hogy ha

lim o0 f'(z) = 0, akkor lim, ., L& = 0.

4.1.42. (4) Bizonyitandd, hogy ha f(a) = g(a) és > a esetén f'(z) > ¢'(z),
akkor f(x) > g(x) minden z > a-ra.
4.1.43. (3) Derivéljuk a kovetkezé fiiggvényeket.
3 T 1 T 2qx
x°; 2%, logy /5 23 — e’ 4+ 3logx z“3
i
sinz 3 2 3 (1)1 z? -logz - 3% - cosx
x°e” cos x; =) ; -
x 2 Va - 22
4.1.44. (3) Minek a derivaltja?
1 1
3 .
x°; —zsin—
4.1.45. (3) Mi az 2% + 23 fiiggvény inverzének a derivaltja a —2-ben?
4.1.46. (8)

Bizonyitsuk be, hogy ha u € (—1,1) a Tj(x) Csebisev-polinom
egyik gyoke, akkor
k

Tk (u)| = i



102 4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ES ALKALMAZASAI

4.1.47. (4) Adjunk meg olyan f fiiggvényt, amelyre lim f'(z) = 0, de
xr—r0o0
lim f(z) # 0.
Tr—r0o0
4.1.48. (4)

Adjunk meg olyan f fiiggvényt, amely monoton csokkend és dif-
ferencialhaté (0,00)-ben, lim f(x) =0, de lim f'(x) # 0.
T—r00 Tr—r 00

4.1.49. (4) Tegyiik fel, hogy La-flx), 2. f(@®), 3.f3x)
derivalhat6 a O-ban. Kovetkezik-e ebbdl, hogy f(z) is derivdlhaté a 0-
ban?

41.50. (2) ) megyiik fel, hogy f(z)  1.péros, 2. pératlan, 3. periodikus,
mit mondhatunk ekkor f’(z)-r61?

4.1.51. 3) Bizonyitsuk be, hogy ha f(a) = g(a) és f(z) < g(x) az a pont

egy kornyezetében, akkor f’(a) = ¢'(a).

4.1.52. (5) Szamoljuk ki a Csebisev polinomok derivaltjat 1-ben: T (1) =7

Ul(1) =?
4.1.53. (3) Derivéaljuk a kovetkez6 fiiggvényeket.
210g z/2
- ] stee + ar cthzx
C S z
xie® TeosT 10gcin2 741 Ct8 chx YT+

22+1 logsx+zctga
(x +1)(2* + 2°) cos x

1
4154 (3) | [egven f(a) = {1{7;"} ha  # 0 és f(0) = 0. Hol differencidlhaté

a fliggvény? Mi a derivéltja?

4155 (4) ] oo

bfv—|—2;102-sin%7 ha x # 0,
flz) =
0, ha x = 0.

Mutassuk meg, hogy f'(0) > 1, de f a 0 egyetlen kérnyezetében sem monoton
novekedo.
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4.1.56. (3)
(f(x)g(z))/ =? (logf(:c) g(ff))/ =?

4.1.57. (2) Derivéljuk az
1— $n+1

l+z+2’4.. . +a" = (z #1)

1—-=z
azonossag mindkét oldalat.

4.1.58. (3) Vezessiik le a logaritmusfiiggvény derivéltjat az inverz fiiggvény
differencidlasi szabdalyabdl.

4.1.59. (4) Tegyiik fel, hogy fi,..., f, differencidlhaté fiiggvények, és b; ;

valds szamok minden 2 < i <n és 1 < j < n esetén.

/

f fo .. fa
b271 b272 e bg_ym

det . . ) . =?
bTL 1 bn 2 o Tlg m

) ) )

4.1.60. (5) Tegyiik fel, hogy f; ; differencidlhaté fiiggvény minden 1 <¢ <n

és 1 < j < n esetén.

i

fir fiz o fin
fo1 fo2 .o fom

det ) ) ) . =?
fn,l fn,2 fn,n

4.1.61. (5) Van-e olyan f : R — R fiiggvény, amelyre f'(x) = oo minden

z-re?

4.1.62. (6) | A gjunk példdt mindeniitt differencidlhaté fiiggvényre, amelynek

a derivaltja nem folytonos!
Ellenérizziik egy ilyen fiiggvényre a Darboux tétel allitasat!

4.1.63. (5)
fla)=007?

Igaz-e, hogy ha f folytonos a-ban és lim,_,, f'(x) = oo, akkor
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4.1.64. (2) Adjuk meg az 6sszes olyan f fiiggvényt, amelyre f'(x) = x !

4.1.65. (6) Hatarozzuk meg az Gsszes olyan mindeniitt differencidlhaté f, g

fuggvénypart, amelyre

f(O)ZO, g(o):17 f/:g7 g’szl

4.1.66. (2) Ertelmezzitk 0°-t 0-nak minden ¢ > O-ra. Mely ¢ > 0 értékekre

lesz az x¢ fiiggvény jobb oldali derivaltja 0-ban végtelen?

4.1.67. O Tegyiik fel, hogy f : (a,b) — R differencidlhaté, lim, f(x) = oo.
Kovetkezik-e ebbél, hogy lim; f'(x) = oo?

4-1.68- ) J Sysmitsuk ki az alabbi fiiggvények derivaltjat!
1. sin (S%)» 2. 2%, 3. (sinz)c°s®,

4.1.69. (4) f differencidlhato, |f'| < K. Ekkor f egyenletesen folytonos.

4.1.70. (4) Bizonyitsuk be, hogy az

fuggvény grafikonja érinti az y-tengelyt.
4.1.71. (5)

oo
’Il3

3 =

n=1

4.1.72. (5) Legyen f(z) = |#|* - sin (|z[%), ha = # 0, és legyen f(0) = 0.

Milyen a-ra és f-ra lesz f folytonos 0-ban? Mikor lesz f differencialhato
0-ban?

4.1.73. (4) | Bizonyitsuk be, hogy ha f differencidlhaté 0-ban, akkor az f(|z|)

fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhaté 0-ban, ha f/(0) = 0.

4.1.74. (5) Bizonyitsuk be, hogy ha f differencidlhaté a-ban, akkor

Mutassuk meg, hogy az &llitds nem megfordithato.
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4075 (4) ) [
K ={f:
F={f:
M ={f:
X ={f:
D={f:
I={f:

-

f

korlatos [a,b] — ben},
folytonos [a,b] — ben},
monoton [a,b] — ben},
konvex [a,b] — ben},
differencialhaté [a,b] — ben},

f-nek létezik az inverze [a,b] — ben}.

Tartalmazas szempontjabdl a K, F, M, X, D és I halmazok milyen rela-

ciéban allnak egymassal?

4.1.1. Erintd
4.1.76. (3)

4.1.77. (5)

Milyen szbghen metszi egymast a sin és cos fliggvény grafikonja?

Bizonyitsuk be, hogy az r = ae™¥ polarkoordindta-egyenlettel

megadott gorbe (a, m &llanddju logaritmikus spirdl) minden pontjdban a
helyvektor és az érinté azonos szoget zar be.

4.1.78. (4)

4.1.79. (4)

A V/sinx fliggvény grafikonjanak hol fiiggdleges az érint6je?

Bizonyitsuk be, hogy az 22 fiiggvény grafikonjat akkor és csak

akkor érinti az y = mx + b egyenes, ha pontosan egy kozos pontjuk van.

4.1.80. (3)
4.1.81. (4)

4.1.82. (3)

Hol vizszintes a 23 — 322 + 8 fiiggvény grafikonjanak érint&je?
Mikor érinti az x> + px + ¢ grafikonja az z-tengelyt?

Milyen szégben metszi az 22 fiiggvény grafikonja az y = 22 egye-

nest? (Azaz mekkora a kozos pontokban az érinté és az egyenes szoge?)

4.1.83. (5)

Bizonyitsuk be, hogy a \/4a(a —z) és \/4b(b+ ) fiiggvények

grafikonjai merélegesen metszik egymast, azaz a metszéspontban az érinték

merolegesek egymaésra.

4.1.84. (6)

Bizonyitsuk be, hogy az z? — 4?2 = a és zy = b gérbék mers-

legesen metszik egymdst. Azaz, a £vx? —a és b/x fiiggvények grafikonjai
merdlegesen metszik egymast.
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4.1.85. (6) ] 1 oven a és b nullatol kiilonbozé szam. Bizonyitsuk be, hogy az

ax = 2 +y? és by = x2 +y? gorbék csak merélegesen metszhetik egymaést.
4.1.86. (6) | [ ooven a és b nullatol killonbozé szém. Bizonyftsuk be, hogy
az 23 — 3zy? = a és y> — 32y = b gorbék csak merdlegesen metszhetik
egymast.

4.1.87. (2) Igazoljuk, hogy az z-tengely akkor és csak akkor érinti az y =
ax? + bx + ¢ parabolat (ahol a # 0), ha b? — 4ac = 0.

4.1.88. (4) Milyen szégben metszi egymdst a 2% és a (m — e)* fiiggvény

o]
=~
=
j=p]
=
©]
£
&
>

4.2. Magasabb rendi differencialhanyadosok

4.2.1. (1) ] Adott n € N esetén melyik allitasbol kovetkezik a masik?

(i) Az f(x) fiiggvény a-ban n-szer differencidlhato.
f@)=p) _ o

(ii) Van olyan n-edfokd p(z) polinom, amelyre lim,_,, o)

4.2.2. (5) Igaz-e, hogy ha f"”'(x) = f(x) minden x € R-re, akkor f(x) = c-€*
alkalmas ¢ € R-re?

42.3. (4) Mit allithatunk az f : R — R fiiggvényrél, ha (™) (z) = 0 minden
x € R-re (n € N rogzitett)?

4.2.4. (4) Igaz-e, hogy ha f 7-szer differencidlhaté R-en, lim,,_ f(z) =5

és lim, o f(x) = 3, akkor f-nek van inflexiés pontja?

4.2.5. (6) Igaz-e, hogy ha f kétszer differencidlhaté a-ban, akkor
: f(a+2h)_2f(a+h)+f(a)_ " 2
o h2 = fla)?
4.2.6. (6)

Adjunk meg olyan differencidlhaté fiiggvényt, amely x < 0 esetén
2z, x > 1 esetén 3. Van-e kétszer differencidlhaté fiiggvény, ami megoldja a
feladatot? Es akarhanyszor differencidlhat6?

4.2.7. (5) Legyen f : R — R elég sokszor differencidlhaté, 0 = f(0) =
f(0) = f"(0) = f(0) = f(1) = f'(1). Bizonyitsuk be, hogy van olyan
€ € (0,1), amelyre £ (¢) = 0.
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4.2.8. (5) Adjuk meg az n-edik derivaltjat az
axr+b
flz) = cr+d
fiiggvénynek.
4.2.9. (2) Legyen f(x) = Cl cosS T + 02 sin . fl/(x) + f(x) =7
4.2.10. (2)

Hatéarozzuk meg az aldbbi derivaltakat:

L (e@NE0), 2 (=Y "0), 3. () "0).
4.2.11. (7) Az f:R — R elég sima, f'(a) = f'(b) = 0. Bizonyitsuk be, hogy
van olyan c az a és b kozott, hogy

f(c) > b—a2

4.2.12. (5)
0.

f e C°(0,00), limgpo f = lime f = 0. Ekkor 3¢ > 0: [ (¢) =

4.2.13. (3) Bizonyitsuk be, hogy ha f kétszer differencialhaté a-ban, akkor

f folytonos a egy kornyezetében.

4.2.14. (3) Héanyszor differencidlhaté az |z|® fiiggvény 0-ban?

4.2.15. (4) Adjunk meg olyan fiiggvényt, amely 0-ban k-szor differencidlhatd,
de nem differencidlhaté k + 1-szer.
1
4.2.16. (5) Legyen f(x) = x*sin — ha x # 0, és legyen f(0) = 0. Hol differen-
x

cidlhato a fliiggvény? Mi a derivaltja? Hol folytonos a derivalt fliiggvény?

4.2.17. (4) Hényszor differencidlhaté az |z|* fiiggvény a O-ban, ha « > 07?
4.2.18. (5) Tegyiik fel, hogy az f és a g fiiggvény n-szer differencidlhaté az
a-pontban.

(a) Igazoljuk, hogy fg is n-szer differencidlhaté a-ban.
(b) (f9)™ (a) =?
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4.2.19. (7) Bizonyitsuk be, hogy ha a € (—1,1) a T,,(x) Csebisev-polinomnak

(T, (cost) = cosnt) inflexids pontja, akkor

n2

Ty (a)| =

4.2.20. (5) Igazoljuk, hogy
(1 — 2T (x) — 2T (z) + n*T,(z) = 0.
4.2.21. (4) Mutassunk példat olyan, akarhanyszor differencialhaté f fligg-
vényre, amire x # 0 estén f(z) > 0 és f(0) = f/(0) = f"(0) =...=0.

4.3. A lokalis tulajdonsagok és a derivalt kap-
csolata

4.3.1. (5) (a) Igazoljuk, hogy ha f konvex, akkor minden pontban differen-

cidlhaté jobbrdl és balrdl is.
(b) Igazoljuk, hogy ha f konvex, akkor f} monoton né.

4.3.2. (5) Mutassunk példat olyan R — R fiiggvényre, ami minden pontban

lokalisan névekvo vagy csokkend, de nem monoton.

4.3.3. (4) Legyen a bels pontja D(f) C R-nek. Melyik 4llitdsbdl kovetkezik

melyik?
(a) Az f fiiggvény a-ban lokélisan névekedd.
(b) Az f fiiggvény a-ban lokalisan szigorian névekedo.

(c) f'(a) > 0. (d) f'(a) > 0. (e) f'(a) > 0. (f) f'(a) > 0.
434 () J 1egven D(f) = [0,1], f(x) = 27(1 — 2)°. Hol tiinik el f'? Mi a
fliggvény minimuma és maximuma?

4.3.5. (4) Igazoljuk, hogy ha egy fiiggvény egy intervallum minden pontjaban

(szig.) lokélisan novekedd, akkor a teljes intervallumon (szig.) monoton
névekvo.
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4.3.6. (4)

Legyen a belsd pontja D(f) C R-nek. Melyik allitdsbdl kvetkezik
melyik?

(a) f-nek a-ban lokdlis minimuma van.

(b) f-nek a-ban szigori lokdlis minimuma van. o
(c) f'(a) = 0. (d) fL(a) <0 és fi(a) > 0. (e) fi(a) <0 és
é(a) > 0.
(f) f(a) <0 és &(a) > 0. (g) fi(a) <06s é(a) > 0.
4.3.7. (6)

Igazoljuk, hogy ha a € (—1,1) az U,, mésodfaji Csebisev-polinomnak
sin(n + 1)t e s
(Un(cost) = 7}5) lokalis széls6értékhelye, akkor
sin

n+1
U,(a)| = .
e

B x4-(2+sin%) ha z#0
f(ac)—{ ha = =0.

Mutassuk meg, hogy f-nek 0-ban szigort lokdlis minimumhelye van, de f’
nem valt elgjelet 0-ben.

4.4. Kozépértéktételek

4.4.1. (2) | 101 a hiba?

a) f(z) = 1/x-re Lagrange tétel [—-1,1]-en = 3Jt€(0,1) : f'(t)
1-11) _

-(=1) ™

Maésfelél f/(x) = —1/2% < 0, ellentmond4s.

b) f(x) = 1 — Va2-re, f(—1) = f(1) = 0, tehdt Rolle tétel szerint 3t €
(-1,1) = f'(t)=0.

Masfelél f'(x) # 0 [—1, 1]-en, ellentmondés.

4.4.2. (4)

Adjunk példat olyan differencidlhaté f : R — R fiiggvényre,

amelyhez van olyan ¢ pont, hogy f’(c¢) nem egyenl$ az (f(b) — f(a))/(b — a)
differenciahdnyadossal semmilyen a < b-re!

Ez miért nem mond ellent a
Lagrange-kozépértéktételnek?
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4.4.3. (3) Adott hdrom valés szdm, a < b < ¢, valamint egy f : [a,¢] = R

folytonos fiiggvény. Az f kétszer differencidlhaté (a,c)-n, tovabbd f(a) =
f(b) = f(c). Igazoljuk, hogy van olyan & € (a,c), amire f”(£) = 0.

4.4.4. (3) Az f figgvény folytonos [a,b]-n és haromszor differencidlhaté
(a,b)-n, tovabbd f(a) = fi(a) = f(b) = f.(b) = 0. Igazoljuk, hogy van
olyan £ € (a,b), amire f”'(£) = 0.

4.4.5. (4) A Lagrange-kozépértéktétel felhasznalasdaval igazoljuk, hogy ha f
differencidlhaté R-en és f’ korldtos, akkor f Lipschitz.

4.4.6. (5) Igazoljuk, hogy tetszSleges f : [a,b] — R folytonos fiiggvényhez

van olyan £ € (a,b) szdm, amire

fO) = fla) _ =

GERAU IO )

—a

Igaz marad-e ez az allitas, ha csak azt kotjiik ki, hogy f féloldalrél folytonos
az a és a b pontban?

4.4.7. (6) Igazoljuk, hogy ha f kétszer differencidlhaté az [0, 2] intervallum-
ban, akkor 1étezik olyan £ € (0,2), amire f(0) — 2f(1) + f(2) = f"(&).

4.4.8. (5) A Lagrange-kozépértéktétel felhasznalasaval igazoljuk, hogy ha
f'(a+0) étezik, akkor f! (a) is létezik és egyenldk.

4.4.9. (7) Az f fiiggvény haromszor differencidlhaté, f(—1) =0, f(1) =1 és
£(0) = 1. Mutassuk meg, hogy 1étezik olyan & € (—1,1), amire f”(£) = 3.

4.4.10. (8) | fjtalanositsuk a Lagrange-, és a Cauchy-kozépértéktételt hérom

alappontra és masodik derivaltra.

4.4.11. (7) Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges f : [a,b] — R fiiggvény akkor és

csak akkor monoton névekvé, ha (a,b)-ben f} > 0.

4.4.12. (10) Az [ : R — R fiiggvény kétszer differencidlhaté, f(0) =2, f/(0) =

—2 és f(1) = 1. Igazoljuk, hogy létezik olyan £ € (0,1) valds szdm, amire
- f(©+ (€ =0.
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4.4.13. (9) Egy n-szer differencidlhaté f fiiggvény osztott differencidit az
o, L1, ..., Ty alappontokon igy jeloljik és definialjuk:
flwo] = f(@o);
f[xo’xh o 71.”] — f[‘Tvalv L] 7xn727xn] - f[l.Ov:L.lv .o axn72»xn71]
Tp — Tp-1
ha  @p_1 # an;
f[(Eo,.’El, cee 7xn] = f[‘r()vxlv e >$n727ﬂ/ ha Tpn—1 = Tp.

(a) Legyen f(z) = ax® + bx +c. flx,y,2] =7
(b) Igazoljuk, hogy ha f kétszer differencidlhatd, x < y < z és = # z,
akkor 1étezik olyan £ € (z, z), amire fT(g) = flz,v, 2]

(c) Bizonyitsuk be, hogy az osztott differencia nem fiigg az zo,...,z,
szamok sorrendjétol.
(d) Igazoljuk, hogy ha f n-szer differencidlhaté és az g, 1, 22,..., 2T,
valés szdmok nem mind egyenlék, akkor
F™ ()

J€ e (minxi7maxxi = flxo, z1,. .., 2]

n!

4.4.14. (10)
(1. 4.4.13)
4.4.15. (9)

Altaldnositsuk a Cauchy-kozépértéktételt osztott differencidkkal.

Legyen a < b < ¢, tovdbbd f, g : [a,c] — R folytonos és (a, c)-ben
kétszer differencidlhatd, tovdbba ¢” sehol sem 0. Igazoljuk, hogy van olyan
¢ € (a,c) pont, ahol

(&) _ (e=b)f(a) — (c—a)f(b) + (b—a)f(c)

g9"(€)  (c—b)gla) = (c—a)g(b) + (b—a)g(c)

4.4.16. (9) Legyenek a; < ag < ... < ay és by < by < ... < b, valds szdmok.

Mutassuk meg, hogy

ealbl ealbg ealbn
ed2b1  gazbz - eazbn

det ) ) . ) > 0.
6anb1 6anb2 eanbn

(KoMaL A. 463., 2008. oktéber)

Megoldas—
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4.4.1. Gyokok szama

4.4.17. (3) Egy p n-edfoki polinom minden gyotke valds. Bizonyitsuk be,

hogy ekkor minden derivaltjanak minden gytke valos.

4.4.18. (3) Bizonyitsuk be, hogy az x° — 5x + 2 fiiggvénynek hdrom valds

o
<
[eH
B
s
=

4.4.19. (3) Bizonyitsuk be, hogy az 27 4+ 822 + 5z — 23 fiiggvénynek legfeljebb

harom valés gyoke van.

4.4.20. (5) Hény valds gyoke lehet legfeljebb az 216 + ax + b fiiggvénynek?

4421 (1) ] 2, 08 _ gy2 + 9z + k fiiggvénynek k milyen értéke mellett van
pontosan egy valés gyoke?

44.22. 8) | [ ofeliebb hany killonbézé nullhelye lehet egy ¢ + p(z) alakd

fliggvénynek, ha p egy n-edfokd polinom?

4.4.23. (5) ] oo

) = 0, ha z = 0.

{932 -sinl, hax #0,
Bizonyitsuk be, hogy f derivéltfiiggvényének végtelen sok gyske van (0, 1)-
ben.

4.5. Szélsoérték-feladatok

45.1. (2) ] pov o és b oldalii téglalapbol feliil nyitott téglatest alakii dobozt

akarunk késziteni gy, hogy a téglalap négy sarkanal egy-egy x oldali négyze-
tet kivagunk és a négy keletkezd téglalapot felhajtjuk. Hogyan kell x értékét
megvélasztani, hogy a doboz kobtartalma a lehet6 legnagyobb legyen?

4.5.2. (2) Melyik a gombbe irhaté maximalis térfogati egyenes korkup?

4.5.3. (2) Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények abszolut szélsGértékeit a
megadott intervallumokban!

1. 2?2 — % [-2,2]; 2. x —arctgz; [—1,1]; 3.x+e®; [-1,1];
; [1/10, 10]; 5. arctg(1/z); [1/10,10]; 6. cosx?; [0,7];

[V

4. x +x~



4.5. SzELSOERTEK-FELADATOK 113

7.sin(sinz); [—7/2,7/2]; 8. x-e % [-2,2]; 9. 2™ -e”"; [—2n,2n);
10. z—logx; [1/2,2];  11.1/(1+sin’z), (0,7);  12.V1 —e=2%; [-2,2];
13. z - sin(log x); [1,100]; 14. z*; (0, 00); 15. ¢/z; (0,00);

16. (log x)/x; (0, 00); 17. z-log x; (0, 00); 18. 2% (1—x)1=%; (0,1).

4.5.1. Egyenlotlenségek, becslések

4.5.4. (4) Bizonyitsuk be, hogy

sinz 4 siny < z+y

. (z,y €[0,7])!
4-5-5- () J Bizonyitsuk be, hogy a (0,/2) intervallumon tga > o + 2.
4.5.6. (6) Bizonyitsuk be, hogy minden x > 0-ra
T <log(l+) <

[ O .

1+z & vt
4.5.7. (4) BiZODYitSUk be’ hogy minden z € [07 1]—1‘6

L2"<l+a<e’, 2 Zr<simr<a

4.5.8. (4) Bizonyitandé, hogy |arc tgq: — arc tg y| S |.’L‘ - ZU| minden €, y-ra.
4.5.9. (5)

Legyen = < 0 és n pozitiv egész. Melyik nagyobb? e* vagy

1 2
4.5.10. (9)

T T "
I+ S+ 5+ + 7
n!

sin ax

Bizonyitsuk be, hogy ha a > 1és 0 < x < 7, akkor —
sinz

2

ae_a - 1$

4.5.11. (9)

N

Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges n pozitiv egész szamra és = > 0-
ra
n

Do 66 G)

Vi Vztl Vr+2 Jr+3 VZtn

N
—

— .+ (=D"
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4.5.12. (6) Milyen a, b € R-re igaz, hogy

. a\ 1l/a b b /b
(W) S(M> (VneN,zy,...,x, >0) 7
n n

e

4.5.13. (4)

(a) Igazoljuk, hogy az x fiiggvény szigortian konkav

1
v14e*
a (—00,0) intervallumon.

1 1
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < a,b < 1, akkor

+ <
Vi+ta® V1+0b?

2
Vitab
2
4.5.14. (4) BiZOHyftSUk be’ hogy CcoS T Z 1-— %
4.5.15. (5) Igazoljuk, hogy 0 < 2 < % esetén
cosz < e~ /2,
4.5.16. (5) Igazoljuk, hogy 0 < z esetén
t > <
arc tgr > ——.
Y
4.5.17. (7) Legyen ‘x| < g Melyik nagyobb, S vagy e—x2/27
x
4.5.18. (4) Mi az = — ¢ (z € R\ {0}) fiiggvény értékkészlete?
x
4.5.19. (10)

Legyen p(x) = 2™ + ap_12" "1 + ... 4+ a1z + ag valés egyiitthatés
polinom, ahol n > 2, és tegyiik fel, hogy valamilyen pozitiv egész k-ra az
(x — 1)¥*+1 polinom osztéja p(z)-nek. Bizonyitsuk be, hogy

n—1

2k?
> lael > 14 =—.
£=0 "

CIIM 4, Guanajuato, Mexikd, 2012
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4.5.20. (5) Legyen 0 < x,y < m. Melyik nagyobb: sin ,/zy, vagy /sinx - siny?

4.6. A differencialhaté fiiggvények vizsgalata

4.6.1. (4) Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az alabbi fiiggvényekre!
1. e~/ 2. 2 (konvexitas nélkiil), 3.x+e ", 4. sin(sinz),
5. 3¢ — 23, 6. ﬁ—‘;i? 7. log(1 + 2?), 8. 23 — 3z, 9. 22 —
x4, 10. z—arctgx, 11. z+e™ %, 12. z4+z72, 13. arctg(1l/x),
14. cos x?, 15. sin(sin ), 16. sin(1/x), 7.z e ", 18. x —
log x.
4.6.2. (4)

Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az alabbi fiiggvényekre!
L1/(14sin?a), 2. (1+3)7, 3. (1+21)"7, 4 VI—e, 527,

6. ¢/z, 7.(logz)/x, 8. zlogz, 9.2 (1—x)'~*, 10.arctgz—1log(l+xz?),

1. arctgr — 45, 12 /(1 + 2)3, 13. e®/(1 + ), 14. ¢*/shz,

15.e7%. [1 —23:2 sinx — %cosx .
4.6.3. (4) Teljes fiiggvényvizsgélat:
a) i—?—iiz b) log(1 + z%).
464 () J Legyen f(z) =2 - e~ £((0,50)) =7
4.6.5. (4) e’

Fliggvényvizsgaljuk az 12 fliggvényt.
—x

4.6.6. (4) Fiiggvényvizsgaljuk az Tz — arc tgw fiiggvényt.

4.6.1. Konvexitas
4.6.7. (3) Igaz-e, hogy ha az f: R — R fliggvény

1. konvex és korlatos, akkor konstans? 2. konkav és mindeniitt pozitiv,
akkor konstans?

46.8. (3) ] qegyiik fel, hogy £ : R — R konves, £(5) = 12 és a = limy o £(2).
Mi lehet (és mi nem lehet) a?
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4.6.9. (6) Hény pontban metszheti egymast két konvex fiiggvény grafikonja?

Es egy konvex meg egy konkavé?

4.6.10. (4) Milyen intervallumokon konvex illetve konkav?
1. €7, 2. log, 3. |z, 4. 2% (a € R), 5. a% (a > 0)
6. sinx.

4.6.11. (5) f:(a,b) = R konvex, ¥ : f(a,b) — R konvex és monoton nd.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor 1 o f is konvex.

4.6.12. (4) Igaz-e, hogy egy konvex fiiggvény inverze konkav?

4.7. A L’Hospital-szabaly

4.7.1. (3)
2y _
i cos(z?) — 1

x—0 x

=7

4.7.2. (3)
lim cos(ze*) — cos(ze ™) _9
x—0 .T3
4.7.3. (3) ; Y N )
Hatarozzuk meg az aldbbi hatarértékeket I.’Hospital szaballyal!
] cos T ) N
1. lim — , 2. lim zVv®.
zom/2 5 — T z—0+
4.7.4. (3)

Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket kétféleképpen: L’Hospital-
szaballyal és Taylor-polinommal!

1. im w’ 2 lim M’ 3 Jim cos(ze®) — COS(Ie*x)’
x—0 $3 20 P e $3 2
1 3 1 5 1 =2

z=o00 1 + 6’/5 + %7 x—0 ,’L‘2 + J,’s z—0 1‘4 ’
7 lim e*sinx 7333(1 + x)
x—0 x

4.7.5. (3)

Alkalmazzuk a differencidlszamitast hatarértékek kiszamitdsara.
A médszer abban &ll, hogy a vizsgalt fliggvényt differencia-hanyadossa ala-
kitjuk, és annak a hatarértékét derivalassal hatarozzuk meg. Példaul

. z\1/z
%)
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helyett a logaritmusat véve a

log (z + €%)
x

hényadost kapjuk, ami a szamlalénak a 0 ponthoz tartozé differenciahanya-
dosa. A tort limesze tehat a szamldlé derivaltja a O-ban. Ha ez a limesz A,
akkor az eredeti limesz e”. Fejezziik be a szadmoldst!

Alkalmazzuk a fenti mddszert, illetve varidnsait az aldbbi limeszek meg-

hatzirozéségca: ) log(1 N 5
- - tgz —t
dim S o g 080 ET) g Ty gy, BT 83
=0 z—0 x z—0 logz z—3 COST — COS 3

= 1/shz
I/sinz g <6 H) / 7 lim SR

5. lim (cosz) 250 log cos 3z’

z—0 x—0

8. lim (2 — x)l/cos(w/@x)).

z—1

4.7.6. (2) Egy-egy alkalmas fiiggvény differencidlasdval szamitsuk ki a ko-

vetkezo hatarértékeket.

cos®x + €% — 2 . shz
> et 2 im ————
z—0 T 10 log, (1 + )
4.7.7. (3)
sin 3x . logcosax . sin @
im =7 lim —— =7 lim =7
z—0 tgbx z—0 logch bx =0\
. 9 . sinlogx
— ) 9 2% 9
fim (D) =7 tim TS

Alkalmazhatjuk-e a L'Hospital szabdlyt? Alkalmazhatjuk-e a 0-beli (ill. 1-
beli) derivalt definicidjat?

4.7.8. (3)
2e® T -3
im — ¢ te =7 limxﬁ =?
z—0 sin 2o + 2 + shx z—1
lim(2— 2)E%F =7 lim LT SNT
z—1 z—00 20 — COS &

Alkalmazhatjuk-e a L'Hospital szabalyt? Alkalmazhatjuk-e a 0-beli (ill. 1-
beli) derivalt definicidjat?

4.7.9. (4) Alkalmazhaté-e a L’Hospital-szabaly —2— alakd hatérértékek

akarmi
esetén?
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4.7.10. (4) | Tegyiik fel, hogy az f,g figgvények k-szor differencidlhatok,

lim |g| = oo, g®) # 0 és lim % = (. Kovetkezik-e ebbél, hogy limg =p?

4.7.11. (4)

1 + e ctgx
. —9 i P E— =7
ig% log(y_2)(cos bx) =7 ili% (1 + cosm> '

2 cth(2?) — ctg(1 — cos )

=7
&0 log(l 4+ ) —sinx
4.7.12. (4)
lim (z — 1)1°822 =7 lim (ch m)Ctgzz =7
rz—1 z—0
4.7.13. (5)
ctgxr — —
lim =7

4.7.14. (5)

4.7.15. (5)
cthz — ctgx

B LA L
sy log(l+z) —x

4.8. Polinomapproximacié, Taylor-polinom

4.8.1. (4) Irjuk fel az arctg fiiggvény Taylor-sorat.
4.8.2. (3) frjuk fel az e® és az e(**) Taylor-sorat.
4.8.3. (2)

Irjuk fel az 1 + 3z + 522 — 223 polinomot z + 1 hatvényainak
Osszegeként.
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4.8.4. (4)
22
L 74677 s
z—0 €T
4.8.5. (4)
lim e?sinx —395(1 +x) 9
z—0 T

4.8.6. (2) Irjuk fel log(cos z) 5-6dfoki Taylor-polinomjat.

2
4.8.7- (5) A :?, B :? ha Ctgaj — ;}iijéis + 0(564).
A— B)x
ctgr — 1/x = (1—|—7Bx)2 +0o(?)
4.8.8. (4) Irjuk fel a 0 koriili Taylor-sorat.
1 1 1 1 !
b d 2+ a2
VY1 Vi 91 m N e
1
7 =
4.8.9. (3) Irjuk fel az
(1 +.Z')1OO

(1 —22)49(1 4 22)60
0 koriili 3-adfokt Taylor-polinomjat.

4.8.10. (3) Irjuk fel a sin(sinz) 0 koriili 3-adfokd Taylor-polinomjét.
4.8.11. (3) (14 2)® — 1 fétagja =7
4.8.12. (4)

Allitsuk el a log(1 + )-et 0 koriili hatvénysorként (—1,1)-en,
hasznélva az 1/(1 + x) hatvédnysorat és hogy (log(l + x)) = 1/(1 + z)!

4.8.13. (6) Bizonyitsuk be, hogy limn (e — (1 + %)n) =z.

Megoldas—
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4.8.14. (3) Hatdrozzuk meg az x3 fiiggvény 0, 1,2, 3,4 és 5-6drendit 1 koriili

Taylor-polinomjat!
4.8.15. (4) Allitsuk el az sh(z) és ch(z) fiiggvényeket 0 koriili hatvanysor
alakban! Oldjuk meg ezt a feladatot kétféleképpen!

4.8.16. (6) Bizonyitsuk be, hogy e irracionalis!
4.8.17. (5) Fejtsiik hatvanysorba az aldbbi fiiggvényeket (ha nincs megadva,
akkor a 0 koriil):
1
1. sinx; 2. cos x; 3. arctg x; 4. arcsin x; 5. 172;
—x
1
6. ——: 7. e%; 8. e”z; 9. x?’e_‘”z; 10. 1/z, a = 1;
1+ 22
11. sin® x; 12. arc sin z.

4.8.18. (4) Milyen a,b € R-re igaz, hogy

()20

4.8.19. (2) Bizonyitsuk be a binomidlis sor segitségével a binomidlis tételt!

4.8.20. (1) Bizonyitsuk be, hogy

()-S50

4.8.21. (4) Igazoljuk, hogy a valds egyiitthatds p(z) polinom akkor és csak
akkor oszthaté az (x — a)* polinommal, ha p(a) = p/(a) = ... = p»~Y(a) =
0.
4.8.22. (5) Bizonyitsuk be, hogy x > 0 esetén
P . 25 . pin+3 ina e 23 . 5 . pAn+1
-t =4 - - ———<sinr< =— =4+ =—4+—-...— —
13 5l (4n + 3)! 1 31 5! (4n +1)!
22 gt 6 pAn+2
és ?+E_ﬁ+ —(4n+2)'<cosx<
1 x2+x4 x6+ +x4n
20 4l 6l (4n)!
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4.8.23. (1) ] ik fel az f fiiggvény elsé néhény Taylor-polinomjat a 2 koriil,
b £(2) = L, F'(2) = 8. f(2) =4 és ["(2) = 8.

4.8-24. (7) | 140s0liuk, hogy ha f akdrhanyszor differencidlhaté az T interval-

lumban, és létezik olyan K, hogy |f(™)| < K" minden z € I-re és n € N-re,

akkor
n f(k)

— T _ 4k
f@) = lim ) Fr(e o)
k=0
minden a,x € [-re.
4.8.25. (4) A Taylor-formula segitségével mutassunk példat olyan interval-
lumra, amin az arc tg fliiggvényhez tartanak a McLaurin polinomjai.
Mekkora a legnagyobb ilyen intervallum?
4.8.26. (7) Igazoljuk, hogy ha az [a,b] intervallumon |f(™)| < nV™, akkor f
Taylor-polinomjai f-hez tartanak.
4.8.27. (5) Mit irjunk a kipontozott helyekre, hogy az aldbbi &llitas igaz
legyen?
Ha az f fiiggvény (n + 1)-szer differencidlhaté az [a, z] intervallumban és
0 < ¢ < n, akkor van olyan ¢ € (a,x), amire

@) e SO

4.8.28. (8) Igazoljuk, hogy tetszbleges a,, valds szamsorozathoz létezik olyan,

akarhanyszor differencidlhaté f fiiggvény, amire £ (0) = a,.
4.8.29. (9) Igazoljuk, hogy ha f akdrhdnyszor differencidlhaté az (a — e, b)
intervallumon és mindegyik derivéltja nemnegativ [a,b]-n, akkor az a-beli
Taylor-polinomjai tartanak f-hez.

no L
4.8.30. (6) Igazoljuk, hogy lim Z T e tetszéleges x € R esetén.
n—00 Pt k!
n —1)k-1
4.8.31. (7) Milyen felsd becslést kapunk |log(1 + z) — Z %xk nagy-
k=1
sdgara a Lagrange-maradéktagbdl? Milyen = értékekre bizonyithatjuk ezzel
n (_1)k—1

’ . k _ 2
a moédszerrel, hogy nh_)rrgo Z x log(1 + )

k=1

k
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5. fejezet

Az egyvaltozos
Riemann-integral és
alkalmazasai

5.0.1. A hatarozatlan integral

5.0.1. (1)

d . ,
/ T 9 / V1 -3z dx =? /(67I +e72H3) dg =7

/\/1—t2 At =? /\/1—}—352 dz =? / dz _,

123



124

5. Az EGYVALTOZOS RIEMANN-INTEGRAL ES ALKALMAZASAI

5.0.5. (5)

/|x| dx =?

5.0.6. (4)

5.0.7. (4)

5.0.8. (4)

5.0.9. (5)

5.0.10. (5)

5.0.11. (5)

5.0.12. (4)

5.0.13. (4)

/
/

1+ 22 1_ 22
/|x2—1|dx:? VIta+Vl-w dz =7

V1—zt

425 — 5zt + 162° — 1922 + 122 — 16
(x —2)2(x* + 422 + 4)

dx =7

x5 + 4zt + 1223 + 1422 + 152 + 12

(z +2)(22 + 3) dw =

22
/7dx:?
V1+x+ 22

/\/3:3—|—aj4 dx =?

dx =7

/x—\/x2+3x+2
T+ vVr24+3r+2

/Sinz log(tgz) doe =7

/ dz o
14+vV1—2x—22

a,beR.

/ dx 5
asinz + bcosz
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5.0.2. A derivaltfiiggvények tulajdonsagai

5.0.14. (5) Keressiink nem-folytonos fliggvényt, melynek létezik primitiv

fliggvénye.

5.0.15. (7) Adjunk példét olyan f fiiggényre, aminek van primitiv fliggvénye,

de f2-nek nincs.

5.0.16. (4) Mely &llitasok igazak tetszleges f : [a,b] — R fiiggvényre?

a) Ha f korldtos, akkor Riemann-integralhato.
)

b) Ha f korldtos, akkor van primitiv fiiggvénye.

(
(
(¢) Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor integrélhatd.
(d) Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor nem integralhato.
(e) Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor korlatos.

(

f) f-nek akkor és csak akkor van primitiv fiiggvénye, ha az integralfiiggvénye
primitiv fiiggvény.

(g) Ha f integrdlhaté és az integralfiiggvénye differencidlhatd, akkor az in-
tegralfiiggvény derivaltja azonos f-fel.

(h) Ha f monoton né, akkor az integralfiiggvénye konvex.

(i) Ha f integrélfiiggvénye konvex, akkor f monoton.

(j) Ha f Darboux-tulajdonsdgi, akkor van primitiv fiiggvénye.
5.0.17. (4) Van-e olyan fiiggvény, aminek a /|z| (a) integrélfiiggvénye; (b)
primitiv fiiggvénye?

5.0.18. (7) Igazoljuk, hogy a

@) = {cos; ha = # 0;

c haz=0

fuggvénynek akkor és csak akkor létezik primitiv fiiggvénye, ha ¢ = 0.

5.0.19. (4) Van-e olyan fiiggvény, aminek az |z| — 2 (a) integralfiiggvénye; (b)

primitiv fiiggvénye?
5.0.20. (5) Igazoljuk, hogy ha f-nek van primitiv fiiggvénye egy nyilt inter-
vallumon, akkor ott nincs elséfaji szakadasa.
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Mely éllitasok igazak tetszleges f : [a,b] — R fiiggvényre?
a) Ha f integralhat6, akkor van primitiv fiiggvénye.
b) Ha f integrélhaté, akkor nincs primitiv fiiggvénye.
¢) Ha f integralhatd, akkor korldtos.
d) Ha f integrdlhato, akkor Darboux-tulajdonsdg.
e) Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor Darboux-tulajdonsdgu.
f) Ha f primitiv fiiggvénye konvex, akkor f monoton.
(g) Ha f integralfiiggvénye konvex, akkor f értékét véges sok pontban
megvaltoztathatjuk tgy, hogy monoton legyen.
(h) Ha f Darboux-tulajdonsagu és integralhatd, akkor van primitiv fiigg-
vénye.

5.1. A hatarozott integral

5.1.1. (1) Szdmoljuk ki a definiciéval a kovetkezé fliggvények Riemann-

integraljat a [0, 1]-en:

. b){o x<1/2

a) T
) 1 z>1/2

¢) véges sok pont kivételével 0

5.1.2. (6) Legyen 0 < a < b. Alkalmas felosztassorozat valasztasaval hata-

rozzuk meg a definiciébdl fj ™ dx értékét!

5.1.3. (1) filsgnx dz =? Mi a (—1,—3%,3,1) felosztdshoz tartozd also,

felsd, illetve oszcillacids Gsszeg?

5.1.4. (1) Mennyi a Dirichlet-, és a Riemann-fiiggvény alsé és fels6 integrélja
[0,1]-ben?

5.1.5. (4) Integraljuk a szinuszfiiggvényt [0, 7]-ben.

5.1.6. (4)

Szamitsuk ki az ff % Riemann-integrélt. (Vélasszunk olyan
felosztést, amikor az osztépontok mértani sorozatot alkotnak.)

5.1.7. 3) Mondjuk ki a megfeleld feltételeket és bizonyitsuk be, hogy

/abf S/ablf-
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5.1.8. (2) Létezik-e a Riemann-integralja [0, 1]-en:
1 hae=21n=12...
fz) = { e
0 egyébként
5.1.9. (4)

Igaz-e, hogy egy nyilt intervallumon értelmezett fiiggvény akkor
és csak akkor konvex, ha egy monoton novo fiiggvény integralfiiggvénye?
5.1.10. (2) Mi legyen a (stlyozott) Jensen-egyenlétlenség Riemann-integralos

alakja?
5.1.11. (5) . . s en s . "
Mi lehetne az integralkozelité 6sszegekre vonatkozé Cauchy-krité-
rium? Mondjuk ki, és bizonyitsuk be!
5.1.12. (6) Igazoljuk, hogy ha f Riemann-integrilhaté [a, b]-ben, akkor van
olyan pont, ahol folytonos.
5.1.13. (6) Legyen f : [a,b] — R olyan korldtos fiiggvény, aminek [a, b] minden
belsé pontjaban 0 a hatarértéke. Igazoljuk, hogy f Riemann-integralhaté, és
az integrélja 0.

5-1-14- ) | g amitsuk ki az [ e d integralt a definiciobol,

5.1.15. (9) Igazoljuk, hogy ha f integralhaté [a, b]-ben, akkor kontinuum sok

pontban folytonos.

5.1.16. (9) Igazoljuk, hogy ha f : [0,1] — R korldtos fiiggvény, és
Ve € [0,1] lim f(z)— lim f(z)<1],
z—c, z€[0,1] z—c, z€[0,1]
akkor
[1-[r=t
0 <0
5.1.17. (8)

Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény. Igazoljuk, hogy f felsd
Osszegeinek halmaza intervallum.
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5.1.18. (4) Minden & > 0-hoz mutassunk olyan § > 0-t, hogy ha F az I

intervallum egy d-nél finomabb felosztasa, és o az f fiiggvénynek egy F-hez
tartozo integralkdzelitd osszege, akkor |0 — [, f| <e.

(a) I =1[0,1], f(z) =e™;

(b) I =10,1], f(1/n) =1, han € N, egyébként f(x)=0.

5.1.19. (2) Igazoljuk, hogy ha f : [0,1] — R folytonos fiiggvény, akkor
FA) =R+ fE) -G+ + ()" f(B) iy
n .
5.1.20. (3) Igazoljuk, hogy tetszbleges ¢ > 0 szdmra
42+ tnt 1
nchl c+ 1'

5.1.21. (8) Mutassunk példat olyan integralhaté f : [0, 1] — [0, 1] fiiggvényre,

amire f o f nem integralhatd.
5.1.22. (7) Legyen C az olyan [0, 1]-beli val6s szdmok halmaza, amelyeknek
van olyan harmadostort alakja, amiben nem szerepel az 1-es szdmjegy. (Ezt
hivjuk Cantor-halmaznak.) Legyen f(x) =1haxz € Cés f(z) =0,hax & C.
(Ez ,a Cantor-halmaz karakterisztikus fiiggvénye”.) Igazoljuk, hogy
(a) C kompakt, perfekt, és szamossdga kontinuum;
(b) Az f fiiggvény szakaddsi pontjainak halmaza C;
(¢) f Riemann-integrélhatd.
5.1.23. (5) Minden & > 0-hoz mutassunk olyan & > 0-t, hogy ha F az I
intervallum egy d-nal finomabb felosztésa és o az f fliggvénynek egy F-hez
tartozé integralkozelits 6sszege, akkor |o — f 1 fl < e, vagy pedig mutassunk
olyan € >-t, amihez nem létezik megfelel6 & > 0.
(a) I =[0,7/2], f(x) =sinx;
(b) I =[0,1], f(z) =, ha x raciondlis, és f(x) = —z, ha x irracionélis.

5-1-24- (1) | Togyiik fel, hogy f korlétos [0, 1]-ben, s

FUm) + @)+t ffm)

n

Kovetkezik-e ebbdl, hogy f Riemann-integralhato, és fol f=A7
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5.1.25- (5) Igazoljuk7 hogy ha c > 0’ éS f : [0’ 1] — [C7OO) Riemann_

integralhatd, akkor

{L/f(l/n)f(2/n)f(n/n) _)efollogf.

Igaz-e ugyanez [0, 1] — (0, 00) fiiggvény esetén?

5.1.26. (7) Igazoljuk, hogy ha egy [0,1] — R fiiggvény korldtos, és minden

szakaddsi helye a Cantor-halmazban van, akkor Riemann-integralhato.

5127 (7) ] 1gas0ljuk, hogy ha f : R — R Lipschitz és g : [a, 5] — R integrdl-
haté, akkor f o g is integrélhaté [a, b]-n.

5.1.28. (§) Konstrualjunk olyan K C R kompakt halmazt, aminek a karak-
terisztikus fiiggvénye nem integralhato.

5.1.29. (9) Igazoljuk, hogy ha egy [a,b] — R fiiggvény korldtos, és csak
megszamlalhaté sok pontban szakad, akkor Riemann-integralhaté.

5.1.30. (9) Az f korlatos fiiggvénynek a [0, 1] intervallum minden pontjaban
van hatdrértéke. (A végpontokban féloldali van.) Bizonyitsuk be, hogy f
integralhato.

5.1.31. (4) Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R Riemann-integralhaté, akkor ef
is Riemann-integralhato.

5.1.32. (5) Adjunk kozvetlen bizonyitdst arra, hogy integralhato fiiggvények
szorzata integralhato.

5.1.33. (4) Altalénositsuk Riemann-integrallal a kovetkezéket: szamtani ko-
zép, mértani kozép, p-edik hatvanykozép, silyozott p-edik hatvanykozép, su-
lyozott hatvanykozepek kozotti egyenlotlenségek, Jensen-egyenlotlenség.

5.1.34. (4) Igazoljuk, hogy ha ¢ > 0, tovabbd f : [a,b] — (c,00) és g : [a, b] —
R Riemann-integralhaté, akkor f9 is Riemann-integralhato.

5.1.35. (5) Igazoljuk, hogy a kovér Cantor-halmaz karakterisztikus fliggvénye
nem Riemann-integralhato.

5.1.36. (7) Konstrudljunk olyan g : [a,b] — [¢,d] és f : [¢,d] — R fiiggvénye-

ket, amikre f integralhatd, g folytonos és szigorian monoton, de f o g nem

integralhaté.
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5.1.37. (4) Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ > 0, és f : [0,1] — (¢, 00) integralhatd,

akkor log f és 1/f is integralhato, és

() <o s

-1

51.38.3) ] [opren

sin% ha z # 0,
J@) = {0 ha z = 0.

Milyen intervallumokon integralhaté ez a fiiggvény?

5.1.39. (9) Hogy lehetne a (27?) binomidlis egyiitthatot pozitiv valds szamokra

kiterjeszteni? Mennyi legyen (25), ha ¢ > 07

(&

5.1.40. (8) Definidljuk tetszdleges f folytonos fiiggvény n-edik integralfiigg-

) = /01 (/Ot (/Ot ( ;2 f(tl)dh) dtg...> dtn1.> dt,.

Keress olyan ¢, fliggvényt, amire tetsz6leges f folytonos fiiggvény és x
pozitiv szam esetén

< l
[

=

<

o

=+

CE\

=

(Inf)

—~

(L f)(a) = / " HO) - onlz— 1) dt.

5.1.41. (4) Igazoljuk, hogy tetszéleges f : [0, 1] — R integralhat6 fiiggvényre

/01 </0If(t) dt) dz = /01(1 04 dt.

5.1.42. (2) Adott . Adjunk meg olyan 6-t, melyre

10
§(F)<$é = / e®dr —sp(e”)| <e.
0

5.1.43. (3) Ha létezik adjuk meg a (1) Riemann-integraljat, (2) primitiv

fiiggvényeit és (3) integralfiggvényét [—1,1]-en: (a) |z|; (b) sgnx.
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5.1.44. (3) Mutassunk e-hoz §-t, melyre |I — sp| < €, ha §(F) < 0:
0 r=1n=123...
a) sinz; [0,27]-n b) f(z) = z /nﬂjb ,2,3,
1 egyébként [0, 1]-en;
c) sinzU{(0,0)} [0,1]-en.
5.1.45. (6) Mi a parciélis integralds megfelel6je tsszegekre?
5.1.46. (7)

Az f:[0,1] — [0,1] folytonos fiiggvényre f(0) =1, f1(0) = =0 <
0 és x > 0 esetén f(x) < 1. Bizonyitsuk be, hogy az a,, = n - fol f™ sorozat
konvergens, és szamitsuk ki a hatarértékét.

5.1.47. (5) Riemann-integrélhaté-e a Riemann-fiiggvény [0, 1]-en?

5.1.48. (5) Riemann-integrélhaté-e a kovetkezd fiiggvény a [0, 1]-en?

0 x irraciondlis

f(z) :{\/5 xz%»(ﬁ,q):17q>0

5.1.49. (5) Bizonyitsuk be, hogy ha lim f = A, akkor Hlim fol f(Hz) doe =
oo — 00

A.

5.1.50. (1) Létezik-e fol f, s ha igen, mennyi, ha

fz) =

1 haz€ g g5, k=1,2,...
0 egyébként?

5.1.51. (4) f folytonos, fol flz)dz = fol zf(z) de = 0. Bizonyitsuk be, hogy
f-nek létezik legaldbb két kiilonboz6 gyoke (0, 1)-ben.

5.1.1. Nem elemi integralok, Liouville-tétel

5.1.52. (8)

A Liouville-tétel felhasznalasdval mutassuk meg, hogy az e“*®

fliggvény primitiv fiiggvénye nem elemi.
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5.1.53. (8) (a) A Liouville-tétel felhaszndldsdval mutassuk meg, hogy ha

¢ # 0, akkor az ec@” fliggvény primitiv fiiggvénye nem elemi.
(b) Igazoljuk, hogy ha f(x) legaldbb masodfoki polinom, akkor e/(*) pri-
mitiv fliggvénye nem elemi.

5.1.54. (8) Bizonyitsuk be, hogy [ e® - (arc tgx) dz nem elemi.

5.1.2. Az integral értékére vonatkozo6 egyenl6tlenségek

5.1.55. (3) Ha f korldtos és konkév [a, b]-n, akkor

(bfa)w < /abf < (bfa)f(a;b)

5.1.56. (5) f:[0,00) — R szigortian monoton né, folytonos, valamint f(0) =

0, lim f = co. Legyen g az f inverz fiiggvénye. Ekkor

x Y
xyé/f+/g-
0 0

5.1.57. (3) Igazoljuk, hogy ha g : [0,1] — R folytonos, és g : R — R konvex,
akkor 1 1
[ stanas= 1 ([ o).
0 0
5-1-58- ) | pBizonyitsuk be, hogy ha f,g : [a,b] — R korldtos fiiggvények,
akkor

b b b b —b —=b —b —b
[r+ o< o< [t4fa<[Gsa<[r+]0
~—a a “Z _a 2 _a a a a a

Mutassunk példat olyan f,g fiiggvényekre, amikor egyik egyenlGtlenségben
sem all egyenl6ség.

5.1.59. (3) Legyenek p, g pozitivak és 1/p+1/q = 1. Ekkor minden z,y > 0-ra

Pyt
Ty < — 4 —.
p q
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5.1.60. (3) Gondoljuk végig, hogy a sorozatokra vonatkoz6 Cauchy—-Schwarz—

Bunyakovszkij, illetve a Holder-egyenl6tlenség bizonyitasa hogyan vihetd at
a Riemann-integrédlos valtozatra:

2
(a) Ha f,g : [a,b] — R integralhat6, akkor ( K fg) < ( % f2) ( N 92)
(Schwarz-egyenlStlenség).

(b) Ha f,g : [a,b] — R integrélhatd, p,q > 0 és % + % = 1, akkor f; fg <

1/ 1/
f; |f|p) Y (f; \g|q) ! (Holder-egyenlétlenség).

5.1.61. (7) Bizonyitsuk be, hogy minden f : [a,b] — (0,00) korlatos fiigg-
vényre
—b
/ f>0.
5.1.62. (5)

Keressiink minél pontosabb becslést az

E+1
logk + log(k + 1
/ logt dt — 8 —I—(2)g( +1)
k

szamra, ha k nagy pozitiv egész.

5.1.63. (6) Legyen liz = [ 10%, ha z > 2. Igazoljuk, hogy liz > % +
X
X
—10.
1og2x
5.1.64. (6) Tgazoljuk, hogy liz ~ —— ha z — oo.
log
5.1.65. (5)

Igazoljuk, hogy a > 0 esetén
—a oo —x —a

c </ 1 < <

a+1 e Z a

5.1.66. (5) Mutassuk meg, hogy zy < (z 4+ 1)log(x +1) —x +e¥ —y —1

tetszOleges x,y pozitiv szamok esetén.
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5.2. Integralszamitas

5.2.1. (4)
1 1
a) / dz =? b) / z arctgzx dz =7
o tgr+1 0
5.2.2. (4)
27
1
/ — dz =?
o 2+4cosz
5.2.3. (3)

/0355-[:6] dz

5-2-4- 5) J Sygmitsuk ki az aldbbi integralokat:
e—1 : 3 1
arcsin log” @ /
2207 Az da; rarctgx dx;
/0 V1— 22 / x 0 °
/e‘” cos(bz) sin(cx) dx.
5.2.5. (4)

Adjuk meg a [—2, 3] intervallumon az aldbbi fiiggvények sszes pri-
mitiv fiiggvényét, integralfiiggvényét, hatarozatlan integraljat és hatarozott

integraljat!
||; sgn ; 1+ax?sgna
5.2.6. (5)
/(th r)® do =?
5.2.7. (5)

1
/ x - (arc tgx)? do =?
0
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52.8. 5) J g amitsuk ki az aldbbi integralokat.

4 4 1 1 3/4 1
dx dx dx
VvV dx / — / shz dz / —_— / 2% dz
/1 1 VT Jo 1+ o o Vaz+1 Jo
1 ™ e
/ ze® dx; / (2% 4 2x) cos  du; / 1-log?(z) du; /e‘” cosz dz.
0 0 1

324 () Szamitsuk ki parcidlis integraldssal (helyettesités nélkiill) a ko-

vetkezo integralokat:

@ [ E oo [Vicddn @ [Vl

(d) / V1+22 da.

Segitség, egyben félrevezetés: /L1 = (v — 1)’ \/%

Megoldas—

5.2.10. (4) | g 4mitsuk ki az aldbbi integralokat.

™
/ 2% cosz dx; /ar thz dz
0

5.2.11. 5 | g 4mitsuk ki az aldbbi integralokat.

/4 1 1
/ (tgz)? do =? / Vad + 22 dx; / (arc sin x) dx =?
0 0
1
/ V2T —1dx =7
0

5.2.12. (3)

2

/ dx B / dx o / dx 5
Vi—z+a2 V1+z+az2 Vitr—a22
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5.2.13. (4) | g 4mitsuk ki az aldbbi integralokat.

/4 w2 1
/ tg z dx; / sin /7 dz; / vVt + 22 dx; /ctg(2 — 3z) da.
0 0 0

5.2.14. (2) (a) Bontsuk parcidlis tortekre a ,hatdrozatlan egyiitthaték” méd-

szerével!
(b) Bontsuk parciélis tortekre gyok behelyettesitésével!

1 2t
% — s + 4x 3+

T z°+3
——  _dx =? dz =7
/x2—1 v /x4+4x3+8x2+8x+3 v

5.2.16. (3) Szamitsuk ki az fl\gm V1 — 22 dx hatdrozott és az [ V1 — 22 dz

hatarozatlan integralt a kovetkezo helyettesitésekkel:

1
T = sinu; T = COoSV; S T =1/1-— 52
’ V1412

Ellenérizziik, hogy a kapott eredmény minden esetben ugyanaz.

5.2.17. (4)
/L — /L 7 /L —
t+ 12 +1 (22 + 2 +1)2 (z2 +z+2)3

5.2.18. (7) A Wallis-formula mintdjdra legyen tetszbleges n,k > 0 egészek

esetén

m/2
I, = / (sin )" (cos z)* dz.
0

(a) In,k: =7
(b) Hogyan terjeszthetjiik ki a binomidlis egyiitthatokat nem egész érté-
kekre? Mennyi legyen (‘;), ha a > b > 0 valds szdmok?
Kapcsolédo feladat: 5.2.21
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5.2.19. (5) Szdmitsuk ki az fl\gm V1 — 22 dz hatdrozott és az [ V1 — 22 dz
hatarozatlan integralt a kovetkezo helyettesitésekkel:

w

2y 1—22
—_; T=—7; r=—-7.
VIt w? 1+y? 1+ 22
Ellenérizziik, hogy a kapott eredmény ugyanaz.

8220 () (a) Keressiink legaldbb tféle helyettesitést, amivel az [ Va2 + 1 dz
integralt ki lehet szamitani.

(b) Keressiink legaldbb otféle helyettesitést, amivel az [ V22 — 1 dz integ-
ralt ki lehet szamitani.

5.2.21. (7)

(a) Legyen m és n pozitiv egész. Szamitsuk ki a B(m,n) =
fol 2™ (1 — 2)"~! dz integralt.

(b) Hogyan &ltaldnosithatnénk a binomidlis egyiitthatékat valés szémokra?

Mi lenne a kiterjesztett binomidlis egyiitthatdk értelmezési tartoménya?

(c) Mi a kapcsolat a 5.2.18 feladatbeli I, 5, és B(m,n) kozott?
Kapcsolédo feladat: 5.2.18

5.2.22. (5)
1 1 qn T /4
/ o, / ¥ o= / v,
0 e*+1 0o 4 +1 57/4 ST
w/4 : 1
/ ' sinx du =7 / dx 2
0 sinx + cosx 0o T+ Vri+zxr+1
/47r dz . 1/2 dz .
o cost+tsintz o Vi-z+Vi+z
5.2.23. (4) (a) Fejezziik ki sin 2-et és cos z-et csak ctg 5-vel.
(b) Fejezziik ki sin z-et és cosz-et csak ctg xz-szel.
5.2.24. (5)
/1 T 4 ) /2 e + 2 d ) /71'/2 dx )
———— da =7 ——— dz =7 —— =7
0 Tr+a2+1 1 eF F e x/a Sinz(2+ cosx)

/ dx o
V2 +2r—1
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5.2.25. (6) 3/4 5/4
T Szamitsuk ki az / Va2 + 1 dz integralt és az Va2 —1dz
0

0
integralt minél tobbféle helyettesitéssel.

5.2.26. (5)

2 e
/ log x dox =7 /:c2 arc ctgz dox =7 / log®(z) da =?
1 1
3/4

vz arc sin vz do =? /ar cthz dz =? /(1—:?952)4 dz =7

4
X xr
/x'mdx:? /md‘”:"’

1/4

5.2.27. (4) (a) Fejezziik ki shx-et és ch z-et csak th x-szel.
(b) Fejezziik ki sha-et és ch z-et csak th §-vel.

5.2.28. (6)

/OO dz s
ez @2

/°° dz .
T @1

5.2.29. (6)

5.2.30. (5)
/(ctg z)® do =?
5.2.31. (5)
1
/ z-log?(2? +1) dz =?
0
5.2.32. (3)
—2 —1 0
1 1 1
/ 5 dx =7 / 5 dx =7 / 5 dx =7
oo TEFT _o X+ Lz 4z
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5.2.33. (6)

0,2
" logchsing .
/ $Y1 +sh?sing dx =?
0

,1

5.2.34. (5)
Sy /gt dt

lim ———— =

0+ fotgm\/siTt dz

5.2.35. (5)
/\/ 3 +1dx =?

5.2.36. (5)

/47r dz .
o sinz+cosxr+2

5.2.1. Az integralas és a differencialas kapcsolata

5.2.37. (4)

4 ’

(/ et sint dt) =7
0

5.2.38. (5) | fijuk fel az

—t3—t
f@) :/ ™ sinyz dx
t2

figgvény 0 koriili masodfoki Taylor-polinomjat.
5.2.39. (7) Legyen f,g:[0,1] = R két integralhaté fiiggvény, egy-egy integ-
ralfiiggvényiik F, illetve G. Igazoljuk, hogy

1
/0 <f(:zr)G(\/1 —28) — g(a)F (/1 :172)> da = F(1)G(0) — F(0)G(1).
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5.3. Az integralszamitas alkalmazasai

5.3.1. (4

Hatéarozzuk meg az Euler-6sszegképlettel:

a) > k% b) > K (n— k).
k=1

— -~
~— ~

5.3.2. (7 Bizonyitsuk be, hogy a logI'(z) fiiggvény szigordan konvex a
(0, 00) félegyenesen.
5.3.3. (9)

Legyen minten pozitiv egész n-re A, az a szam, amire n! =

- M. Igazoljuk, hogy

[\
q

N
—
o3

—
S

<A < —.
12n +1 " 12n

5.3.4. (5) Mi a nagysdgrendje? (Adjuk meg n-nek olyan elemi fiiggvényét,

mellyel osztva véges hatarértéket kapunk)

a) Zlogk by 1™-2" 1. 372 (n— 1)
k=1
5.3.5. (3)
n—1 1
lim }  ———x =7

53:6. (1) J Iyazoljuk, hogy

i logh _ log*n

k: 2

k=1

57 G Mi az 17271372 ... (n — 1)2n! sorozat nagysgrendje?

o
w
')

. (4)

Milyen « valds szamokra igaz, hogy n — co esetén

n a+1
S 20
Pt a+1
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5.3.9. (8) Monoton-e az (1 + %)”*% sorozat? Melyik nagyobb, (1 + %)"Jr%
vagy e?
5.3.10. (4)
n
n

. _n .,

LD
5.3.11. (7)

Legyen a1, as, ... pozitiv valds szamok egy olyan sorozata, amire

>0 Vz>2 [{k: ak<x}|<ci2.
log” x

(Tlyenek példdul az ikerprimek.) Bizonyitsuk be, hogy > i konvergens.

5.3.12. (6) Az f:[-1,1] — [0, 1] folytonos fiiggvényre f(0) =1, z # 0 esetén
f(z) < 1, tovdbba f/(0) = 0 és f”(0) = —c < 0. Bizonyitsuk be, hogy az
an =+/n- fil f™ sorozat konvergens, és szamitsuk ki a hatarértékét.

5.3.13. (8) ] 1 von

45 T(s)-T(s+1)

(a) Bizonyitsuk be, hogy f periodikus.

(b) Bizonyitsuk be, hogy f-nek van hatdrértéke oo-ben, és szdmitsuk ki.
(Hasznaljuk a Stirling-formul4t.)

(c) Mondjuk ki az eredményt: I'(s) - T'(s + 1) = .......... -T'(2s) ha s > 0.

(d) Altalsnositsuk az eredményt 1 helyett L-nel.

n

5.3.14. (8) Mi f;o e~ da nagysagrendje, ha a — oo?

5.3.15. (4) Fejezziik ki az fooo e dx integralt a I'-fliggvénnyel.

5.3.16. (3) Keressiink 6sszefiiggéseket B(p,q), B(p+1,q) és B(p,q + 1) ko-
z0Ott.

5.3.17. (9)

Bizonyitsuk be a Stirling-formulat a T" fiiggvény

(s—1)°

F(S) _ 63,1 /0 (yel—y)sfl dy

alakjabol.
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5.3.18. (9) Igazoljuk, hogy u,v > 0 esetén
['(w)I'(v)
B =
(u,v) T(u+wv)
5.3.19. (7)

Igazoljuk a Stirling-formula felhasznalasa nélkiil, hogy barmely §
valds szamra

I(z) ’
ha z — oc.
5.3.20. (8) /2
Legyen tetszéleges a > 0-ra I, = / (cost)” dt.
—m/2
V2

(a) Bizonyitsuk be, hogy o — oo esetén I, ~ —.
n

(b) Legyen f(a) = (a+1)I1n+1. Igazoljuk, hogy az f fiiggvény 1 szerint
periodikus.

2T

Bi {tsuk be, h I, I = .

(¢) Bizonyitsuk be, hogy I, - In41 arl
5.3.21. (3)

n 1
lim —_— =7

D

5.3.22. (8)

A sikon az origd kozepii, R > 1 sugart korbe es6 rdcspontok szama
R2r+O(R”), ahol ¥ < 1. (9 = 1 trividlis; ¥ = 2/3 elemi; ¥ = 131/208 ~ 0, 63
ismert; ¢ = 1/2-re nem igaz.) Ennek felhaszndldsival becsiiljiik meg a korbe
es0, origotol kiilonbozo racspontok origdtdl mért tavolsdgainak szorzatat.

5225 (1) Mi az & = cosp,y = sinp, ¢ € [—a, a] gorbeiv silypontja?

Egy 10 méter hosszii ridban a stirliség hossziranyu valtozésa
6+ 0,3z %2 Mennyi a rid témege?

m

5.3.24. (3)

5.3.25. (4) Mennyi munka kell ahhoz, hogy egy m tomegii testet a Fold

felszinérél h magassdgba emeljiink? és ha h = co?
5.3.26. (5) Milyen gorbét fut be az r = a-e™¥ logaritmikus spirdl (r = a,¢ =
0) — P darabjdnak sdlypontja, ha P befutja a spirdlt?
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5.3.27. (4) FOI‘gaSSUk meg az y2 < 2pg';7 0 < x < g altal definidlt kom-

pakt tartomanyt az x tengely koriil. Szamitsuk ki a keletkezett forgastest
sulypontjat.

5.3.1. Teriilet- és térfogatszamitas

5.3.28. (1) Igazoljuk, hogy a kétdimenzids Jordan-térfogat nem valtozik, ha

elforgatjuk a koordinata-tengelyeket.

5.8.29. (1) Szamitsuk ki az origd kézépponti, r sugard kor (mint szektorszerii

tartomany) teriiletét és keriiletét polarkoordinatakkal.
5.3.30. (3)

takkal.
5.3.31. (5)

Szamitsuk ki az |z| < 1, |y| < 1 halmaz teriiletét poldrkoording-

Egy egyenes korhengert elmetsziink egy sikkal, ami illeszkedik az
egyik alapkor kozéppontjara, és érinti a masik alapkort. Milyen ardanyban
osztja ketté ez a sik a henger térfogatat?

5.8.32. (6) Mennyi az n-dimenzids, r sugaru gomb térfogata?
5.3.33. (5) Szamitsuk ki a kardioid teriiletét: r = a(1+cosyp), 0 < ¢ < 2.
5.3.34. (2)

Ellenérizziik, hogy az [a,b] x [c,d] téglalap hatdrén a — [ &y és a
J zy képlet valéban a téglalap teriiletét adja meg.

5.8.35. (3) Mennyi az r sugari kor alapi, h magassagu forgasparaboloid-

stiveg térfogata?

5.3.36. (4) Mekkora a térusz térfogata?

5.8.37. (6) A g:[a,b] = R x (0,00) folytonosan differencidlhatd, egyszerti,
zart, folytonos gorbét megforgatjuk az xz-tengely koriill. Mekkora a surolt
feliilet altal hatédrolt test térfogata?

5.3.38. (3) A szinuszfiiggvény grafikonjdnak 0 és m kozotti ivét megforgatjuk
az x-tengely koriil. Mekkora az igy kaphatd, szivar alaku test térfogata?
5.3.39. (4) Szamitsuk ki az x =t —sint, y = 1 — cost (0 < ¢ < 27) cikloisiv

alatti teriiletet.
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5.3.40. (4) Mekkora az y2+22 <

I |x| < /2 forgéstest térfogata?
cos

5.3.41. (5) Az x =t—sint,y = 1—cost (0 < t < 27) cikloisivet kérbeforgatjuk

az x-tengely koriil. Mekkora az igy kaphaté test térfogata?
5.3.42. (5) Mennyi a térfogata az (0, cost,sint) — (1, cost, 0) szakaszok altal
surolt feliilet alatti testnek? (¢ € [0,7/2])

5.3.2. Ivhossz-szamitas
5.3.43. (4) Paraméterezziik az (1,1) (—1,1), (—1,—1), (1, —1) csticst négyzet-
vonalat folytonosan differencialhaté fiiggvényekkel. Szamitsuk ki a négyzet
keriiletét és teriiletét ezzel a paraméterezéssel.

5.3.44. (4) Mennyi az y = 2 parabola fvhossza x = 0-t4] a-ig?
5.3.45. (4) Szémitsuk ki az r(p) = ae®?, ¢ € [a, §] logaritmikus spiralis
hosszat.

5.3.46. (4) Milyen képlettel szdmithatjuk ki az (r(t), »(t)) poldrkoordinatds

alakban megadott gérbe hosszat, ha r és ¢ differencidlhaté, és a derivaltjuk

integralhaté?
5.3.47. (3) Szamitsuk ki az v =t —sint, y = 1 — cost (0 <t < 27) cikloisfv
hosszat.
5.3.48. (3) Milyen hosszu a ch x fiiggvény grafikonjdnak a (0, 1) és az (a,cha)
pont kozotti ive?
5.3.49. (4) Milyen hosszu az
e’ +1
=1
flw) =log ——
fiiggvény grafikonjanak az (log 2, f(log 2)) és (log 3, f(log 3)) pontok kézotti
ive?
5.3.50. (3) Szamitsuk ki az r(¢) = 1 — @2, —g <p< % polarkoordinatas

alakban megadott gérbe hosszat.
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5.3.51. (3) Szamitsuk ki az r(p) = ap, ¢ € [a,B] arkhimédészi spiralis

hosszat.
5.3.52. (3)

Mennyi az r(0) = a + acosf, (0 € [w/4,7/4]) gorbe ivhossza?

5.3.53. (3) Bizonyitsuk be, hogy az r = a - e“¥ logaritmikus spiral hossza
véges. (¢ € [0,00))

5.3.3. A forgasi feliiletek felszine

B2 () f= %|[0700)' Mennyi az f grafikonjanak x-tengely koriili forga-

tasaval keletkezd végtelen ,,t0lcsér” felszine, térfogata?

5.3.55. (4) A g:a,b] = R x (0,00) folytonosan differencidlhatd, egyszert,
folytonos gorbét megforgatjuk az x-tengely koriil. Mekkora a surolt feliilet?

5.3.56. (5) El6adédson lattuk, hogy a forgastestek felszinét nem definidlhat-
juk tdgy, hogy a fliggvénygrafikonba beirt torottvonalakat az z-tengely koriil
korbefogatjuk, és az igy kapott, Osszeragasztott csonkakupok felszinének a
szuprémumat vessziik. Min mulik ez? Melyik a torottvonalaknak az a tulaj-
donsaga, ami a megforgatasnal elvész?

5.3.57. (3)

Szamitsuk ki a gdmbov (x € [a,b], y? + 22 = r? — 2?) felszinét.
5.3.58. (3) Ellenérizziik, hogy az el6adason tanult képlet visszaadja a cson-
kakup felszinét.

5.3.59. (4) Mekkora a térusz felszine?

5.3.60. (3) Az f(x) = ch? z fiiggvény grafikonjanak 0 és 1 kozotti {vét meg-
forgatjuk az z-tengely koriil. Mekkora az igy kapott forgasfeliilet felszine?
5.4. Korlatos valtozasu fiiggvények

541 (4) J . [0,1) - R? folytonos gorbe, mely lefed: [0, 1] [0, 1]-et. Lehet-e

~ korlatos valtozasi?
Otlet—
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542, (©) Igazoljuk, hogy f : [0,1] — R pontosan akkor folytonos és korlatos

valtozasi, ha el6all két monoton folytonos fiiggvény Gsszegeként.

5.4.3. (2) Mi {z} totalis variaciéja a [0, 3] intervallumban?

5.4.4. (3) Legyen f : (0,1) — R, f(z) = asinZ. Korldtos valtozési-e a

fliggvény? Abszolut folytonos-e?

5.4.5. (5) Legyen f : [a,b] — R. Melyik igaz az aldbbi dllitdsok koziil?

a) Ha f korlatos vdltozéasd, akkor f folytonos.

b) Ha f korldtos véltozasu, akkor f Riemann-integralhaté.

¢) Ha f Lipschitz, akkor f korldtos valtozésu.

d) Ha f Lipschitz, akkor f abszolit folytonos.

e) Ha f abszolut folytonos, akkor f egyenletesen folytonos.

f) Ha f abszolut folytonos, akkor az f q f Stieltjes-integral 1étezik.
g) Ha f folytonos és korldtos valtozdst, akkor f abszolit folytonos.

(
(
(
(
(
(
(

546- (1) ] 1 opven f:[a,b] — R. Melyik allitdsbol melyik kévetkezik?

(a) f grafikonja rektifikdlhato.
(b) f korlatos valtozdsu.
(c) f folytonos.
(d) f korlatos.
(e) f monoton.
(f) f Lipschitz.
(g) f két monoton fiiggvény sszege.

A Stieltjes-integral

¢ hazx< a;b
5.5.1. (2)

Legyen f folytonos, g(z) = { d ha z > 2.

e hax=4%>

/abfdg?
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5.5.2. (2) Legyen f folytonOS.

/abf d[z] =?

Az 5.5.2 feladat alkalmazasdval bizonyitsuk be, hogy ha f diffe-
rencidlhato, akkor

5.5.3. (5)

iﬂk):/lnf(x) s 0L (1 oy

k=1

5.5.4. (6) A 5.5.3 feladatbdl vezessiik le, hogy

n!
nhe="\/n

egy porzitiv konstanshoz tart (Stirling-formula).

5.5.5. (3) Szamitsuk ki a kovetkezd Stieltjes-integralokat.

/03 o dlel; /03[3;] diz}; /03[35 +0,5] dfz}; /07r cosx d(sinz)

5-5:6- ) ] Hogyan definidlhatnank az [° f - | dg| integrélt? Mondjunk elég-

séges feltételeket a létezésére!
5.5.7. (5) Legyen f,g : [a,b] — R és tegyiik fel, hogy az f; Stieltjes-
integral 1étezik. Igazoljuk, hogy ha g folytonos a ¢ € (a,b) pontban, akkor a
h(u) = f: f dg fiiggvény is folytonos c-ben.
3
5.5.8. (3) (a) Szamitsuk ki a kovetkezd Stieltjes-integralokat: / z? d[\/ﬂ;
0

x d(sinx).

(b) Szdmitsuk ki ugyanezeket az integrélokat parcialis integréldssal is.

5.5.9. (5) Igaz-e, hogy ha f integralhatd, g pedig korlatos véltozasu és nincs

kozos szakadasi helyiik, akkor az fj f dg Stieltjes-integral 1étezik?
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5.5.10. (5) Terjessziik ki a Stieltjes-integralt improprius értelemben. Legyen

—00 < a < f <oo fi9: (a,8) = R és tegyiik fel, hogy az f;f dg
Stieltjes-integral 1étezik tetszéleges [a,b] C (a, B) intervallumban. Legyen

B b
[t [ 10

/jlf|~|dg|

véges, akkor ff f dg konvergens.

Igazoljuk, hogy ha

5.5.11. (5) Legyen g : [a,b] — R folytonos és korldtos véltozdsu, [c,d] D

9([a, b)), [ :[e,d] — R folytonos. Igazoljuk, hogy

b g(b)
/(fog) dg:/ f
a g(a)
5.5.12. (4) fyg:la,b] = R, egy x¢ € (a,b)-ben f, g jobbrdl nem folytonos.

Ekkor A [° f dg.

5-5-13- ©) | Bisonytsuk be, hogy 3 [* f dg, [£ f dg # 3 [° [ dg

5.5.14. (7) Példéul a Legendre-formuldbdl (a n! primtényezds felbontdsabdl)

tudjuk, hogy
1
Z 08P _ logz + O(1).
p<z

Bizonyitsuk be ebbdl, hogy 7(z) < cz valamilyen pozitiv ¢ konstanssal.

5.6. Az improprius integral

5.6.1. (6) Konvergensek-e, illetve abszolut konvergensek-e a kovetkez6 im-

proprius integralok?

oo L1 o 3 o0
a)/ e % b)/ Sl 1 c)/ sin(z?) dz
2
1z 1 T 1
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5.6.2. (5) Bizonyitsk be, hogy

oo
/ z"e™® dx = nl.
0

Mik azok a ¢ valés szdmok, amikre az

1 c
/ (ar tilx) e
0 T

5.6.3. (4)

integral konvergens?

5.6.4. (4)
/°° log x do =7 /1 log = do =7 /°° dx _9
1 x 0o T oo L+t
> zlogw
———— dx =?
[ e
5.6.5. (5

Igaz vagy hamis?
(a) Ha f :[0,00) — R folytonos, és fOOO f konvergens, akkor lim f = 0.
(b) Ha f : [0,00) — R folytonos, és fooo f konvergens, akkor l(';;n inf f =0.
(¢c)Ha f : [0,00) — [0, 00) folytonos, és fooo f konvergens, akkor f.iom sup f =
0. N -
(d) Ha f : [0,00) — [0, 00) folytonos, és [ f konvergens, akkor limognff =
0. ’
5.6.6. (4)

9] b S
/ _ e, / b, / dz_,
o 1+I’+5132 a (x—a)(b—x) o chzx

/°° dx _o
oo L+ a3

[S)]
[=2]
N
>~

6.7, (

Igaz vagy hamis?

(a) Ha f : [0,00) — R folytonos, és fooo f konvergens, akkor f korldtos.
(b) Ha f : [0,00) — R folytonos, és lirglf = 0, akkor fooo f konvergens.
(¢c) Ha f : [0,00) — R folytonos, lim f = 0 és f integralfiiggvénye korlatos,

akkor [ f konvergens.
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5.6.8. (4) Milyen ¢ valés szamokra konvergens az

> (logl ¢
/ (logloga)® . -
3 zlogx
improprius integral?
5.6.9. (4) Igazoljuk, hogy ha f > 0, akkor az faﬂf improprius integral
biztosan 1étezik.

5.6.10. (4) Konvergens? Divergens?

/1 dz /1 e 1 /°° EILI /1 dz
=  _ de x =
o sinsinsinz 0 VT 0 2437 _j arc coszw

5.6.11. (4)

Milyen ¢ szamok esetén konvergens?
* dx > sinz
P — dz
3 x-log”z 1 x¢

5.6.12. (3) Legyenek f, g, h folytonos fiiggvények [a,00)-en, és tegyiik fel,
hogy f(z) < g(x) < h(xz) minden x > a-ra. Bizonyitsuk be, hogy ha faoo f és
[ h konvergens, akkor [ g is konvergens.

b
/ sin(z?) dx

1
5.6.13. (5) 1

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < a < b, akkor
a

(Integréljuk parcidlisan.)
(b) Bizonyitsuk be, hogy az / sin(z?) da improprius integral konver-
gens. 0
(¢) Abszolit konvergens-e az / sin(z?) dz integral?
0
5.6.14. (5) Az f:[0,1] — [0, 1] folytonos fiiggvényre f(0) =1, f (0) = —c <
0 és > 0 esetén f(x) < 1. Bizonyitsuk be, hogy az a, = n - fol f™ sorozat
konvergens, és szamitsuk ki a hatarértékét.
5.6.15. (4)

Konvergens? Divergens?

1 1
/ Vetga dx / |log z|'°8® dz:
0 0
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5.6.16. (5) Milyen ¢ szamok esetén konvergens?
/°° dz /1 d
3 x-logx - (loglogx)© o (arc cosz)e
5.6.17. (5)
o0 th ™
/ & 62 Y de =7 / logsinx dz =?
1 x 0
5.6.18. (2) Igaz-e, hogy ha fooo | f| konvergens, akkor lim., f = 07
5.6.19. (5) Igazoljuk, hogy ha f egyenletesen folytonos [2,00)-en, akkor
Ooo mth(;;% — dx konvergens.
5:6-20- (6) J 1gazoljuk, hogy ha f differencidlhaté, és 0 < f < —f', akkor [ f
konvergens.
5.6.21. (4) Milyen «, 8 valds szamokra konvergens az
m/2
/ (sinz)*(cosz)? da
0
integral?
5.6.22. (7)

Igazoljuk, hogy ha f > 0, és az f;o f improprius integral konver-
gens, akkor az

/3 T (@)

integral is konvergens.

5.6.23.

1
t
lim x / o8t dt =7
t2
xT

(3)
5.6.24. (4) Mik azok a ¢ valés szdmok, amikre az
> tha\“
/ (ar c :c> de
1 X

integral konvergens?
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5.6.25. (2) Konvergens-e?
3
5 1
/ O
0 t
5.6.26. (5)
/2
/ logcosz dx =?
0
5.6.27. (5) Milyen a-ra konvergens
1
/ (z —sinz)® da?
0
5.6.28. (7)

Létezik-e f : R — R folytonos fiiggvény, melyre fooo f konvergens,
de [} f? divergens?



6. fej

ezet

Numerikus sorok

6.0.1. (1)

6.0.2. (3)

6.0.3. (5)

konvergens.

6.0.4. (4)

6.0.5. (4)

Igazoljuk, hogy

1 1
— <1 1) —1 —.
1 <log(n+1) —log(n) < -

Bizonyitsuk be, hogy

Bizonyitsuk be, hogy

i1l
Qp = gyttt ogn

153
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6.0.6. (4)
RS S U U S SN S SO T
2 6 8 5 10 12
6.0.7. (4)
1+1_1+1+1_1+1+1_1+ =7
2 3 4 5 6 7 8 9
[ee]
6.0.8. (5) Legyen u,, = Ol/n 1‘1; dz. Konvergens-e a »_ u, sor?
1
6.0.9. (2)
L-FL'FL'F*'F =7
1-2 23 3.4 4.5
6.0.10. (4)
> (n+1)g" =2
n=0
6.0.11. (4)

Igaz, vagy hamis?

(a) Ha a, — 0, akkor > a, konvergens.

n=1
o0 o0
(b) Ha a,, — 0, és > a, részletosszegei korldtosak, akkor > a, konver-
n=1 n=1
ens.
g (oo}
(¢) Ha > a, Osszege létezik, akkor a, — 0.
n=1
6.0.12. (4) Igazoljuk, hogy ha |a,| < # minden pozitiv egész n-re, akkor az
> ay, sorra teljesiil a Cauchy-kritérium.

n
6.0.13. (8) Legyen > a, pozitiv tagi divergens sor. Igazoljuk, hogy van
n=1
n
olyan, pozitiv szdmokbdl 4116, 0-hoz tarté (c,) sorozat, amire Y. (¢, - ay)
n=1
divergens.

6.0.14. (4)
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6.0.15. (5)
>onta =1
n=0

6.0.16. (4) Tegyuk fel, hogy an, < b, < ¢, minden pOthlV egész n-re. Igazol-

juk, hogy ha Z a, és Z ¢, konvergens, akkor Z b, is konvergens.

n=1 n=1 n=1

n
6.0.17. (8) Legyen Y a, pozitiv tagi konvergens sor. Igazoljuk, hogy van

n=1

n
olyan, co-hez tarté (c,) sorozat, amire Y (¢, - a,) konvergens.
n=1

6.0.18. (8) Legyen s > 1l esetén ((s) = Y =, és (p1,p2,p3,...) = (2,3,5,...)
n=1
a primszamok sorozata.
A
(a) Prove that lim — = ((s).
N—o0 1— =
n=1 24

: oo = 1 _
(b) Bizonyitsuk be, hogy ;:31 oo = 00.
= 1
(c) Mi Z — nagysagrendje, ha s — 14 07
Py

n=1

6.0.19. (9) (k)

Legyen minden k pozitiv egészre Z an,
=1
sorozat. Igazoljuk, hogy van olyan, pozitiv szémokbél all6, 0-hoz tart6 (cy)

pozitiv tagu divergens

sorozat, amire a Z (cn - a'f )) sorok (k=1,2,...) mind divergensek.

n=1
6.0.20. (3) Konvergens? Feltételesen konvergens? Abszolit konvergens?
Z10n+\F+1 Zrﬂ Z Z1ogn+1 ;E
6.0.21. (3)

Konvergens? Divergens?
10 1

D D o T
OICHCER) I e o
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6.0.22. (5) Tegyiik fel, hogy a, > 0, b, > 0 minden n-re és a, /b, — 1.
Bizonyitsuk be, hogy > a, akkor és csak akkor konvergens, ha > b, kon-
vergens. Mutassunk példat arra, hogy mindez nem igaz, ha elhagyjuk az
an > 0,b, > 0 feltételt.

6.0.23. (2) Mutassuk meg, hogy ha Y a, és Y b, abszolit konvergens, akkor

a kovetkez6 sorok is abszolit konvergensek:

S (an+ba) > max(an,by) > a2 b2

6.0.24. (5) Mi lehetne a gyokkritérium, a héanyadoskritérium, a Dirichlet-

kritérium és az Abel-kritérium improprius integralokra vonatkoz6 megfelel6-
je?

6.0.25. (3) Konvergens? Feltételesen konvergens? Abszolut konvergens?
o~ (D" i (n!)® f: (=1)"(n))? i 1
n2 n? 2n
n=1 nlog(n + 1) n=1 2 n=1 2 n=1 (n)
6.0.26. (4)

Konvergens? Divergens?

1 n 1 n? n—1 5 log n+nloglogn
() =(-0) Z05)

n n

2y

6.0.27. (5)

1 1 -
Tog n) < =, akkor Z an, abszolut konver-
e

n=1

(a) Igazoljuk, hogy ha lim (|an
gens.

1 1 >
(b) Igazoljuk, hogy ha a,, > 0, és lim (fan|l°g") > 2 akkor E a, diver-
n=1

gens.
oo

(¢) Mondhatunk-e valamit az Z an sor konvergenciajarol, ha a, > 0, és
n=1

lim <|an|$) = }?
e
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6.0.28. (6) Legyen a ) a,y) sor a ) a, feltételesen konvergens sor egy atren-

n
dezése. Milyen halmaz lehet a ) a, () részletdsszegek torlédasi pontjainak
k=1

halmaza?

6.0.29. (7) Legyen a1, as, ... pozitiv valés szamok egy olyan sorozata, amire

>0 Vo>2 [{k:ap<a}| >c

x
logz’
(Tlyenek példdul a primszdmok.) Bizonyitsuk be, hogy > i = oo0.

6.0.30. (5) Bizonyitsuk be a Kondenzdcids lemmdat: Legyen a; > ag > --- >
a, > --- > 0. Ekkor

o0 o0
E an, konvergens <= E 28 4o konvergens.
n=1

k=1
Megoldas—

6.0.31. (6) Konvergens vagy divergens?
>
— nlogn
6.0.32. (6)

€ > 0. Konvergens vagy divergens?

oo

1
Z n(logn)l+e

n=2

6.0.33. (4) Milyen valds c-re konvergens
> o (ot
“ n-logn - (loglogn)
6.0.34. (5) D

A Dirichlet-kiritérum alkalmazdséval igazoljuk, hogy >

n=1
minden valds a-ra konvergens.
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6.0.35. (5) Igaz, vagy hamis?

(1) Ha 3" a, konvergens, akkor 3 (%/2-a,,) is konvergens.

n=1 n=1

o) &)
(2) Ha Y a, divergens, akkor > (%/2-a,) is divergens.

n=1 n=1

(3) Ha Y a, konvergens, akkor > In i konvergens.
n

n=1 n=1
&, . X On . .

(4) Ha Y a, divergens, akkor > — is divergens.
n=1 n=1 T

o0
Mutassunk példat olyan abszolit konvergens Y a, és feltétele-
n=0

6.0.36. (5)

o0

sen konvergens Y b, sorokra, amelyek Cauchy-szorzata feltételesen konver-
n=0

gens.

6.0.37. (5) (Raabe-kritérium) Legyenek a > a,, sor tagjai pozitivak.

n=1

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha liminf n ( In_ 1) > 1, akkor a sor kon-
Ap41

vergens.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha n ( n_ _ 1) < 1 elég nagy n-re, akkor a
An 41

sor divergens.

6.0.38. (10) Egy A = (ap,a1,as,...) sorozatra legyen

SA = (ao,ao+a1,ao+a1+a2,...)

az ag + a1 + az + . . . sor részletosszegeinek sorozata. Van-e olyan, nem azo-
nosan nulla A sorozat, amelyre az A, SA, SSA, SSSA, ...sorozatok mind
konvergensek?

Schweitzer-verseny, 2007



7. fejezet

Fiiggvénysorozatok és
sorok

7.1. Figgvénysorozatok konvergenciaja

7.1.1. (3) Hol konvergensek az alabbi fiiggvénysorozatok? Mely intervallu-

mokon egyenletesen konvergensek?

n n
n/‘x| % l,n_l,nJrl (14_{)

T1.2.(4) ) Lore hogy

(a) monoton fiiggvényekbdl 4116 sorozat pontonkénti limesze monoton?

(b) szigorian monoton fiiggvényekbdl 4116 sorozat pontonkénti limesze szi-
gordan monoton?

(c) korldtos fiiggvényekbdl 4ll6 sorozat pontonkénti limesze korldtos?

(d) folytonos fiiggvényekbdl allé sorozat pontonkénti limesze folytonos?

(e) Lipschitz-fiiggvényekbél 4116 sorozat pontonkénti limesze Lipschitz?

713 @) ) e hogy
)

(a) monoton fiiggvényekbél allé sorozat egyenletes limesze monoton?

(b) szigorian monoton fiiggvényekbdl 4llé sorozat egyenletes limesze szi-
gortdan monoton?

(¢) korlétos fiiggvényekbdl 4116 sorozat egyenletes limesze korldtos?

(d) folytonos fiiggvényekbdl all6 sorozat egyenletes limesze folytonos?

(e) Lipschitz-fiiggvényekbdl 4ll6 sorozat egyenletes limesze Lipschitz?

159
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7.1.4. (3) Az f1, fo,...: I — R fiiggvénysorozat egyenletesen korldtos, ha
JK eRVneNVzel|f,(a)] < K.
Igazoljuk, hogy egyenletesen korlatos fiiggvénysorozat pontonkénti limesze
korlatos.

7.1.5. (6) Bizonyitsuk be, hogy ((s) akdrhdnyszor differencidlhaté az (1, 00)

intervalumban.

7.1.6. (5) Igaz-e, hogy ha a folytonos [a,b] — R fiiggvényekbdl &ll6 (f,)

sorozat egyenletesen konvergens az [a,b] N Q halmazon, akkor a teljes inter-
vallumon egyenletesen konvergens?
7.1.7. (9) . . .
Igaz-e a Bolzano-Weierstrass tétel Cla,b]-ben? Avagy, igaz-e,
hogy folytonos fiiggvények barmely, egyenletesen korlatos sorozatabdl kiva-
laszthaté egyenletesen konvergens részsorozat?
7.1.8. (3) s e .
Hol konvergensek az alabbi fliggvénysorozatok? Mely intervalu-
mokon egyenletesen konvergensek?

" / 1
1"/1 2n 2 _
1+ xm e v Jrn

Igaz-e, hogy

(a) konvex fiiggvényekbdl 4116 sorozat pontonkénti limesze konvex?

(b) szigorian konkdv fiiggvényekbdl allé sorozat pontonkénti limesze szi-
gordan konkav?

(c) integralhaté fiiggvényekbdl allé sorozat pontonkénti limesze integrél-
haté?

(d) differencidlhaté fiiggvényekbdl 8116 sorozat pontonkénti limesze diffe-
rencidlhato?

7.1.10. (4)

7.1.9. (4)

Igaz-e, hogy

(a) konvex fiiggvényekbdl 4116 sorozat egyenletes limesze konvex?

(b) szigorian konkav fiiggvényekbdl allé sorozat egyenletes limesze szigo-
rian konkav?

(c) integralhaté fiiggvényekbdl 4116 sorozat egyenletes limesze integralhaté?

(d) differencidlhaté fiiggvényekbél allé sorozat egyenletes limesze differen-
cialhatd?

7.1.11. (5) Az fi, fo,...: I — R fiiggvénysorozat egyenletesen Lipschitz, ha
dK € RVn € NVz,y € I |fu(z) — fu(y)] < K|z — y|. Igazoljuk, hogy
egyenletesen Lipschitz-fiiggvénysorozat pontonkénti limesze Lipschitz.
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7.1.12. (7) Igazoljuk, hogy ha az fi, fa,... : I — R filiggvénysorozat egyen-

letesen korlatos, és egyenletesen Lipschitz az I korlatos zart intervallumon,
akkor 1étezik egyenletesen konvergens részsorozata.

7.1.13. (7) Igazoljuk, hogy ha az (f,) fiiggvénysorozat a H halmaz minden

megszamlalhaté részén egyenletesen konvergens, akkor H-n is egyenletesen
konvergens.

7.1.14. (5) Igaz-e, hogy ha f1, fo,... folytonos, nemnegativ értékii fiiggvények
egy sorozata, akkor az F(x) = inf{ f1(z), fa(z), ...} fiiggvény is folytonos?
7.1.15. (9) Igaz-e a Weierstrass-tétel Cla,b]-ben? Avagy, igaz-e, hogy ha

H C Cla,b] nem iires, korldtos, zért halmaz és f : H — R folytonos fiiggvény
(funkciondl), akkor f-nek van maximuma?
7.1.16. (9) Igaz-e a Baire-kategériatétel Cla,b]-ben? Avagy, igaz-e, hogy
Cla,b] nem &ll el megszamlalhaté sok sehol sem stiri halmaz uniéjaként?

7.2. Figgvénysorok konvergenciaja

7.2.1. (8) . , = . . [
Bizonyitsuk be, hogy haa > f, fiiggvénysor minden atrendezett-
n=1

o0
je egyenletesen konvergens a H halmazon, akkor a > |f,| sor is egyenletesen
n=1
konvergens.

7.2.2. (4)

Mely x értékekre konvergens, illetve abszolut konvergens

> (7))

n=1

7.2.3. (4) Mely x értékekre konvergens, illetve abszoliut konvergens
i 1-3...2n—1) ( 2z \",
— 2-4...(2n) x24+1)
7.2.4. (4) Mely x értékekre konvergens, illetve abszolut konvergens
[ee]
5n 3211
3 j—nm — o)

n=1
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~
N
)

. (3)

Mely x értékekre konvergens, illetve abszolut konvergens
0 n

>

1—2m

n=1

7.2.6. (3

—~
~

Mely «x értékekre konvergens, illetve abszolit konvergens

o0 n

Z 1—?:1:2”?

n=1

4 Mely x értékekre konvergens, illetve abszolut konvergens

o0
E ne” "7
n=1

J
b
N
-
S~—

—~

7.2.8. (4

~—

Mely x értékekre konvergens, illetve abszolit konvergens

oo

2" cos™ x
> a7
n2

n=1

3
N
©

- (5)

Mely x értékekre konvergens, illetve abszolut konvergens
i [x(x +n) ] " ”
n=1 n

o0
7.2.10. (7) Bizonyitsuk be, hogy ha a Z anx" Laurent-sorx =résx = R,

n=-—o00
(0 < r < R) esetén konvergens, akkor konvergens minden olyan x értékre is,
amelyre r < |z| < R.

7.2.11. (5) | Hatérozmuk meg a

0o
> o
a‘"|
n=-—oo

sor konvergenciatartomanyat, és a sor 0sszegét.
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7.2.12. (6) Legyen (z), = z(z—1)...(x—(n—1)). Hatdrozzuk meg az aldbbi

Newton-féle sorok abszolit és feltételes konvergencia tartomanyait:

> T)n =1 T)n
YEE Tt

n=1

ahol p € R.

7.2.13. (6) Tegyiik fel, hogy f,(z) monoton fiiggvény az [a, b] szakaszon

minden n-re és
oo
> fal@)
n=1

abszolut konvergens a szakasz végpontjaiban. Mutassuk meg, hogy ekkor a
fiiggvénysor abszolit és egyenletesen konvergens az [a, b] intervallumon.

=1
7.2.14. (7) Tegyiik fel, hogy a Z — sor konvergens. Bizonyitsuk be, hogy
QA
n=1
ebben az esetben a
i 1
n=1 T = ln

fliggvénysor konvergens minden olyan korlatos zart intervallumon, ami nem
tartalmazza az a, pontok egyikét sem. Vizsgild meg, hogy a sor abszolut,
illetve egyenletesen konvergens-e!

7.2.15. (7) Tegyiik fel, hogy a

B

o0
n=1

Dirichlet-sor x = xg esetén konvergens. Bizonyitsuk be, hogy a sor = > xg
esetén is konvergens.

8

a
n

7.2.16. (7) Konstrualjunk olyan fiiggvénysort, ami egyenletesen konvergens

és abszolut konvergens is, de nem egyenletesen abszolit konvergens.

7.2.17. (5) Mutassunk példat olyan, nemnegativ fiiggvényekbdl alld, egyen-

letesen konvergens fiiggvénysorra, amire nem alkalmazhaté a Weierstrass-
kritérium.
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7.3. Taylor-sorok és hatvanysorok

7.3.1. (4) Irjuk fel a kovetkezé fiiggvények Taylor-sorst.

a 0 kortil;

(

(b) — a 3 koriil;
(c) 1 oga: az 5 koriil;
(d) sinz a — korul
(e
(f

) log(x® — 1) a 2 koriil;

) ar sha? a 0 koriil;

(g) ar ctha a 2 koriil.

Mutassunk olyan intervallumot, amiben a Taylor-sor eldallitja a fiigg-

/—\

vényt.

7.3.2. (7)

Konstrualjunk olyan, akdrhanyszor differencidlhaté fliggvényt,

aminek 0 koriili Taylor-sora mindenhol konvergens, a [—1, 1] intervallumban
eloallitja a fiiggvényt, de mashol nem.

7.3.3. (3) Szamitsuk ki a kovetkezd hatvanysorok konvergenciasugarat.
1y
99, .n n n?
14— !
S Y (1e1)an Lt
7.3.4. SN
(1) Tanultuk, hogy (1+ z)® = Z (k>xk ha |z| < 1. Milyen ossze-
k=0
fliggéseket kapunk az o = —1 és a = —2 esetekben?
7.3.5. (6)
r 2 2° 2 = (=1
-t ===+ —... =7 =7
1 3 + 5 7 T kZ:O 4k +1
7.3.6. (6)

i 1 1y,
3k+1 3k+2 '

k=0
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737 () ] Legyen cp = 1 és enpt = 30 cren_r. (Ezcket hividk Catalan-

k=0
o0
szdmoknak.) Definidljuk a G(z) = > ¢,z™ , generdtorfiiggvényt”.
0

n—=
(a) Bizonyitsuk be, hogy a G-t definidlé hatvénysor konvergens a 0 egy
kornyezetében.
(b) Igazoljuk, hogy a konvergenciaintervallum belsejében G(x) = 2G?(x)+
1.
(¢) Szémitsuk ki és fejtsiik hatvanysorba G-t, és szamitsuk ki ¢,,-et.
7.3.8. (8) Legyen p, az n szadm olyan particidinak szama, amiben a tagok
kiilonbozék. (Megengedjiik az egytagi, s6t az iires dsszeget is. Pl pg = 1
o0
éspg =4, mert 6 =5+1=4+2=3+2+1) A Plx) = > ppa"
n=0
generatorfiiggvény segitségével keressiink felsé becslést p,,-re.
7.3.9. (5) - ) L . s
Fejtsiik hatvanysorba az ar th x fiiggvényt az 1/2 koriil. Hol &llitja
el6 a hatvanysor a fiiggvényt?

7.3.10. (6)

ad 1 1 2
> (5er1 srs wrs)
Ze\3k+1 " 3k+2 3k+3

7.3.11. (5) (a) Hatdrozzuk meg azoknak a ¢ val6s szdmoknak a halmazét,

o0
amelyekre a Z (nc . Cos(nx)) fliggvénysor R-en pontonként konvergens.
=1

(b) Hatdrozzuk meg azoknak a ¢ valés szamoknak a halmazat, amelyekre

o0
a Z (nc . sin(nx)) fliggvénysor R-en egyenletesen konvergens.
n=1

7.3.12. (2) Milyen ¢ valds szamokra igaz, hogy
= [c
=27
> (1)
k=0
7.3.13. (6)

7 kozelitése Machin-tipusu formuldval. Hany tagot kell az arc tgx
fiiggvény Taylor-sordbdl figyelembe venniink ahhoz, hogy a 7 = arc tg% +
arc tg% képlet hibaja 10~6-ndl kisebb legyen? (A képlet levezethetd a (2 +

i)(3+1) = 5+5i azonossagbdl.) Hany tagra van sziikség ha a 7 = 2arctg % +
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arctg % képletet hasznaljuk, és azt akarjuk, hogy a hiba 1076-nal kisebb
legyen? Ismételjiik meg az eredeti Machin formuldval (1706): § = 4 arctg %f
arctg ﬁ.



8. fejezet

Tobbvaltozos fiiggvények
differencialasa

8.1. R? — R fiiggvények

8.1.1. A ponthalmazelmélet alapjai

A:{(x,sinl> |z >0 } C R?
x

halmaz belseje, hatéra, lezdrasa?

8.1.1.(2) ) p .

812 (5) ] 107

e a) ACB = intA C int B;

intint A = int A;

167
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8.1.3. (5) Bizonyitsuk be, hogy H a H-t tartalmazé legsziikebb zéart hal-
maz.

8.1.4. (4) H = {y| 3z, € H sorozat, melyre z,, — y }.

8.1.5. (4)

Igazoljuk, hogy
a) AUB = AU B;
b) ANBC ANB.

8.1.6. (1) Bizonyitsuk be, hogy ha p az E C R¢ halmaz torlédési pontja,

akkor p minden kornyezetében végtelen sok pontja van az E-nek.

8.1.7. (5) | Mutassik meg, hogy minden H C R? halmazra 00H C OH.

Mutassunk példat, amikor a tartalmazas szigoru.

8.1.8. (6) Legyen x € R™ és legyen A C R"™ zért. Bizonyitsuk be, hogy van

olyan a € A pont, melyre |z — a| = d(x, A), ahol
d(xz,A) :=inf{|x —b| : b€ A}
az x pont tavolsdga A-tol.

8.1.9. (6) Legyen A C R? zart halmaz, melynek

diam(A) :=sup{|z —y| : z,y € A}

diamétere (dtmérdje) d. Bizonyitsuk be, hogy van olyan a és b pontja A-nak,
melyek tavolsaga d.

8.1.10. (1) Mi az aldbbi halmazok belseje, kiilseje és hatara? Mi a hatédr
hatara?
. 1
{(z,y) eR*: 2,y >0, x4y < 1}; U {(x,y) eER?: xz=1/n, |yl < n}
n=1
8.1.11. (5)

Igazoljuk, hogy egy metrikus tér tetszéleges A részhalmazara

intint A = int A; intext A = ext A.
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8.1.12. (6) Igazoljuk, hogy ha K egy metrikus tér olyan részhalmaza, hogy

K minden, nyilt gémbokkel torténd lefedésébdl kivédlaszthatd véges fedés,
akkor K kompakt. (Egy halmaz akkor kompakt, ha minden nyilt fedésébél
kivélaszthatd véges fedés.)

8.1.13. (8) Igazoljuk, hogy ha K kompakt részhalmaza egy metrikus térnek,

akkor K korlatos és zart.

8-1.14. (5) J Létesik-e olyan A C R halmaz, amire 94, DDA, 900A, ... mind
kiilonb6z67?
8.1.15. (5) Igazoljuk, hogy egy metrikus tér tetszoleges A, B részhalmazaira
J(AUB) C 0AU OB,
(AN B) COAUIB.
Igaz-e, hogy
(8(A U B)) U (B(A N B)) =0AUO0B?
8.1.16. (6)

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha A egy metrikus tér tetsz6leges rész-

halmaza, akkor d(int A) C 0A és d(ext A) C OA.
(b) Igaz-e, hogy J(int A) = J(ext A)?

8.1.17. (5) Igazoljuk, hogy tetszbleges metrikus térben minden halmaznak
zart a hatéra.

8.1.18. (6) Igazoljuk, hogy ha K kompakt halmaz egy metrikus térben, akkor
K minden zart részhalmaza kompakt.

8.1.19. (1) Igazoljuk, hogy tetsz6leges metrikus térben a nyilt és a zart hal-
mazok szdmossiga megegyezik.

8.1.20. (8) Igazoljuk, hogy ha egy metrikus térben minden korlatos, zart

halmaz kompakt, akkor a tér teljes. (A tér teljes, ha minden, az elemeibél

képzett Cauchy-sorozat konvergens.)

8.1.21. (9) (a) Igazoljuk, hogy ha egy metrikus térben teljesiil a Bolzano—

Weierstrass-tétel, akkor a tér teljes.
(b) Mutassunk példat olyan metrikus térre, ami teljes, de nem teljesiil a
Bolzano—Weierstrass-tétel.
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8.1.22. (8) Igazoljuk, hogy RP-nek kontinuum sok nyilt, és kontinuum sok

zart részhalmaza van.
8.1.23. (9) Az RP tér egy részhalmaza ,,Gs”, ha megszamlalhaté sok nyilt hal-
maz metszete. A H halmazrendszer ,ldnc,” ha barmelyik két eleme koziil az
egyik részhalmaza a masiknak. Igazoljuk, hogy tetszoleges, nyilt halmazokbdl
4ll6 lanc elemeinek metszete Gs.

8.1.24. (5) Gyujtsiink Ossze minél tobb ekvivalens feltételt arra, hogy egy

halmaz nyilt, illetve zart.

8.1.25. (5) Igazoljuk, hogy RP-ben minden zért szakasz ,0sszefliggd”, azaz
ha A, B diszjunkt, nyilt halmazok és [a,b] C (AU B), akkor [a,b] C A vagy
[a,b] C B.

I

8.1.26. (6) Igazoljuk, hogy RP-ben teljesiil a Baire-kategdriatétel.

8.1.27. (9) | Bisonyitsuk be Helly tételét:
(a) ha Fy,..., F, C RP konvex halmazok, és koziilikk barmely (p + 1)-nek
van kozos pontja, akkor az 6sszes F;-nek van kézos pontja.
(b) ha F; C R? (i € I) konvex kompakt halmazok, és koziiliik bérmely
(p + 1)-nek van kozos pontja, akkor az 6sszes Fi-nek van kozos pontja.

8.1.28. (9) Mutassuk meg, hogy C|[a,b] (a maximum norméval) zart egység-

gbémbje nem kompakt, noha korlatos és zart.

8.1.29. (10) Igaz-e, hogy tetszOleges, G5 halmazokbdl all6 lanc elemeinek met-

szete is Gg?

8.1.30. (9) Tegyiik fel, hogy K egy metrikus tér részhalmaza és minden K-n

értelmezett folytonos fiiggvény korlatos. Igazoljuk, hogy K korldtos és zart.
Kovetkezik-e a feltételbol, hogy K kompakt?

8.1.2. Hatarérték és folytonossiag R"-ben

8.1.31. (4) lingo o) (22 + 42)° =7
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8.1.32. (8) Egy ||| : R? — R fiiggvényt normdnak neveziink, ha a kévetkezok

teljesiilnek:
(a) ||z|| > 0 és ||z|| = 0 akkor és csak akkor, ha z = 0;
() [z +yll < [z + [[y]l;
(¢) |le- z|| = |¢| - ||x|| minden ¢ € R, z € R"-re.
Definidljuk a kovetkez6 normakat RP-ben:

p 1/«
o = (2 |m|“> (1<a<oo) lall = ma foil
1=

(a) Igazoljuk, hogy ezek valéban normék.
(b) Miért nem definidljuk a normdt o < 1 esetén?
(¢) Igazoljuk, hogy tetszbleges x € RP esetén

Jim [lalle = -
(d) Mutassuk meg, hogy

Va, B € [1,00) U{oo} Jeg,c0 > 0 Vo € RP ¢q||z||a < ||z]lg < c2l|z||a-

(e) Igazoljuk, hogy barmely két norma ekvivalens, azaz ha ||.|| és ||.|| két
tetszbleges norma, akkor vanak olyan ¢, co > 0 konstansok, amikre ¢ ||z|| <
[|2[|" < caf |-

8.1.33. (1)

Igazoljuk, hogy az (z,y) — x + y fiiggvény folytonos. Keressiink
az (1,2) pontban &€ = 1073-hoz §-t.

8.1.34. (3) Milyen valds a esetén folytonos az

Yy
———~—— ha (z,y) # (0,0
flay) = q @2 +y2) 700
0 ha (1'7y) = (an)
filggvény a (0,0) pontban?
8.1.35. (5) Legyen A C RP és f : A — R tetszoleges fliggvény. Legyen B azon

RP-beli pontok halmaza, amelyekben az f-nek létezik véges hatarértéke az A
halmazra szoritkozva, és legyen tetszéleges b € B-re g(b) = lgm N f(x).
z—b, x€

Igazoljuk, hogy ¢ folytonos a B halmazon.
8.1.36. (6) Tegyiik fel, hogy az f : R? — R fiiggvény mindegyik f,—, szek-
cidfiiggvénye folytonos, és mindegyik f,—; szekciéfiiggvénye monoton és foly-
tonos. Igazoljuk, hogy f folytonos.
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8.1.37. (7) Bizonyitsuk be, hogy ha K C RP, és minden K-n értelmezett

folytonos fiiggvény korlatos, akkor K kompakt.

8.1.38. (1) Igazoljuk, hogy az (x,y) — xy fiiggvény folytonos. Keressiink az
(1,2) pontban ¢ = 10~3-hoz J-t.

8.1.39. (4) Mutassunk példat olyan f : R — R és g : R? — R fiiggvényre,

amelyekre li(r)ng =0és li(l)nf =0, de li(l)n(f og) #0.

8.1.40. (5)
. cosx +cosy — 2
lim _— =7
(2,)—(0,0) 2 +y?

Keress e-hoz 6-t!

8.1.41. (3) Igazoljuk, hogy egy f : RP — R fiiggvény akkor és csak akkor

folytonos, ha minden nyilt halmaz 6sképe nyilt.

sinx — sin
8.1.42. (5) Létezik-e a ot —SY fliggvénynek hatarértéke az origéban az
T —

{(z,y) : x # y} halmazra szoritkozva?
Kiterjeszthet6-e a fiiggvény folytonosan a teljes sikra?
8.1.43. (5)
lim chx —cosy o
(@y)—00) 2?+y?

Keress e-hoz 6-t!

8.1.44. (1) 0 €E RP. f:RP - R, z — |z — x¢|. Bizonyitsuk be, hogy
folytonos.
8.1.45. (4) | .. , z?y . .,
Milyen a > 0 esetén folytonos az ————— fiiggvény az origd-
(22 4 3y?)e
ban?
8.1.46. (3)

Legyen A C RP, A # (), és legyen f : RP — R,

f@)=inf{ |z —y||yc A}

Bizonyitsuk be, hogy f folytonos. Bizonyitsuk be, hogy

flx)=0 & x € A
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8.1.47. (8) Konstruédljunk [0,1] — [0,1]3 ,Peano-gérbét” (azaz folytonos,

sziirjektiv leképezést).

8.1.3. Differenciidlas R"-ben
8.1.48. (1)
0-ban?

8.1.49. (2)

Differencialhaté-e az xy (R? — R) leképezés? Mi a derivalt a

t> hat>0
g(t):{ -

—t* hat<0

Hol differencialhaté f(z,y) := g(x) + g(y)?
8.1.50. (2) Rajzoljuk fel e szintvonalait. Egy adott (zg,y0) pontban
melyik irdnyban né legjobban a fiiggvény értéke?

8-1.51. 3) J Ho) differencidlhaté a || . ||y := 3" || fiiggvény?

8.1.52. (3) Legyen 1 < p < oo. Hol differencidlhaté a || . ||, :== (D |xi|p)1/p

—
[=H
a9
09
<
g\
<
-~

8-1.53. (7) | Mutassunk példt olyan f : R? — R fiiggvényre, melynek létesik

minden 0 koriili irdnymenti derivaltja, de 0-ban nem differencidlhatdé.

8.1.54. (5) Legyen f : R? — R fiiggvény az I := [0,1] x {0} intervallumtél
mért tavolsag. Hol differencidlhaté? Hol differencidlhato kétszer?

8.1.55. (2) Legyen F : R? — R differencialhaté, és derivéltja (f(x, ), g(x,y)).

Mi a derivéltja az F(sint,cost) fiiggvénynek?
8.1.56. (1) flx,y) = 2% + 92, g(a,y) = 2% + y*. Szdmitsuk ki a (0,0)-ban e
fliggvények els6 és masodik differencialjat.

8.1.57. (4)

2

fany) = wyigi:zz egyébként 0% f (0,0) = 0% f
0 ha (x,y) = (0,0) Oyox Oz 0y

(0,0) =7

8.1.58. (4) Egyenletesen folytonos-e (z,y) — arcsin 57
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8.1.59. (2)

%f
5z =0

Legyen f(z,y) = log\/(z —a)? + (y — b)2. Igazoljuk, hogy % +

8.1.60. (3) J Iyasoljuk, hogy

fy) (22 + y?) sin \/a:;Tv? egyébként
z,Y) = )
0 ha (z,y) = (0,0)

mindenhol differencidlhaté, de nem folytonosan differencialhato.

8.1.61. (3) Legyen g(t) = sgn(t) - t2. Mutassuk meg, hogy az f(z,y) =

g(x) + g(y) kétvéaltozds fiiggvény mindenhol differencidlhatd, de a tengelyek
mentén nem differencidlhaté kétszer.
8.1.62. (3) Mutassuk meg, hogy az (x —y?)(2z —y?) fiiggvénynek nincs loka-
lis minimuma (0, 0)-ban, de minden (0,0)-n dthaladé egyenesre megszoritva
lokélis minimuma van ott.

8.1.63. (2) f:R? — R elég sima. Adjuk meg egy irdnyvektorat a z = f(z,y)
grafikon (xo, Yo, f(Zo, yo))-beli normélisanak.

8.1.64. (3) Hatérozzuk meg x3 + % — 2y minimumat és maximumét a [0, 1] x

[0, 1] négyzeten.

8.1.65. (3) Hatdrozzuk meg xy - log(z? + 3?) maximumat és minimumat az

22 4+ y? < r korlemezen.

8.1.66. (1) Igazoljuk, hogy ha f : R? — R parcidlisan differencidlhaté, és
D, f =0, akkor f csak y-tdl fiigg.

8.1.67. (2) Igazoljuk, hogy az (z1,x2,...,2,) — o1 + 22 + ... + x, fliggvény

differencidlhaté. Mi a derivéltja? Keressiink e-hoz §-t!

8.1.68. (2) Igazoljuk, hogy az (x,y) +— log, y fiiggvény differencidlhaté, ha

z > 1é y > 0. Vezessiik le a ldncszabalybdl logg,, g(x) differencialasi
szabdlyét.

8.1.69. (2) Igazoljuk, hogy az (z,y) — ¥ fiiggvény (y > 0) folytonosan

differencidlhaté. Mi a derivaltja?
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8.1.70. (3) s

Igazoljuk, hogy az f(xz,y) = 0,0) = 0 fiiggvény az

x
origéban minden irdnyban differencialhaté. Létezik-e olyan a vektor, amire
tetszdleges v egységvektor esetén D, f(0,0) = a - v?

8.1.71. (4)
Do f?
8.1.72. (4)

Mik azok a differencidlhaté R? — R fiiggvények, amikre D, f =

Bizonyitsuk be, hogy ha f : R? — R differencidlhaté az a pontban,
f(a) =0, és f'(a) = 0, akkor minden korldtos g : R? — R fiiggvényre gf is
differencidlhaté a-ban.

8.1.73. (5) Konstrualjunk olyan fiiggvényt, aminek az origéban minden irany-

menti derivaltja 0, és
(a) nem differencidlhaté az origéban;
(b) nem folytonos az origéban;
(c) nem korldtos az origd egyetlen kornyezetében sem.
8.1.74. (6) Tegyiik fel, hogy az f : R? — R fiiggvény Dis f mésodik parciélis
derivéltja mindenhol létezik, és sehol sem negativ. Mutassuk meg, hogy
tetszdleges a < b, ¢ < d szdmokra f(a,c)+ f(b,d) > f(a,d) + f(b,c).
8.1.75. (5) Tegyiik fel, hogy f : R? — R fiiggvény Disf mésodik parcislis
derivéltja mindenhol létezik. Mutassuk meg, hogy ha tetszbleges a < b, ¢ < d
szémokra f(a,c)+ f(b,d) > f(a,d)+ f(b,c), akkor D;5 sehol sem negativ.

8.1.76. (5) Legyen f : R? — R kétszer differencidlhaté. Mutassuk meg, hogy
ha a teljes sikon Dy2 > 0, akkor Dy; > 0.

aill N A1n,

8.1.77. (5) Mi a tr : R™" — R, tr =ai1tage+...+ap,

Gpl .. Qpp
fuggvény derivéltja?

Igazoljuk, hogy az n-dimenzids vektorok skalaris szorzasa, mint
R?" — R fiiggvény differencidlhaté. Mi a derivaltja?

8.1.79. (1) Igazoljuk, hogy az (z,y) — x/y fiiggvény differencidlhaté (y # 0).
Mi a derivaltja?

8.1.80. (2)

8.1.78. (2)

Igazoljuk, hogy az (z1,22,...,2Zyn) — 123 ...z, fliggvény diffe-
rencidlhaté. Mi a derivaltja?
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8.1.81. (3) Vezessiik le a lancszabdlybol az n-tényezos szorzat derivaltjara

vonatkozo6 szabalyt.
Kapcsol6do feladat: 8.1.80

8.1.82. (2) Legyenek f : I — (0,00) és g : I — R differencidlhaté fiiggvé-
nyek, ahol I C R intervallum. Vezessiik le a lancszabalybdl f9 differencialasi
szabalyat.

8.1.83. (5)

Igaz-e, hogy ha f : R? — R differencidlhaté és minden a-n dtmend
egyenesre megszoritva f-nek lokalis minimuma van az a pontban, akkor f-nek
lokédlis minimuma van a-ban?

8.1.84. (5) Legyen B valds ¢ x r-es métrix. Mi az

f(xla s 7xq+r) = (l’]_, ce axq)M(xq+17 s axq+7‘>T
bilinedris forma derivaltja?

8.1.85. (5) Igaz-e, hogy ha az f : R? — R fiiggvény az origén kiviil minden
pontban differencidlhaté és az origéban minden irdnyban 0 az irdnymenti
derivaltja, akkor az origéban is differencialhat6?

8.1.86. (3) frjuk fel a differencidlhatésdg és a kétszer, illetve haromszor dif-

ferencidlhatosag definiciéjat linearis leképezésekkel.

8.1.87. (4) Milyen a, 3 > 0 esetén lesz |x|® - |y|? kétszer differencidlhaté az
origdban?

8.1.88. (1) Irjuk fel az zyz fiiggvény méasodik Taylor-polinomjst az (1,2,3)
pontban.

8.1.89. (1) [rjuk fel a sin(z +y) filggvény harmadik Taylor-polinomjat a (0, 0)
pontban.

8.1.90. (3) Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények lokalis szélsGértékeit:

2> +ay+y?—3z—3y+5; 3y (2 —x —y).

8.1.91. (8) Bizonyitsuk be, hogy ha Diof és Doy f is létezik az (a,b) pont

egy kornyezetében és mindkettd folytonos (a,b)-ben, akkor Disf(a,b) =
D2y f(a,b

~
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8.1.92. (8) | megyiik fel, hogy a Dy f, Daf és Diaf parcialis derivaltak léteznek

az (a,b) pont egy kornyezetében és Diqf folytonos (a,b)-ben. Bizonyitsuk
be, hogy Da1 f(a,b) is 1étezik és Doy f(a,b) = D1af(a,b). (Schwarz tétele)
8.1.93. (4) Milyen a, 3 > 0 esetén lesz |x|® - |y|® héromszor differencidlhaté
az origéban?
8.1.94. (1) Irjuk fel az z/y fiiggvény harmadik Taylor-polinomjat az (1,2)
pontban.

8.1.95. (3) | Hatarozzuk meg az alébbi fiiggvények lokalis szélséértékeit:

3 +y® — 9zy; sinz + siny + sin(x + y)

8.1.96. (5) Legyen f(z,y) = g(x)h(y), ahol a g(z) és h(y) fiiggvények n-szer

differencidlhaték az a, illetve a b pontban. A g(z) n-edik Taylor-polinomja
az a pontban legyen co + ¢1(z —a) + ... + ¢, (z — a)™, a h(y) n-edik Taylor-
polinomja a b pontban pedig do+d; (y—b)+...+d,(y—b)". Mi az f fiiggvény
(a,b)-beli, n-edik Taylor-polinomja?

8.1.97. (7) Az f:R? — R differencidlhaté fiiggvényre tetszéleges x,y esetén

y* - Dif(z,y) =2° - Daf(2,y).

Bizonyitsuk be, hogy f(z,y) = g(23+%?) egy alkalmas g fiiggvénnyel. Igaz-e,
hogy a g fiiggvény differencidlhaté a 0-ban?
8-1.98- 3) J Iyazoljuk, hogy ha fi, ..., f, : R — R kétszer differencidlhaté kon-
vex fluggvények, akkor a g(z1,...,xp) = fi(z1) + ... + fp(z,) fliggvény is
konvex. Ellendrizziik, hogy a d?¢ kvadratikus alak mindenhol pozitiv szemi-
definit.

8.1.99. (3) Hatérozzuk meg xy + % + % lokélis szélséértékeit.
8.1.100. (5) Hény lokélis maximumhelye és hany lokdlis minimumhelye van az
(14 eY)cosz — ye¥ fiiggvénynek?

8.1.101. (2) f(z,y) = ¥(x — ay) + p(x + ay), ahol ¥, ¢ akdrhdnyszor differen-

Pf 20,
Oy? ox?

cialhaté.
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8.1.102. (4) ] \fijven c-re differencidlhato

21 ha (a, 0,0
0 ha (z,y) = (0,0)

8.1.103. (7) Bizonyitsuk be, hogy ha f : R? — R differencidlhaté és tetszdleges

z,y € R esetén Dyf(x,y) = yDof(x,y), akkor létezik olyan g : R — R
differencilhaté fiiggvény, amire f(z,y) = g(e®y).

8.1.104. (7) Igazoljuk, hogy ha H C RP konvex és nyilt, és f : H — R konvex,
akkor f a H minden kompakt részén Lipschitz.

8.1.105. (9) Adott egy F : RP — R kétszer differencialhaté konvex fliggvény.
Az F minimumat a konjugdlt gradiens maodszerrel keressiik: vesziink egy xo-t,
majd legyen

Tpt1 = T — () - grad f(z,),
ahol a c¢(z,,) szdmot az f fiiggvény x,-beli els§ és masodik derivaltjdbol sza-
mitjuk.
(a) Mi legyen c(zy,)?
(b) Igazoljuk, hogy a mdédszer miikodik mdsodfokd polinomokra.
(c) Keressiink més elégséges feltételt a médszer mitkodésére.

81106 (4) ] [ ogven H c RF+, a € R?, b e RY, (a,b) € it H és f: H — R

differencidlhaté az (a, b) pontban, tovdbba tegyiik fel, hogy egy, az a pont egy

kornyezetében értlemezett, R%-ba képezo ¢ differencialhaté fiiggvény megol-
désa az f(z,(x)) = 0 egyenletnek. Igazoljuk, hogy

£i(b) o @' (a) = () (a).
8.1.107. (4) Legyen |z| < 1, |y| < 1, |2| < 1 esetén u(x,y, 2) az
2tz +(1+yu—B+2)=0

polinom valés gyoke. «/(0,0,0) =7

8.1.108. (4) Legyen |x1—10] < 1, |£2—20| < 1, |23—30] < 1 esetén u = (u1,ug)
az
T1T2X
up +ug =x1 + a2+ 3 — 10, ujug = 11(2)3

egyenletrendszernek a (30, 20) ponthoz kézelebbi megolddsa. «’(10, 20,30) =7
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8.1.109. (4) Hatérozzuk meg az 22 4+ y? = 1, 22 + 22 = 1 feltételek mellett x,

T+ y + z, illetve y + z legnagyobb lehetséges értékeit.

8.1.110. (4) Hatdrozzuk meg zyz legnagyobb értékét az x +y + 2 = 5, 22 +
y? + 22 = 9 feltételek mellett.

8.1.111. (3) Ellenorizziik a mértani és négyzetes kozepek kozotti egyenlotlen-

séget a Lagrange-multiplikdtor moédszerrel.

8.1.112. (5) Legyen M szimmetrikus n X n-es matrix.

(a) Mely v egységvektorok esetén lesz v7 Mv minimalis, illetve maximalis?
(b) Melyik a leghosszabb, illetve a legrovidebb azon v vektorok koziil,
amikre v Mv = 1?

8.1.113.

—~

4) Hatarozzuk meg = — y + 3z legnagyobb és legkisebb értékét az
2

S
[\v}
+
oS,
N

+
|

=1 ellipszoidon.

8.1.114. (4) Hatdrozd meg 2 + yz + z legkisebb és legnagyobb értékét az
x2 4+ y2 + 22 < 1 halmazon.

8.1.115. (5) Legyen A és B két n x n-es valés szimmetrikus métrix, det A # 0.

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha g € R™ feltételes lokalis szélsGértékhelye az
z — 2T Bz fiiggvénynek az 27 Ax = 1 feltétel mellett, akkor xy sajatvektora
az A~'B métrixnak.

(b) Mi a jelentése az xg sajdtvektorhoz tartozé sajatértéknek?

8.1.116. (6) Adottak a térben a p1,...,p, pontok. Tekintsiik azt az origén

atmeno sikot, amire a pontok és a sik tavolsdgainak négyzetosszege minimalis.

Legyen a sik normalvektora v.
n
(a) Igazoljuk, hogy v sajatvektora a > p;p! méatrixnak.

i=1
(b) Mi a geometriai jelentése a v-hez tartozé sajatértéknek?

8.1.117. (4) Hat4rozd meg x%y3log(x? + y?) értékkészletét az 22 + y? < 1

halmazon.

8.1.118. (4) Mik azok az (z,y) pontok, amelyeknek van olyan kornyezete,

amelyben a sinx + sin(z + y) fiiggvény konvex?
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8.1.119. (5) ] 1 oven f: R® — R kétszer differencialhaté fiigevény. Tzazoljuk,

hogy ha minden pontban
(f'(z,y,2), (z,y,2)) = 0,

akkor
an(O, 0, 0) + DQQf(O, 0, 0) + D33f(0, 0, 0) > 0.

8.1.120. (4) Hatérozd meg az zy = 4 hiperbola és az (5,5) pont tavolsdgat a

Lagrange-multiplikdtor modszerrel.

8.1.121. (7) A differencidlhaté f : R? — R fiiggvényre

y* - Dif(z,y) + 2 Daf(z,y) = 0.
Bizonyitsuk be, hogy f(v/2,V/3) = f(0,0).
8.1.122. (3) Hol van az 2% — 3z + 2y — 2z + y? + 22 fiiggvénynek lokalis

minimuma, illetve maximuma?

8.1.123. (4) Legyen |z| < 1, ly| < 1, |2| <1 esetén u(x) az

2+ 2)u® +(1+y)u—(3+2)=0

polinom valds gyoke. Igazoljuk, hogy u kétszer differencidlhaté a 0-ban.
u”(0) =7

8.1.124. (4) Differencialhaté-e az

sin? m+sin2 y+sin2 z
f(ZU y Z) _ 221 y2 422 x,y,z) #
IR
1 r=y=2z

fliggvény az origéban?

8.2. R’ — R fiiggvények
8.2.1. Hatarérték és folytonossag

8.2.1. (5) f:RP - RY A B CRP,z € AN B. Az f folytonos z-ben

A-ra megszoritva, B-re megszoritva. Bizonyitsuk be, hogy folytonos AU B-re
megszoritva is. Igaz-e az analég kérdés végtelen uniora is?
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8.2.2. (3) f:RP - RI A B CRP. Az f folytonos A-ra megszoritva, B-re

megszoritva. Igaz-e, hogy folytonos A U B-re megszoritva is?

8.2.3. (3) f:RP - R A B C RP zartak. Az f folytonos A-ra megszoritva,

B-re megszoritva. Igaz-e, hogy folytonos A U B-re megszoritva is?

8.2.4. (10) Két hegymdészé az y = f(x) grafikoni hegyet akarja megmadszni,
ahol f : [0,1] — [0,1] folytonos fiiggvény és f(0) = f(1) = 0. Az egyik
hegymaészé a (0,0), a masik az (1,0) pontbdl indul. A két hegymadsz6 gy
szeretne taldlkozni, hogy minden pillanatban azonos magassdgban vannak.
Sikeriilhet-e ez nekik?

(Avagy: léteznek-e olyan g, h : [0,
lyekre ¢g(0) = 0, h(0) = 1, g(1) =
F(h(2))?

1] — [0,1] folytonos fiiggvények, ame-
h(1) és minden z € [0,1]-re f(g(z)) =

8.2.2. Diﬂ'erenciélhatéség

I R2—>R3 (,y) = (%, 22 +9?,sinx); g : R3 = R, (X,Y, Z) —

XY( of) =

8:2.6. (1) ] fijuk fel a kvetkess leképezésck Jacobi-matrixét.

flx,y) = (z+y,ay,cos(x+y); glx,y) = (", zy); h=fog.

8.2.7. (2) Igazoljuk, hogy a vektorok vektoridlis szorzdsa, mint R® — R3

fuggvény, differencidlhatéd. Mi a derivaltja?
8.2.8. (4) Mi az f(x,y) = (22 —y?, 2zy) leképezés (azaz a komplex négyzetre
emelés) lokdlis inverzének Jacobi-métrixa?

8.2.9. (5) Legyen A : R™ — R"” invertalhaté linedris. Igazoljuk, hogy
_ 1
A7 = — T
min{Az|z € S5~ (1)}
8.2.10. (5)

Mutassunk olyan A : R™ — R™ linedris leképezést, melyre

> ai; > IAllL
iJ

Mutassuk meg, hogy itt mindig > &ll.
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8.2.11. (8)

Igazoljuk, hogy

Mutassunk példat olyan métrixra, amikor nem all egyenloség.

8.2.12. (2) frjuk fel a kovetkez6 leképezések Jacobi-matrixat.

f(z,y) = (sinz,cosy); g(z,y) = (logz, 2> +y*); h=fog.

8.2.13. (1) Igazoljuk, hogy a kvaterniészorzds, mint R® — R* fiiggvény dif-

ferencialhato.

8.2.14. (4) Legyen az R?-ba képez6 f fiiggvény differencidlhaté az [a, b] C RP

szakasz pontjaiban. Igazoljuk, hogy

[£(0) = fla)l < |b—al - sup [[f'(c)]].

c€la,b

8.2.15. (7) Igazoljuk, hogy minden A € Hom(RP,RP)-re ||A|| > | det A|'/P.

8.2.16. (5)

(a) Igazoljuk, hogy minden RP — RY linedris leképezés Lipschitz.
(b) Igazoljuk, ha A € Hom(RP,RP) invertdlhatd, akkor 3c¢ > 0Vz €
RP |A(2)
> clx|.
8:217. (10) ] [ eeven H ¢ R, g € R?, b € R, (a,b) € intH és f :
H — R kétszer differencidlhat6 az (a,b) pontban, tovabbd tegyiik fel, hogy
D,11f(a,b) # 0. Igazoljuk, hogy az f(z,¢(x)) = 0 (p(a) = b) egyenlettel
megadott ¢ implicit fiiggvény kétszer differencialhaté az a pontban, és irjuk
fel a masodik derivaltjat.

8.2.18. (10) Legyen H C RP nyilt, f : H — RP kétszer folytonosan differen-
cidlhatd, a € H, és tegyiik fel, hogy f’(a) invertdlhaté. Tudjuk, hogy f-nek
létezik inverze az a pont egy kornyenyezetében; legyen ez g. Igazoljuk, hogy
g kétszer differenciglhaté f(a) egy kérnyezetében. Irjuk fel q"(f(a))-t f'(a)
és " (a) segitségével.
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8.2.19. (10) Legyen H C RP nyilt, f : H — RP n-szer folytonosan differenci-

alhatd, a € H, és tegyiik fel, hogy f’(a) invertdlhaté. Tudjuk, hogy f-nek
létezik inverze az a pont egy kérnyenyezetében; legyen ez g. Igazoljuk, hogy
g is n-szer differencidlhaté f(a) egy kérnyezetében.
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9. fejezet

Tobbdimenzios
Jordan-mérték és
Riemann-integral

9.0.1. (2) Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges 0 < a < b valds szdmokhoz
létezik olyan H C RP korldtos halmaz, amire b(H) = a és k(H) = b.

9.0.2. (3) Legyen H C RP korlatos halmaz. Igazak-e a kovetkez6 allitasok?
(a) Ha k(H) =0, akkor H € J. (d) Ha H € J, akkor int H € J.

(b) Ha H € J, akkor OH € J. (e) Ha H € J, akkor ¢l H € J.
(¢c) Ha OH € J, akkor H € J. (f) Haint H € J és clH € J, akkor H € J.

9.0.3. (5) Legyen A, B C RP két diszjunkt, korlatos halmaz. Rakjuk sorba

nagysag szerint a kivetkez6 mennyiségeket:
k(AU B); b(AU B); k(A) + k(B); b(A) + b(B);
k(A) 4+ b(B); b(A) + k(B).
9.0.4. (5) Legyen f : (0,1) = R, f(z) = xzsinlogz. Korlatos viltozdsi-e a
fliggvény? Abszolut folytonos-e?
9.0.5. (4)

Legyen f : [a,b] — R. Melyik igaz az alabbi dllitasok koziil?
(a) Ha f monoton, akkor f korldtos valtozasu.

185
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(b) Ha f folytonos, akkor f korldtos véltozdsi.
(c) Ha f folytonos és korldtos valtozdsu, akkor f Lipschitz.
(d) Ha f korldtos véltozdsu, akkor az [a,b] intervallum felbonthaté meg-
szamlalhaté sok olyan intervallumra, amelyeken f monoton.
(e) Ha az fab df Stieltjes-integral 1étezik, akkor f abszolit folytonos.
(f) Ha f abszolut folytonos, akkor f Riemann-integralhato.
9.0.6. (5) L (o .. 1174 4
egyen H C RP korlatos halmaz. Igazak-e a kovetkezd allitasok?
a) Ha clH € J, akkor H € J.
b) Ha H zért és H € J, akkor int H € J.
c) Ha H nyilt és H € J, akkor clH € J.
d) Ha k(int H) = b(cl H), akkor H € J.
e)OH € J.

9.0.7. (4)

(
(
(
(
(

Legyenek A C RP, B C R korlatos halmazok. Igaz-e, hogy

(a) kP+D(A x B) = L(®) (A) - k(q)(B)?

(b) ppta) (Ax B) = p(P) (A) - b(q>(B)‘.?

(¢c) Ha A és B mérheté, akkor A x B is mérhetd és t®P+9(A x B) =
t®)(A) - t@(B)?

9.0.8. (6)

oo

Legyenek Ai,..., A, mérheté halmazok az egységkockdban, és
tegyiik fel, hogy a mértékeik tsszege nagyobb, mint k. Bizonyitsuk be, hogy
van olyan pont, amely a halmazok koziil t6bb, mint k-nak eleme.

9.0.9. (5)

Bizonyitsuk be, hogy ha A C B C RP és B Jordan-mérhetd, akkor
t(B) =k(A)+b(B\ A).

9.0.10. (5) Bizonyitsuk be, hogy egy A C RP korlatos halmaz akkor és csak

akkor mérhet6, ha barmely B C RP halmazra

k(B) = k(BN A)+k(B\ A).

9.0.11. (5) Legyen A C [a,b] Jordan-mérhet6 R-ben. Kossiik 6ssze A min-

den pontjat egy adott sikbeli ponttal. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott
szakaszok unidja Jordan-mérhet6 a sikban. Mennyi a teriilete?

9.0.12. (4) Igaz-e, hogy ha A C R mérhetd, akkor

{(z,9): Va2 +y2 € A} C R?

is mérhetd?
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9.0.13. (7) Igazoljuk, hogy ha Bi, Bs,... C RP péaronként diszjunkt, nyilt

gdémbok, akkor
b( U BZ) => b(B;).
i=1 i=1

e Mutassuk meg, hogy tetszéleges 0 < ¢ < d < oo-hez 1étezik olyan

korlatos, zart halmaz, aminek belsé mértéke c, kiilsé mértéke d.

Igazoljuk, hogy ha m : J — R nemnegativ, additiv, eltolds-
invarians és normaélt, akkor m = t.

9.0.16. (7) Legyen R C P(RP) halmazgytirt és u : R — R. Nevezziink egy
A € R halmazt y-mérhetének, ha barmely B € R esetén p(B) = u(BNA) +
u(B\A). Bizonyitsuk be, hogy a p-mérhetd halmazok R-nek egy részgytiriijét
alkotjak, és ezen a részgytrin p additiv, azaz tetszoleges A, B diszjunkt, u-
mérhetd halmazokra pu(A U B) = u(A4) + p(B).

9.0.15. (6)

9:0.17- 5) | Igazoljuk, hogy ha A, B C RP és ¢l AN cl B nullmértékii, akkor
k(AU B) = k(A) + k(B).

9.0.18. (6) Bizonyitsuk be, hogy egy A C RP korlatos halmaz akkor és csak
akkor mérhet6, ha barmely B C RP halmazra

b(B) = b(BN A) +b(B\ A).

9.0.19. (5) Legyen A C R? Jordan-mérhetd. Igaz-e, hogy az U [0, a] halmaz

acA
(az origét az A-beli pontokkal tsszekotd szakaszok unidja) mérhetd?

[Eredmény—> ] [ Megoldas— ]

9.0.20. (6) TetszOleges € > 0 esetén osszuk fel az n-dimenzids egységkockat

egy nyilt és egy zart részre ugy, hogy a két rész belsd Jordan-mértéke e-nél
kisebb legyen.

9.0.21. (10) Tetsz8leges H C RP korlatos halmaz esetén legyen B(H ) az (egyik)
legnagyobb nyilt gémb, ami H-nak részhalmaza; ha H belseje iires, akkor le-
gyen B(H) = ). Egy A9 C R? Jordan-mérhet6 halmazbdl kiindulva képezziik
az Ay, Ag, ... halmazsorozatot az A, 11 = A, \ B(4,) rekurziéval. Igazoljuk,
hogy limb(A4,,) = 0.

~—



188 9. TOBBDIMENZIOS JORDAN-MERTEK ES RIEMANN-INTEGRAL

9.0.22. (9) Létezik-e differencidlhaté Peano-gorbe? (Azaz, olyan [0,1] — R?

differencidlhaté leképezés, amelynek értékkészlete [0,1]2.)
9.0.23. (8) Legyen f : [0,1] — R? egyszeri folytonos gérbe. Igaz-e, hogy a
képe nullmértéki?
9.0.24. (3) Mekkora egy m tomegl, r sugard, 2h magassagu, homogén to-
megeloszlast henger tehetetlenségi nyomatéka egy, a kézéppontjan atmenod,
a geometriai tengelyére merdleges forgdstengely koriil?

9.0.25. (2) Cseréljiik fel az integraldsok sorrendjét!
1 p2z 1 pr’4a+l
/ / fz,y) dy dz; / / fz,y) dy da
0 Jx —1J|z|
9.0.26. (3)
1 T
/ / y2e® dy do =?
o Jo
9.0.27. (4)

Egy hdromszog harom csticsa A = (a,0), B = (b,0), C = (0,m).
Legyen tetsz6leges (z,y) € [0, 1]%-re

flzy)=(1-2)1—-y) - A+z(1-y)-B+y-C.
Szamitsuk ki a haromszog teriiletét mértéktranszformaciéval.
9.0.28. (3)

Szamitsuk ki a polarkoordinatakkal megadott g — 90° < ¢ <
90° — v, 0<r < _mo halmaz teriiletét.
COS ¥

9.0.29. (3)
/ sin(z? + y?) dz dy =?
72 <22 y? <dn?

9:0-30- (7) ] fgqmoljuk, hogy ha A mérheté és pozitiv mérték, és f integralhatd

A-n, akkor f legalabb egy pontban folytonos.

9.0.31. (5) Legyen f korldtos és nemnegativ a mérhet6 A halmazon. Bizo-
nyitsuk be, hogy ha [, f = 0, akkor k({z € A : f(z) > a}) = 0 minden
a > O-ra. Igaz-e a forditott allitds?
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9:0-32. (10) ] gy sramitégépes kisérlether fiiggetlen, normélis eloszlast (41)vé-

letlen szamokra van sziikségiink. A rendelkezésiinkre 8116 véletlenszam-gene-
rator egyenletes eloszlasu, fiiggetlen véletlenszamokat biztosit. Hogyan ké-
szithetiink két fiiggetlen, (0, 1)-beli egyenletes eloszlast véletlen szambol két
fiiggetlen, normaélis eloszldsd véletlen szdmot? (A normélis eloszlds stirliség-

1
fiiggvénye o(z) = Ee_IZ/Q.)

9.0.33. (8) Minden folytonos f : R — R fiiggvényre legyen Iyf = f, és a > 0
esetén legyen I, f az a fliggvény, amire

(1f)(x) = / mf(t)“”;ff;_ d.

IgaZOIjUka hogy (a‘) (Ilf)(x) = fox f; (b) Ia+b = I, 1p.
9.0.34. (5) Bizonyitsuk be Steiner tételét: ha egy merev test tomege m
és tehetetlenségi nyomatéka egy, a sulypontjan atmend tengely koril Oy,
akkor egy vele parhuzamos, r tavolsagra levé tengely koriil a tehetetlenségi
nyomaték Og + mr2.

1 1 1 1
/ (/ V1+ad dm) dy =7 / (/ y cos dx) dy =7
0 VY 0 y2/3
9.0.36. (3)

Széamitsuk ki az {(x,y,2) € R® : 2% + 9 < 1, |2] < eVZH¥°}
halmaz Jordan-térfogatat.

9.0.37. (7) Igaz-e, hogy ha egy [0,1] x [0,1] — R fiiggvény minden vizszintes

és fiigglleges szakaszon monoton, akkor integralhat$?

9-0-38. (7) | Bijonyitsuk be, hogy ha f > 0 a pozitiv Jordan-mértékii A C R"
halmazon, akkor [, f dxz > 0.

—z2
9.0.39. (10) Legyen a € R. [ e\/T: cos(azx) dz =?
9.0.40. (6)

Bizonyitsuk be, hogy egy K C R™ korlatos halmaz akkor és csak
akkor Jordan-mérhet6, ha minden korlatos nyilt halmazt ,, j0l vig ketté”, azaz
barmely X C R™ korldtos nyilt halmazra b(X N K) 4+ b(X \ K) = b(X).
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9.0.41. (6) Bizonyitsuk be, hogy egy K C R™ korlatos halmaz akkor és csak

akkor Jordan-mérhetd, ha minden korlatos zart halmazt ,, j6l vag ketté”, azaz
barmely X C R™ korldtos zart halmazra k(X N K) + k(X \ K) = k(X).

9.0.42. (4) Mutassunk példat olyan ¢ : [0,2] — R fiiggvényre, amire tetszd-

leges f : [0,1] — R folytonos fiiggvény esetén

1 1 2
/ f@@ ) dedy= [ fo
0 0 0

9.0.43. (4)

/2 /2 L
/ / Sy dy | dz=?
0 x Yy

Mekkora egy homogén stirtiségeloszlasu, tomor kip tehetetlenségi
nyomatéka a tengelye koriil, ha a tomege m, az alapkorének sugara r, a
magassaga pedig h?

9.0.44. (3)

9.0.45. (8) Bizonyitsuk be, hogy ha Fy D F» D ... korlatos, zart halmazok
és () F, nullmértékii, akkor k(F;,) — 0.
n=1
9.0.46. (3) Mekkora egy tomor kup tehetlenségi nyomatéka a tengelye koriil,
ha a tomege m, az alapkor sugara r, a magassdga pedig h?

9.0.47. (9) Legyen T'(s) — fOOO 2 le™® dx és B(s,u) = fol N1 —z)v da

az Euler-féle Gamma-, illetve Béta-fiiggvény. Igazoljuk, hogy

9.0.48. (7) A T-fuggvény segitségével irjuk fel a gomb térfogatképletét olyan

alakban, hogy ugyanaz a képlet legyen érvényes paros és paratlan dimenzio-
ban is. Mennyi legyen a féldimenziés gomb térfogata?

9.0.49. (4) Igazoljuk, hogy a > e~n’w figgvény akarhanyszor differencial-

n=1
haté a (0, 00) intervallumban.
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9.0.50. (4)

1 1
/ Vv (/ e’ dy) dx =7
0 x3/4

Igazoljuk, hogy s > 0 esetén I'(s) - I'(s) > |F’(s)|2.

9.0.51. (7)

9.0.52. (7) frjuk fel, és bizonyitsuk be a paraméteres improprius integralokra

vonatkozé Dirichlet- és Abel-kritériumokat.
9.0.53. (6) Mi lehetne a paraméteres improprius Stieltjes-integrélokra vonat-
koz6 Weierstrass-kritérium?

t ot
9.0.54. (7) Differencialhaté-e az f(t) = / / et dx dy (t > 1) fiiggvény?
11

Mi a derivéltja?
9.0.55. (7)

(r>0).

(a) Igazoljuk, hogy G folytonos.

(bl) Igazoljuk, hogy ha f folytonosan differencidlhaté, akkor G is folyto-
nosan differencidlhaté. Mi G'?

(b2) A folytonos differencidlhatésdgot milyen gyengébb feltételre cserél-
hetjiik ki?

Legyen f : R?® — R folytonos, és G(r) = fx2+y2<r2 flz,y,r) de dy

9.0.56. (8) Bizonyitsuk be, hogy a Béta-fiiggvény szigoruan konvex.
t
9-0-57- (7) J Differencislhaté-e az f(t) = / ¢*! dz figgvény? Mi a derivalt-
1
ja?
$2
9.0.58. (7)

Legyen f : R? — R folytonos, és G(z) = f(z,y) dy.
—T
(a) Igazoljuk, hogy G folytonos.
(b1) Igazoljuk, hogy ha f folytonosan differencidlhaté, akkor G is folyto-
nosan differencidlhaté. Mi G'?
(b2) A folytonos differencidlhatésdgot milyen gyengébb feltételre cserél-
hetjiik ki?

9:0.59. (5) | Iaazoljuk, hogy az Euler-féle Béta-fiiggvény akarhdnyszor diffe-

rencidlhato, és irjuk fel a derivéltjat paraméteres integral alakban.
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oo
9.0.60. (10) Tauber tétele szerint ha lim Zanr” = C létezik és véges,
r—1—0

n=0

oo
tovabba na, — 0, akkor Z a, =C.
n=0
(a) Mi lehetne a paraméteres integrélokra vonatkozé Tauber-tétel?
(b) Bizonyitsuk be a paraméteres integralokra vonatkozé ,, Tauber-tételt”.

9.0.61. (10) o et/

Legyen tetsz6leges x € R esetén I(z) = /

oo V2T

(a) Bizonyitsuk be, hogy I(z) - I(y) = I(y/2%+ y?).
(b) Hogy viselkedik az I fiiggvény a 0 kozelében?
(c) I(z) =7

9.0.62. (9)

cos(zt) dt.

Legyen B az Euler-féle Béta-fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy a
log B fiiggvény konvex.



10. fejezet

Integraltételek

10.1. A vonalintegral

10.1.1. (3) Legyen 7 : [1,2] = R3, 4(t) = (logt, 2¢, t2).

(a) Szémitsuk ki a  gorbe hosszét.
(b) Szdmitsuk ki az f(z,y,2) = (z,y, 2) fliggvény vonalintegréljit a gor-
bén.

10.1.2. (3) Legyen C az {(x’y” |.’E‘ + |y| — a} g(jrbe, fC xy ds =7

10.1.3. (3) Legyen v : [0,2] — R? () ~ (t,t%) gorbe. Szamoljuk ki az

fy(—y, x) dg vonalintegralt, ahol g az identitds-fiiggvény.

10.1.4. (3) Legyen v a 0 koriili a sugard kérvonalnak az x > 0 félsikba es6

vésze. [ x dy =7

10.1.5. (3) Legyen ~ a 0 koriili a sugart kérvonalnak az y > 0 félsikba esd

része. f,y x? ds =7

10.1.6. (4)

a) /0 S dfe} =2 b) L 22 d(y?) =

ahol v a (0,0),(2,0), (0,1) hdromszdg keriilete.

193
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10.1.7- () J Sysmitsuk ki az [ 2y dy vonalintegrdlt az brén lathato félkor-
vonalon.
A
1
vy > 0 1
10.1.8. (3) | g 4 et 1 az x Qi) fiiggvény vonalintegraljat az
x

14y’
y = 2% parabola (—1,1) és (1,1) kozotti fvén.

OIS () Tekintsiink egy g : [a,b] — R folytonos fiiggvényt egydimenzids

gorbének. Mikor rektifikalhaté ez a gorbe? Mi a hossza?

Legyen g : [0,1] — R? egyszerti, zart, rektifikdlhaté gorbe. Bizo-

nyitsuk be, hogy
/x2 dar::/e_cosy2 dy = 0.
g g

10.1.11. (4) Legyen * : RP x R? — R" bilinedris operacié (valamilyen szorzds),
f : R? — RP folytonos, tovdbbd g : [a,b] — R? folytonos gérbe. Mutassuk
meg, hogy

(a) ha g rektifikdlhaté, akkor az fg f(x) * dx vonalintegrél 1étezik;
(b) ha g folytonosan differencidlhatd, akkor fg f(x) xdx = f: flg(t)) =
g'(t) dt.

10.1.10. (4)

10.2. Newton-Leibniz formula
10.2.1. 3) Legyen g(t) = (t,t?) (t € [0,1]). Szamitsuk ki a kovetkez8 vonal-
integralokat:

/ cosz dy /((em cosz, e’ siny), dx)
g

g
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10.2.2. (3) Legyen g(t) = (1,t,t2) (t € [0,1]) és f(z,y,2) = (yz, 7z, 2Y).

Szamitsuk ki a kovetkez6 vonalintegralokat:

/gfl dwsg /g(f, dx) /gfxdx

Melyik integralt szamithatjuk ki kézvetleniil a valés vonalintegralokra vonat-
koz6 Newton-Leibniz formulabol?

10:2:3. (1) Mik azok a differencidlhaté f : R2 — R fiiggvények, amire a
kovetkezd allitas teljesiil? Ha g egyszeri, zart, rektifikalhaté gorbe R2-ben,

akkor
/x2y3 dy = /f(x,y) da.
g g
Megoldas—
1024 (3) Mik azok a differencidlhaté f : R? — R fiiggvények, amire a
kovetkezé allitas teljesiil? Ha ¢ egyszerti, zart, rektifikalhaté gorbe R2-ben,
akkor
/em cosy dx = /f(x,y) dy.
g g
10:2:5. (5) Mutassunk példat olyan folytonos f : R? — R? fiiggvényre, ami-
nek minden zart rektifikdlhaté gérbén 0 a vonalintegralja, de nem mindenhol
differencidlhato.
10.2.6. (7)

Igazoljuk, hogy ha f : R? — R? folytonos, és minden tengelyparhu-
zamos téglalap keriiletén eltlinik a vonalintegralja, akkor f-nek van primitiv
fiiggvénye.

Kapcsol6do feladat: 10.3.5

10.3. A primitiv fiiggvény létezése

10.3.1. (2) Melyik halmaz egyszeresen Gsszefiigg6?

RZ\(ZxZ) R3\(ZxZxZ) R\ {(cost,sint,0):tcR}
R*\ {(cost,sint,0,0) : t € R}
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10.3.2. (3) Legyen G 0sszefiiggd nyilt halmaz RP-ben. Igazoljuk, hogy egy

G — RP fiiggvény primitiv fliggvényei csak konstanssal térhetnek el egymés-
t6l.

10.3.3. (5) Melyik halmaz egyszeresen Osszefiiggs?

R?\ {(0,0)} R3\{(0,0,0)} R3\{t,0,0):tc R} R*\{£,0,0,0):tcR}

10.3.4. (10) Legyen G C R? nyilt, f : G — RP? differencidlhato, rotaciémen-

tes, tovabbd legyen g,h : [0,1] — G két folytonosan differencidlhaté gorbe,
amelyek kezdé- és végpontja is megegyezik, azaz g(0) = h(0) és g(1) = h(1).
Tegyiik fel, hogy g és h homotép, azaz van egy olyan ¢ : [0,1]? — RP folyto-
nos dtmeneti fiiggvény, amire ¢(¢,0) = g(t), (¢, 1) = h(t), tovibba barmely
u € [0,1] esetén ¢(0,u) = g(0) = h(0) és p(1,u) = g(1) = h(1). (A ©(t,u)
helyett praktikus lehet azt {rni, hogy “(t), tehdt ©° = g és o' = h.)

(a) Bizonyitsuk be a Goursat-lemmabdl, hogy fg(f, dz) = [, (f,dx).

(b) Tegyiik fel azt is, hogy ¢ folytosan differencidlhaté, és legyen I(u) =
f¢“<f’ dz). Igazoljuk a Goursat-lemma nélkiil, hogy I’ = 0. (Elég p = 2-
re.)

10.3.5. (6) Gondoljuk végig a Goursat-lemma bizonyitasat haromszoglemez
helyett téglalapra.

085, (7) Az f:R?\ {(0,0)} — R? vektormez$ akdrhdnyszor differencidl-

haté, rotaciomentes, és az origd egy pontozott konyezetében korlatos. Bizo-

nyitsuk be, hogy van primitiv fiiggvénye.
Megoldas—

Legyen H = R3\{(z,y,0) : 2®+y? = 1}. Mutassunk péld4t olyan
differencidlhaté, rotaciémentes H — R3 fiiggvényre, aminek nincs primitiv
fliggvénye.

10.3.7. (5)

10.3.8. (5) Melyik fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye? Ha van, irjuk is fel!

Ha nincs, mutassunk példat olyan zart gorbére, amelyen a vonalintegral nem
tlnik el!

x, , T 51 5 5 )
Y Y 2 +y? x? 4y Va?+y? a4y
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L8, (@) Legyen G = R3\ {(z,z,2) : * € R}. Keressiink olyan differen-

cidlhaté G — R3 vektormez6t, ami rotdciémentes (azaz a ,keresztbe vett”
parciélis derivaltjai megegyeznek), de nincs primitiv fiiggvénye.

Melyik fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye? Ha van, irjuk fell
Ha nincs, mutassunk példat olyan zart gorbére, amelyen a vonalintegral nem
0!

10.3.10. (4)

z Y
hy; o sh ha;ysh et e ot
(C Y;xs y) (C T3Ys 37) (I2_|_y2’x2_|_y2’>

10.3.11. (3) Egy p homogén toltéssiiriiségli egyenes altal létrehozott elekt-

romos térerdsség irdnya az egyenesre merdleges, nagysiga az egyenestol d
tavolsdgban 2kp/d. Mekkora a fesziiltség két pont kozott?

10.3.12. (9) Egyszeresen osszefiiggé-e a H = R? \ {(cost,sint,e!) : t € R}

Legyen G = R?\ {(—1,0),(1,0)}, és g az d4brdn lathaté gorbe.
by

halmaz?

10.3.13. (10)

(a) Mutassuk meg, hogy g-n barmely f : G — R? differencialhaté, rotd-
ciémentes vektormezo vonalintegralja eltlinik.

(b) Nullhomotép-e¢ g a G halmazban?

(¢) Nullhomolég-e g a G halmazban?
10.3.14. (8) Legyen G C R? nyilt halmaz, és legyen ¢, (t) folytonosan differen-
cidlhat6 [0,1]?> — G paraméteres gorbesereg (tehat minden egyes u értékre
t — @, (t) egy gorbe), aminek ¢, (0) kezd6-, illetve o, (1) végpontja fiiggetlen
az u paramétertl. Egy f : G — R? folytonosan differencidlhaté, rotdciémen-
tes vektormezore definidljuk az I(u) = f% (f,dz) paraméteres vonalintegralt.
Igazoljuk, hogy I'(u) = 0.
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10.4. Integraltételek

10.4.1. (1) Ellendrizziik a Green-tételt a [0, 1] x [0, 1] négyzetre és az f(z,y) =

zy fiiggvényre.
10.4.2. (7) Mi lehetne a parcidlis integralds a kétdimeziés Newton-Leibniz
formulaval?

10.4.3. (5) Mi egydimenziéban a gradiens, a divergencia, a rotacié, a Gauss-

Osztogradszkij és a Stokes-tétel?

10.4.4. (2) Rogzitett a € R? mellett legyen f(z) = a X x és g(x) = = X a
(z € R3).
div f =7 divg =7 rot f =7 rot g =7
10.4.5. (3)

Allapl'tsuk meg, hogy a div, rot, grad operatorok lehetséges 9 pa-
rositdsdbdl (divdiv, divrot, ...) melyek alkalmazhatdak kétszer folytonosan
differencidlhaté R? — R fiiggvényre, illetve R? — R3 leképezésre, és koziilitk
melyek adnak mindig nullat!

10.4.6. (5) Legyen f : R3 — R3 sima (akarhdnyszor differencidlhaté) vektor-
mez6. [gazoljuk, hogy
div grad f;
rotrot f = graddiv f — | divgrad fa
div grad f3

) Az F C R3 konvex sokszoget a g zart, irdnyitott torottvonal haté-

rolja. A siklap jobbkézszabdly szerint irdnyitott teriiletvektora A. Igazoljuk,

hogy
/Y:l/xxdx.
2/g

Legyen P = {(u,v) € [0,1]? : v?+0v? < 1}, g(u,v) = (u, v, u?+v?),
F = g(P) és f(z,y,2) = (x,y,2). Irjuk 4t egyvéltozds (esetleg tobbsziros)
integrélld a kovetkezd felszini/feliileti integralokat.

/Fﬁ; /F|dS|; /F<f,c@>; /foﬁ.

10.4.8. (3)
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10.4.9- (4) J g, 4mitsuk ki az r sugart gomb felszinét a divergenciatételbdl, az

flz,y,2) = (z,y, 2) vektormezd feliileti integraljabdl.
10.4.10. (9) Legyen F' folytonosan differencialhaté paraméteres feliilet a tér-
ben, amit a g egyszerii, zart, rektifikalhaté gérbe hatédrol gy, hogy a perem-
gorbe és a feliilet irdnyitdsa a jobbkézszabalynak megfeleld, azaz a peremgor-
be 6sképe a paramétertartomanyban pozitiv irdnyitasu.

Bizonyitsuk be, hogy ha f : R3 — R3 folytonosan differencidlhaté, akkor

/F<1"otf7 c@>:/<f, dz) .

g9

(Avagy, az orvénysiiriiség feliileti integrédlja egyenld a hatdron vett drvény-
erdsséggel.)

10.4.11. (4) Legyen B = {(x,y,z) a4y 422 < 1} és f(x,y,2) =

(yz,x — 2,2 — y).
[0

Legyen B = {(x,y,z) cat 4yt 42 < 1} és f(z,y,2) =

(yz,x — 2,2 — y).
/ fx d8 =7
OB

10.4.12. (4)

Legyen G C R? egyszeresen Osszefiiggd, nyilt, g : [0,1] — G
egyszer(i, zart, rektifikdlhatd, pozitiv irdnyitdsi gorbe, A C G a g belseje és
f: G — R3 folytonosan differencidlhaté. Bizonyitsuk be, hogy

10.4.13. (7)

[urxpypyaray=3 [ xoxax

fog

10.4.14. (5) Legyen fi(x,y, 2) = xyz és fo(z,y,2) = 22 + y% + 22. Konstru-

aljunk olyan f3 : R® — R fiiggvényt, amire az (fi, f2, f3) vektormezd feliileti
integralja tetszOleges zart gombfeliilleten megegyezik a gobmb térfogataval.
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10.4.15. (8) (a) Legyen G C R? és ¢;(u,v) egy [0,1]> — G folytonosan diffe-

rencialhaté paraméteres feliiletsereg, ami az egységnégyzet minden rogzitett

(u,v) hatarpontjara fiiggetlen a t paramétertl. Legyen F : G — R3 folyto-

nosan differencidlhatd, divergenciamentes vektormez6. Mutassuk meg, hogy
11 )

az I(t) = [5 [y (Depi(z,y) x Dygi(z,y), F(ei(x,y)) dz dy paraméteres fe-

lilleti integral nem fiigg ¢-tol.

(b) Legyen G = R3\ {(0,0,0)}. Konstrudljunk olyan H — R?® divergen-
ciamentes vektormezot, aminek az egységgdmbon vett feliileti integralja nem
0.

(c) Igazoljuk, hogy G' nem homeomorf R3-nal.



11. fejezet

Mértékelmélet

11.1. Halmazalgebrak

11.1.1. (5) (a) Igazoljuk, hogy ha egy halmaz benne van az A halmazrendszer

altal generalt gyliriben, akkor benne van az A egy alkalmas véges részrend-
szere altal generdlt gytiriiben is.

(b) Igazoljuk, hogy ha egy halmaz benne van az A halmazrendszer &ltal
generalt o-gyliriiben, akkor benne van az A egy alkalmas megszamldlhatd
részrendszere altal generdlt o-gytriiben is.

11.1.2. (3) J 1 ogven A és B o-gyfirti. Milyen halmazokbol &ll az AU B 4ltal

generalt o-gyiri?

11.1.3. (7) Milyen kicsi lehet egy végtelen o-gylir(i szdmossdga?
11.1.4. (5)

Legyen T az [a,b) X [c,d) alakd, félig nyilt téglalapok rendszere.
(a) Igazoljuk, hogy T félgyfirti.
(b) Mi a T Altal generalt gy(iri?
(c) Igazoljuk, hogy tetszileges f : T — R fliggvény akkor és csak akkor
additiv, ha létezik olyan g : R? — R fiiggvény, amire f([a,b) X [c,d)) =
g(b,d) — g(a,d) — g(b,c) + g(a, b).
11.1.5. (3) (a) Milyen gyfir(it generdlnak az [a, 00) alaku félegyenesek?

(b) Milyen o-gyfirit generdlnak az [a, 00) alaki félegyenesek?

(c) Hany elem (mekkora szdmossdgi halmaz) generdlja a Borel-halmazok
o-gylirtjét?

201
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11.1.6. (5)
Gs.
11.1.7. (7)

Igazoljuk, hogy minden nyilt halmaz F,, és minden zart halmaz

Bizonyitsuk be, hogy barmely f : R — R fiiggvény folytonossagi
pontjainak halmaza Borel, és adjunk meg minél szlikebb Borel-osztélyt (pl.

Gsosos080 ), aminek biztosan eleme.
Megoldas—

Bizonyitsuk be, hogy az Fy, illetve a G5 tulajdonsagi halmazok
rendszerei zartak a véges metszetre és a véges uniora.

11.1.8. (6)

11.1.9. (8) (a) Igazoljuk, hogy megszamldlhaté sok slirli Gs halmaz metszete

stirti Gs.
(b) Igazoljuk, hogy Q € F,(R) \ G5(R).

11.1.10. (5) ] | gazoljuk, hogy Frsos(R™) C Gsosos(RM).

LU ) Hény Borel-halmaz van R™-ben?

Legyen f, : [a,b] — R folytonos minden n-re. Bizonyitsuk be,
hogy az {z : f,(x)konvergens} halmaz Borel, és adjunk meg minél sziikebb

Borel-osztalyt, aminek biztosan eleme.
Megoldas—

11.1.13. (4) Bizonyitsuk be, hogy ha f : R — R folytonos, és H € F,5(R),
akkor f~1(H) € F,s(R).

11.1.12. (7)

11.2. Mértékek és kiilso mértékek

11.2.1. (4) Legyen X nem megszamlalhaté halmaz, M pedig az X egyelemii

részhalmazai altal generalt o-algebra.

a) Jellemezziik M elemeit!

b) Konstrudljunk olyan a valdszinfiségi mértéket M-en, mely szerint az
egyelemii halmazok nullmértékiiek!

¢) Hatdrozzuk meg az « dltal generélt ¢, kiils6 mértéket!

d) Mi a ¢, altal meghatdrozott mérték és mely halmazok mérhetéek?
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11.2.2. (5) | \figrt nem kitlsé mérték a kiilsé Jordan-mérték a korldtos hal-

magzok gytiriijén?
Megoldas—

Legyen [ kiils6 mérték az X halmazon, és A, C X (n=1,2,...)
olyan halmazok, amikre >~ | i(A,,) véges. Bizonyitsuk be, hogy az olyan X-
beli pontok halmaza, amelyek végtelen sok A,-nek elemei, p-nullmértékii.

11.2.3. (6)

11.2.4. (4) (a) Igazoljuk, hogy ha p mérték egy o-gyfirtin, akkor a o-véges

halmazok o-gytrit alkotnak.
(b) Milyen o-algebrit generdlnak a o-véges halmazok?

11.2.5. (6) Jeloljiik A,,(z)-szel az x = 0,a1as . . . tizedestortben az elsé n jegy
. . Ay(x)
kozotti T-esek szémét, és 1 H={zec(01):1 —0).
0zottl T-esek szdmat, és legyen {z €(0,1) Jim. n }

(a) Bizonyitsuk be, hogy H Borel-mérhetd.
(b) Bizonyitsuk be, hogy A(H) = 0.

11.2.6. (8) TetszOleges € > 0-ra adjunk meg olyan siirti nyilt G C R halmazt,
amire \(G) < e.

11.2.7. (6) Igaz-e, hogy ha egy R-beli halmaz (a) minden Borel-halmazt;

(b) minden G halmazt; (¢) minden F, halmazt; (d) minden nyilt halmazt;

(e) minden zért halmazt; (f) minden intervallumot; (g) minden egységnyi

hosszisdgu intervallumot jél vag ketté a kiils6é Lebesgue-mérték szerint, akkor

Lebesgue-mérhet6?

11.2.8. (8) Konstrualjunk olyan H C R Borel-halmazt, amelyre tetszoéleges
a < b esetén A((a,b) N H) >0 és A((a,b) \ H) > 0.

11.2.9. (9) Igaz-e, hogy minden Lebesgue-nullmértéki valés szamhalmaz el-

all, mint megszamlalhaté sok Jordan-nullmértéki halmaz uniéja?

11.2.10. (4) (a) Igazoljuk, hogy ha egy R-beli nyilt halmaz nullmértéki, akkor
ures.
(b) Mutassunk példdt olyan R-beli zart halmazra, ami nullmértékii, de
nem ures.
11.2.11. (4)

TetszOleges ¢ > O-ra adjunk meg olyan nyilt G C R halmazt,
amire G D Q és A\(G) < e.
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11.2.12. (7) Igazoljuk, hogy ha egy R™-beli halmaz el6all nem {ires belsejii

konvex halmazok uniéjaként, akkor Lebesgue-mérheto.
11.2.13. (5) (a) Igazoljuk, hogy ha egy R-beli zart halmaz nullmértékii, akkor
sehol sem stird.

(b) Igaz-e, hogy ha egy halmaz sehol sem sfir(i, akkor nullmértékii?

11.2.14. (5) Legyen p eltolds-invaridns mérték R Borel-halmazain, amire u([O, 1])

< o0. Igazoljuk, hogy 1 a Lebesgue-mérték konstansszorosa.

11.2.15. (6) Legyen H tetszdleges halmaz R™-ben, és M C R™. Azt mondjuk,
hogy M mérhet6 burka H-nak, ha M mérheto, és tetszéleges X O H mérheto
halmazra A\(M \ X) = 0.

Létezik-e (a) nyilt; (b) zért; (¢) Fy; (d) G5 mérhetd burka minden R™-beli
halmaznak?

(e) Mérhetd burok-e a mérhetd burkok metszete?

(f) A mérhetd burkok kozott 1étezik-e (esetleg t&bb) minimalis?

ULz 1k ) Igazoljuk, hogy ha H C R olyan halmaz, amelyre barmely a < b

Megadhaté-e kontinuum sok 1/2 Lebesgue-mértékii mérheté hal-
maz [0, 1]-ben 1gy, hogy koziiliik barmely kettd metszetének mértéke 1/4
legyen?

esetén \((a,b) N H) < %(b — a), akkor H nullmértéki.

11.2.17. (9)

[Otlet%] [ Megoldas— ]

11.2.18. (9) Tegyiik fel, hogy A C [0, 1] Lebesgue-mérhetd, és valahdnyszor

z,y € [0,1] szdmok tizedesjegyei véges sok kivétellel megegyeznek, akkor x
és y egyszerre eleme vagy nem eleme A-nak. Igazoljuk, hogy A\(A) = 0 vagy
AA) =1

11.2.19. (5) Legyen f(x) = { (1) }}12 i ; 8, g(xz) = |z] és h(z) = [z]. Ha-
tdrozzuk meg a iy, fi,, 11, Lebesgue-Stieltjes kiils6 mértékeket és a mérhetd
halmazok rendszerét.

11.2.20. (4) Legyen f : R — R monoton nové fliggvény, és tetszéleges a < b
esetén p([a,b]) = f(b+0) — f(a — 0). Milyen mértéket general ez a fiigg-
vény?
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11.2.21. (4) Legyen f : R — R monoton n6vé fliggvény, és tetszbleges a < b

esetén p((a,b)) = f(b—0)— f(a+0). Milyen mértéket generdl ez a fiiggvény?

11.2.22. (5) Legyen f : I — R szigortian monoton névé, folytonos fiiggvény.
Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges H C I-re is(H) = X(f(H)). Mutassuk
meg, hogy H akkor és csak akkor pp-mérhetd, ha f(H) Lebesgue-mérhetd.

11.2.23. (5) Legyen f : R — R monoton névo fiiggvény, és uy az f altal ge-
neralt Lebesgue—Stieltjes-mérték. Igazoljuk, hogy tetszéleges Borel-mérheto
H halmazhoz léteznek olyan F, B C H és Gs K D H halmazok, amikre
pf(B) = py(K) = py(H).

11.2.24. (5) Keressiink példdkat totalisan o-véges és nem totalisan o-véges

mértékterekre.

11:2:25. 8)) (a) Igazoljuk, hogy ha A C R? mérhetss, A(4) > 0, akkor A — A

tartalmaz 0 koriili gdmbot. (Steinhaus tétele)
(b) Igazoljuk, hogy ha A, B C RP mérhet6 pozitiv mértékii halmazok,
akkor A + B belseje nemiires.
(¢) Igazoljuk, hogy ha A C RP pozitiv mértékii mérhetd és B C RP pozitiv
kiils6 mértékii halmaz, akkor A + B belseje nemiires.
([ Otlet— ) ( Megoldds— |

11.3. Mérhet6 fiiggvények. Integral

11.3.1. (2) Bizonyitsuk be, hogy minden monoton R — R fiiggvény Borel-

mérhetd.

11.3.2. (2) Bizonyitsuk be, hogy Borel-mérheté fiiggvények kompozicidja

Borel-mérhetd.

11.3.3. (5) Bizonyitsuk be, hogy minden Riemann-integralhaté f : [a,b] — R

fliggvény Lebesgue-mérhetdo.
11.3.4. (4) Igazoljuk, hogy minden f : [a,b] — R Lebesgue-mérhetd fiigg-
vényhez létezik olyan g : [a,b] — R Borel-mérheté fiiggvény, amire f = g
m.m.

11.3.5. (7) Bizonyitsuk be Luzin tételét: ha f : [a,b] — R mérhet8, akkor

minden € > 0-hoz 1étezik olyan e-nal kisebb mértékii D halmaz, hogy f
folytonos [a, b] \ D-n.
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11.3.6. (9) Konstruéljunk olyan [0,1] — R fiiggvényt, ami semmilyen teljes

mértékii halmazra megszoritva sem folytonos.
11.3.7. (2) Bizonyitsuk be, hogy minden folytonos R — R fiiggvény Lebesgue-

mérhetd.
11.3.8. (2) J [egven f: R — R Borel-mérheté, és g : M — R mérhetd valamely

(M, 1) mértéktéren. Bizonyitsuk be, hogy az f o g fiiggvény p-mérheté.
11.3.9. (2) Igaz-e, hogy minden Riemann-integralhaté [a,b] — R fiiggvény
Borel-mérhet6?

11.3.10. (2) 1 z€A

Legyen A C R Lebesgue-mérhetd halmaz, és x 4(z) = .
0 z¢ A

Igazoljuk, hogy [, x4 dX = A(4).

11.3.11. (5) Igazoljuk, hogy ha f > 0 a y-mérhetd, pozitiv mértékii A-n, akkor
Ju fdp>0.

11.3.12. (7) Atirhatjuk-e az integral definiciéjat fels6 Osszegekre?

11.3.13. (2) Give a bounded Lebesgue-integrable function [a,b] — R that is
not Riemann-integrable.

11.3.14. (2) ] A dott mérhets f : X — R fiiggvényre melyikbél kévetkezik a
masik?

(i) f integralhaté X-en,
(ii) | f| integralhaté X-en.

11.8.15. (7) Igaz-e, hogy barmely korldtos, Lebesgue-integrélhaté [a,b] —
R fiiggvényhez létezik olyan g : [a,b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény,
amire f = ¢ m.m.?

11.3.16. (5) Létezik-e olyan f : R — [0,00) mérhetd fiiggvény, amelynek
minden intervallumon +oo az integralja?

11.3.17. (6) Legyen A C R (a) korldtos intervallum; (b) véges sok korldtos

intervallum uniéja; (c¢) véges mértékii Lebesgue-mérheté halmaz. Igazoljuk,

hogy
lim [ sin(nz)dA =0.

n—00 A



11.4. FUGGVENYSOROZATOK ES -SOROK INTEGRALASA 207

11.4. Fiiggvénysorozatok és -sorok integralasa

11.4.1. (8) Igaz-e, hogy Lebesgue-mérheté R — R fliggvények tetszleges

sorozatabdl kivalaszthaté olyan részsorozat, aminek m.m. pontban van ha-

=+
&
=
)
1
=+
&
@
~

11.4.2. (4) Hogyan alkalmazhatjuk a monoton konvergencia tételt a

lim (1 + E>n e~ dx
0

n— o0 n
hatarérték meghatarozasara?

11.4.3. (4) Igaz-e, hogy ha f; > fo > ... nemnegativ, Lebesgue-mérhet§

fliggvények, akkor

lim / Fod) = / (lim f,,) dA?

11.4.4. (4) Legyen A = {1,2}, és u: A — R a szdmossdgmérték. Mit mond

ebben az esetben a Fatou-lemma?

11.4.5. (7)

Kicserélhetjiik-e a Fatou-lemmaban a liminf-et limsup-ra?

11.4.6. (5) Mutassunk példat olyan, pontonként konvergens f, : [0,1] — R

fiiggvénysorozatra, amire lim fol fn 1étezik, de lim fol fn # fol lim f,,.

11.4.7. (4) Vezessiik le a Fatou-lemmabdl a monoton konvergencia tételt.

11.4.8. (3) Fogalmazzuk at a nagy Lebesgue-tételt szamsorok sorozataira.

11.4.9. (5) Igaz-e, hogy ha f,, nemnegativ és pu-mérhet6 a py-mérheté A-n és
J4 fndp < 1/n, akkor f, — 0 p-m.m.?
11.4.10. (4) Legyen (A, M, u) val6szin(iségi mértéktér, és nevezziik valdszinii-
ségi valtozénak a p-mérheté € : A — R fiiggvényeket.
(a) E(€) =7
(b) D*(¢) =?
(¢) Legyen F a £ valészinliségi valtozé eloszldsfiiggvénye, és legyen f :
R — R Borel-mérhetd. E(f(£)) =?

—_—

11.4.11. (3) Fogalmazzuk at Beppo Levi tételét szamsorok Osszegére.
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11412 3)) pgy ¢ valészintiségi véltozs eloszlésa a pe(H) = P(€ € H) valé-

szinliségi Borel-mérték. Milyen integral irja le a varhaté értéket és a széras-
négyzetet?
LA (3] Igazoljuk a Borel-Cantelli-lemma segitségével, hogy ha f,, nem-
negativ és py-mérhetd a p-mérheté6 A-n és fA fndu < 1/n% akkor f, — 0

p-m.m.

Igazoljuk a Beppo Levi tétel segitségével, hogy ha f, nemnegativ
és p-mérhetd a p-mérheté A-n, és fA fndu < 1/n?; akkor f, — 0 p-m.m.

Bizonyitsuk be Lebesgue-integral nélkiil, hogy ha f,, : [0,1] —
[0, 1] folytonos, és f,(x) — 0 minden z € [0, 1]-re, akkor fol fn(z) dz — 0!

11.4.14. (4)

11.4.15. (8)

11.5. Fubini-tétel

11.5.1. (6) Tegyiik fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és < a [0, 1] interval-

lum egy wy tipusu jolrendezése. Legyen
A={(z,y) € [0,1]* 1z < y}.

(a) Igazoljuk, hogy A-nak minden vizszintes szekci6ja nullmértékii.

(b) Igazoljuk, hogy A-nak minden fiigg6leges szekcidja teljes mértékii.

(c) Igazoljuk, hogy A nem mérhets a kétdimenziés Lebesgue-mérték sze-
rint.

11.5.2. (7) Ismert, hogy a kontinuum kofinalitdsa nem lehet w. Legyen <

a [0, 1] intervallum egy kontinuum tipusu jélrendezése. Legyen minden H C
[0, 1)-re u(H) = 0, ha |H| < 2% (azaz H kicsi), és p(H) =1, ha |[0,1]\ H| <
2% (azaz H nagyon nagy).

(a) Igazoljuk, hogy u mérték.

(b) Igazoljuk, hogy az A = {(x,y) € [0,1]? : z < y} halmaz nem mérhetd
a p? kétdimenziés mérték szerint.

11.6. Differencialas

11.6.1. (4) Egészitsiik ki dgy, hogy igaz legyen: ha f : (a,b) — R konvex, és

.................. , akkor f abszolut folytonos.
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Nevezziink egy u véges Borel-mértéket folytonosnak, ha az
x — p((—o0, x)) fiiggvény folytonos. Mutassunk példéat olyan mértékre, ami

folytonos, de nem abszolut folytonos.
Otlet—

11.6.2. (5)

L1555 () Mi a Lebesgue-mérték Radon—Nikodym-derivaltja?
11.6.4. (3) (a) Mi a kapcsolat az eloszlasfiiggvény és a siirliségfiiggvény ko-
z0tt?

(b) Igazoljuk, hogy egy valdsziniiségi valtozénak akkor és csak akkor van
stirtiségfiiggvénye, ha az eloszlasfiiggvénye abszolut folytonos.

(A £ valésziniiségi véltozénak az f slirliségfiiggvénye, ha tetszbleges H
Borel-halmazra P(§ € H) = [, fd\.)

11.6.5. (3)
K|z —y|.
(a) Igazoljuk, hogy f valamilyen mérhetd g fiiggvény (Lebesgue-) integral-
fliggvénye.
(b) Mutassuk meg, hogy |g| < K m.m.

Tegyiik fel, hogy f : R — R Lipschitz, és Va,y |f(z) — f(y)] <

Igaz-e, hogy ha f abszolit folytonos, és szigorian monoton nové

[a, b]-n, akkor az inverze is abszolut folytonos?
Otlet—

Milyen Radon—Nikodym-derivalt a feltételes varhaté érték?

11.6.6. (5)

11.6.7. (5)

11.6.8. (4) Bizonyitsuk be, hogy ha f és g abszoliit folytonosak [a, b]-n, akkor

f - g is abszolut folytonos [a, b]-n.
L3 (7) Konstruéljunk olyan f : [0, 1] — [0, 1] folytonos fiiggvényt, amely
nem abszolit folytonos, de el6all két abszolut folytonos fiiggvény kompozici-

ojaként.

Igaz-e, hogy minden differencidlhatd, abszolit folytonos fiiggvény
eldall két differencialhaté monoton fiiggvény kiilonbségeként?

11.6.10. (8)
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11.6.11. (5) Legyen f : C — [0,1] a Cantor-fiiggvény. Tetszdleges H C [0, 1]
Borel-halmazra legyen pi(H) = M f(HNC)), pu2(H) = A(f~H(H)) és pus =
w1+ po A opr, pe, ps és A mértékek koziil melyik melyikkel szinguldris,
illetve melyik melyikre nézve abszolut folytonos? Mi a u; fliggvényeknek a
Lebesgue-mértékre vonatkozd Lebesgue-felbontdsa? Mi a Lebesgue-mérték
wi-re vonatkozd Lebesgue-felbontésa?

11.6.12. (7) Konstrudljunk szigorian névekvé, szinguléris fiiggvényt [0, 1]-en.
11.6.13. (9)

Az f:]0,1] — R figgvényre |f(z) — f(y)] < |z — y| tetszbleges
x,y € [0,1] esetén. Igazoljuk, hogy barmely € > 0-ra f grafikonja lefedhe-
t6 megszamldlhaté sok (nem feltétleniil tengelypdrhuzamos) téglalappal tgy,
hogy a téglalapok révidebbik oldalainak 6sszege kisebb, mint €.

(Vojtech Jarnik verseny, 2010)

Igazoljuk, hogy ha a stirtiségi pont definiciéjaban a gébmbot koc-

kara cseréljiik, akkor ekvivalens definiciét kapunk.
Otlet—

Egészitsiik ki dgy, hogy igaz legyen: ha egy ......cccceeeeeeeies fligg-
vény bal fels6 derivaltja m.m. nemnegativ, akkor monoton né.

11.6.14. (6)

11.6.15. (5)



12. fejezet

Komplex
differencialhatosag

12.0.1. Komplex szamok

12.0.1. (3)
n n n n n P
0 5 6 oo =7
202, () Legyen a,b,c € C. Milyen geometriai jelentése van az
iIm ((c —a)-(b— a)) szdmnak?

12.0.3. (4) Tegyiik fel, hogy a w : C — C leképezés tavolsagtarté. Mutassuk
meg, hogy w(z) = Az + B vagy w(z) = AZ + B, ahol |4| = 1.

12.0.4. (2)

Mi az m-edik egységgyOkok szorzata, Osszege, négyzetosszege?
Otlet—

12.0.5. (5) Mi a primitiv m-edik egységgyokok szorzata, Osszege, négyzet-

Osszege?
12.0.6. (3) Az A1 A, ... A, szabéilyos n-sz0g egységnyi sugard koriilirt korén
adott egy P pont. Mutassuk meg, hogy

PA,-PAy-...-PA, <2

211
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12.0.7. (5) Legyen p(z) nem konstans, komplex egyiitthatds polinom. Bizo-

nyitsuk be a kovetkezd allitdsokat!
(a) Ha p minden gyokének negativ a valds része és Rez > 0, akkor
/
Ro P2
p(z)
(b) Ha p(z) gyokei a Re z < 0 félsikba esnek, akkor p’(z) gyokei is.
(c) (Gauss tétele) Ha p(z) nem konstans komplex polinom, akkor p gyo-
keinek konvex burka tartalmazza p’ gyokeit.

> 0.

(d) A 21, 29, ..., z, pontok konvex burkdban az dsszes H(zfzj)kf = P(z)
j=1
alakd polinomok P’(z) derivéltjainak gyokei siiri halmazt alkotnak.
12.0.8. (7) Legyen f(z) nem konstans polinom. Igazoljuk, hogy
(a) a Re f és Im f fiiggvényeknek sehol sincs lokdlis széls6értékhelye;
(b) az |f| figgvénynek csak olyan helyen lehet széls6értéke, ahol f = 0.
(c) Hogyan kovetkezik az utébbi allitdsbdl az algebra alaptétele?
12.0.9. (7) Legyen n > 2 és uy = 1,uo,...,u, legfeljebb 1 abszolit értéki
komplex szamok, tovabba legyen

fR)=(F—-u)(z—u2)...(z — up).

Igazoljuk, hogy az f'(z) polinomnak van olyan komplex gyske, aminek a valés
része nemnegativ.
KoMal A. 430.

Megoldas—

Hova képezi a w(z) = (2 + 1) (Zsukovszkij-leképezés)
a) az egységkorvonalat?

b) az egységkorvonal belsejét?

c) a kiilsejét?

d) a 0 koézépponti koroket?

e) a 0-n dtmend egyeneseket?

12.0.10. (3)
(

(
(
(
(

Kapcsolédé feladat: 12.1.2

12.0.11. (3) Abr:izoljuk azoknak a z komplex szdmoknak a halmazét, amikre

z—1 z—1

:1' :2'

(8) z+1‘ I Pk

(c) arg(z +1) =arg(2z —1) (-7 <argz <m).
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12.0.12. (3) Abrzizoljuk azoknak a z komplex szamoknak a halmazat, amikre

(@) Re(z) =4  (b)Re’t =0 (c)0< Re(iz) < 2r;

- z+1
(@) Jarg(2)] < T.

12.0.13. (3) Abrzizoljuk azoknak a z komplex szdmoknak a halmaz&t, amikre
2| 1+ =z
— < K; -1 1 4; .
(a)Rez< i (D) lz=1+|z+1] <4 (C)Rel—z>0
12.0.14. (7)

Hova képezi a k(z) = 5 Koebe-féle fiiggvény a (0 kozép-

z

(1-2)
ponti) nyilt egységkorlemezt?

12.0.15. (8) Legyen f komplex egyiitthatés polinom és T' egy olyan téglalap,
amelynek Kkeriiletén f-nek nincs gyoke. Mutassuk meg, hogy f-nek ponto-
san annyi gyoke van T belsejében, mint ahanyszor az irdnya korbefordul T
kertiletén.

12.0.16. (5) Valamely m > 1 egész szamra tekintsiik az 6sszes Z,, — C fiigg-

vények (m szerint periodikus komplex szdmsorozatok) halmazét. Definidljuk

az a(n) és b(n) sorozatok Osszegét és konvolucidjdt a kovetkezSképpen:

—

(a+b)(n) = a(n) + b(n); (axb)(n) = Z a(k)b(n — k).
k=0
Igazoljuk, hogy a sorozatok ezzel a két miivelettel egységelemes gytiriit alkot-
nak.

12.0.17. (6)

o 2 . .. 92 ” . , .
Legyen € = cos 2= + isin =7 az elsé m-edik komplex egységgyok.

Definidljuk egy m szerint periodikus a(n) sorozat véges Fourier-transzfor-
maltjat igy:

i

a(n) = z_: a(k)em*.
k=0

—

Igazoljuk, hogy (a * b)(n) = a(n) - b(n).

12.0.18. (8) frjuk fel a véges Fourier-transzformalt inverzét!

12.0.19. (10) Az 1,2,...,n szdmoknak vegyiik az Osszes k-elemi részhalma-
zat. Minden ilyen részhalmazban szdmoljuk ki az elemek Osszegét modu-
lo m. Bizonyitsuk be, hogy ha az m minden 1-nél nagyobb d osztéjara
k mod d > n mod d, akkor ezek a maradékok egyenletesen oszlanak el.
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12.0.20. (9) f(2)

Legyen f : C — C olyan folytonos fiiggvény, amelyre lim =
z—00 2
f(2)

1. (Mé&s szdval,
teljes C.

— 1 ha |z] = o0.) Igazoljuk, hogy f értékkészlete a

12.0.21. (6) Legyen aq, aso, . . . pozitiv valés szamokbdl 4116, monoton csckkend,

0-hoz tarté sorozat, by, b, ... pedig olyan komplex szamokbdl allé sorozat,

o0
amelynek Osszegsorozata, by +. . .+b,, korldtos. Bizonyitsuk be, hogy Z anby

n=1
konvergens.

12.0.22. (9) A komplex szédmsikra merdlegesen, a sik dltal hatarolt egyik fél-

térben felvettiik az a, b, illetve ¢, d atméroju félkoroket. Bizonyitsuk be, hogy
a két félkor akkor és csak akkor metszi egymést mer6legesen, ha (a,b,c,d) =
—1.

(Riesz-verseny, 1988)

12.0.2. A Riemann-gémb

12.0.23. (9) Feleltessiik meg az egységnyi sugart géomb pontjait a C U {oco}

halmaznak sztereografikus projekciéval (inverzidval) az dbra szerint.
(a) A gomb milyen transzformdcioit irjék le a kovetkezd fiiggvények?

. 1 -1 z—1
2 =z Z = Z; Z 1z 2= —; 2= = Z = -
z Z 1—iz

(b) Mely fiiggvények a gomb forgatdsai?
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12.1. Regularis fiiggvények

12.1.1. Komplex differencialhatésag

2L () A komplex sik mely pontjaiban differencidhaté a z — Rez —

Im 2 + i|2|? fiiggvény?
Megoldas—

Igazoljuk a komplex differencidlhatdsag és a Zsukovszkij-fliggvény
segitségével, hogy a —1,1 fékuszu ellipszisek és hiperboldk merélegesen met-
szik egymast.

Kapcsol6do feladat: 12.0.10

12.1.2. (6)

12.1.3. (3) Mik azok a komplex szdmok, ahol az Im z - Re? z - i + Z fiiggvény
differencialhaté?

12.1.4. (3) Mik azok a komplex szamok, ahol az Tm? 2 4+ Re z + % fiiggvény
differencialhat6?

12.1.5. (3)

Milyen pontokban differencidlhaté az |z|> — (2 + @)% fiiggvény?

Megoldas—

Ellendrizziik, hogy teljesiilnek-e a Cauchy—Riemann-egyenletek a
kovetkezd fiiggvényekre:

12.1.6. (3)

? + 97, 2zy); (z% — o2, 22y); (e” cosy, e” siny).

—~

12.1.7. (3) Ellendrizziik, hogy az f(x,y) = +/|xy| fiiggvény 0-ban ugyan nem

differencidlhaté, de a Cauchy—Riemann-egyenleteket kielégiti.
12.1.8. (5) Legyen f reguldris a D tartoményon, értékkészlete D’. Tegyiik

fel, hogy f egyrétii (injektiv), tovabbd D’ teriiletét jelolje ¢(D’).
(a) Bizonyitsuk be, hogy

t(D') = [ |f'(2)] dz dy.
/

(b) Hasonlitsuk 6ssze ezt a képletet az R? — R? fiiggvényekre vonatkozé
hasonlé eredménnyel!
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12.1.2. Cauchy—Riemann parcialis egyenletek

12.1.9. (4) Igazoljuk, hogy ha az f(z) fliggvény differencidlhaté zo-ban, akkor

9(z) := f(Z) is differencidlhaté Zp-ban.

Igazoljuk, hogy ha f egészfiiggvény, akkor g(z) := f(Z) is egész-

12.1.10. (4)
fuggvény.

12.1.11. (5) Legyen D C R? nyilt tartomdny, és u,v : D — R? olyan, kétszer
differencidlhaté fiiggvények, amikre az © + yi — u(z,y) + iv(x,y) leképezés
regularis D-n. Igazoljuk, hogy

0?u  O%u

@Jraigﬂ:o.

12.2. Hatvanysorok

12.2.1. A hatvanysor konvergenciatartomanya

2 n)|

o0
12.2.1. (3) Szamitsuk ki a Z (TLTZ" hatvanysor konvergenciasuga-
0

rat!

12.2.2. (4) Az f fuggvény hatvanysorba fejtheté zy koriil, egy r-nél na-
gyobb sugard kérben. Igazoljuk, hogy a zy koriili, r sugart kérén f(z) dtlaga

f(20).

12.2.3. (4) Hol konvergens a Z %(2’ + 24)" hatvanysor?
n=1

1—24)"
TIRACREED

12.2.4. (4) Hol konvergens és hol abszolut konvergens a Z
n=1

hatvéanysor?

Létezik-e olyan 0 koriili hatvéanysor, aminek konvergenciasugara
1, és

(a) a korvonalon sehol sem konvergens;

(b) a kérvonalon mindenhol konvergens;

(c) az 1 kivételével minden pontban konvergens;

(d) az 1-ben konvergens, de sehol mésutt;

(e)* csak azokban a pontokban konvergens, amelyek irdnya a m-nek irra-

ciondlis t6bbszorose?
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12.2.6. (4) Fejtsiik hatvdnysorba az 1/(2% — 1) fiiggvényt a —2i koriil, és

szamitsuk ki a konvergenciasugarat.
12.2.7. (4) Fejtsiik hatvénysorba az 1/z fiiggvényt az ¢ koriil, és szdmoljuk
ki a konvergenciasugarat.
12.2.8. (4) Fejtsiik hatvdnysorba az 1/(2% — 1) fiiggvényt az i koriil, és szé-
moljuk ki a konvergenciasugarat.

12.2.9. (3) Szamitsuk ki a Cauchy—Hadamard-tételbdl az aldbbi hatvanysorok
konvergenciasugarat! Hol konvergensek, és hol abszolit konvergensek ezek
a hatvanysorok? Mik a tagonkénti derivaltak, illetve primitiv fliggvények?
Mekkora a konvergenciasugara a derivaltakat és a primitiv fiiggvényeket el6-
allité soroknak? Mekkora (a hatvdnysor kézéppontja koriili) korre lehet a
fenti fiiggvényeket reguldrisan kiterjeszteni?

Yo Seaneryr R ESE SR

n=0 n=0 n=0 n=1

12.2.10. (5) (a) f(z) = Z Zaz=1 pont kivételével minden |z| = 1 pontban
n
0
konvergal.
(b) Ezeken a pontokon ki is folytathaté reguldrisan.

12.2.2. Az 6sszegfiiggvény regularitasa
12.2.11. (6) Tegyiik fel, hogy a Zanz” hatvénysor konvergens az egység-
n=0
korben, és az Gsszege egyrétll (injektiv) fiiggvény. Fejezd ki az egységkorlap
képének teriiletét az egyiitthatdkkal.
12.2.12. (6) [(Parseval-formula hatvdnysorokra)] Tegyiik fel, hogy az f(z) =
Z anz" hatvanysor konvergens az |z| < r + ¢ koron. Igazoljuk, hogy

n=1

e MUCINPEED SUMEED
n=0

2mr
|z|=r
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12.2.3. Taylor-sor

12.2.13. (5) Hatérozzuk meg az aldbbi fiiggvények 0 koriili hatvanysorfejtésé-

nek els6 négy tagjat!
a) tgz b)

e? €

c) e

e —1

12.3. Elemi fiiggvények

12.3.1. Az exponencialis és trigonometrikus fiiggvények

12.3.1. (7) Legyen f(0) =0és f(z) = :

fliggvény differencialhat6 a 0-ban?

1
— —, ha z # 0. Igaz-e, hogy az f
z

sin z

12.3.2. (4) Lassuk be, hogy a sin z fiiggvénynek 2km-n kiviil nincsenek mas

il
o)
=
[oN
a
=]
n
2

12.3.3. (6) Hagyjuk el a sikbdl a 7 (valds egész) tobbszoroseinek e sugari

kornyezetét. Igazoljuk, hogy a megmaradt tartoményon az 1/sin z és a ctg 2
fliggvény is korlatos.

1234 3) ) Vance hatérértéke az e=/** fiiggvénynek a 0-ban?

12.3.5. (5) Hogy viselkednek az e'#, sinz, cosz, tgz, ctgz fliggvények, ha

Imz — +00?

12.3.6. (3) Bizonyitsuk be, hogy
sin(z1 + z2) = sin 21 cos 23 + cos 21 sin 22
és
cos(z1 + z2) = €OS 21 COS 23 — sin 21 sin zs.
12.3.7. (4) Léassuk be a definidlé sorok Cauchy-szorzdsaval, hogy e*T% =
e*ev.
12.3.8. (3) Lassuk be, hogy az aldbbi egyenleteknek csak valds megoldasaik
vannak!

a) zsinz =1 b) tgz = z.
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12.3.9. (4) Mutassuk meg, hogy cos z akkor és csak akkor egyréti a D tar-
tomanyon, ha D, —D, D + 27 és —D + 2w paronként diszjunktak.

12.3.2. Komplex logaritmus

12.3.10. (5) Az f fiiggvény reguldris és sehol sem 0 egy csillagszerii (egyszeresen

Osszefiiggd) D tartomédnyon. Az f'/f fiiggvény integraldsdval mutassuk meg,
hogy a log f fiiggvény az egész D tartomanyon értelmezhetd regularisan.
Igaz marad-e az &llitas, ha D nem egyszeresen Osszefiiggd?

12.3.11. (5) Legyen ¢ komplex szdm és Rez > —1 esetén f(z) = (1 + 2)° =

exp (c -log(1 + z)), ahol a log a logaritmus f&értékét jelenti. Milyen ¢ esetén
folytathat6 a fliggvény a —1 ponton keresztiil?

12.3.12. (4) Tekintsiik a logaritmusfiiggvénynek azt a C\{z + iy : x > 0,y =

sina} tartomédnyon reguldris 4gat, amelyre log1 = 0. Erre a log fiiggvényre
log(e3/?) =7

12.3.13. (4) Adjuk meg az 6sszes lehetséges értékeit a kovetkezd kifejezéseknek!

eme’™” log(3 + V/3i)

12.3.14. (6) (a) Igazoljuk, hogy ha f : C — C folytonos és sehol sem tiinik

el, akkor az arg f, a log f, tovabba tetszbleges a € C-re az f¢ fiiggvény
folytonosan értelmezhet6 az egész komplex sikon.
(b) Bizonyitsuk be az algebra alaptételét a Brouwer-fixponttételbdl, a z +

c¥/p(z) figgvény vizsgdlatdval.

12.3.15. (8) Be lehet-e bizonyitani az algebra alaptételét gy, hogy a Brouwer-

fixponttételt a z + af(bz + ¢) fiiggvényre alkalmazzuk valamilyen alkalmas
a, b, ¢ konstansokkal?

12.3.16. (9) Az dbran 14thaté tartomdnyon az f(z) = /cos z fiiggvény regulé-

risan értelmezhetd gy, hogy f(0) = 1. (Ezt kés6bb bebizonyitjuk.) Mennyi
f(=m)?
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s
2
12.3.17. (9) Az dbran lathaté tartoményon az f(z) = \/50? fiiggvény regu-
-z

larisan értelmezheté gy, hogy f(0) = 1. Mennyi f(—m)?

|

|
NIE]
(@)
3

12.3.18. (9) Az dbran lathaté tartomédnyon az f(z) = log cos z fiiggvény regu-
larisan értelmezheté gy, hogy f(0) = 0. Mennyi f(7)?

@?

12.3.19. (6) Abrzizoljuk a sikon a kovetkez6 halmazokat:

1—
{6Z:0<Rez<1,0<1mz<z}; {logz:Rez>0};
2 142

{cosz: 0<Rez< g, O<Imz}; {sinz: 0<Rez< g, 0>Imz}
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12.3.20. (5) Hatérozzuk meg a képtartomanyt!
a) w(z) =logz D = C\(—o0,0]
b) w(z) = logz D ={|z| > 1, Imz > 0}
c) w(z) =tgz D={0<Rez<m}
d) w(z) = ctg z D = {0 <Rez < w/4}

[©)

) w(z) =sinz D={0<Rez<2m, Imz >0}

12.3.21. () ] 1] ifferencidlhaté a log(1 + =) fiiggvény foértéke? Mik a Taylor-
egyiitthatoi a 0 pontban? Mekkora a konvergenciasugar?

12.3.22. (9) Mutassuk meg, hogy a f(z) = >_ 22" fiiggvénynek csak szinguldris
k=0

pontjai vannak a kdrvonalon, azaz nincs olgfan bévebb nyilt halmaz, amire ez
a fliggvény analitikusan folytathaté.
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13. fejezet

A komplex vonalintegral és
alkalmazasai

13.0.3. A komplex vonalintegral

13.0.1. (4) J g, tmitsuk ki az aldbbi integralokat!

2) /Im(z)dz b) /Edz 0 /eZdz

|z|=1 |z|=1 [0,1+4]
1 1
j2i=1 [1,i] j2=2
13.0.2. (3)

Legyen I'y a (0,1) és (1,1 4+ ¢) irdnyitott szakaszok unidja; I'y az
Im z = Re 2z egyenes 0 és 1+ kozotti fve; '3 az Im z = (Re 2)? parabola 0 és
1+4i kozotti fve . Szémitsuk ki az [, 2? vonalintegralokat (a definiciébdl).

J

13.0.3- (3) | gy dmitsuk ki az alabbi integralokat!

/Imz~Rezdz; /?dz; /\z|2dz.

|zj=1 |z=1 [1,i]

13.0.4. (3) Legyen v az Im 2z = (Re 2)? parabola azon fve, aminek kezdSpontja

—1 + 4, végpontja pedig 1 + 3.
/ |2|* dz =?
~

223
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Megoldas—

Legyen I' az Imz = (Rez)? parabola 0 és 1 + i kozotti ive.
Szamitsuk ki a kovetkez6 integralokat:

/22 dz; /ZQ\ dz|; /225; / |22] - | dz|; / 22| - Tm dz.
r r r r r

Melyik integrél esetében alkalmazhaté a Newton-Leibniz szabély?

13.0.5. (3)

13.0.6. (3) Szamitsuk ki az 1/z fiiggvény vonalintegraljat a 0 koriili » sugart
koron.
13.0.7. (3) Legyen n egész szam és r > 0. / 2" dz =7
|z|=r
13.0.8. (7)

A p(z) polinom gydkei koziil k darab az |z| < r kor belsejébe
esik, a tobbi gyok a korén kiviil van. Legyen v(t) = p(re't) (0 <t < 27).
(a) Hogyan szamithatjuk ki az fv dz—z integralt helyettesitéses integralassal?

Legyen D C C egyszeresen Osszefligg6 tartoméany és f : D — C
egyrétli. Igazoljuk, hogy f(D) egyszeresen Osszefiiggd.

(b) Mi a v gorbe 0-ra vonatkozé indexe?

13.0.9. (7)

13.0.4. A Cauchy-tétel

13.0.10. (7) Igazoljuk, hogy tetszlleges a komplex szdmra

/ e~ /2. ¢l qp = 2 - eV /2,

(Avagy, haranggorbe Fourier-transzformaltja is haranggérbe.)

13.0.11. (5) Legyen p(z) S bnilznfl 4+ 4 blz + bo, n > 1, R >0
1 dz

nagyobb, mint p gydkeinek abszolut értéke, és legyen I(R) = 57 Bl
T J)z|=R P\Z

Igazoljuk, hogy
(a) Rlim I(R) =0; (b) I(R) értéke allandd. (¢) I(R)=0.
— 00



225

13.0.12. (5) ] g, 4mitsuk ki az aldbbi integralokat!

1 dz

“d b —d —_—

a) / e*dz ) / Sdz c) / o
[0,144] |z[=1 |2|=2

(T a £1 £ i csticst négyzet.)

13.0.13. (6)
a 0-t.
(a) Bizonyitsuk be, hogy az 1/z fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye
D-n.
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha a D tartoményon ¢’(z) = 1/z, akkor ze~9(%)

Legyen D egyszeresen 6sszefiiggd tartomany, ami nem tartalmazza

konstans.
(¢) Bizonyitsuk be, hogy logz értelmezhetd reguldrisan a D tartomé-
nyon.
13.0.14. (6) Legyen D egyszeresen Osszefiiggd tartomdny, f(z) reguldris D-n,
és f #0.

a) Bizonyitsuk be, hogy az f'/f fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye
y , hogy ggveny p ggveny
D-n.
(b) Bizonyitsuk be, hogy ha a D tartomanyon ¢’ = f’/f, akkor f(z)e=9(*)
konstans.
(c) Bizonyitsuk be, hogy log f értelmezheté regularisan a D tartoményon.

13.0.15. (5) Legyen a és b két kiillonboz6 komplex szam. Bizonyitsuk be, hogy

zZ—a

az [a, b] szakasz komplementerén a log =7 fliggvénynek van reguldris dga.

oo n
Legyen {(x) = Z(—l)"“x—, ha |z| < 1. Igazoljuk (behelyette-
n
n=1

sftéssel), hogy e“*) =1 + 2.

13.0.16. (7)

13.0.17. (7) A D tartomanyt egy I' rektifikdlhaté Jordan-gorbe hatarolja. Az

f: D — C fiiggvény regularis D belsejében és folytonos a hataran. Igazoljuk,
hogy [, f =0.

13.0.18. (5) (a) Mutassuk meg, hogy az dbran lathato, egyszeresen osszefiiggd

4

z
tartomanyon az f(z) = {/ —— fiiggvény értelmezhetd reguldrisan.
z

4—
(b) Ha f(1) =1, mennyi f(—1)7
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0
&

(Szabad szemléletes dolgokra hivatkozni, és azt sem kell bizonyitani, hogy
a tartomany valéban egyszeresen Osszefiigg?.)

13.1. A Cauchy formulak

13.1.1. (8) Legyen f reguldris fiiggvény az |z| < 1+ € korlemezen és |a] < 1.

Mutassunk példat olyan ¢, : [0,27] — R fiiggvényre, amire igaz, hogy

1 2m

f(a) F(e")pa(t)dt.

:% ;

13.1.2. (8) Igazoljuk, hogy tetszileges a komplex szdmra
2
, logla] ha |a| > 1
— log |e" + a| dt = ,
o J, losle” +al {o ha Ja] < 1.
Megoldas—
13.1.3. (6)

Az f figgvény reguldris az egységkor belsejében és folytonos a
zért korlemezen. Igazoljuk, hogy tetszéleges |z| < 1 esetén

o= [ 18

- 21 |z|=1 z —f

de.

13.1.4. (8) Az f fiiggvény reguldris az |z| < 1 + ¢ korlemezen. Igazoljuk,
hogy

1 2m ]
log (0] < 5 [ togl7(e")]

Mikor all egyenléség?
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13.1.5. (7) Legyen n egész szam. (Lehet negativ is.)

/M_g CENCEE R

13.1.6. (4)

1 CcoS z e? e?
— dz =7 — dz =7 dz =7
21 |z|=5 z |z|=3 z |z|=3 z—2

/|z|=3 (z—2)(z—4) dz =7

13.1.7. (7) Legyenek a, b komplex szdmok, |b| < 1. Igazoljuk, hogy
1 z—al’ | dz| = la — o +1
2 lz]=11% — b S 1= [ .

( Otlet— ) ( Megoldds— |

13.1.8. (2)

([ Otlet— ) ( Megoldds— |

1212 (2] Az f(z) fiiggvény holomorf az egységkor (|z| < 1) belsejében, és
|f| < 1. Legfeljebb mekkora lehet |f"/(0)|?
[Eredmény—> ] [ Megoldas— ]

13.1.10. (5) a) Mutassuk meg, hogy ha f € O(|z| < 1), akkor f/(2) (1 — |z|)

korlatos.
b) Mit mondhatunk az n-edik derivaltrdl?

13.1.11. (3)

1 CoS 2 e? e?
— "~ de =7 / Sda=? / o de=?
2mi Jy=s 2 |2|=3 % 2j=3 (2 — 2)
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13.1.12. (3) Legyen a és r is pozitiv valds szdm. Szdmitsuk ki a kovetkezd
vonalintegralokat a Cauchy-formuldk segitségével!

1 1 a a® 1 a?
- z d . - _ d . - _ d .
2m/az’2/z’2m/2+1z’2m/z22’
|z|=r |=r |z|=r |z|=r

1 a®

— ——— dz.

2mi / (z+2)? :

|z|=r

13.2. Hatvany- és Laurent-sorba fejtés

13.2.1. Hatvanysorba fejtés, Liouville-tétel

13.2.1. (9)

Azag,aq, ..., sorozatban ag = —1 és tetszblegesn > 1-re Z TH
n—

= 0. Igazoljuk, hogy n > 1 esetén a, > 0. (IMO Shorthst 2006)

Oldjuk meg a feladatot komplex fiiggvénytani eszkozokkel; mutassuk meg,
hogy

/°° dz
an = 5 .
1 x™(w? +log*(x — 1))

13.2.2. (5) Legyen f(z Z anz" olyan egész fiiggvény, amelyre |f(2)| <

n=0
el?l. Bizonyitsuk be, hogy |a,| < (%)n

k
13.2.3. (10) (a) Legyen Z Zanz és fk ) = Z < kj-l) anzn.

Igazoljuk, hogy az egységkor f szermtl képének konvex ‘burka tartalmazza az
egységkor fi, szerinti képét.

(b) Legyen k pozitiv egész. Alkalmazzuk az (a) pontot a N

z
filggvényre, és konstrudljunk olyan k-adfoki p polinomot, amire p(0) = 1,
p(1) = 0, és az egységkorben |p(2)| < e?/*.

(¢) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges k pozitiv egészhez létezik olyan k-
adfokd h polinom, amire h(0) = 1, h(1) = 0, az egységkdr belsejében h-nek
nincs gyoke és |h(z)| < e2/*. (Haldsz-polinom)
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13.2.4. (9) Igazoljuk, hogy ha egy f egészfiiggvény minden értéke a —1, 1

pontokat 6sszekot6 szakaszon kiviilre esik, akkor f konstans.
Kapcsol6do feladat: 12.0.10

13.2.5. (7) Igazoljuk, hogy ha f kétszeresen periodikus egész fiiggvény (azaz

f(z4a) = f(2), f(z+b) = f(2) és az a, b periédusok nem egy kozos ¢ periédus
egész szdmu tobbszorosei), akkor f konstans.

13.2.6. (4) Bizonyitsuk be, hogy ha egy f egészfiiggvény a sikot az egységkor

kiilsejébe viszi, akkor f konstans.

13.2.7. (4) Legyen f € O(C). Ekkor Re f nem lehet korldtos sem alulrél, sem
feliilrol.
2
13.2.8. (3) Fejtsiik hatvanysorba az 22 _—:: ! fiiggvényt az i koril.
2242
13.2.9. (5) Fejtsiik hatvanysorba az (1 +2)° = exp (c-log(1 + z)) fiiggvényt
a 0 kortl.

13.2.10. (4) Melyek azok az f € O(C) fiiggvények, amelyek nem vesznek {6l

pozitiv valés értékeket?

M
a) Ha f nem-konstans egész fiiggvény, akkor limin 7’0 > 0.
13.2.11. (4) Ha f K ; " 1_>f (f
T—00 r
M
b) Ha az f egész fiiggvény nem polinom, akkor Vn-re lim M =
r—00 rn
oo. (M(r) = max|f(z)].)
13.2.12. (6) Tegyiik fel, hogy f : C <+ C regularis fiiggvény. Bizonyitsuk be,
hogy f(z) = Az + B.

13.2.2. Laurent-sorba fejtés

3
Loz 1 ) Fejtsiik Laurent-sorba a 22 T
22 _

elééllitsa a fiiggvényt a 0 egy kornyezetében. Mi az a legb6vebb tartomany,

ahol a Laurent-sor el6allitja a fiiggvényt?
Megoldas—

fiiggvényt az 1424 koriil igy, hogy
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13.2.14. (6) Bizonyitsuk be, hogy ha az f fiiggvény reguldris az |z| > 1 tarto-

manyon, és tetszéleges, az |z| < 3 korlapon reguléris g fiiggvényre

/ =2 f(Z)g(Z) dz = 0;

akkor f kiterjeszthet6 regularisan a teljes sikra.
Kapcsol6do feladat: 14.2.5

13.2.15. (6) Az f fiiggvény akdrhdnyszor integralhat6 az 1 < |z| < 2 gyfiriin.

Igazoljuk, hogy analitikusan folytathaté a teljes |z| < 2 korlapra.
Kapcsolédo feladat: 14.2.5

13.2.16. (5) (Parseval-formula Laurent-sorokra) Tegyiik fel, hogy az f(z) =

o0

Z anz" Laurent-sor konvergens az r — e < |z| < r + & korgyliriin. Igazol-

n=—oo

juk, hogy
1 2 - 2,.2n
g [ V@R 1d= 3 el
|z]=r n=—oo
13.2.17. (5) Legyen f analitikus egy 0 kozept korgytliriiben. Igazoljuk, hogy
ha f

(a) péros, akkor f(z) = Zagkz%,

(b) paratlan, akkor f(z) = Zangsz“!

13.2.18. (9) Az f(2) fiiggvény reguldris az egységkorvonal egy kdrnyezetében,
oo
Laurent-sora Z anz". Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges N pozitiv esetén
n=—oo
min Re i (1 — |n>a 2" > min Re f(2)
EE= N T = '
13.2.19. (5) e’

Fejtsiik Laurent-sorba az 1 fiiggvényt a 0 koriil, az |z| > 1
P

tartomanyon.
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1
13.2.20. (7) Szamitsuk ki az f(z) = m fiiggvény Laurent-soranak
z—2)(z

egyiitthatéit az egyiitthatéformuldbdl az 1 < |z| < 2 tartoményon.

, 1
13.2.21. (5) Ird fel az f(z) = m fiiggvény Laurent-sordt az |z| < 1,
z—1)(z —

1 < |z| < 2 és|z| > 2 tartomdnyokon. Szamitsuk ki az egyiitthatékat az
egyiitthatéformulabdl is.

223 —1
LEZZE: (3) Fejtsiik Laurent-sorba a ZT fliggvényt az ¢ koriil, az 1 <
z

22
|z — i| < v/2 halmazon.
Megoldas—

13.2.23. (3) fiiggvényt a 3 koriil az

Fejtsiik Laurent-sorba a z — S
22 —3z+2
|z —3|<1,az |z —3|>2ésaz 1< |z— 3| <2 tartomédnyokon.

13.2.24. (3)

Fejtsiik Laurent-sorba az 1 fiiggvényt az 1 < |z — 2| < 3
-z

tartomanyon.

13.2.25. (3)

Fejtsiik Laurent-sorba az fliggvényt a 3 koriili 2 sugaru kor

—ZzZ

o
=8
wn
L.
>
o
@
=8

13.2.26. (4) Legyen f(z) = e*T1/% € O(C\0). Léssuk be, hogy f Laurent-sora

1
flz) =ap+ ) a,(z"+2z7") alakd, ahol a;, = S —
= 21: ( : FZO (n+4)4!

13.2.27. (3) Az alébbi fiigvényeknek tobb Laurent-sorfejtésiik is van a 0 koriil

aszerint, hogy milyen gytriiben tekintjiik a fiiggvényeket. Fejtsiik a lehetséges
tartomanyokon sorba ezeket!

1
log(1—

1
CEEE e iy par;

| =
~—

13.2.28. (5) 241/2

Fejtsiik Laurent-sorba az e fliggvényt a 0 koriil.

n

13.2.29. (6) Legyen p(z) = Z az* olyan Laurent-polinom, amire tetszéle-
k=—n

ges |z| = 1 esetén |p(z)] < 1, és £ # 0 komplex szdm. Keressiink felsé becslést

p(&)-re.
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1 o0
13.2.30. (6) Legyen f(z) = 1= Z z". Ellen6rizziik az egyiitthatéformu-
—z
n=0
1at az |z| = § korén: cseréljiik ki a kort egy nagy, R korre (kozben alkalmaz-
zuk a Cauchy-formuldt az 1 pontban) és nézziik meg, hogy mi térténik, ha

R — oo.

13.2.31. (6) Ha az f € O(0 < |z| < 2) fiiggvényre minden g € O(0 < |z| < 2)

péros fiiggvénnyel / f(2)g(z)dz = 0, akkor f is paros fiiggvény.
|z|=1

13.2.32. (7) Legyen D1 ={z: 1—e<|z|<1+4e}és Dy ={z: |z] <1+¢}.

Bizonyitsuk be, hogy ha az f fiiggvény reguldris Di-en és barmely, Do-n re-

guldris g fiiggvényre f(2)g(z) dz = 0, akkor f analitikusan folytathatd

|z]=1
Do-re.

13.3. Regularis fiiggvények lokalis tulajdonsa-
gai

13.3.1. Unicitas-tétel

Lol (&) Az f(z) egészfiiggvényre |f(1/n)] = 1/n% han = 1,2,..., és
|f(7)| = 2. Mekkora lehet |f(—i)|?

( Otlet— ) ( Megoldds— |

13.3.2. (3) Az f egésztfiiggvényre arg f(1/n) = = (mod 27), han =1,2,....
n

2
Mi lehet arg f(2)?

Igazoljuk, hogy ha az f egész fiiggvény a valds és a képzetes
tengelyen is csak valds értékeket vesz fel, akkor paros fiiggvény.

13.3.3. (7)

Otlet—

L2 () Az f figgvény reguldris az 1 < |z| < 2 tartoményon, és az 1,2

pontokat Gsszekoto szakaszon csak valds értékeket vesz fel. Mutassuk meg,
hogy a —1, —2 pontokat 6sszekotd szakaszon is csak valds értékei vannak.

[Otlet—>] [ Megoldas— ]
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13:3.5. (8) Az f fiiggvény reguléris az 1 — e < |z| < 1 4 € korgylir(in, és az

egységkorvonalnak 1étezik egy olyan ive, amelyen f értéke valds. Bizonyitsuk

be, hogy f a teljes korvonalon valds.
Otlet—

Mutassunk olyan nem azonosan 0 fiiggvényt, ami reguldris az
egységkor belsejében, és ott végtelen sok gyoke van. Miért nem mond ez

ellent az unicitas-tételnek?
Megoldas—

Bizonyitsuk be, hogy ha egy fiiggvény reguldris az |z| < 1+ ¢
korlapon és nem konstans, akkor az |z| = 1 korvonalnak csak véges sok

pontjaban lehet tisztan valés az értéke.
Otlet—

13.3.6. (5)

13.3.7. (8)

13.3.8. (6) Tegyiik fel, hogy f € O(C) és |f(z)] = 1 minden = € R esetén.
Ekkor f(z) = 158
13.3.9. (6)

Ha f egész fiiggvény, a valds tengely egy szakaszdn valds értékeket
vesz fel, akkor f(z) = f(Z) minden z-re.

f €0(z| > 1), f korlatos, és f(n) =0  (n=2,3,...). Ekkor
f=0.

13.3.11. (M) ] ¢ o(c),

1 1
f <)‘ < g akkor f = 0. Hogyan élesithetd ez?
n n

o (L) =k s

13.3.2. Maximum-elv

13.3.13. (7) Legyen f reguldris az egységkorben és folytonos a hatérdn. Legyen
A = max |f(e')| és B= max |f(e")]. Igazoljuk, hogy |f(0)] < VAB.

o0<t<mw

13.3.14. (5) Legyen f reguléris fiiggvény az egységkor belsejében és folytonos

a korvonalon. Bizonyitsuk be, hogy az egységkor belsejében felvett értékei a
hataron felvett értékek konvex burkaba esnek.
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13.3.15. (5) Bizonyitsuk be, hogy ha egy fiiggvény reguldris és nem kons-

tans egy nyilt halmazon, akkor a valds és a képzetes részének nincs lokalis
szélsoértéke.

13.3.16. (9) [ (Hadamard-féle hdrom kor tétel)] Igazoljuk, hogy ha 0 < 1 <

ro < rs és az f fliggvény reguldris az r1 < |z| < r3 tartomdnyon és folytonos
a hataran, akkor

log(rs/r1) log(rs/r2) log(ra/r1)
(max |f<z>|) < (max If(Z)|> (max |f<z>|) .

[z|="2 |z|=r1 z|=rs

13.4. Izolalt szingularitasok

13.4.1. Szingularitasok
13.4.1. (4) Az f fiiggvény reguldris a zg pont koriil, a g-nek ugyanott pélusa
van, tovabba

lim (|f(2)] - 1g(2)[*) = 4.

zZ— 20

Bizonyitsuk be, hogy f(z0) = f’'(20) = 0.

1

sin z

z

13.4.2. (4) Igazoljuk, hogy a =
folytathatok a 0-ban.

és az — % figgvények analitikusan

13.4.3. (5) Tegyiik fel, hogy f-nek m-edrendii pélusa van a-ban, és p egy

n-edfokt polinom. Mutassuk meg, hogy p(f(z)) fiiggvénynek mn-edrendil
pélusa van a-ban.

13.4.4. (7) Lehet-e az f fliggvény izolalt szingularitdsa sin f-nek pdlusa?
13.4.5. (7) Lehet-e az f fiiggvény izolalt szingularitdsa ef-nek pélusa?
13.4.6. (5)

Igazoljuk, hogy ha f-nek a-ban izolalt szingularitdsa van, és van-
nak olyan z, — a és w, — a sorozatok, hogy f(z,) = 1, f(w,) — 2, akkor
van olyan s, — a sorozat is, hogy f(s,) — 3.

13.4.7. (4) Bizonyitsuk be, hogy ha egy fiiggvény az |z| > 1 tartoményon

reguléris és korlatos, akkor 1étezik hatarértéke a oo-ben.
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13.4.8. (5) Ha f-nek a-ban pdlusa van, ugy f a koriil pontosan akkor egyréti,

ha a poélus elsérendii.

13.4.9. (4) Legyenek f,g € O(|z| < 1).

a) Ha |g| < |f]| és zo f k-szoros zéréhelye, akkor zy g-nek is (legaldbb)
k-szoros zérohelye.

b) Ha [g(e®)| < |f(e®)] és f minden k-szoros gydke egyben g-nek is
(legaldbb) k-szoros gyoke, akkor |g| < |f] |z| < 1-ben. Ha egyetlen |z| < 1-re
egyenléség all fenn, akkor f = Ag, |A| = 1 konstanssal.

(Az f(z) = z speciélis esetet nevezik Schwarz-lemmanak.)

13.4.10. 9) ] By onyitsuk be (a nagy Picard-tétel felhasznaldsa nélkiil), hogy

ha az f fiiggvénynek lényeges szingularitdsa van egy zp pontban, akkor a zg
tetszdleges ¢ sugaru pontozott kornyezetében az értékkészlet komplementere

nem tartalmazhat szakaszt.
Megoldas—

Kapcsol6do feladat: 12.0.10

13.4.2. A reziduumtétel
13.4.11. (4) Ha f € M(|z| < 1) akkor f-nek pontosan akkor létezik primitiv
fuggvénye, ha f minden szingularitasdban a reziduuma 0.

13.4.12. (5) Szamitsuk ki (példdul L'Hospital szabéllyal) a ctg z és a 7 ctg(mrz)
fiiggvény Laurent-sordnak elsd 6 tagjit a 0 < |z| < 7 tartomdnyon. Mi a
ctgz ctgz

3

z 22 7

13.4.13. (6)

t
o ¢ g5 z fiiggvények reziduuma a 0 kortil?
z

Legyen f(z) olyan raciondlis tortfiiggvény, amiben a nevez6 foka
legalabb 2-vel nagyobb, mint a szamldléé. Mutassuk meg, hogy a
metg(nz) - f(x) figgvény 6sszes reziduuménak dsszege 0.

13.4.14. (4)

1

— tgz dz =7
211 |z|=2

13.4.15. (4)

tg 2
o=
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13.4.16. (3) Hol vannak a wctgnz fiiggvény szingularitdsai? Mi ezeken a

helyeken a reziduuma?
13.4.17. (6) Legyen az f fliggvény reguléris az egységkor belsejében és folyto-
nos a hataran. Fejezd ki az

1
1 / (;) &
211 sin” z
|z]=1

integralt f(0), f'(0), ...segltségével.

13.4.18. (4)

dz 9
L COS Z

13.4.19. (4) Legyen I' az dbran lathat6 gorbe.

r

Y
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220 42
(a)/zQi1 dz

T

sin z
b d
o [
c(0,1)
13.4.20. (4)
13.4.21. (5)
13.4.22. (5)
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13.4.23. (4)

.
s —
=2 #° — 1

d
13.4.24. (4) Legyen 0 < r < 7. / - S
sin z
|z|=r
13.4.25. (7) Igazoljuk, hogy ha aq, . .., a, kiillonb6z6 komplex szdmok és p(z) =

(z—a1)-...-(z—ay), akkor
~ p'a;)
> (o)

j=1

13.4.26. (5)

13.4.27. (4)

z
/ - dz =?
|Z—2‘=4 Ssin z

13.4.3. A reziduum kiszamitasa

13.4.28. (5) Mi a tg z, tg? 2, tg* » fiiggvények reziduuma a 3 pont koriil?

z

=

13.4.29. (5) tg 2

és a -
1—-cosz tgz —sinz

fliggvények reziduuma a 0-ban?

13.4.30. (4) Hol vannak az aldbbi fiiggvényeknek izolalt szingularitasai? Mennyi
ott a reziduumuk?
1 1 1 1 .1 e* e*
i o ) 5 Sll—g ) )
20 22 2242z sin z 27 22447 (2244)?
e? e — 23+ 8

(22 4+4)3 2241



13.4. IzOLALT SZINGULARITASOK 239

13.4.31. (5) Legyen f és g reguldris a zg pont egy kérnyezetében.

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha 2y a g-nek egyszeres gyske, akkor Res S =
20 g

(b) Tegyiik fel, hogy zo kétszeres gyoke g-nek. Fejezd ki Res i—t az f és
Z0 g
g, valamint derivaltjaik értékével a zy helyen.

13.4.32. (7)

13.4.33. (7) Igazoljuk, hogy ha p(z) legaldbb mdasodfokd polinom és a gyokei,

01, - ., 0n killonbozék, akkor m =0

13.4.34. (4)
1

— tgz dz =7
211 |z|=5

13.4.4. A reziduumtétel alkalmazasai

13.4.35. (8) Legyen n pozitiv egész szam és ¢ egészfiiggvény. TetszOleges

X > 0 valds szam esetén legyen

1 p(s) - X°
F(X) = 210 Jigjznt1 8(s = 1)(s =2) -...- (s —n)
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240
(a) Igazoljuk, hogy f(X) polinom.
(b) Mutassuk meg, hogy ha ¢ polinom, és deg ¢ = k < n, akkor f-nek az

1 pontosan (n — k)-szoros gyoke.

Végtelen sorok 6sszegének kiszamitasa
o0
Szamitsuk ki a a reziduumtételb6l a E FERY osszeget. Utana
k T4

13.4.36. (5)
=1
szamitsuk ki teleszképosan is, hogy 6sszehasonlitsuk az eredményt.
13.4.37. (10)] g > 0 esetén legyen I'(s) = [ 2" 'e™® du; kisebb valds
. Holvan al és a 1% fliggvényeknek gyoke

I(s+1)

rész esetén legyen I'(s) =
vagy pélusa? Mennyi a pélusokndl a reziduum? Kiszamolhatjuk-e a Zz';l 1?13
Osszeget a I fliggvény segitségével?

13.4.38. (5)
> i~
k2+k+1

k=0
(A végeredményben nem lehetnek komplex szdmok!)
Megoldas—

ctg(mz
LQW) fliggvény reziduumainak vizsgalataval bizonyitsuk
=1 2
be, hogy Z 25
k=1

)

13.4.39. (5)] ,

™0

13.4.40. (5

(]
%=
£l
Il
—
5
[~}
|
Ll

|
NE

£
Il
-

13.4.41. (5)
> g
2k2 -1

k=—o0
Legyen Ny, az a négyzet, amelynek csicsai +(k + %) + (k+ %)z

1 t
7/ TC g2ﬂ'z ds =2
2mi Jy, %

Milyen osszefiiggést kaphatunk a k — oo hatardtmenetbdl?

13.4.42. (5)
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13.4.43. (5) Legyen f € O(D), v a belsejével egyiitt D-ben levd egyszert,

zart, rektifikdlhaté Jordan-goérbe. Ha |f(z)| konstans z € v esetén, akkor
vagy f(z) konstans, vagy van f-nek gyoke v belsejében.

Valos integralok kiszamitasa

/°° dz .
o TH+1

(A végeredményben nem lehetnek komplex szdmok!)

13.4.44. (4)

Megoldas—

13.4.45. (4) Legyen a € (0,1) valés szam.

(o9} «
[
0 2 +1

13.4.46. (6)

00 00 00 2
/ 3dx 9 / log x du =7 / log” x dr =2
o x3+1 o x2+x+1 o x2+1

13.4.49. (6)

13.4.50. (5)

/ dz o
2j=2 (2% + 2%)sin z o
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13.4.51. (5)
/ e,
|2j=2 (22 +1)sin 2

13.4.52. (9) a) /costda: —9 b) / sin(3x2 + 1)dz =?

0 — 00

s at

13.4.53. (7) / =2 0<a<1)

1+4et

13.4.54. (7) / ch Az
(

mdz =? (A>0)

—100

13.4.55. (5) / at =1

/2

/ log sin xdx =7
0

13.4.56. (9)

13.4.57. (7)

xXr — COsS ™
/ 22— 62+ 109

— 00

rsinx

13.4.58. (6) a)/ COSAT 4 (a>0) b)/idx
0

x2—|—a2
0

x? +a?

13.4.59. (6)

/°° VT dg = /°° e 9 /oosinx dg =
0 w3 +1 Ceo T+ 0 T

13.4.60. (7) Szamitsuk ki tetszdleges a > 0 valds szdmra az
1 at . .
37 T d¢ integralt.

|zi=2
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13.4.61. (7) Legyen h > 0 esetén I'1 (h) az 1 — hi és 1 + hi pontokat 3sszekotd

szakasz, I'y(h) az 1 — hi és 1 + hi pontokat 6sszekotd, origd kozépponti, az
ramutaté jardsaval ellentétes irdnyban haladé koriv, I's(h) az 1 — hi és 1 +
hi pontokat 0sszekotd, origd kozépponti, az éramutatd jarasaval megegyezd
irdnyban haladé koriv.

(a) Mi az Osszefiiggés az alabbi integrélok értéke kozott?

L g; Ir(h) = % g; I3(h) = % &,

I'i(h) I'z(h) Is(h)

Ii(h) =

b

211

(b) Szamitsuk ki a hdrom integral hatarértékét, ha h — oo.

13462 / dz:? (0 >0, 0<t<l)
13463 /

eZ
=2 b 4z =7
sin z dz ) / (z — mi)? :

C(m,1) C(mi,1)

13.4.64. (5)
et? e? 1

2) / 1+ 2% ) / sinZz © / 17
|z—i|=1 |z—m|=1 |z—2mi|=1
eZ
d ——dz =7
) / cosz— 1 N
|z|=m
13.4.65. (5)

Tegyiik fel, hogy f-nek izoldlt szingularitdsa van az a pontban, és
az a egy pontozott kornyezetében f # 0. Milyen szdm lehet f'/f reziduuma
az a-ban?

13.4.66. (6) Legyen f(2) = ag + a1e® + - -+ 4+ a,e™*, és nevezziik f két gyokét

lényegesen kiillonbozének, ha nem 27i egész tobbszorosével térnek el egymas-
t6l. Ekkor a Re z < «a félsikba esd 1ényegesen kiilonb6z6 gyokok szama véges
és megegyezik

a+1
1 f'(w)
o / f(w)wdw -vel.

13.4.67. (6) Az f nemkonstans fiiggvény reguléris a ~ zart gorbe belsejében és

egy kis kornyezetében, tovabba |f| a teljes gorbén konstans. Igazoljuk, hogy
f-nek van gyoke ~ belsejében.
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13.4.68. (4) Léssuk be, hogy tetszbleges a € C és n > 3 mellett |z| < 3-ban

van gyoke az 1+ z + az™ polinomnak!

13.4.69. (6) Legyen I', g az dbran lathaté gorbe, ahol R nagy, r kicsi és ¢

még r-nél is sokkal kisebb. Milyen Osszefiiggést kapunk a

. . . 1 log z
lim lim lim — —— dz
R—oor—+0e=40 270 Jp . 22 +1

hatarérték vizsgalatabol?

4Ry

13.4.70. (7) Legyen I'(h) a —hi és hi pontokat Osszekot6 egyenes szakasz.

Szamitsuk ki
. 1 et
lim —
h—o0 271 E—z2
r(h)

dg

értékét Rez < 0 és Rez > 0 esetén.

13.4.71. (5)
2m

o (eit + e—it)ndt -2
2 0

13.4.72. (7) Legyen a > 0 valds szam.
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13473 B 1 B
D e

|z|=21
13.4.74. (9) Tegyiik fel, hogy az f(s) = Z % Dirichlet-sor abszolit konver-
nS
n=1
gens Res > 1 esetén, és legyen X > 0 valds szam.
1 X 1 X
im L O R L O Faa
h—o0 27T% Re s=1,|Im s|<h s 2mi Res=1 S
1 X9
Py f@)—= ="
2mi Res=1 5(3 + 1)
13.4.75. (7)

Bizonyitsuk be az aldbbi integrélformulat!

1 e 0 A>0 0
e >0,(a>0)
A A<D

13.4.5. Argumentum elv és Rouché tétele
13.4.76. (7) Bizonyitsuk be, hogy a polinomok gyokei folytonosan fiiggnek az
egyiitthatdéktdl, azaz ha g az an,z™ +. ..+ a1z + ap polinomnak (ahol a,, # 0)
pontosan k-szoros gyoke, akkor minden, elegend6en kicsi € > 0-hoz létezik
olyan ¢ > 0, hogy ha b, ..., b, komplex szdmok és |b; — a;| < ¢, akkor a o
koézéppontt, € sugari korben a b,2" + ...+ b1z + by polinomnak pontosan k

gyoke van.
HEES () Hény gyoke van a cos z = 223 egyenletnek az egységkorben?
Megoldas—
13.4.78. (3)

Az f figgvény reguldris a v egyszerii, zart gorbe belsejében és
egy kis kérnyezetében, tovdbbd a teljes gorbén |f| > 1. Igazoljuk, hogy f az
egységkorlemez minden elemét ugyanannyiszor veszi fel v belsejében.

13.4.79. (3) Hény gyoke van a megadott tartomanyokon az adott egyenletek-
nek?
(a) sinz = 222, 2] <1
(b) 24+ 22 —42+1=0, 1<z <2

(c) 2% — 62 + 10, |z| > 1.
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13.4.80. (3) Legyen |a| = 3. Hany gyoke lehet (multiplicitdssal szdmolva) a

2% + 2% + az — 1 polinomnak az 1 < |2| < 2 tartomanyon?
13.4.81. (4) Tegyiik fel, hogy az f € M (1 < |z| < 2) fiiggvényre |f(2)| < 1,
ha |z| = 1 vagy 2. Ldssuk be, hogy ekkor f(z) a 2 értéket éppen annyiszor
veszi fel, mint ahdny pélusa van ebben a korgytiriiben.

13.4.82. (3) Hany gyoke van a 27 + 322 — z fiiggvénynek az egységkdrben?
13.4.83. (5) Bizonyitsuk be az algebra alaptételét Rouché tételébol.
13.4.84. (5)

Tegyiik fel, hogy a v egyszerli zart gorbe a belsejével egyiitt a
D tartomdnyban fekszik, ahol f és g reguldris, tovdbba a v gorbén |f| >
|g| I/gaz?ljuk Rouché tételét az I(u) = 7 fﬂ/ % paraméteres integral
vizsgalataval.

13.4.85. (4) Bizonyitsuk be, hogy az az™ + 3z + 1 polinomnak tetszdleges a
komplex szam és n > 1 egész esetén létezik gyoke az egységkor belsejében.
13.4.86. (5) Legyen a € C, |a|] < 1, n € N. Igazoljuk, hogy a (z — 1)"e* = a

egyenletnek pontosan n megoldasa van a Re z > 0 félsikban.

13:4.87.(9) A karakterisztikus fiiggvények gyokeinek vizsgéalatdaval bizonyitsuk

be, hogy tetszoleges X,Y fiiggetlen, azonos eloszlasu, legfeljebb 5 abszolut

értékill val6szintliségi valtozdkhoz 1étezik olyan t € [0, 1], amire

|IP(X +Y <t)—t| > 1071,

(Schweitzer-verseny alapjan)



14. fejezet

Konform leképezések

14.1. Tortlinearis fiiggvények

Z1 — %

14.1.1. (4) 3
osztoviszony pontosan
22 — X3
akkor valds, ha z1, 2o és z3 egy egyenesbe esnek.
. 21 — %3 21 — 24 v
(b) Igazoljuk, hogy a (21,29, 23, 24) = : kettdsviszony
22 — 223 22 — 24
pontosan akkor valds, ha z1, zo 23 és 24 egy , koregyenesre” esnek.

14.1.2. (5)

(a) Igazoljuk, hogy a (z1, 22, 23) 1=

Igazoljuk, hogy minden kettOsviszonytarté siktranszforméacio re-
guldris, s6t tortlinearis leképezés.

14.1.3. (3) Igazoljuk, hogy az 1/z fiiggvény kettésviszonytartd, azaz

Ty Ty T 7) = (2172272372:4)~

Keressiink méas kettOsviszonytarté fiiggvényeket!

14.1.4. (5) Mutassuk meg, hogy ha egy egyréti fliggvény csak egyetlen kor-
vonalat korvonalba visz, akkor mar tortlinedris leképezés!

14.1.5. (6) Tegyiik fel, hogy az f, € O(D) fiiggvényekre f,, — f (f nem
konstans) D belsejében egyenletesen. Igazoljuk, hogy ha minden n-re van
K, korvonal, amelyet f,, korvonalba visz, akkor f minden koregyenest kor-
egyenesbe visz.

14.1.6. (7) Mik a tortlinearis fiiggvények csoportjanak véges részcsoport-

jai?

247
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14.1.7. (7) Mik azok a tortlinearis fliggvények, amik a pozitiv félsikot a pozitiv

félsikra képezik?

14.1.8. (3) Milyen geometriai jelentése van a kettOsviszony képzetes részé-
nek?

14.1.9. (3) A fiiggvény 0-, co- és 1-beli értéke alapjdn mutassuk meg, hogy
Re 21 <0, ha [2| < 1.

Megoldas—

A kitevében levé fliggvény 0-, co- és 1-beli értéke alapjan, to-
vabbi szdmolas nélkiil, pusztan a linearis tortfiiggvények és az exponencialis
fliggvény ismert tulajdonsdgai alapjan mutassuk meg, hogy

14.1.10. (3)

z+1
ez—1

<1l (Jz| <1).

14.1.11. (5) (a) Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges n-edfoku f polinomhoz létezik

olyan n-edfoku g polinom, amelynek az egységkor belsejében nincs gyoke,
tovabbé az egységkorvonalon |g| = |f].

(b) Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges meromorf f fiiggvényhez létezik olyan
meromorf g fiiggvény, amelynek az egységkor belsejében nincs sem podlusa,
sem gyoke, tovabbd az egységkorvonalon |g| = |f].

14.1.12. (5) Egy tortlinedris fliggvény az egységkorvonalat onmagéra képezi.

Hogyan helyezkedhetnek el a gyokei és a pdlusai?

14.1.13. (5)
1?

Mik azok a meromorf f fiiggvények, amikre |z| = 1 esetén |f(z)] =

14.1.14. (7) Az f fiiggvény reguldris az |z| < 1 + ¢ korlapon véges sok pélus

kivételével és f(0) = 1. A fiiggvény gydkei és polusai az egységkor belsejé-
ben 01, 09, ..,0n, illetve p1,pa, ..., Dy (minden gyskot és pélust annyiszor
sorolunk fel, amennyi a multiplicitdsa). Igazoljuk, hogy

Pip2 .. -Pm

log[f(2)] - |dz| = log
0102 ---0n

21 Ji2=1

(Ha egyéltaldn nincs gyok vagy pélus, akkor a megfelel6 szorzat értéke 1.)
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14.1.15. (6) Ha az f: 5(0,1) — S(0,1) reguléris fiiggvény gyokei a véges vagy

végtelen sok |ag| < 1 szdm, akkor

17(0)] <

00
I |ai .
=0

14.1.16. (5) ) 14az0ljuk, hogy

(a) Ha T'(z) tortlinedris leképezés, akkor T-nek van fixpontja C U co-ben.

(b) Ha z;, w; (j =1,2,3) adottak (2 # z;, wx # w;), akkor van olyan
egyértelmtien meghatérozott T' tortlinearis leképezés, amelyre T'(z;) = w.

(c¢) Milyen tipusu tortlinedris leképezéseknek lehet 1, 2 vagy t6bb fixpont-
ja?

14117 (5) ] oliuk, hogy

(a) Pontosan akkor lesznek z és w a K korre vonatkozdéan inverz pontpérok,
ha a z,w egyenes athalad K kozéppontjan, és z,w Thalesz-kére merdleges
K-ra. (Ha K egyenes, akkor a tiikros pontpéarok inverzek.)

(b) A tortlinedris leképezés a koregyenesre vonatkozd inverz pontparokat
tartja.
14.1.18. (4) (a) Gondoljuk meg, hogy minden tortlinedris transzformécié els-
allithat6é mint eltolds, forgatds, nagyitds és reciprokképzés (azaz korre, majd
egyenesre val$ tiikrozésbdl osszetett koriiljardstarté transzformécio) felhasz-

naldsaval képzett kompozicio.

(b) A tortlinedris leképezések egyrétiiek, megtartjak a szogeket, a sikido-
mok koriiljardsat és a pontnégyesek kettOsviszonyat. fgy a kort és egyenest
korbe vagy egyenesbe viszik (,koregyenes”-tartéak).

14.1.19. (5) Az f fiiggvény reguldris az |z| < 1+ ¢ korlemezen. Igazold, hogy

1 2m )
log (0] < 5 [ toglf(e)]

14.1.20. (5) Mutassuk meg, hogy pontosan egy olyan konform leképezés létezik,

amely

(a) egy K kort egy K’ korbe visz gy, hogy hérom keriileti pontot K’
harom eldirt keriileti pontjaba visz (3 valds paraméter);

(b) egy K kort egy K’ korbe visz gy, hogy egy belsé és egy keriileti pont
K’ eldirt kertileti ill. belsé pontjdba keriiljon (1 valés és 1 komplex, azaz 3
valés paraméter).
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(c) Ismeretes, hogy ha f : D < G konform leképezés, D = y és 0G =T
Jordan-gorbék, akkor f folytonosan és bijektiven kiterjesztheté D U 9D <>
G U OG leképezéssé (azaz a hatdrokat is megfelelteti egymdsnak). Ennek a
Caratheodory-tételnek a felhasznaldsdval dltaldnositsuk a)-t és b)-t!

14.1.21. (5) Lassuk be, hogy a H felsé félsikra
az+b
Aut(H) =T =0 b deR!
u( ) { (Z) CZ+d’ a, , G € }

Ha Aut(H) elemeit az (Ccl Z) métrixszal jellemezziik, akkor mely métrixok

hatarozzak meg ugyanazt a transzformaciot?

14.2. Riemann alaptétel

14.2.1. (5) Adjunk meg konform megfeleltetést (képletet) az dbran lathatd

bevagott negyedsik és az egységkor kozott.

l 1+

Y

14.2.2. (5) Mutassunk példat (képletet) konform megfeleltetésre a
Dy ={z: |Imz| <1} és a Dy = Dy \ (—o0, 0] tartomédnyok kozott.

D1 DZ
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14 2.3. Kepezzuk le az egységkorre:

‘b)‘ ‘

14 2.4. (7) Az dbran tizféle nyilt, egyszeresen osszefiiggd tartomény lathato.
Keress kozottiik konform megfeleltetéseket.

felvigott sik negyedsik félsik félsik bevigdssal

negyedkor kor bevdgdssal  isp két bevagdssal fél sav

Legyen D; az dbran a kiils6, zold szini tartoméany, Do pedig a
kék és a z0ld rész egyiitt. Bizonyitsuk be, hogy ha az f fliggvény regularis
Dj-en és barmely, a Dy-n reguldris g fliggvényre az f - g fiiggvénynek létezik
primitiv fiiggvénye Dj-en, akkor f analitikusan folytathaté Do-re.

Kapcsolédé feladat: 13.2.15

i Mutassunk példét (képletet) konform megfeleltetésre a
Dy ={z: |Imz| <1} és a
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Dy={z: |z]<1és|z—1—1i|>1}
tartomanyok kozott.

Megoldas—

Konstrualjuk meg a megadott tartomanyok konform leképezéseit
az egységkorlapral

a) {z: —g<argz<g} b) {z: |z| <1, Imz > 0}

c){z: |z| <1, vagy Imz < 0} d) C\[0,1]

14.2.7. (6)

14.2.8. (5) Jelolje Aut(D) a D komplex tartomany konform automorfizmu-

sainak csoportjat. Mutassuk meg, hogy ha létezik f : D <« D’ konform
leképezés, akkor Aut(D) = Aut(D’).

14.2.9. (5) Legyen Dy ={z: 0 <Rez<1, 0<Imz}és Dy ={z: Rez >

0, Im z > 0}. Mutassunk példét (képletet) D1 — D5 konform leképezésre.

14.2.10. (7) Jeloljiik a koordinatatengelyek és az egységkor altal nyolcfelé

vagott sik részeit rémai szdmokkal.
Konstrualjuk meg az 0Osszes lehetséges olyan konform transzforméciot,
amely ezeket a tartomanyokat egymas kozt cseréli fel.

. | v.

VII. VIII.

Hényféle lehet a képek elhelyezkedése?

14.2.11. (5) Képezziik le a megadott tartoményokat konforman az Imw > 0
félsikral
(a) {z: [2[ > 1}\[-2,—1]

(c) {z: |z <1, Imz > 0}\ [0, £]
(d) {z: O0<argz <7/2, |z| > 1}\[1 +14,00)
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14.2.12. (7) Legyenek F' C G komplex tartoményok, f : S(0,1) « F, g :
S(0,1) <» G konform leképezések, tovabba f(0) = ¢(0). Bizonyitsuk be,
hogy [ f/(0)] < 1g'(0)].

14.3. Schwarz-lemma

14.3.1. (5) Adott a komplex sikon egy K kor, rajta kiviil egy p pont. Bi-

zonyitsuk be, hogy ha f olyan tértlinedris fiiggvény, amire f(K) = K és
f(p) = p, akkor |f'(p)| = 1.

14.3.2. (6) Igazoljuk, hogy minden D C C tartomanyhoz és ebben rogzitett

a ponthoz egyértelmiien 1étezik az az r(a, D) sugér, amelyre van f : D <
5(0,7(a, D)), f(a) =0, f'(a) =1 konform leképezés.

14.3.3. (6) Legyenek F' ¢ G és D komplex, egyszeresen Osszefiiggd tarto-
manyok, a € F, és f : F <> D, g : G <> D konform leképezések gy, hogy

fla) = g(a). Ekkor |f'(a)] > |g'(a)]

14.3.4. (5) Legyen P = {z : Rez > 0} a pozitiv {élsik, f : P — P reguldris
és f(1) = 1. Bizonyitsuk be, hogy |f(1)] < 1.

14.3.5. (7) A Schwarz-lemma segitségével igazoljuk, hogy ha
T, R € Aut (5(0,1)) és T(a) = R(a) = 0,
akkor T' = ¢R valamilyen |c| = 1 konstanssal. Gondoljuk meg, hogy eszerint
milyen elemei vannak Aut (S(0, 1))-nek?

14.3.6. (7) Igazoljuk, hogy ha f reguldris az egységkorben és |f(z)] < 1,
akkor
IO
2 = 2"
L=1f(z)PP — 1-z]
14.3.7. (6)

Tegyiik fel, hogy az f : S(0,1) — S(0, 1) reguldris fiiggvény gyokei
ai,...,a,. Ekkor

a; — 2
P — <1).
e BN CE)

s <1l
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14.3.8. (7) Tegyiik fel, hogy az f € O(]z| < 1) Rez > 0-ba képez, és
f(0) = 1. Ekkor

1— 2| 1+ 2|
< 2)| < .
14.3.9. (7) Legyen w : S(0,1) — S(0,1) reguldris, |a] < 1. Ekkor
B B _ 2
) w(z)iw(a) <|Zze b) | (a)| < M.
1 —w(a)w(z) 1 —az 1—lal
14.3.10. (7) Tegyiik fel, hogy w : S(0,1) — S5(0,1) regularis fiiggvény, és
w(a) = 0. Ekkor
z—«
< . ! <1- 2,
(a) [w(2)] < | T——|: (b) [w'(a)] <1 —|af
14.3.11. (6) Legyen aq,as, ... komplex szamsorozat, amire barmely k esetén

lag| <1 és Reay, > 5. Legyen

20 =10 Z = ——"
0 b n+1 1 7 " .
Igazoljuk, hogy a,, — 1.
(IMC 2011/6 alapjén)

14.3.12. (9) Legyen D = {z € C : |z| < 1} a komplex egységkorlemez, és

legyen 0 < a < 1 valés szam. Tegyiik fel, hogy f : D — C olyan holomorf
fiiggvény, amire f(a) =1 és f(—a) = —1.

(a) Mutassuk meg, hogy

1
> -
eIz

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha f-nek nincs gyske, akkor

1) 2 e (* — o )
sup | f(2)| > exp T .
z€D 4Cl

(Schweitzer-verseny, 2012)

Megoldas—
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14.4. Kiterjesztés a hatarra

14.4.1. (10) Igaz-e a Caratheodory tétel megfelelGje olyan tartomany esetén,

ami nem egyszeresen Osszefiiggd, hanem véges sok Jordan-gorbe hatarolja?
14.4.2. (9) Bizonyitsuk be, hogy az m < |z| < Ry és ra < |z| < Ry gyfiriik
1 2

akkor és csak akkor konform ekvivalensek, ha — = —.
1 T2

14.5. Tiikrozési elv

14.5.1. (5) Az f fiiggvény reguldris az r < |z| < 1 korgytiriin, folytonos az

egységkorvonalon, és (a) a korvonalon f valds; (b) f # 0, és a kérvonalon

|f| = 1. Bizonyitsuk be, hogy a fiiggvény analitikusan folytathaté az r <

|z| < L gyfirtire.
152 () Legyen D = {z: Rez > —3, [2| > 1}.

(a) [rjuk fel azt a ¢ konform leképezést, ami D-t megfelelteti az egység-
kérnek tgy, hogy ¢o(—1 + @z) =i, (-1 - @z) = —i és p(o0) = 1.
(b) Igazoljuk, hogy ¢ kiterjeszthetd az egész sikon meromorf fiiggvénnyé.
(c) Hany pdlusa van a kiterjesztett ¢-nek? Mi a rendje ezeknek a pélusok-

nak?
Megoldas—

Kapcsolédé feladat: 14.5.3

14.5.3. (7) Legyen 0 < @ < 1 és a D tartomany az egységkorlemez és az

(a,1/a) dtméréji kor kiilonbsége.

D

(a) [rjuk fel azt az f konform leképezést, ami D-t a Rez > 1 félsikba viszi
gy, hogy f(a) = oo, f(—1) =1¢és f(0) = 2.
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(b) Igazoljuk, hogy f kiterjeszthetd az egész stkon meromorf fiiggvénnyé.
(c) Hol veszi még fel a (kiterjesztett) fiiggvény a 2 értéket?
Kapcsol6do feladat: 14.5.2

14.5.4. (5) Az f fiiggvény reguldris és sehol sem 0 egy D konvex tartoményon,

aminek hatdra tartalmazza a valds tengely egy I intervallumét. A fiiggvény

folytonosan kiterjeszthetd az I belsejére és ott |f| = 1. Bizonyitsuk be, hogy

f analitikusan folytathaté D tiikérképére (a D = {Z: z € D} halmazra).
14.5.5. (9) Bontsuk fel a Poincaré féle kormodellt olyan egybevagd hdrom-
szogekre, amelyeknek két 45 és egy 60 fokos szoge van, és szinezziik ezeket
felvaltva feketére és fehérre. (Ld. M. C. Escher Cirice Limit IV — Heaven
and Hell c. fametszetét az dbrén). Létezik-e olyan, az egységkérben merom-
orf fiigvény, aminek minden fekete hdromszogben (6rdég) pontosan egy gyoke
van és nincs pélusa, tovdbbd minden fehér hdromszogben (angyal) pontosan




II. rész

Megoldasok
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15. fejezet

Megoldasi otletek és
végeredmények

Adjuk meg az igazsagtdblat!

AV (B= A)
A B|Av(B=A)
I 1|1
Végeredmény: |1 N |1
N I |N
N N|I

Legyen H C R. Irjuk fel az aldbbi tulajdonségokat, illetve tagadésukat
is formalizélva. Létezik-e a megadott tulajdonsagi halmaz?

1. H-nak legfeljebb 3 eleme van.
2. H-nak nincs legkisebb eleme.

3. H barmely két kiilonbz6 eleme kozott van harmadik H-beli.

=~

. Barmely szamndl van nagyobb H-beli szam.

259
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Végeredmény:
1.V z,y,2z,weH z=yVer=zVer=wVy=zVy=wVz=w
2.V zeH 3 yeH y<z
3.V z,yeH z<y3d zeH x<z<y
4.V zeR 3 yeH z<y

1.0.13. Hény olyan H C {1,2,...,n} halmaz van, amelyre teljesiil, hogy
Ve (e H)AN(x+1€ H)]=z+2€ H)?

Megoldasi 6tlet: Az elejére vegyiink hozzd! j(n+1) = j(n) +j(n —1)+1

Tegyiik fel, hogy

(a) nem mindenki hullamosd, aki szereti a spendtot;
(b) minden zenerajongé hullamosd, vagy legaldbbis nem szereti a spenétot;

(c) vagy az igaz, hogy aki nem hullamosd, az zenerajongd, vagy pedig az,
hogy aki hullamosé, az nem zenerajongo.

Kovetkezik-e a fentiekbdl, hogy aki szereti a spenétot, az nem zenerajongd?
(KosMalL, 1975. december, F. 2001., [Pésa Lajos feladata] alapjan)

Megoldasi 6tlet: Rajzoljuk le a hullamosdk, spendtevok és zenerajongdk

halmazait Venn-diagramon.

Legyen NOR(z,y) = —(xz Vy). Csupdn a NOR miiveletet felhasznélva
sokféle  kifejezést  készithetiink,  pl NOR(z, NOR(NOR(z, y),
NOR(z,x))). (a) Mutassuk meg, hogy bdrmilyen n-valtozds logikai fiigg-
vényt eldllithatunk igy!

(b) Mutassunk példat a NOR helyett méas kétvaltozos logikai fiiggvényre,
amikre ugyanez a tulajdonsag teljesiil!

Vgg 4Y 4B 4A 3y 38 3A
141 |13 j12) 11 ]10] |9 |8

11121131 e|ls[|6]]7
1y 1A 18 2y 2A 28 GND

A Texas Instruments SN7402N integralt d&ramkore, ami 4 fiiggetlen NOR logikai kaput

tartalmaz
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Végeredmény: Elég a A, V és — miiveleteket felirni:

xz Ay = NOR(NOR(z,z), NOR(y,y); zVy=NOR(NOR(z,y), NOR(z,y);
-z = NOR(z, z).

Egy madsik ,,univerzalis” mfivelet a NAND(z,y) = —(z A y) (Az SN7400N

IC-ben négy fiiggetlen NAND kapu van.)

1.0.34. Bizonyitsuk be az tigynevezett binomidlis tételt, azaz, hogy

(a+0b)" = <g>a" + (T)a”1b+~~+ <Z>b”.

Megoldasi 6tlet: Hasznaljuk a 1.0.33 feladatot és teljes indukciot.

Melyik nagyobb? 639° vagy 6389 + 9 - 63887

Megoldasi 6tlet: Hasznaljuk a binomialis tételt.

Legyen A={1,2,...,n} é B ={1,..., k}.

1. Hany f: A — B fiiggvény talalhat6?
2. Hany f : A — B injektiv fiiggvény talalhat6?
3. Hény f : Ay — B fiiggvény taldlhatd, ha Ay az A tetszdleges altalunk
valasztott részhalmaza lehet?
Végeredmény:
1. |B|Al = k.
2. (5 nl=k(k—1)- (k—n+1).
3. (|B] + DAl = (k+ 1)
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Hényféleképp lehet elhelyezni a sakktablan:
1. 2 fehér bastyat?
2. 2 fehér bastyat, hogy ne iissék egymaést?
3. 1 fehér és 1 fekete bastyat?

4. 1 fehér és 1 fekete bastyat hogy ne iissék egymast?

Végeredmény:
64
L (%),
2. 16449,

3. 6463,
4. 64 - 49.

Igaz-e tetszoleges A, B, C halmazokra, hogy
(a) (AAB)AC = AAN(BAC);
(b) (AAB)NC = (ANC)A(BNC);
(¢c) (AAB)UC = (AuC)A(BUC)?

Végeredmény: (a) igen; (b) igen; (c) nem.

Az Ay, As, ... allitdsok egy sorozata. Mi kovetkezik az alabbi feltéte-
lekbdl?
a) Ag, Az igaz, és ha A, és A,11 igaz, akkor A, s is igaz.
b) Ha A, igaz, akkor A,,11 is igaz, tovdbba As» hamis minden n-re.
c) Ha A, igaz, akkor A,,_1 is igaz, és Ajo hamis.
d) Ha A,, hamis, akkor A, y; is hamis, tovdbba A; igaz.
e) A igaz, és ha A, hamis, akkor A,_; is hamis.

Végeredmény:

(a) A, igaz n > 2-re.

(b) A,, hamis minden n-re.
(¢) A, hamis n > 10-re.
(
(
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1.0.63. Bizonyitsuk be, hogy tg 1° irracionélis!

Megoldasi otlet: Milyen szogrol tudjuk biztosan, hogy a tangense irracio-
nalis?

1.0.64. Legalabb hany 1épés kell a 64 emelet magas Hanoi torony atrendezé-
séhez?

—
=

Hanoi tornyai

Megoldasi 6tlet: Indukcio; I, 41 = 21, + 1.

1.0.67. Hény részre osztja a teret n sik, ha koziiliik semelyik négy nem megy
at egy kozos ponton és semelyik 3 nem tartalmaz kozos egyenest?

Megoldasi 6tlet: Hasznaljuk a 1.0.66 feladat eredményét.

1.0.75. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre fennéll az aldbbi egyen-
16tlenség:

1 1
n<l4+—+...+ —=<2vn
vRsit s 7m <

Megoldasi otlet: Az alsé becslés trivialis, a fels6 példaul indukciéval iga-

zolhato.

b 4
1.0.88. Legyen a,b > 0. Milyen z-re minimélis ator ?

x2

Megoldasi 6tlet: Szamtani-mértani kézepek
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Mutassuk meg, hogy a komplex szamok testét nem lehet rendezni gy,
hogy a rendezési axiémak teljesiiljenek.

Megoldasi 6tlet: A test- és rendezési axiomakbdl vezessiik le, hogy tetszé-

leges rendezett testben barmely z-re 22 > 0.

1.1.13. Teljestiil-e a raciondlis fiiggvények rendezett testében az Arkhimédészi
axiéma?

Megoldasi 6tlet: Az x/1 tért nagyobb az dsszes pozitiv egésznél.

1.1.14. ) Adott egy R rendezett test, aminek Q részteste. Bizonyitsuk be, hogy
ha

(Va,b € R) ((1<a<b<2)=>((3q6@) (a<q<b)>>,

akkor R-ben teljesiil az Arkhimédészi axiéma.

Megoldasi 6tlet: Tegyiik fel, hogy az L € R elem minden pozitiv egésznél

nagyobb. Legyen a = 1 + i ésb=1+ %

1.1.16. Milyen rendezett testekben értelmezhetjiik az egészrészfiiggvényt?

Végeredmény: Arkihmédészien rendezett testekben.

1.1.17. Teljestil-e a raciondlis tortek rendezett testében a Cantor-axioma?

Megoldasi otlet: Legyen I, = [n; ﬁ}

n

1.1.19. Ismeretes, hogy minden n pozitiv egész szamhoz talalhaté olyan prim-

szam, amely n® és (n+ 1) kozé esik. Ennek felhasznaldsdval bizonyitsuk be,

7 7 k 7 7’ /. 7 .
hogy van olyan a > 1 valdés szdm, amelyre a3 egész része primszam, minden
) )

természetes k-ra.

(KoMalL F. 2405., 1983. februdr)
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Megoldasi 6tlet: Vegyiink egy olyan, primekbdl allé py, pa, ps, ... végtelen
sorozatot, amire pf + 2 < pyy1 < (pr +1)® — 2. Mi lehet az ezekhez tartozé

a szadm?
< Vissza

1.1.21. A valés szdmok axiémai koziil melyek teljesiilnek és melyek nem a
raciondlis szdmok halmazdra (a szokdsos miiveletekkel és rendezéssel)?

Végeredmény: Csak a Cantor-axiéma nem teljesiil.

1.1.45. Bizonyitsuk be, hogy ha egy R rendezett testben minden konvex

halmaz intervallum, akkor a testben igaz a teljességi tétel: minden nem iires
korlatos halmaznak van legkisebb felsé korlatja.

Megoldasi 6tlet: A felsé korldtok halmaza konvex.

Megoldéas— +Vissza

1.1.46. Teljesiil-e a raciondlis tortek rendezett testében a teljességi tétel:
minden nem iires korldtos halmaznak van legkisebb fels6 korlatja?

Megoldasi 6tlet: Vizsgaljuk R-et, mint a racionélis tortek egy részhalmazat.

Megoldas— +Vissza

1.1.47. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben teljesiil a teljességi tétel,
akkor teljesiil az arkhimédészi axidoma is.

Megoldasi 6tlet: Mi a pozitiv egészek legkisebb fels6 korlatja?

1.1.48. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben teljesiil a teljességi tétel,
akkor teljesiil a Cantor-axioma is.

Megoldasi dtlet: Legyen [a1,b1] D [ag,ba] D egy tetszileges, korldtos zart
intervallumokbdl &llé ldnc. Mutassuk meg, hogy sup{ai,as, ...} mindegyik

intervallumnak eleme.

1.1.49. ) Mutassunk példat olyan konvex halmazra a raciondlis tort fiiggvények
testében, ami nem intervallum.

Megoldasi 6tlet: Nevezziink egy raciondlis tortet kicsinek, ha van néla na-
gyobb valds szam, illetve nagynak, ha minden valés szamnal nagyobb. Mu-
tassuk meg, hogy sem a kicsi, sen a nagy tortek halmaza nem intervallum.

(Egy tort akkor kicsi, ha legfeljebb nulladfoki, azaz a szdmldlé foka nem
nagyobb, mint a nevez6 foka.)
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1.1.50. (a) Legyen I, (a € A) korldtos, zart intervallumok egy rendszere
dgy, hogy koziilikk barmelyik kettonek létezik kozos pontja. Igazoljuk, hogy

N I. # 0. (1-dimenziés Helly-tétel)
acA
(b) Igaz marad-e az 1-dimenzi6és Helly-tétel, ha nem kotjik ki, hogy az

intervallumok zartak?
(¢) Igaz marad-e az 1-dimenzids Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az
intervallumok korlatosak?

Megoldasi 6tlet: Vegyiik az intervallumok alsé végpontjainak a szuprému-

mat.

1.1.51. Tgazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz az 1-dimenziés Helly-
tétel, akkor a testben igaz a teljességi tétel.

Megoldasi otlet: Legyen H nem iires, feliilrél korlatos halmaz. Tekintsiik
azokat a zart intervallumokat, amelyek alsé végpontja eleme, fels6 végpontja

pedig fels6 korlatja H-nak.

1.1.52.) Egy H C R halmazt nevezziink nyiinak, ha Va € H 3b,c ([b,e] C
H, b < a < c¢). Melyik halmaz nyilt az aldbbiak koziil?

0; R (a,b); [eb; Q@ R\Z
Végeredmény: Az (), R, (a,b) és R\ Z halmazok nyiltak, az [a,b] és Q

halmazok nem nyiltak.

1.1.54. Egy H C R halmazt nevezziink zdrtnak, ha a komplementere nyilt.
Melyik halmaz zart az alabbiak koziil?

0; R; (a,b); [a, b]; Q; R\Z

Végeredmény: Az (), R és [a,b] halmazok zdrtak, az (a,b), Q és R\ Z

halmazok nem zartak.
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Egy H C R halmazt nevezziink dsszefiiggének, ha tetszbleges A, B C
R diszjunkt nyilt halmazok esetén H C (AUB) = (H C AV H C B).
Bizonyitsuk be, hogy

a) R osszefiiggd;
b) minden intervallum osszefiiggd.

Megoldasi 6tlet: Legyen I C R tetszOleges intervallum, és tegyiik fel indi-
rekte, hogy az A és B diszjunkt nyilt halmazok egyiittesen lefedik I-t, tovabba
a€ ANIésbe BNI, ahol mondjuk a < b. Vizsgdljuk a ¢ = sup(A4 N [a, b])

szamot.
< Vissza

1.1.60. Igazoljuk, hogy ha egy R rendezett test Osszefiiggd, akkor a testben
igaz az Arkhimédészi és a Cantor-axiéma is.

Megoldasi otlet: R-be bedgyazhatjuk a raciondlis szamokat; gy is vehet-
jiik, hogy Q rendezett részteste R-nek.

(a) Nevezziik R elemét elemét kicsinek, ha van ndla nagyobb pozitiv egész
szam, illetve nagynak, ha minden pozitiv egész szamnal nagyobb. Mutassuk
meg, hogy a kicsi és a nagy elemek halmaza is nyilt.

(b) Legyen [a1, b1] D [az,bs] D egy tetszoleges, korlatos zart intervallumok-

bél 4ll6 1anc. Vizsgaljuk az A = U (—o00,a;) és B = U (b;, 00) halmazokat.

=1 =1
< Vissza

1.1.61.) Tegyen K zért intervallum, és I, (a € A) nyilt intervallumoknak egy

olyan rendszere, amire K C |J I,. Igazoljuk, hogy van olyan véges B C A
acA
halmaz, amire K C |J I,. (Borel fedési tétele)
a€B

Megoldasi 6tlet: Legyen K = [a,b], és F a fedd halmazrendszer. Vegyiik
azoknak a ¢ € [a,b] elemeknek a halmazdt, amire F tartalmazza [a,c] egy

véges fedését.

1.1.62. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz Borel fedési tétele, akkor
a test izomorf a valds szamok testével.

Megoldasi 6tlet: Elég igazolni a legkisebb fels6 korlat tételét.

Vegyiink egy tetszoleges H feliilrdl korldtos, nem iires halmazt, és legyen
K a H fels6 korlatainak halmaza. Valasszunk ki egy-egy a € H és b € K
elemet.
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Lefedi-e az [a, b] intervallumot az F = {(—o00,c): c € H} U{(d,00): d €

K } halmazrendszer?

1.1.63. ) Tegyen K C R korldtos, zért halmaz, és I, (a € A) nyilt halmazoknak

egy olyan rendszere, amire K C |J I,. Igazoljuk, hogy van olyan véges
a€cA
B C A halmaz, amire K C |J I, (Minden korldtos, zart halmaz kompakt.)
a€EB

Megoldasi 6tlet: Vegyiik hozza a fedéshez K komplementumat.

1.1.64. Tetszbleges z1-re definidljuk rekurzivan az z, 11 = x, (mn + %) soroza-
tot. Igazoljuk, hogy pontosan egy olyan x; 1étezik, amire 0 < z, < 41 <1
barmely n esetén.

(IMO 1985/6)

Megoldasi 8tlet: Legyen fi(z) =z és fri1(z) = fulz)(fo(z) + 2).

(a) Az egyértelmiiséghez igazoljuk, hogy ha = < y, és az (f,(x)) és az
(fn(y)) sorozat is monoton nd, akkor f,,(y) — fn(x) > n(y — x).

(b) A megfelel kezddelem létezéséhez nevezziink egy x szdmot kicsinek,
ha van olyan n, amire f,11(z) < fu(x), illetve nagynak, ha van olyan n,
amire fp(z) > 1. A létezést sokféleképpen bizonyithatjuk, példaul:

e A Cantor-axiémét alkalmazzuk azokra az [a,, b, intervallumokra, amik-

re fori1(an) = fu(an) és fu(bn) =1;

Vessziik a kicsi szamok szuprémumat;

Vessziik a nagy szamok infimumaét;
e Ellendrizziik, hogy a kicsi és a nagy szamok halmaza is nemdiires és nyilt;

e Az 1-dimenziés Helly-tételt alkalmazzuk az olyan intervallumokra, ame-
lyek als6 végpontja kicsi, nagy végpontja pedig nagy.

Legyen (R, <) egy rendezett halmaz (egy R halmaz, és rajta egy <
trichotém és tranzitiv kétvaltozés relacid). Keressiink a kovetkezd &llitdsok
kozott ekvivalenseket. Adjunk kozvetlen bizonyitast az (a) = (b), (a) = (¢),
(c) = (b), (d) = (c) stb. implikécidk koziil minél tobbre, illetve mutassunk
ellenpéldat azokban az esetekben, amikor az implikacié nem igaz.
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(a) R-ben minden feliilrél korldtos és nem iires halmaznak létezik legkisebb
fels6 korlatja.

(b) R-ben minden alulrdl korldtos és nem iires halmaznak létezik legna-
gyobb alsé korlatja.

(¢) R-ben igaz az 1-dimenziés Helly-tétel.

(d) R minden konvex részhalmaza intervallum.

(e) R-ben igaz Borel fedési tétele, azaz minden korldtos zért intervallumnak
barmely nyilt fedésébol kivalaszthaté véges fedés.

(f) R minden konvex részhalmaza osszefiiggé.

(g) R minden intervalluma osszefiiggé.

(h) R Osszefuggd.

Megoldasi 6tlet: A kételemii rendezett halmazra az (a), (b), (c), (d), (e)
allitasok igazak, az (f), (g), (h) viszont hamis.

(a)<(b): Vegyiik az alsé korldtok legkisebb fels6 korlatjét, illetve a felsd
korlatok legnagyobb alsé korlatjat.

(a)=(c): Vegyiik az als6 végpontok szuprémumét.

(¢)=(a): A 1.1.51 feladathoz hasonléan, tekintsiik azokat a zart interval-
lumokat, amelyek alsé végpontja eleme, felsé végpontja pedig felsé korlatja
a halmaznak.

(a),(b)=(d): Vegyiik a halmaz infimumdt és szuprémumdt.

(d)=(a): Bérmely halmaz fels6 korldtai konvex halmazt, tehat intervallu-
mot alkotnak. Vegyiik ennek az intervallumnak az alsé végpontjat. (Lasd az
1.1.45 feladatot.)

(a)=(e): A 1.1.61 feladathoz hasonléan, legyen [a, b] az intervallum, és F
a fedé halmazrendszer. Vegyiik azoknak a ¢ € [a,b] elemeknak a halmazat,
amire F tartalmazza [a, c] egy véges fedését.

(e)=(c): Legyen Iy az egyik zart intervallum, és I, : x € X a tobbi.
Lefedik-e az R\ I, halmazok Io-t?

(h)=(e): Ha egy halmaznak nincs legkisebb felsé korlatja, akkor a fels§
korlatjai, és a nem felsd korlatjai is nemiires nyilt halmazt alkotnak.

(f)=(g)=(h) trividlis.

(h)=(f): Tegyiik fel, hogy a K C R konvex halmazt lefedik a diszjunkt,
nyilt A, B halmazok, a € ANK, b € BN K és a < b. Konstrualjuk meg

ezekbdl R egy felbontdsat két diszjunkt nyilt halmazra.

2.1.12. Bizonyitsuk be, hogy minden konvergens sorozatnak van legkisebb
vagy legnagyobb értéke.

Megoldasi tlet: Mutassuk meg, hogy ha az A = {a,, : n € N} halmaznak
nincs maximuma, akkor létezik a,-nek létezik egy a,, — sup A részsorozata.
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2.1.43.) Bizonyitsuk be, hogy ha (a,, + by,) konvergens és (b,,) divergens, akkor
(an) is divergens.

Megoldasi otlet: Elég beldtni, hogy ha (¢,,) konvergens és (d,,) divergens,

akkor (¢, + dy,) is divergens.

2.1.51. Tegyiik fel, hogy a,, = a és a < a,, minden n-re. Bizonyitsuk be, hogy
a, atrendezheté monoton csokkenové.

Megoldasi 6tlet: Vizsgédljuk a b, := max{ay : kK > n} sorozatot.

2.2.11.) Hatsrozzuk meg az alabbi, rekurziéval definidlt sorozat hatarértékét!
a1 =0, apt1 = 1/(1+an) (n: 1,2,...).

Megoldasi 6tlet: 1. a 2.2.9 feladatot.

2.4.10. )  gy4mitsuk ki

lim =7

Megoldasi 6tlet: Lasd 2.2.4 megoldasat

Legyen a > 0.

lim v/n + a™ =7

Megoldasi 6tlet: Lasd 2.4.6 megoldasét.

Konvergens-e

sin 1 sin 2 sinn
= +—+...+

)
n =7 2 on

Megoldasi 6tlet: Ellendrizziik a Cauchy-feltételt.
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Melyik nagyobb? 10000011090000 vagy 1000000100001

Megoldasi 6tlet: Vizsgaljuk a % . (1 + %)n sorozatot.

2.8.16. ) Mutassuk meg, hogy ha |ans1 — an| < -5, akkor (a,) konvergens.

nZo

Megoldasi 6tlet: Hasznaljuk a 2.7.2 feladat gondolatmenetét.

3.2.23. ) Tegyiik fel, hogy g(z) = }im f(t) létezik minden pontban. Bizonyitsuk
—
be, hogy g(z) folytonos.

Megoldasi otlet: atviteli elv 4+ atlés mddszer

< Vissza

4.1.32. Adjunk zért képletet = + 222 + -+ + na™-re. Szamitsuk ki ennek
alapjan az

234 e 1203, 0
2 1Ty T 379 a7 e

Osszegeket!

Megoldasi 6tlet: derivaljuk 1+ x4+ --- + z™-et.

A =7, B =7 ha ctga = 1EATT | o(gt),

(A-B) x + Ba®
— B)x

ctgr —1/x = B2 +o(?)

Megoldasi Stlet: ctgr — 1/2 = (ﬁ_Bi)f +0o(?)

5.2.20.) (a) Keressiink legaldbb 6tféle helyettesitést, amivel az [ Va2 +1dx

integralt ki lehet szamitani.
(b) Keressiink legaldbb 6tféle helyettesitést, amivel az [ v/a? — 1 dz integ-
ralt ki lehet szamitani.
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1
Megoldasi 6tlet: (a) A kézenfekvs x = shy és z = I helyettesitések-
sh z
b8l az e* = u, az e¥ = 1/v vélasztdssal, vagy hiperbolikus azonossigokkal
2th(z/2) 2cth(z/2) th z

1
(pl. shz = — _ )
1- th2(2/2) CthQ(z/Q) -1 V1—th?2 Veth?z —1

gyarthatunk tovabbi miikodé helyettesitéseket:

u? -1 2v t 1
T = : r=—-: = —; T = .
2u v2—1’ V1=t s?2—1

1, 1 "y A
(b) Itt a ¢ = chy, az x = és az x = —— helyettesitésekbél is
Cos z in
kiindulhatunk. Néhdany miik6do helyettesités:

u? +1 1+ ¢ s2+1

x = chz; T = ; r=-——; r=——;

2u 1—1¢2 s2—1

1 1
Tr = =

«/l—pQ; ! -1

Egy tovabbi helyettesités, ami mindkét integral esetén miikodik:

w=+vr2+1l-—2.

|
o Ngtdt

lim

0+ fotgz Vsint dz

Megoldasi 6tlet: L’Hospital.

5.3.23.) Mijaz x = cosp,y = sing, p € [—a, a] gorbeiv silypontja?

Megoldasi 6tlet: A sulypont x-koordindtéja

fjx /-T/2+y/2
f; /I/Q +y12 ’

5.3.44. Mennyi az y = 2 parabola fvhossza x = 0-tél a-ig?

Megoldasi Stlet: Az {vhosszképlet vx? + 1 integraldsdra vezet. Lasd az
5.2.20 feladatot.
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5.3.52. ) Mennyi az r(0) = a + acosf, (0 € [x/4,7/4]) gorbe ivhossza?

Megoldasi 6tlet: Polarkoordinatas ivhosszképlet.

5.3.54. f= %|[070<>)' Mennyi az f grafikonjdnak z-tengely koriili forgatdsaval
keletkez6 végtelen , tolcsér” felszine, térfogata?

Végeredmény: Felszin végtelen, térfogat véges.

7y :[0,1] — R? folytonos gérbe, mely lefedi [0, 1] x [0, 1]-et. Lehet-e ~y
korlatos valtozasu?

Megoldasi 6tlet: Nem. Tekintsiink egy 1/n-es récsot a négyzeten. Cstcs-
pontjai ésképeihez, mint felosztashoz tartozé megvaltozds > n? - 1/n.

Igazoljuk, hogy f : [0,1] — R pontosan akkor folytonos és korldtos
valtozéasu, ha eldall két monoton folytonos fiiggvény Gsszegeként.

Megoldési 6tlet: A megviltozasfiiggvény és maganak a fiiggvénynek a kii-

16nbsége monoton.
+Vissza

¢ hax< ot
Legyen f folytonos, g(z) = { d ha z > a2,

e hax=%>

/abfdg:?

Megoldasi 6tlet: f(%E2)(d — c).

5.5.14. ) pgldaul a Legendre-formuldbdl (a n! primtényezés felbontdsabdl) tud-
juk, hogy

1
3 8P _joga+ O(1).

p<z

Bizonyitsuk be ebbdl, hogy 7(x) < cz valamilyen pozitiv ¢ konstanssal.
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Megoldasi 6tlet: Legyen f(x) = Z

log p
Integraljunk parcialisan.

Tt
Ekkor m(x) = /
p<z p 3

P @df(t)-

Konvergens-e?

Megoldasi otlet:

cost

3
cost
/—dt
0 t
1/2
t Tt

. Vagy:
1/t =/, cost = v propriusra vezet.

t

w/2
/ logcosz dx =7
0
san: 1 = u/,logsinx

Megoldasi 6tlet: Konvergens (vagy nagysdgrend-becsléssel, vagy parciéli-
= ).

Vagy: parcialisan

Helyettesitéssel foﬂ/Z = f:/z' Tehat foﬂ/z =
INEE foﬂ/ logsin 2t dt helyettesitéssel. Ttt sin 2¢ helyett befrjuk 2 sin ¢ cos -
t, s logaritmusok 6sszegére bontjuk. Addédik, hogy = —7 log 2

6.0.31. Konvergens vagy divergens?
o

Z 1

nzznlogn

Megoldasi 6tlet: Hasznaljuk a 6.0.30 kondenzacids lemmat.

6.0.32.) - > . Konvergens vagy divergens?

- 1
D nlloany
= n(logn)*e

Megoldasi 6tlet: Hasznaljuk a 6.0.30 kondenzéacids lemmat.
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Igaz, vagy hamis?

(1) Ha 3" a, konvergens, akkor Y (%/2-a,,) is konvergens.
n=1 n=1

(2) Ha Y a, divergens, akkor > (%/2-a,) is divergens.
n=1 n=1

(3) Ha Y a, konvergens, akkor > In i konvergens.
nozol Og:é n

(4) Ha Y a, divergens, akkor > — is divergens.
n=1 n=1 T

Megoldasi 6tlet: Alkalmazzuk a Dirichlet-, és az Abel-kritériumokat.

8.1.31.) Jim g o (a2 + y2) ¥ =2

Végeredmény: 1

aiy . QA1n

8.1.77. Mi a tr : R — R, tr = a1 +ag+ ...+ apn

ap1 ... Qnn
fliggvény derivaltja?

Végeredmény: A tr fiiggvény deriviltja a konstans tr. :-)

9.0.14. Mutassuk meg, hogy tetszoleges 0 < ¢ < d < oo-hez létezik olyan
korlatos, zart halmaz, aminek bels6 mértéke c, kiilsé6 mértéke d.

Megoldasi 6tlet: Kovér Cantor-halmaz.

9.0.19.) Legyen A C R? Jordan-mérhetd. Igaz-e, hogy az U [0, a] halmaz (az

acA
origét az A-beli pontokkal 6sszekotd szakaszok unidja) mérhets?

Végeredmény: Nem.

Megoldds— < Vissza

10.1.9. ) Tekintsiink egy g : [a,b] — R folytonos fiiggvényt egydimenziés gor-
bének. Mikor rektifikalhaté ez a gorbe? Mi a hossza?
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Végeredmény: Akkor rektifikdlhatd, ha korlatos véltozasi. A gorbe hossza
a totalis variacié.

10.2.4. ) Mik azok a differencidlhaté f : R? — R fiiggvények, amire a kovetkezd
allitas teljesiil? Ha g egyszerti, zart, rektifikdlhaté gérbe R2-ben, akkor

/e“J cosy dz = /f(x,y) dy.
g g
Megoldasi dtlet: Az (— e” cosy, f(z,y)) fliggvény vonalintegrlja minden

zart gorbén nulla.

10.2.5.)  Mutassunk példét olyan folytonos f : R2 — R? fiiggvényre, aminek
minden zédrt rektifikdlhaté gérbén 0 a vonalintegralja, de nem mindenhol
differencidlhaté.

Végeredmény: f(z,y) = (|x|,0)

10.3.9.) Legyen G = R?\ {(2,z, %) : = € R}. Keressiink olyan differencialhaté
G — R3 vektormezét, ami rotaciomentes (azaz a ,keresztbe vett” parcidlis
derivéltjai megegyeznek), de nincs primitiv fiiggvénye.

Megoldasi 6tlet: Legyen ¢(p) a p pont és az (z,xz,x) egyenes dltal meg-
hatdrozott félsik irdnya (valamilyen rogzitett irdnytél mért szog.) Ez a szog
lokalisan értelmezhetd, de globalisan nem. Legyen f = grad ¢.

10.3.12.) Egyszeresen dsszefiigg-e a H = R3\ {(cost,sint,e!) : t € R} halmaz?

Végeredmény: Igen.

10.4.7.) Az F C R? konvex sokszoget a g zart, irdnyitott toréttvonal hatarolja.
A siklap jobbkézszabdly szerint irdnyitott teriiletvektora A. Igazoljuk, hogy

/Y:l/xxdx.
2/g
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Megoldasi 6tlet: Igazoljuk elészoér haromszogre. A haromszog teriiletvek-

torat két oldalvektor vektorialis szorzataként irhatjuk fel.
10.4.11) Legyen B = {(z,5,2) : 2% +y?+22 <1} és f(2,y,2) = (y2, 72— 2 2—).

[ %)

Megoldasi 6tlet: Alkalmazzuk a divergenciatételt.

Legyen B = {(:c,y,z) s al4y?42? < 1} és fx,y,2) = (yz,x—2z,2—y).

/{)fo a8 =7

Megoldasi 6tlet: Alkalmazzuk a Stokes-tételt.

10.4.14)  Legyen fi(x,y,2) = ayz és fo(z,y,2) = 2 + y? + 2. Konstrudl-

junk olyan f3 : R? — R fiiggvényt, amire az (fi, f2, f3) vektormezd feliileti
integralja tetszéleges zart gombfeliileten megegyezik a gomb térfogataval.

Megoldasi 6tlet: Olyan fs-t keressiink, amire div(f1, fo, f3) = 1.

11.1.3. Milyen kicsi lehet egy végtelen o-gyiri szamossaga?

Végeredmény: Kontinuum.

< Vissza

11.1.9. (a) Igazoljuk, hogy megszadmlalhaté sok slirii G5 halmaz metszete siiri
Gs.
(b) Igazoljuk, hogy Q € F,(R) \ G5(R).

Megoldasi 6tlet: (a) Alkalmazzuk a Cantor-axiémat vagy a Baire-kategéria-
tételt.

(b) A Q halmaz F,, mert megszdmldlhat6. Ha a Q halmaz G lenne, akkor
az lires halmaz is eléallna megszamlalhaté sok strli nyilt halmaz metszete-
ként.
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11.1.11. Hény Borel-halmaz van R™-ben?

Megoldasi 6tlet: Kontinuum.

Legyen By a Borel-halmazok valamelyik kontinuumnal nem nagyobb ge-
neratorrendszere, példaul a nyilt korlemezek halmaza, és definidljuk a B,
Borel-osztalyokat transzfinit rekurzidval:

Ba-i—l = (Boé)d U (BOé)57

és legyen
B, = | Bs,
B<a

ha « limeszrendszam.
Mutassuk meg, hogy B, mar mindenképpen o-algebra, és a < w; esetén

|Bo| = 2.

11.2.16. Igazoljuk, hogy ha H C R olyan halmaz, amelyre barmely a < b esetén
AM(a,b) N H) < ﬁ(b —a), akkor H nullmértéki.

99

Megoldasi dtlet: Vegyiink egy fedést, és konstruéljunk ebbdl legfeljebb 155-

szor akkora fedést.

Megjegyzés: Az allitds magasabb dimenzidban is igaz.

11.2.17. Megadhaté-e kontinuum sok 1/2 Lebesgue-mérték{i mérhetd halmaz
[0, 1]-ben gy, hogy koziiliik barmely ketté metszetének mértéke 1/4 legyen?

Megoldasi o6tlet: Cseréljiik ki a halmazokat olyan halmazokra, amelyek
véges sok, racionalis végpontt intervallum egyesitései.

Megoldas— +Vissza

(a) Igazoljuk, hogy ha A C RP mérhet§, A\(4) > 0, akkor A — A
tartalmaz 0 koriili gombot. (Steinhaus tétele)
(b) Igazoljuk, hogy ha A, B C RP mérhetd pozitiv mértékii halmazok,
akkor A + B belseje nemiires.
(c) Igazoljuk, hogy ha A C RP pozitiv mértékii mérhetd és B C RP pozitiv
kiils6 mértékii halmaz, akkor A + B belseje nemiires.

Megoldasi 6tlet: Vegyiink olyan, azonos méretii, tengelyparhuzamos K 4 és

K p kockékat, amikre A(K4NA) > {2-A(K ), illetve A(KpNB) > 2% \(Kp).
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Megoldas— < Vissza

11.4.13. Igazoljuk a Borel-Cantelli-lemma segitségével, hogy ha f, nemnegativ
és p-mérheto a p-mérhet6 A-n és fA fndu < 1/n?, akkor f, — 0 p-m.m.

Megoldasi dtlet: Alkalmazzuk a Borel-Cantelli-lemmét a B, = {f, > ﬁ}

11.4.14. Igazoljuk a Beppo Levi tétel segitségével, hogy ha f, nemnegativ és
p-mérhetd a p-mérhets A-n, és [, fndp < 1/n?, akkor f, — 0 p-m.m.

(n=1,2,...) halmazsorozatra.

Megoldasi 6tlet: Legyen f =lim f, és g, = f — fa.

11.6.1. ) Egaszitsiik ki gy, hogy igaz legyen: ha f : (a,b) — R konvex, és . . .
............... , akkor f abszolut folytonos.

Megoldasi 6tlet: Mi a hatdrérték az intervallum végpontjaiban?

11.6.2. Nevezziink egy p véges Borel-mértéket folytonosnak, ha az = +—
u((—o0, x)) fiiggvény folytonos. Mutassunk példét olyan mértékre, ami foly-
tonos, de nem abszolit folytonos.

Megoldasi 6tlet: Vegyiik a Cantor-fiiggényt.

11.6.3. ) Mj a Lebesgue-mérték Radon-Nikodym-derivéltja?

Végeredmény: Konstans 1.

Tegyiik fel, hogy f : R — R Lipschitz, és Vo, y | f(z) — f(y)] < K|z —yl.
(a) Igazoljuk, hogy f valamilyen mérhet6 g fiiggvény (Lebesgue-) integrél-
fliggvénye.
(b) Mutassuk meg, hogy |g| < K m.m.

Megoldasi 6tlet: Vegyiik a Radon—Nikodym-derivéltat.
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11.6.6. Igaz-e, hogy ha f abszolut folytonos, és szigortan monoton noévé
[a, b]-n, akkor az inverze is abszolit folytonos?

Megoldasi 6tlet: Nem. Legyen h(z) szinguldris, és f(x) = (z + h(z))~ L.

11.6.9. ) Konstrudljunk olyan f : [0,1] — [0, 1] folytonos fiiggvényt, amely nem
abszolut folytonos, de el6all két abszolut folytonos fiiggvény kompoziciéja-
ként.

Végeredmény: Legyen (0,1)-en f(z) = /z és g(z) = 27| sin%!.
11.6.12. Konstrudljunk szigorian névekvé, szinguldris fiiggvényt [0, 1]-en.

Megoldasi 6tlet: Vegyiik megszdmlalhaté sok szinguldris fiiggvény (vagy

mérték) osszegét.
LL6.13) Az f: [0.1) — R fiigavényre |f(z) — f(y)| < |z — y] tetsableges

x,y € [0,1] esetén. Igazoljuk, hogy barmely ¢ > O-ra f grafikonja lefedhe-
t6 megszamldlhaté sok (nem feltétleniil tengelypdrhuzamos) téglalappal tgy,
hogy a téglalapok révidebbik oldalainak Gsszege kisebb, mint &.

(Vojtech Jarnik verseny, 2010)

Megoldasi 6tlet: A fliggvény m.m. pontban differencidlhatd.

11.6.14. Igazoljuk, hogy ha a siirliségi pont definiciéjaban a gémbot kockéra
cseréljiik, akkor ekvivalens definiciét kapunk.

Megoldasi 6tlet: A kocka as a gomb térfogatanak ardnya dllando.

11.6.15. Egészitsiik ki gy, hogy igaz legyen: ha egy ........cccccevnnnn. fiiggvény

bal fels§ derivaltja m.m. nemnegativ, akkor monoton nd.

Végeredmény: jobbrdl folytonos
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+Vissza
12.0.1.
n n n " n n o
0 3 6 T

Megoldasi 6tlet: Fejtsiik ki a binomidlis tétellel az (1 4+ )™ polinomot.

12.0.2. Legyen a, b, c € C. Milyen geometriai jelentése van az
3Im ((c —a) (b— a)) szdmnak?

Végeredmény: Az (a,b, c) hdromszog eldjeles teriilete.

12.0.4. ) Mi az m-edik egységgyokok szorzata, Osszege, négyzetosszege?

Megoldasi 6tlet: Hasznaljuk az ™ — 1 polinomot.

Hova képezi a w(z) = 5 (z + 1) (Zsukovszkij-leképezés)
(a) az egységkorvonalat?
(b) az egységkorvonal belsejét?
(c) a kiilsejét?
(d) a 0 kozéppontu koéroket?
(e) a 0-n dtmend egyeneseket?
Végeredmény: (a): A [—1,1] szakaszba.
(b) és (c): A [—1,1] szakasz komplementerébe.
(d): —1,1 fékuszu ellipszisekbe (az egységkort a [—1, 1] szakaszba).
(e): —1,1 fékuszi hiperboldkba (a valds tengelyt a (—oo,—1] és [1,00)
félegyenesek unidjaba, a képzetes tengelyt a képzetes tengelybe).

12.0.23.)  Feleltessitk meg az egységnyi sugarti gomb pontjait a C U {oo} hal-
maznak sztereografikus projekciéval (inverziéval) az dbra szerint.
(a) A gomb milyen transzformdciéit irjék le a kovetkezd fiiggvények?

_ . 1 -1 z—1
Z = =2z Z = Z; zZ 1z Z = = 2= —; Z

z P 1—12

(b) Mely fiiggvények a gomb forgatdsai?
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Végeredmény: (a) z — —z: Tiikrozés a (0, 00) tengelyre.

z +— z: Tikrozés a (0,1, —1) sikra.

z — iz: 90°-s elforgatds a (0o, 0) egyenes koriil, a jobbkézszabdly szerinti
pozitiv irdanyba.

z %: Tiikrozés a valés tengelyre.

z +— =L Tiikrozés a gdmb kézéppontjéra.
Z 12_72: 90°-os elforgatas a valds tengely koriil, a jobbkézszabaly szerinti
pozitiv iranyba.

(b) Azok a z —
cz

gastengely két végpontja), a két fixpont szorzata —1, és a fixpontokban a

derivalt egységnyi.

b
@zt pi fiiggvények, amelyeknek két fixpontja van (a for-

A p(z) polinom gyokei koziil k darab az |z| < r kor belsejébe esik, a
tobbi gydk a korén kiviil van. Legyen ~(t) = p(re®) (0 <t < 27).
(a) Hogyan szamithatjuk ki az f7 dz—z integralt helyettesitéses integraldssal?
(b) Mi a ~ gorbe 0-ra vonatkozé indexe?

Megoldasi 6tlet: Bontsuk parcidlis tortekre a p’(z)/p(z) fiiggvényt.

13.1.7. Legyenek a, b komplex szdmok, |b| < 1. Igazoljuk, hogy

1 2

27 Jjzj=1

z—a
z—0b

la — b‘Q
dz| = ——~ + 1.
| d2] 1—1[b)?

Megoldaési ttlet: Alakitsuk 4t komplex vonalintegralld, majd alkalmazuk a
Cauchy-formulat.
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Megoldas— < Vissza

3Z
| [2 (z—1)2(z+3)2 dz =7

Megoldasi 6tlet: Alkalmazzuk a derivaltra vonatkozé Cauchy-formulét.

Megoldas— +Vissza

13.1.9. Az f(z) fiiggvény holomorf az egységkor (Jz| < 1) belsejében, és
|f] < 1. Legfeljebb mekkora lehet |f"/(0)|?

Végeredmény: 6.

Megoldéds— +Vissza

13.3.1.) Ay f(z) egészfiiggvényre | f(1/n)| = 1/n%, han =1,2,..., és |f(i)| = 2.
Mekkora lehet |f(—%)|?

Megoldasi 6tlet: Alkalmazzuk az Unicitdstételt a g(z) = f(z) - f(2) fiige-

vényre.
Megoldas— +Vissza

13.3.3. Igazoljuk, hogy ha az f egész fiiggvény a valds és a képzetes tengelyen
is csak valds értékeket vesz fel, akkor paros fiiggvény.

Megoldasi 6tlet: Vizsgdljuk az f(Z) és az f(—%) fiiggvényeket.

13.3.4. Az f fiiggvény reguldris az 1 < |z| < 2 tartomdnyon, és az 1,2

pontokat 6sszek6to szakaszon csak valds értékeket vesz fel. Mutassuk meg,
hogy a —1, —2 pontokat 6sszekoto szakaszon is csak valés értékei vannak.

Megoldasi 8tlet: Vizsgéljuk az f(z) fiiggvényt.

Megoldds— +Vissza

13.3.5.) Az f fiiggvény reguldris az 1 — e < |z| < 1 + ¢ kérgyfiriin, és az

egységkorvonalnak 1étezik egy olyan ive, amelyen f értéke valés. Bizonyitsuk
be, hogy f a teljes korvonalon valds.

Megoldasi 8tlet: Vizsgéljuk az f(1/z) fiiggvényt.

13.3.7.) Bizonyitsuk be, hogy ha egy fiiggvény reguldris az |z| < 14 ¢ korlapon
és nem konstans, akkor az |z| = 1 kérvonalnak csak véges sok pontjiban lehet
tisztan valds az értéke.



284 15. MEGOLDASI OTLETEK ES VEGEREDMENYEK

Megoldasi 6tlet: 1Tl-e < |z| < 1+ ¢ halmazon f = g.

13.4.45.) Legyen a € (0,1) valds szadm.

o0 xa
[ mre

Megoldasi 6tlet: Integraljuk a fiiggvényt egy félkoron.

13.4.87.) A karakterisztikus fliggvények gyokeinek vizsgalataval bizonyitsuk be,
hogy tetszéleges X, Y fiiggetlen, azonos eloszlasu, legfeljebb 5 abszolut értéki
valészintliségi valtozokhoz létezik olyan t € [0, 1], amire

|IP(X +Y <t)—t| > 101",
(Schweitzer-verseny alapjan)

Megoldasi 6tlet: Cseréljiik ki az X, Y véltozdkat korlatos valtozdkra, hogy
a karakterisztikus fiiggvényiik egész fliggvény legyen; ekkor tehat X + Y
karakterisztikus fliggvénye egy egészfliggvény négyzete.

Mutassuk meg, hogy ha egy eloszlas til kozel van az egyenletes eloszlashoz,

akkor a karakterisztikus fliggvényének van egyszeres gyoke.

Bontsuk fel a Poincaré féle kormodellt olyan egybevdgd haromszogekre,
amelyeknek két 45 és egy 60 fokos szbge van, és szinezziik ezeket felvéltva
feketére és fehérre. (Ld. M. C. Escher Cirlce Limit IV — Heaven and Hell c.
fametszetét az dbrdn). Létezik-e olyan, az egységkodrben meromorf fiigvény,
aminek minden fekete hdromszégben (6rdog) pontosan egy gydke van és nincs
pélusa, tovdbbd minden fehér hdromszogben (angyal) pontosan egy pdlusa
van és nincs gyoke?
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Megoldasi 6tlet: Feleltessiik meg az egyik fekete hdromszoget az egység-

korlemeznek.
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16. fejezet

Megoldasok

1.0.17. (a) Miben tartunk egy mindent felold6 folyadékot?

(b) Mi térténik, ha egy mindent elsopré er6 egy lekiizdhetetlen akadallyal
keriil szembe?
(Moldova Gy.: Pélyézat)

Megoldas: (a) Nem tartunk mindent feloldé folyadékot. (Azt nem tudjuk
biztosan, hogy létezik-e mindent feloldé folyadék.)
(b) Mindent elstpré erd nem keriil szembe lekiizdhetetlen akadallyal.

Magyarazzuk meg a beszélgetést!
Kapitany: Elég lesz az tizemanyag a leszallashoz, vagy lezuhanunk?
Szamitégép: Igen.
Kapitany: Igen, de MI7!!
Szamitégép: Igen, Uram.
(R. Smullyan: Mi a c¢fme ennek a kényvnek?)

Megoldas: A szamitégép a vagy szt logikai miiveletként értelmezte. Ha az
»Elegendo6 az tizemanyag?”, illetve ,Lezuhanunk?” kérdések koziil legaldbb
az egyikre igen a valasz, akkor a két kérdés diszjunkciéjara is igen a valasz.

wMinden asszony életében jon (van) egy pillanat, mikor olyat akar
tenni, amit nem szabad.” (Hofi)

frjuk fel a fenti allitast kvantorokkal, tagadjuk, majd fogalmazzuk meg a
tagadast szovegesen is. (Végiil zenésitsiik meg.)

287
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Megoldés: Eldszor vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Legyen A az asszo-
nyok halmaza. TetszOleges a asszonyhoz legyen elet(a) C R az az idSinter-
vallum, amikor a él, és jeloljiik T-vel a tevékenységek halmazat. TetszOleges
a € A-ra, p € Rre és t € T-re jelentse akar(a,p,t) és szabad(a,p,t) azt,
hogy az a asszony a p pillanatban a t tevékenységet akarja-e, illetve szabad-e
megtennie.

Ezekkel a jelolésekkel a dalrészlet igy irhato fel:

Va € A dp € elet(a) It €T (akar(a,p, t) A —szabad(a, p, t))

A tagadést ugy kaphatjuk, hogy a V kvantorokat 3 kvantorokra, a 3 kvanto-
rokat pedig V kvantorokra cseréljiik, és a belso allitast tagadjuk:

Ja € AVp celet(a) VteT ﬁ<akar(a,p, t) A —szabad(a, p, t))

A de Morgan azonosségokat is felhaszndlva, =(X A=Y) = (- X)VY = (X =
Y), ezért ezt {gy alakithatjuk tovabb:

Ja € AVp €elet(a) Vt €T (ﬁakar(a,p, t) V szabad(a, p, t)),
vagy
Jda € AVp celet(a) Vt €T (akar(a,p, t) = szabad(a, p, t))

Szabadon megfogalmazva:

Van olyan asszony, aki egész életében bdrmikor, barmit szabadon
megtehet, amit csak akar.

Igazoljuk, hogy az implikacié balrél disztributiv a diszjunkciéra nézve.
Megoldas: Azt kell igazolnunk, hogy
(A:>(BVC)> — (A= B)V (4= 0).
Ezt megtehetjiik az igazsagtabla felirasaval, de a V mivelet alapvetd tulaj-

donségai (idempotencia, kommutativitds, asszociativitds) és az (X = Y) =
—X VY azonossig alkalmazasaval is, példaul a kovetkezoképpen:

(A:>(BVC)):ﬁA\/(B\/O):(ﬁA\/ﬁA)v(B\/O):
=(-AVB)V(-AVC)=(A=B)V(A= ().
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Legyen f : A — B. Tetszlleges X C A halmazra legyen f(X) =
{f( ): z € X} (az X halmaz képe), és tetszbleges Y C B halmazra legyen
f7L(Y)={z € A: f(z) €Y} (az Y halmaz &sképe). Igaz-e, hogy

(a) VX,Y € P(4) f(X)UF(Y) = f(XUY)?
b)VX,Y e P(B) fFUX)UfH(Y)=fY(XUY)?

Megoldas: (a) Igen.

(b) Igen, mivel (z € f~H(X )Uf Y)) & (ElaEXf() 2)V(3ace
Y fla)=2)) < (3ac XUY f(a) )@(z fHXUY)).

Igazoljuk, hogy

1 1 1 n+1
1—-)(1-= 1-—=)=——
(1) (mg) () -
Megoldas: Teljes indukcié: n = 1-re igaz, mésrészt

1
n =|1l-— ")
e ( (n+1)2>a

az indukciods feltétel miatt a,-re feltehetjiik az allitast, tehat

. 1 n+l n+2
Apt1 = — = .
1 n+12) 2n  2n+2

1. Legyen a1 = 1 és ap41 = +/2a, + 3. Bizonyitsuk be, hogy a, <
ant1  Vn € N-re.

2. Legyen a; = 0,9 és a, 41 = a, — a>. Bizonyitsuk be, hogy a,+1 < a,

és 0<a, <1 Vn € N-re.

Megoldas: 1. Indukciéval beldthatd, hogy a,, > 0 tehdt a,41 is jél definidlt
minden n-re. Az egyenlGtlenséget is indukciéval bizonyitjuk: a; < ag nyil-
vanvalé. Tegyiik fel, hogy a,, < ant1. = 24, +3 < 20,41 +3 = V2a, +3 <

w2an+1 + 3.
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1.0.69. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre fennall az alabbi azo-

nossag.
1-3 3.5 7 (2n—1)-(2n+1) 2n+1
Megoldas: Teljes indukcié n szerint. n = 1-re ¢ 3 = \/ Tf. n-re igaz,
ekkor n + 1-re
1 1 1 1
B.O.=— .
33t T e @eir ) T @nr ) (20+3)
1
- + az ind. felt. miatt
2n+1 (2n+1)-(2n+3)
n2n+3)+1  2n*4+3n+1 n+1

T @n+1)-(2n+3) @n+1)-2n+3) 2m+1)+1

mivel 2n% +5n + 1= (2n + 1)(n + 1).

2. megoldas: Mivel G —y g = i (in_l - 2n1+1)7 igy egy teleszko-
pikus Osszeget kapunk, vagyis
1 1 B
2n—1 2n+1)

1 1 1 1
2-BO.=|=-—-+= - —=
(oa) e (ag) e
1 1 2n
ST 2n4+1 2+ 17
1.0.71. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre fenndll az alabbi azo-
NOSSAg.
2
Pt nd= (” (”+1)>
5

Megoldas: Tejes indukcié. n = 1-re mindkét oldal értéke 1. Ha az allitds
n-re igaz, akkor (n + 1)-re

13+...+n3+(n+1)3=<(n+1)) +(n+1)% =
(n+1)2(7f+n+1> (n+1)? ”+2 (”+1 ”*2))2

2. megoldas.
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]

Az n-edik négyzetben 1év6 szamok Ossze-
ge (3214)?%, a vonalakkal 6sszekotott sza-
mok osszege n?, és n — 1 pélcika van egy
szinten és a jobb alsé sarokban is n? van.

< Vissza

1.0.76. ) Mutassuk meg, hogy minden n > 6 pozitiv egészre egy négyzetet fel
lehet bontani n db négyzetre.

0006
900 0
00606
0000

Megoldas: Egy négyzetet négy feleakkora oldalira cserélve latjuk, hogy ha
egy négyzetet fel lehet bontani n db négyzetre, akkor n + 3 db négyzetre is.
Viszont 1-re, 6-ra és 8-ra léteznek felbontésok (ldsd a baloldali harom abréat).

[ ] [ ]

1 6 8 2k +2,2k+5

(A jobboldalon egy mésik lehetséges konstrukciét adtunk meg.)

1.0.86. ) Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c > 0, akkor fennall az aldbbi egyenlét-
lenség!
a? b2 ?
T,
be + ac + ab —

Megoldas: Alkalmazzuk a szamtani-mértani kozepek kozotti egyenl6tlensé-
get a bal oldalon allé tagokra:

2 b2 2
Setatad . o/ ¥ E_or
3 ~— Vb ac ab

1.0.90.) Melyik nagyobb? 1000001'°°°000 vagy 1000000000001

Megoldas: Tegyiik fel, hogy n > 3.
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RS R O
G n

IL. (n—&-l)”:n”—&-(T)n”‘1+~--+(z>n”_k+-~-+(nnl)n—i—lg

<(m—-Dn"+n*+1<(n—1)n"+n"

. "%/(n+1)" = "+\1/(n + 1) Vn+1vn+1 <

<(n—1)(n+1)+2\/n+1 " 2
=n— .
n+1 vn+1

1.0.94. ) Adott felszint téglatestek koziil melyiknek a legnagyobb a térfogata?
Megoldés: A = 2(ab+ ac+ bc) = 62b+actbe Szém 6va2b2c2 = 6V2/3. Egyen-

16ség csak ab = ac = be, vagyis kocka esetén lehet.

1.0.97. ) Hatérozzuk meg az 22 (1—x) fiiggvény legnagyobb értékét, ha z € [0, 1].

Megoldas: Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenl6tlen-
séget:

. s2- 2—2

Yoz @2 2 W

1.0.98. Bizonyitsuk be, hogy a V térfogatu egyenes kérhengerek koziil annak
a legkisebb a felszine, amelyiknek a magassaga egyenld az alap atmérojével.

A 2 2 SzZ-m 2
Megoldas: — = 2r°+rh+rh > V2r2.rh-rh = 13/2‘/7.
3 3 w2

< Vissza
1.0.99 ; [ n+1\"
-Y-99. ) Bizonyitsuk be, hogy n! < 5 ,han>1.

SZ-1M TL+1
Megoldas: ng ( 2 )

1.0.103. Igazoljuk, hogy tetszOleges a1, as, ..., a, pozitiv valds szamokra
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SRR . S a < 2(artas+...+ay)
q 1 1 1 1 1 1 1 1 a1 r+ag+...1T0an).
ar a‘i’g a+g+g a‘i’g#‘...‘i’a

(KoMaL N. 189., 1998. november)

Megoldéas: A silyozott szamtani és harmonikus kézepek kozotti egyenlot-
lenséget haszndlva,

- k 1424...+k
Zi+i+ o Zk+1 T2 4 k=
k=1 a1 az k=1 ajy 2as kay
- 2 lrar+2-2a+... +k-kay _
Tkt 1+2+...+k
n k n n n
4 9 9 2(2k + 1)
=D gy e e =) s Z Z =
—k(k+1)? & g i:kk:kJrl — — k2(k +1)2
- /2 2 " 2 2
.9 )
= i —-—-——|< il = - —= <
;”i_k<k2 (k+1)2) ;“’(22 (n+1)2>
n 2 n
2
<leai~i—2f2;a,

Megjegyzés: A jobboldalon a 2 konstans éles. Ha a; = % és n elég nagy, akkor

a két oldal hanyadosa tetszlegesen kozel lehet az 1-hez.

Bizonyitsuk be a testaxiéméak és a definicidk alapjan a kovetkez6 azo-
nossdgot! (—a)(—b) = abd.

Megoldas: 1. megoldas:

a+(-1)-a=1-a+(-1)-a=(1+(-1))-a=0,azl, —1 definicidja
és a disztributivitds miatt. Tehat az additiv inverz egyértelmiisége miatt
(=) a = —a. = (=a)(=b) = ((-1) - a)((-1) - b), ez pedig tovabb
egyenld ((—1) - (—1))ab-vel a szorzés asszociativitdsa (zardjelek elhagyhatdk)
és kommutativitdsa miatt. Viszont kénnyi latni, hogy (—1) - (—1) = 1.

II. megoldas:

ab=(a+0)(b+0) = (a+a+(—a))(b+b+(-b)) a0ill. —a és —b definici-
Gja és az Osszeadds asszociativitdsa (zdrdjelek elhagyhatdk) miatt. Ez pedig
tovabb egyenld ab+ ab+ a(—b) +ab+ ab+ a(—b) + (—a)b+ (—a)b+ (—a)(-d)
a disztributivitds és az Osszeadds asszociativitdsa miatt. Az Gsszeadds kom-
mutativitdsa és a disztributivitds miatt ez tovabb egyenld a(b+ (—b))+a(b+
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(=) + (a+ (—a))b+ (a+ (—a))b+ (—a)(—b)-vel. —a és —b ill. 0 definicidja
miatt ez egyenld (—a)(—b)-vel.
ITI. megoldas:
Mivel z+y+(—

0=—((a+(-a)
()((

+(-y) =0, igy —(z+y) = (—z)+(—y). Ezt felhasznilva

x)
)b+ a(b+ (=0))) + ((a + (=a)) (b + (=)
(=a)b)) + (=(ab)) + (=(a(=b))) + ab + a(=b) + (—a)b

—(ab) + ( a)(—b). (Csirik Mihaly)

1.1.26. Bizonyitsuk be, hogy /2 irracionlis.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy v/2 = %, ahol p, g relativ prim egészek. Ekkor
2 = 2¢?%, tehat p paros. = p? oszthaté 4-gyel = ¢2 is paros = ¢ is paros,

tehdt p, ¢ nem relativ primek 2

Legyen K, L C R nemiires és feliilr6l korlatos. Bizonyitsuk be, hogy:
1. sup(K + L) =supK +supL, ahol K+ L={k+1: ke K,l € L};
2. sup(K U L) = max{sup K, sup L};
3. sup(KNL) < min{sup K, sup L}, és ha véges, akkor > max{inf K, inf L}.

Megoldas: 1. Ha k € K akkor k < sup K, és hasonléan [ € L = [ <sup L,
tehat k + 1 < sup K + sup L, vagyis sup(K + L) < sup K + sup L.

Masrészt ha z < sup K + sup L, akkor léteznek x,y valds szamok, hogy
z=x+y, r <sup K és y < sup L. Tehdt léteznek k € K, [ € L, hogy x < k
és y < l. Ekkor z < k + [, vagyis z nem fels6 korlatja K + L-nek.

1.1.45. Bizonyitsuk be, hogy ha egy R rendezett testben minden konvex halmaz
intervallum, akkor a testben igaz a teljességi tétel: minden nem iires korlatos
halmaznak van legkisebb felsé korlatja.

Megoldas: Legyen H feliilrél korldtos, nem iires halmaz, és K a felsé korla-
tainak halmaza. Azt kell igazolnunk, hogy K-nak van legkisebb eleme.
Vegyiik észre, hogy a K halmaz konvex. Ha ugyanis k1 < z < kg és
ki,ka € K, akkor ki fels6 korlatja H-nak, emiatt x is fels6 korlat, tehat
e K.
A K halmaz konvex, tehét a feltétel szerint intervallum. Vildgos, hogy K
nem iires (mert létezik felsd korldtja H-nak), alulrdl korldtos (a nem iires H
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halmaz bérmely eleme alsé korldtja K-nak), tovdbbd K nem korldtos feliilrél
(ha m fels6 korlatja K-nak, akkor m felsé korldtja H-nak is, de ekkor m + 1
is fels6 korldtja H-nak, tehdt (m + 1) € K, ami viszont ellentmond annak,
hogy m fels6 korlatja K-nak). Tehdt K csak pozitiv irdnyu félegyenes lehet:
K = (a,00) vagy K = [a,00) valamilyen a € R elemmel.

Most megmutatjuk, hogy a fels6 korlatja H-nak. Indirekt, ha a nem fels6
korlat, akkor van olyan b € H, amire a < b. Legyen ¢ € R olyan elem, amire
a < ¢ < b (ilyen elem létezik, példaul az (a + b)/2). Ekkor ¢ € (a,00) C K,
tehdt c felsé korlatja H-nak. Ugyanakkor H-nak létezik c-nél nagyobb eleme:
a b. Ez igy ellentmondés az indirekt feltevéssel, ezzel igazoltuk, hogy a felsd
korlatja H-nak.

Mivel a fels6 korlatja H-nak, a € K, és igy a K = (a,00) eset sem lehetsé-
ges. Tehdt K = [a,00), a felsd korlatok K halmazdnak van legkisebb eleme:

az a.
< Vissza

1.1.46. Teljesiil-e a racionalis tortek rendezett testében a teljességi tétel: min-
den nem iires korldtos halmaznak van legkisebb fels6 korlatja?

Megoldéas: Nem.

Jeloljitk R(x)-szel a raciondlis tortek testét. Az R-et bedgyazhatjuk R(z)-
be tgy, hogy a valds szamokat megfeleltetjiik a konstans fiiggvényeknek, ilyen
médon R C R(z). Megmutatjuk, hogy az R halmaz nem iires, feliilrél korla-
tos, de nincs legkisebb fels6 korlatja.

Az R nem iires, és az ¢ = % fliggvény fels6 korlatja, mert barmely a € R-re

T—a

T—a= > 0 (a szdmldlé és a nevezd fegyiitthatdja is pozitiv, tehat

r—a s
I pozitiv).
Most megmutatjuk, hogy R-nek nincs legkisebb felsé korlatja. Ha K €

R(x) fels6 korlat, akkor K — 1 is felsé korlat, mert barmely a € R-re a+1 €
R=a+1< K = a< K. Tehét bérmely K € R(z) felsd korldthoz 1étezik

kisebb fels6 korlat, példaul a K — 1.
1.1.56. ) A H c R halmaz sehol sem stiri, ha

Va<b (3ed(a<e<d<b A HO(ed) =0)).

Bizonyitsuk be, hogy ha 57,55, ... sehol sem siirii halmazok egy tetszbleges
o0

sorozata, akkor |J S, sfirti. (Baire kategériatétel)
n=1




296 16. MEGOLDASOK

Megoldas: Legyen Gy C R tetszbleges nem iires nyilt intervallum. Azt
akarjuk megmutatni, hogy Gq tartalmaz olyan pontot, ami nem eleme egyik
S;-nek sem.

Egy Gy D F} D G1 D F; D Gy D ... intervallumsorozatot fogunk definial-
ni a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

(1) Minden i-re G; nem iires, nyflt intervallum, ami diszjunkt S;-vel;

(2) Minden i-re F; nem elfajuld, korldtos, zart intervallum.

Tegyiik fel, hogy valamely i-re a G;_1 intervallumot mér definidltuk. Az
F; legyen a G;_;1 egy tetszOleges nem elfajuld, korlatos, zart részintervallu-
ma. Mivel S; sehol sem siird, F;-nek van olyan nyilt részintervalluma, ami
diszjunkt S;-vel; az egyik ilyen legyen G;. A konstrukcié miatt (1) és (2)
biztosan teljesiil.

o0
A Cantor-axiéma miatt az () F; halmaz nem iires; legyen c egy ilyen elem.

1=1
Ekkor ¢ € Fi C Gy, tovdbba minden i-re ¢ € F;; C G;; mivel G; diszjunkt

S;-vel, ebbél kovetkezik, hogy ¢ & S;. A ¢ tehdt a |J S, halmaznak egy, a
n=1
Gy intervallumba esd eleme.

o0
Az |J S, halmaznak tehdt minden nyilt intervalumban van eleme, a hal-

n=t
maz sird.
Egy halmazt nevezziink Gy-nak, ha elé4ll, mint megszémlalhaté sok
nyilt halmaz metszete.
Bizonyitsuk be, hogy
a) Az irraciondlis szdmok halmaza Gjy.
b) A racionélis szdmok halmaza nem Gjy.

Megoldas: (a) R\ Q ={,cq R\ {q}).

(b) Tegyiik fel indirekte, hogy Q = ;= G;, ahol G; C R nyilt halmaz
minden i-re. Mivel Q stiri, a G; halmazok is strtiek.

Allitsuk el6 most R-et a kovetkezéképpen:

R=(R\QuUQ= (U(R\@)) U U{q}

=1 qeQ

A jobboldalon megszamlalhaté sok sehol sem siiri halmaz unidja &ll; a 1.1.56
feladat szerint ezek uniéja nem tartalmazhat intervallumot. Ezzel ellentmon-

désra jutottunk.
1.1.59. Legyen R rendezett test, A={zr € R: 22<2}ésB={r € R: 2% >
2}.



297

) Mutassuk meg, hogy az A és B halmazok nyiltak.
) Mutassuk meg, hogy ha R osszefiiggd, akkor van olyan a € R, amire

Megoldas: (a) Eldszor megmutatjuk, hogy az A halmaz nyilt, azaz barmely
a € A-hoz van olyan r > 0 testelem, amire (a — r,a +r) C A. Legyen tehét
a € A tetszbleges, azaz a® < 2; ekkor példdul |a| < 2.

Allapodjunk meg abban, hogy csak olyan r-et valasztunk, amire r < 1.
Ekkor = € (a —r,a + ) esetén

z? < (|a|+r)2:a2+2|a|r+r2<a2+4r+1-r:a2+5r.

Ha az is igaz, hogy 5r < 2 — a?, akkor 22 < 2, vagyis = € A.
2—a?
5

nek, tehat barmely « € (a — r,a + r)-re x € A, vagyis (a — r,a +r) C A.
Most azt igazoljuk, hogy a B halmaz is nyilt. Legyen b € B tetszoleges.

Ekkor tehdt b2 > 2, amibél kovetkezik, hogy [b| > 1. Az r = min (|b 7 lg‘—;ﬁ)

Az r = min (1, valasztassal a fenti egyenlotlenségek mind teljesiil-

vélasztdssal barmely = € (b —r, b+ r) esetén

bl = [z + (b —2)| < |a|+[b— 2| < |z +,
|| > [b] — 7.

Négyzetre emelve (r < |b], ezért mindkét oldal nemnegativ)

b —2

22> (b =) = b2 = 20blr + % > b* — 20 o

=2

Tehét x € B, és mivel ez minden = € (b —r,b+r)-re igaz, (b—r,b+7r) C B.

(b) Az A és B halmazok nyiltak, és nem iiresek, mert példdul 0 € A és
2 € B. A definici6 szerint diszjunktak is. Mivel az R test Gsszefiiggs, nem &all
el6 két diszjunkt nyilt részhalmaza unidjaként; van maés eleme is, ami nem
szerepel (A U B)-ben. Legyen a egy ilyen elem. A trichotémia miatt a? > 2,
a’? < 2 és a® = 2 valamelyike teljesiil. Ha a? < 2, akkor a € A, ha pedig
a? > 2, akkor a € B, de ezek nem lehetségesek, mert a nem eleme sem A-nak,

sem B-nek. Csak az az eset lehetséges, hogy a? = 2.

1.1.68.) Bizonyitsuk be, hogy (1+x)" < l+rzhareQ,0<r<1ésa > —1.

Megoldas: r =p/q, ¢/(1+x)? 1977 Szém W_

1.1.69. ) T chet-e z (ir)racionalis és y (ir)racionélis szamok esetén z¥ (ir)raciondlis
(ez 8 feladat)?
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Megoldas: 1. © = /2, y = 2log, 3, a tobbi hasonlé vagy egyszertibb.
va\ Y2 v
I1. Ha még nincs log-fiiggvény: (\/5 ) =2, tehat V2"~ akér raciona-

lis, akdr nem van egy példank. Valéjaban \/5\/§ irracionalis, 1. J. P. Jones
and S. Toporowski. Irrational numbers. Amer. Math. Monthly, 80:428-424,
1973. A példa D. Jarden. Curiosa: A simple proof that a power of an ir-
rational number to an irrational exponent may be rational. Scripta Math.,

19:229, 1953-ban bukkan fel el6szor.
(eVissza )

Legyen a, egy szamsorozat. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez6 két

allitas ekvivalens:
(A) a, korlatos; (B) minden b,, — 0 sorozatra a,b, — 0.

Megoldas: (A) = (B):

Legyen |ay| < K minden n-re . Ekkor |b,| < € = |anby| < Ke, vagyis a
by, sorozat £/K-hoz tartozé kiiszébindexe j6 lesz az a,b, — 0 sorozat e-hoz
tartozo kiiszobindexének.

(B) = (A):
Tegyiik fel, hogy létezik egy a,, — oo részsorozat. Feltehetjiik azt is,
hogy a,, # 0. Legyen b, olyan, hogy b, = by, 41 ="+ =bp, -1 = 1/an,

minden k-ra. Ekkor b, — 0, de ay, b, = 1 minden k-ra.

(Vissza )

2.1.18. Igaz-e, hogy ha x, konvergens, y,, divergens, akkor x,y, divergens?

Megoldéas: Nem, pl. z,, = % és yp = n.

(- Vissza )

2.1.27.) Van-e csupa irraciondlis szadmbdl allé sorozat, mely

(a) 1-hez tart
(b) V/2-hoz tart?

Megoldas: (a) 1+ ? (b) (1+3) V2.
2.1.30- ) Abbdl, hogy ap — a?, kovetkezik-e, hogy a, — a? Es aj = a®-bdl,
hogy a,, — a?

Megoldés: (—1)" /4 1. Viszont a = O-ra 4, (€) := g3 (¢*), ha a > 0 =

laf—a®l  _ lap—a® 1¢
@ Faanta? < (a2 C1ég nagy n-re.

lan —a| =

(Vissza )
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2.1.31. ) Tekintsiik az (ar) sorozathoz tartozé
! +...+an
=—
n
szamtani kozepek sorozatat. Bizonyitsuk be, ha lim a,, = a, akkor lim s, =
n—oo

n—oo
a. Adjunk meg olyan sorozatot, amelyre (s,) konvergens, de (a,) divergens.

Megoldas: n > ng(e/2)-re

|$n —al = (al—a)+---—|—(an0—a)+
n n

(01— )+ + (any —0)

Ekkor n > ng,ny-re |s, —a| <
g/2

2.1.47.) Legyen aj # 0 és p(z) = ag + a1z + . .. + apz®. Bizonyitsuk be, hogy

Legyen ny >
e/2+¢€/2.

1
lim pi(TL-i- )

=1.
n—+oo  p(n)

Megoldas: Egyszertisitsiink agn”-val:

pin+1)  (1+1)" +an)

p(n) 1+b(n) ’

ahol a(n) — 0 és a(n) — 0.

2.1.54. Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,) sorozatnak nincs konvergens részsoro-
zata, akkor |a,| — oo.

Megoldas: Ha |a,| /4 oo, akkor létezik korldtos részsorozata. Aminek a
Bolzano—Weierstrass-tétel miatt van konvergens részsorozata.

2.1.59. ) NMutassunk példét olyan a,, és b, sorozatokra, amikre (a, —b,) — 0 és
an /by — 00.

Megoldas: Legyen a,, = }L és b, = #

Bizonyitsuk be, hogy n"*! > (n+1)" ha n > 2.
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n—1

—_—~
Megoldas: Tekintsiikk azn+1,...,n+1,v/n+ 1,v/n + 1 szdmokra a szdm-

tani és mértani kozepek kozti egyenlStlenséget.
Bizonyitsuk be, hogy

an:\/i\“/l\s/g-...-yl V2r <n+1.

Megoldas: an = Qb" ahol b, = 3 + 2 + -+ + 2%. Indukciéval kénnyfi létni,

hogy 2 — b, = tehat an < 4.
Bizonyitsuk be, hogy 2" > n¥ elég nagy (k-tél fiiggd) n-re.

2'".7

Megoldas: 2" > (), han > k+1. () > (k+1),(n/2)k+1 ha n >

2(k+1). (k+1)' (71/2)’“‘H > nk han > 2’“‘1(1€ + 1) Persze ez nagyon messze

Keressiink olyan n, € N-et, hogy Vn > n, -ra igaz legyen:
L(1,00)" >n, 2.(1,0)" >n% 3.(1,0001)" > 1000-y/n, 4.100" <

n!

1 2n%243n-2

R Qi s | . 3" —1000 - 2" > n3 + 100n?
52<3n2_4n+20<, 6.3 ) 000 > n3 + 100n2,

TVt T—Va> 4o 8oal>(3)% 9.n(2)" >nl>(2)"

Megoldas: Indukcid, j.o. n = 7-t8l, hisz (7/€)7 > 750 > 6!: kell (1 + %)n <

< (1 + %)'ILJFl.
Bizonyitsuk be hogy az a1 =1, an+1 = ay, + = L sorozatnak van 100-nal
nagyobb tagja.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a, < 100 minden n € N-re. Ekkor a,+1 =

an + 2= > an + 155, tehdt aipoor > 1410000 - 55 %

2.2.10. Hogyan lehet azt helyesen bizonyitani az a3 = 1, apy1 = an +

%7sor0zatra7 hogy a10001 > 1007 (L. a 2.2.9 feladatot és megoldését.)

Megoldas: a, monoton né. Tegyiik fel, hogy an241 < n = ai > % Vi <
n = ap241 > a1 +n? n/
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Megjegyzés: Pontosabb becslést kaphatunk a b, = a2 sorozat vizsgdlatdbol.

Konnyt ellendrizni, hogy b1 — by = a2 4 — a2 =2+ & > 2. Mivel by = 4,

n a
n > 2 esetén b, > 2n és a,, > v/2n.

2.2.19. ) L4ssuk be, hogy 1étezik olyan N természetes szam, hogy Vn > N esetén

teljestil
3 n
<2> > TL2 .

Megoldas: Teljes indukcié: tegyiik fel, hogy (%)n > n?. Ekkor

3\ 3 3\"_ 3,
2 T2\ 2 2

De 3n% > (n+1)%, ha 1n? > 2n 4 1, ami biztos teljesiil, ha in? > 2n + n,

vagyis, ha n > 6. Teh&t, hogy elkezdddjon az indukcié kell egy n > 6 értéket

taldlnunk, amire (%)n > n?:

3\ 2 3\ 16
=) >2= (2] >282=16%
(2) >2= ()
Adjunk meg olyan sorozatot, melynek pontosan egy véges torldédasi
értéke van, de nem konvergens.

Megoldas: Példaul az 1/n és n sorozatok osszefésiilése.

Mutassunk példat olyan sorozatra, amelynek torlédasi pontjai éppen a
[0, 1] halmaz elemei.

Megoldas: Soroljuk fel egy [0, 1]-ben siir(i megszdmlalhat6 halmaz (pl. [0, 1]N

Q) elemeit.

2.3.14. ) Bizonyitsuk be, hogy ha (ay) konvergens és (by,) tetszéleges szdmsoro-
zat, akkor L o
lim(a, + b,) = lima,, + limb,,.

Megoldas: A 2.3.13 feladat szerint J.o.> B.o. A madsik irdnyhoz vegyiink
egy by, — limb,, részsorozatot. Ekkor a,, + b, —J.o. tehat J.o.< B.o.
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Bizonyitsuk be, hogy /2 — 1.

Megoldas: A Bernoulli egyenldlenség miatt a > 0-ra

(1+a)" > 14 na,

ami nagyobb mint 2, ha n elég nagy. Tehdt 1 + a > /2 ha n elég nagy.
Mésrészt /2 > 1, tehat /2 — 1.

Szamitsuk ki: lim, . V27 =7,

Megoldas:

i
2= 2" > V2T —n > Y2 -l =25,

ha n elég nagy ahhoz, hogy 2"~ ! > n teljesiiljon. A jobboldal limesze 2.4.5
szerint 2, tehat az allitas a rendorelvbol kovetkezik.

2.4.13.) Allapitsuk meg az aldbbi sorozatok hatarértékét.

n® —nd 41
1, ——— 2. 4 2 _p2 3. V6™ — 5",
305 —2nt 1 8 w Rt o
Megoldas:

1. Felhasznalva a sorozat hatarérték miiveletekkel kapcsolatos tételeit, és

%L — 0-t, azt kapjuk, hogy

, n® —nd+1 R |
hm m = 11m - 2 . 8 = g
n—oo 3n° — 2n* + n~>oo3—E+$
,Gyoktelenitjiik a szamlalét”, majd n-tel egyszertisitiink. Végiil a ha-
tarértékkel és a miiveletekkel kapcsolatos allitasokat alkalmazva,

4 2 4
Y e N L et R B
nh_)H;O(\/m n) = lim ay e SRS i 1+ 141 2
n2

Ha n € N, akkor 5" < 2. 6", ezért 6™ — 5" > 6" — 2 - 6" = - 6" > 0.
Emiatt
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Mivel {/6 — 1, az <ség mindkét oldala 6-hoz tart, igy a rendérszabaly

szerint /6™ — 5" — 6.
Maésik megoldds: /6™ \

PY1=(2)" = 1= 6" —5" —6-1.

5
—)?. Mivel ( % — 0, igy

1
lim ————— =7

n(vn? —1—mn)

Megoldas: Gyoktelenitjiik a nevezdt, bévitiink v/n2 — 1 — n-nel, majd egy-
szertsitiink n-nel.

1 1 n2—1—n_\/1_n%+1

n(Vn2—1-n) n(Vn —1-n)vn2—1-n -1 7

tehat lim —2.

1 _
n(v/n2—1-n)

Konvergens-e

v/ n2+cosn ?

Megoldds: 1 < ¥/n? + cosn < Vn3 = (¢/n)° =13 =1.

Vizsgédljuk meg korlatossiag és monotonitds szempontjabdl az alabbi

sorozatot, ha van hatérérték, adjuk meg: a; = 0,9 an+1 = a, —a2.

Megoldas: Teljes indukcidval 0 < a,, < 1 beldthato, hiszen
0<ap<l=0<1l-a,<1
E két egyenlStlenséget szorozva = 0 < a,, — a2 < 1. EbbSl mar indukciéval

kovetkezik, hogy a, monoton csokken, és a korlatossag miatt konvergens
is. Ha van limesz, annak teljesitenie kell a ,rekurzids egyenlet limeszét”:

a = a — a?, tehéat a,, — 0.
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Definialjuk az (a,)3, sorozatot az

2a,,
a, +1

a1 = 10; Gpy1 =

rekurziéval.

(a) Bizonyitsuk be, hogy a sorozat korlatos, és mutassunk példat alsé,
illetve fels6 korlatra.

(b) Bizonyitsuk be, hogy a,, — 1. Ellendrizziik a definiciét, és keressiink
minden € > 0-hoz np-t.

Megoldas: (a) Minden n-re a,, > 1 ldthaté teljes indukciéval, ebbél a,, < 2
ha n > 1 is konnyen addédik teljes indukcigval.
(b) a,, > 1 miatt

_a, 1] lan, — 1]
an, + 1] 2

|an+1 - 1|

tehdt minden 1épésnél felezédik a hiba. Ebbél pl. ng = [1/£] + 4 j6 kiiszob-

index e-hoz.
2.5.19.) Legyen az (ay) sorozat a kivetkez$ rekurziéval megadva: a; = 0,

Gn+1 = van + 6. Igazoljuk, hogy a sorozat konvergens, és hatdrozzuk meg a
hatarértékét.

Megoldas:  Allités: a, monoton nd. Teljes indukciéval: n = l-re 0 =
a1 < V6 = as, V. Tf a, < aps1. Ekkor a, + 6 < ap41 + 6, tehdt
ant1 = Van +6 < \/ant1 +6 = apyoe. Mivel a, monoton nd, a; = 0 alsd
korlatja.

Alh’tjuk7 hogy a,, < 100. Ezt is teljes indukciéval bizonyitjuk. n = 1-re
0 =a; <100, /.

Tf. a, < 100. Ekkor a, + 6 < 106, igy ani1 = Va, + 6 < /106 < 100.

Tehat az a,, sorozat monoton és korlatos, ezért a Bolzano—Weierstrass-tétel
miatt konvergens.

Legyen a := lim,,_,~ a,. Ekkor

a:= le ay = li_>m Uni1 = li_>m Va, +6 =+va+6.
=a? —-a—-6=0=q= —2 vagy a = 3. Mivel a, > 0, a > 0, tehat

lim, o ap, = a = 3.

2
2.5.20. Legyen a1 = 1, ant1 = an + —.
a'fb

Igazoljuk, hogy van olyan n € N,
melyre a,, > 10.
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Megoldas: Indirekt, tegyiik fel hogy Vn a, < 10. = a2 < 100 = a% >
12% = apt1 = Gn + a% > a, + %. Ebbdl indukciéval kapjuk, hogy

9
. R .
(nt1 > 10 g6 =140 7050

tehat pl. n = 500-ra

aso1 > 1+ 500 - 11 é

100

Megjegyzés: A 2.2.10 feladathoz hasonléan, pontosabb becslés kaphaté a b, =

a3 sorozat vzsgdlatabdl.

n

Bizonyitsuk be, hogy

1 n+1 1 n—+2
(1 n ) > (1 " ) ,
n n+1

. n+1 . , . P
vagyis az a, = (1 + %) sorozat szigoruan monoton csokkend.

Megoldas: ekvivalens

o n \"1 o (R4 1) (n11> +1
1< .
n+1 n -+ 2
2.6.10.) Sz4mitsuk ki az

sorozat hatarértékét.

Megoldas:

tehat a,, — e.

2.7.1. a, monoton és van konvergens részsorozata. Kovetkezik-e ebbdl, hogy
a,, konvergens?

Megoldas: Igen, hiszen legyen a,, — a konvergens részsorozat. Ekkor a
monotonitas miatt ¥V n > ng-ra |a, — a| < |an, — a|, tehat a,, — a.
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Bizonyitsuk be, hogy
oo
1
2 <

Megoldas: 5 < ey 1 és >, =y 1)n 1 (teleszkdpikus Gsszeg).

(«Vissza )
Adjunk példét olyan a,, sorozatra, melyre > a,, konvergens, és a,y1/an
nem korlatos.

Megoldas: Példdul az, = -7 és asny1 = 5.

2.8.20. Legyen a,b > 0. Milyen z-re konvergens?

n

Z anx_A'_ bn

(Vissza )

Megoldas: Feltehetjiik, hogy a > b. Ekkor ¢ — . Vagyis |ac| > a-ra

n
an+bn
— 1,

a sor divergens, |z| < a-ra pedig konvergens. Ha |z| = a, akkor

tehat a sor ekkor is divergens.

n_;’_bw

< Vissza

Igazoljuk, hogy a véges hosszi, egészekbdl all sorozatok halmaza meg-
szamlalhaté.

Megoldas: Az n-edik 1épésben soroljuk fel azokat a legfeljebb n hosszu soro-
zatokat, amelyekben csak n-nél kisebb abszolitértékl szamok fordulnak elé

és eddig még nem soroltuk fel &ket.
(- Vissza )

Igazoljuk, hogy a véges hosszi, raciondalis szamokbdl allé sorozatok
halmaza megszamldlhat6. Ugyanakkor igazoljuk, hogy a végtelen hosszi,
raciondlis szdmokbodl all6 sorozatok halmaza kontinuum szdmossagu.

Megoldas: Az els6 rész ugyanigy megy, mint 2.9.3. A masodik rész kiévet-

kezik a (280)Ro = 2No-Ro = 280 a70n0884gbdl.
(= Vissza )
A kovetkezo fiiggvényekrol bizonyitsuk be, hogy a megadott H halma-
zon injektivek, és hatarozzuk meg az inverziiket:

L f)= g H=[-11] Zﬂwzﬁfin:R
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Megoldas: f~1(y) = 4, y € (—1,1).

Keressiink olyan f : [-1,1] — [—1,1] fiiggvényt, amire f(f(x)) =

—z Yz € [-1,1].

Megoldas: Minden ilyen f a kiovetkezd alaki: Legyen (0,1] = A][ B disz-
junkt unié, ¢ : A — B bijekcié. Legyen

o(x) ha z€ A

—¢~1(x) ha z€B
flx)y=<¢—p(—x) ha —z€A
o Y(~z) ha —z€B

0 ha z =0.

Ez konnyen ellendrizhetéen jo, pl. A = (0,1/2], B = (1/2,1] megfelel. Vi-
szont ha f ilyen, akkor A :=(f > 0), B:=(f <0).

3.1.14. ) Tpjektivek-e a kdvetkezd fiiggvények a [—1, 1] halmazon?
x x?
a) fz) = 2211 b) g(z) = 211

Megoldas: a) Legyen x # y és tf. hogy f(x) = f(y), vagyis

T __Y
2+1 241

= :E(y2+1) = y(x2+1) = z—y = (z—y)zy = 1 =2y,

hiszen x —y # 0. Mivel |z, |y| < 1, ez csak © = y = £1 esetén teljesiilhet, de
az egyenlséget nem engedtiik meg. Tehat f(x) injektiv a [—1, 1] halmazon.
b) g(1) = g(—1), tehét g(x) nem injektiv a [—1, 1] halmazon.

Van-e olyan f monoton fiiggvény, amelyikre
L. D(f)=1[0,1], R(f) = (0,1);
2. D(f) = [07 1]7 R(f) = [07 1] U [2a3];
3. D(f) = [07 1]7 R(f) = [07 Hu [273];
4. D(f) =10,1], R(f) =[0,1) U (2,3]?
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Megoldas:

1. Nincs, 0 < y < f(0)-t nem tudja hol felvenni f.
_ )3z ha x<1/3vagy x>2/3

Q'f(x):_{2 ha 1/3 <z <2/3 !

3z ha x<1/3 vagy z > 2/3
3. f(z) = / / .
2 ha 1/3<2<2/3
4. Nincs, sup f71([0,1))-t nem tudja hol felvenni f.
A hatarérték megfelel6 definicidja szerint alkalmas kiiszobszamokat

(pl. e-hoz §-t, vagy K-hoz d-t, vagy e-hoz L-et stb.) keresve adjuk meg a
kovetkezd hatarértékeket:

. T Az} +1
Ol P Ty
Megoldas:

a) Azt allitjuk, hogy lim, o 771 = 0. Ehhez € > 0-hoz 0 > 0-t kell meg-
adnunk. Tetszbleges € > 0 esetén legyen § := ¢. Ekkor, ha 0 < |z| =
|z — 0| < § = ¢, akkor

T
2 +1

X
= x2_’_1’<|$|<(5:<€.

b) Azt allitjuk, hogy lim, . LEL = 0. Ehhez & > 0-hoz L € R-et kell

megadnunk. Tetszéleges € > 0 esetén legyen L := % + 3. Ekkor L > 3,
tovabba ha x > L, akkor

z—3 Tz —3 T —3 L73_

{x}+1_0’:{x}+1< 2 2

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények szakadasi pontjait. Milyen
tipust a szakadéas?

0= 5 Dl = ({1}).
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Megoldas:

a) Mind a szdmldlé, mind a nevezd folytonos fiiggvény, tehdt f szakaddsi
helyei a nevezd gyokeiben lesznek. A nevezd két gyoke —1 és 2, tehdt
ezekben van f szakadasi pontja. Mivel

xr — 2 xr — 2 1

f(a:)ZIQ_x_QZ(m_g)(x+1):x+1'

= lim,,2 f(z) = %, tehdt f-nek 2-ben megsziintethetd szakaddsi helye
van.

Allitjuk, hogy lim,_,_14¢ f(z) = co. Val6ban, ha K >
6 := 7. Ekkor, ha x € (—1,—1+4), akkor f(z) = %ﬂ >
esetén akdrmilyen 6 > 0 megfelel.)

Allitjuk tovébbé, hogy limg_,_1_g f(z) = —oo. Valéban, ha K < 0, akkor
legyen § := ——+. Ekkor, ha z € (=1 — 4, —1), akkor f(z) = %H <-3=
K. (K > 0 esetén akdrmilyen § > 0 megfelel.) Mindebbél pedig az

kovetkezik, hogy —1-ben a szakaddasi pont masodfaju.

0, akkor legyen
=K. (K<0

b) A fiiggvény a 0 kivételével minden pontban értelmezve van. Ha t # % :
n € Z\ {0} alakd, akkor 1 ¢ Z. Innen {1} € (0,1), tehdt sgn({}}) = 1.
Mindebbdl viszont az is kovetkezik, hogy g a t pont egy kérnyezetében 1-et
vesz fel, tehat folytonos t-ben. Ha viszont t = 1 valamely n € Z \ {0}-
ra, akkor g(t) = sgn({n}) = 0, ami a kordbban leirtakat is felhaszndlva
azt jelenti, hogy 0 = ¢g(t) # 1 = lim,_+ g(x), tehdt ekkor g-nek t-ben
megsziintethetd (elséfaju) szakaddsa van.

Végezetiil allitjuk, hogy g-nek 0-ban sem bal- sem jobboldali hatarértéke

nincs. Ezt legegyszeriibben atviteli elvvel lehet bizonyitani. Mivel % —0
és % > 0, ezért, ha létezne lim, 010 g(x), akkor az a, = g(%) sorozat
konvergalna. Mivel azonban a,, a 0,1,0,1,... sorozat, ezért divergens.

Hasonlban b,, = g(—%) divergens = lim,_,0_o g(z) sem létezik, = 0-ban
2. faju szakadasi pont van.

3.2.41. Legyen f : R — R pozitiv periédusainak halmaza H. Mutassuk meg,
hogy ha f folytonos és inf H = 0, akkor f konstans.

Megoldas: Legyen p, € H és p, — 0. Ekkor tetszbleges a € R-re létezik
k, € Z, hogy |knpn - CL| < pn. Tehdt kn,p, — a, és f(knpn) = f(O) f

folytonosséga és az atviteli elv miatt tehat f(a) = £(0).

3.2.50. Igaz-e, hogy ha egy R — R fiiggvénynek minden pontban 0 a hatarér-
téke, akkor a fiiggvény azonosan 07
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z ha %GN
0 ha L¢gN’

x

Megoldas: Nem, pl. f(z) = {

3.2.66. ) Tegyiik fel, hogy f konvex R-en, f(0) = 0 és lir% @ > 0. Mit tudunk
r—

limg o0 f(2)-r6l mondani?

Megoldas: il—%@ =2a > 0= 36 > 0 hogy @ >a haz € (0,9).
Allitds: f(x) > ax Vo > 0. Tf. ugyanis, hogy 31 > 0 f(z1) < ax:.
Az el6bbi miatt ;7 > §. Legyen xy € (0,0) = z¢ € (0,z1). Ekkor a
(0, £(0)) = (0,0)-n és (x1, f(x1))-en dtmend szeld meredeksége kisebb, mint
a, tehat (xo, f(xo)) a szeld {616tt van. De f konvex. Z
Tehdt f(x) > ax Vo > 0. Viszont lim, o az = 00 = lim,_, f(z) = 00

a oo-beli rendor-elv miatt.

Tegyiik fel, hogy p(z) = apz®* + -+ + a1z + ag adott paros foku
polinom és asy, - ag < 0. Bizonyitsuk be, hogy p-nek legaldbb két valés gyoke
van.

Megoldas: p(x)-nek és —p(x)-nek ugyanazok a gyokei = feltehetjiik, hogy
azr, > 0, ap < 0. Ekkor p(0) = ap < 0. Viszont p(zr) péaros foku és a
féegyiitthatd agr, > 0 = Er_n p(z) = li_>m p(x) = co. Tehdt IK < 0 p(K) >

0 és 3L > 0 p(L) > 0. Mivel p(z) folytonos, ezért Darboux-tulajdonsdgi =

felveszi a 0-t a (K,0) és (0, L) intervallumokon.
(Brouwer-féle fixponttétel; 1-dimenzids eset.) Minden f : [a,b] — [a,b]
folytonos fiiggvénynek van fixpontja, azaz van olyan x, melyre f(z) = x.

Megoldas: Alkalmazzuk f(z) — a-re a Bolzano—Darboux-tételt.

< Vissza

3.5.12. ) Bizonyitands, hogy az f(x) = 2 — 322 — x+ 2 harmadfoki polinomnak
3 valés gyoke van.

Megoldas: f(—1) = —1, f(0) =2, f(2) = —4, f(4) = 14, tehat a Bolzano—

Darboux-tétel szerint van legaldbb 3 gyok.
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4.4.16. Legyenek a1 < az < ... < an és by < by < ... < b, valés szamok.
Mutassuk meg, hogy

ealbl eale L ealbn
ea2b1 eazbz o eazbn

det . . ) . > 0.
enbi  ganbz canbn

(KoMaL A. 463., 2008. oktdber)

Megoldas: n szerinti indukciéval bizonyitunk. Az n = 1 esetben az alitds
emb > 0, ami trividlis. Legyen tehdt n > 1, és tegyiik fel, hogy az 4llitds
igaz kisebb n-ekre.

Legyen ¢; = a; — a; > 0. Ekkor

ea1b1 ea1b2 o ealbn
ea2bl  pazbz  pasby
det . . . . =
eanbl eaan . eanbn
e1b1 ea1b2 . ea1bn
ea1 b1 602171 €a1b2 ec2b2 L ealbneCan
= det . . ) . =
etbigenby  paibagenba 0 pa1bngcnbn
1 1 - 1
- , ec2br  peaba 0 peabn
— 1 (b1tb2t+bn) ot ' ' . ' ,
ecnbl ecan . ecnbn

és elég azt igazolni, hogy az utolsé determinans pozitiv.

Hogy elimindljuk az elsé sort, vonjuk ki az (n — 1)-edik oszlopot az n-edik
oszlopbdl. Uténa vonjuk ki az (n — 2)-edik oszlopot az (n — 1)-edik oszlopbdl,
..., végiil vonjuk ki az els6 oszlopot a masodikbdl:

1 1 - 1
ec2b peaba 0 cabn
det . . . . =

ecn b1 ecn b2 L ecn b
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1
eczbl

— det | €™
ecnbl
ec2b2
€C3b2
= det

ecn b2

Tekintsiik az
f(t) =det

fliggvényt:
eC2ba _ pcaby
eCsb2 _ o3l

det

efnb2 _ oCnbi

eC2b2 _ pc2b1
ecab2 _ ccabi

ecn b2

0 0

eC2bs _ oC2ba
eCabs _ oc3bz

_ eCnb1 pCnbz _ oCnb2

_ eC2b1 ge2bs _ pcabe

_ ec3br peabs _ ocsbe

—_ ecnbl ecan —_ ecnb2

eCQt e(/’gbg _ eCzbz

eCSt 663b3 _ eCsz

e(}zbn

0
eC2bn _ pC2bn_1
eC3bn _ oc3bn—1 .
ecnbn _ ecnbnfl

eC2bn _ oC2bn—1

eC3bn _ oC3bn—1

ecn bn _ ecn brn—1

— eC2bn—1

eC3bn _ oc3bn_1

eCnt  glnbs _ oCnb2 Cnbn _ oCnbn-1
eC2bs _ peaba eC2bn _ oC2bn1
eCsbs _ pcaba  pesbn _ pc3bna
= f(b2) — f(b1).
efnbs _ onbz  glnbn _ pCnbna

A Lagrange-kozépértékbdl kapjuk, hogy létezik olyan b; < x1 < bg szam,
amire f(bo) — f(b1) = (b — b1) f'(x1), azaz

eC2bz _ pc2b1

eC3b2
det
ecnbg
= (bz — bl) det

— eC3h1

— €

eC2bs _ oc2b2
_ eC3b2

eC3bs
cnbr penbs _ ocnba

Coel2®l eC2bs _ oc2ba

c3efse1 eC3bs _ oc3ba

Cp el eCnbs _ oCnb2

eCan
ec3bn

— eC2bn—1

— eC3bn—1

Cnbn _ oCnbn-1

eC2bn _ pC2bn1

eC3bn _ oC3bn_1

efn bn _ efn bn—1

Megismételve ezt minden oszlopra, azt kapjuk, hogy alkalmas x; € (b;, b;11)
(1 <i<n—1) szamokra

662 b2

— eC2b1

eC2bs _ pc2b2

eC3b2 _ gcabi gesbs _ pesba

det

ecn by _ ecn b1

ecn bz _ ecn b2

662 bn
eC3bn

ecn by

— eC2bn-1

— eC3bn—1

— ecn bn—1
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i C9e©2%1  cpec2t2

= H(bi+1 — bl) - det

i=1

Czec2wn71

CnT CnT CnTp—
cpé nLl Ccn€ nL2 cpé nTn—1

1 60211 602$2 602$n—1
n— n
= H(bi+1 — bl) . Hci - det

i=1 =2 eCnT1 eCn2 eCnTn—1

Az indukcios feltevés szerint ez pozitiv.

Bizonyitsuk be, hogy lim n (e — (1 + %)n) =

e

3"

Megoldas: limn (e — (1 + 2)") = —f(0), ahol f(z) = (1 +1)s = e =
Vegyiik észre, hogy f(x) analitikus 0-ban.

Megjegyzés: Ebbol latszik, hogy (1 + %)n lassan konvergal. Viszont ugyan-
olyan lassan, mint (1 + %)nﬂ

, igy a szémtani kozepik (1+ o) (1+ %)n
mar k/n?-re kozeliti e-t.

Szdmitsuk ki parcidlis integrdldssal (helyettesités nélkiil!) a kiovetkezd

integralokat:

@ [ \/f do ) [Vicddn @ [VeoTan

(d) / V1+ 22 da.

Segitség, egyben félrevezetés: |/LH = (z — 1) - (/L4

Megoldas: (a) Az integrandus x > 1 és & < —1 esetén is értelmes

/\/fdx—(xl)\/g/(zl)Q 1 9 da

ort (z—1)2
x—1

dz
:\/xQ—l—&—/i:\/xg—l—i—archx—i—C
Vrz -1

haz > 1,

/ 1 d
/ ii_ldx:—\/mQ—l—/ﬁ:—\/xz—l—karch\:ﬂ-l-C

ha z < —1.
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—x
\/1—x2dx:x\/1—x2—/m7dx:
/ V1—22
1—(1—2?%
_ _ 2 _
=zv1—x%+ N dx =

:x\/l—x2+arcsinx—/\/1—m2dx—l—QC,
/\/1—x2dx:%x 1—x2+%arcsinm+0.

T
\/$2—1dx:m\/x2—l—/x7dx:
/ vaz -1
(2 —1)+1
=zva?-1—- [ V———da =
/ va? -1

:x\/x2—1—/\/$2—1dx—archx+20,

/\/xQ—Idxz%x\/xQ—l—%archx—i—C.

x
Vazi+lde =222 + —/xidx:
/ Va2 +1

(z2+1)—1
:x\/x2+1—/7dm:
Va2 +1

=zvVaz?+ —/\/x2+1dx+arshx+20,
/\/x2+1dx:%x\/xz—i—l—i—%arshx—i—a

6.0.30. Bizonyitsuk be a Kondenzdicids lemmdt: Legyen a1 > as >+ > a, >
--- > 0. Ekkor

o0 o0
E an, konvergens <= E 2 4o konvergens.
n=1 k=1
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Megoldas:

a1+ as+ as+ ag+ ag+ ag+ ag+ asg+
a1+ as+ as+ ag+ az+ ag+ ar+ asg+
%(11—1— a2+ aqg+ ag4+ ag+ ag+ ag+ asg+

VIV

9.0.19. ) Tegyen A C RP Jordan-mérhets. Igaz-e, hogy az U [0, a] halmaz (az

acA
origbt az A-beli pontokkal 6sszekotd szakaszok unidja) mérhetd?

Megoldas: Legyen A = ([0,1] N Q) x {1}. Az (0,3) x (3,1) négyzetben

az U [0, a] halmaz és a komplementere is sfir(i, ezért a halmaz nem lehet

acA
Jordan-mérheto.

10.2.3.) Mik azok a differencialhaté f: R? — R fiiggvények, amire a kivetkezd
allitas teljesiil? Ha g egyszerti, zart, rektifikdlhaté gérbe R2-ben, akkor

/ ydy*/fxy

Megoldas: Az (f(x,y); —x2y3) leképezésnek minden zart gérbén 0 a vo-
nalintegralja, ezért van primtiv fliggvénye. Ezért a keresztbe vett parcalis
derivéltjai megegyeznek: Do f(x,y) = —22y>. Ebbdl kovetkezik, hogy rogzi-
tett x esetén f(z,y) = —3zy*+c(z) valamilyen, z-t8l fiiggs c(x) konstanssal.
A ¢(x) fiiggvény is differencidlhaté. Ez az eredmény megfordithatd, az 6sszes

ilyen alaku fiiggvény megoldés.

10.3.6.) Az f: R2\ {(0,0)} — R? vektormez8 akarhanyszor differencialhato,
rotaciomentes, és az origd egy pontozott kényezetében korldtos. Bizonyitsuk
be, hogy van primitiv fiiggvénye.

Megoldas: Legyen ~y tetsz6leges zart torottvonal, ami nem megy &t az origon;
azt kell igazolnunk, hogy f vonalintegrédlja v-n nulla. Legyen 0 < p < 1 esetén
vp a tordttvonal p-szeres kicsinyitése az origébdl. Mivel v és -y, homotdp,
az 0sszes 7,-n ugyanakkora a vonalintegral. Maésrészt f korldtossdga miatt

< Kp, igy lim [ f = 0. Az integrdl tehdt konstans (nem fiigg
p——+0""p
p-t6l), ugyanakkor 0-hoz tart.
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11.1.7. Bizonyitsuk be, hogy barmely f : R — R fiiggvény folytonossagi
pontjainak halmaza Borel, és adjunk meg minél szlikebb Borel-osztélyt (pl.
Gso506060), aminek biztosan eleme.

Megoldas: Legyen minden n pozitiv egészre

I, = {I C R : I nyilt intervallum, és sup f — ir}ff < %}
I

és
A, = UL, = U I.
Iez,
A Cauchy-kritérium miatt egy a € R pont akkor és akkor folytonossagi pontja
f-nek, ha
VvneN Al e€Z, acl,

azaz
VneN acA,.

Ezért a folytonossigi pontok halmaza () A,, ami Gs.
neN

11.1.12. Legyen f, : [a,b] — R folytonos minden n-re. Bizonyitsuk be, hogy
az {x : fn(z) konvergens} halmaz Borel, és adjunk meg minél sziikebb Borel-
osztalyt, aminek biztosan eleme.

Megoldas: A Cauchy-kritérium miatt
{z : fn(z) konvergens} =
- {:c: Vne N3k eNVp,q>k|fox) — folz)] < %} -

N U N {oslho-fwi<t)
n=1 k=1 p,q>k

Az utolsé halmaz a folytonossig miatt zart, ezek metszete is zart, tehat
{z : fn(x)konvergens} € F,5(R).

11.2.2.) Miért nem kiilsé mérték a kiilsé Jordan-mérték a korldtos halmazok
gylrijén?

Megoldas: A kiilsé Jordan-mérték nem o-szubadditiv. Példdul a QN [0, 1]
halmaz megszamlalhato sok egyelem, tehat Jordan-nullmértéki halmaz uni-
dja, mégis k‘((@ N 1o, 1}) =1.
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11.2.17. Megadhaté-e kontinuum sok 1/2 Lebesgue-mértékii mérhetd halmaz
[0, 1]-ben gy, hogy koziiliik barmely ketté metszetének mértéke 1/4 legyen?

Megoldéas: A valasz nem. Megmutatjuk, hogy legfeljebb csak megszamlal-
haté sok ilyen tulajdonsiagu halmaz adhaté meg.

El8szor tetszéleges A C [0, 1] mérhetd halmazhoz konstrudlunk egy olyan
f(A) halmazt, amely véges sok, raciondlis végpontu intervallum egyesitése,

(o) o0
és M(f(A)AA) < §. Vegyiik A egy olyan |J I fedését, amire Y |I;| <
k=1 k=1

A(A)+ £, és mindegyik I,,, mindkét végpontja racionalis. Alkalmas n pozitiv
egészre Y. || < 15. Ezek utén legyen f(A) = {J Ii.
k=n+1 k=1
Most tegyiik fel, hogy A C E([O, 1}) olyan rendszer, amiben minden halmaz
1/2 Lebesgue-mértékii, és barmely kettd metszetének mértéke 1/4. Megmu-
tatjuk, hogy az f leképezés injektiv A-n. Valéban, ha A, B € A és A # B,
akkor

/\(f(A)Af(B)) - A(AABA(AAf(A))A(BAf(B))) >

> MAAB) = MAAf(A)) = A(BAF(B)) > 4~ 1~ L =0.

Tehdt A(f(A)AF(B)) > 0, és fgy f(A) # f(B).

Mivel az f leképezés értékkészlete megszamlalhatd, az A rendszer is meg-

szamlalhaté.

(a) Igazoljuk, hogy ha A C RP mérhetd, A(A) > 0, akkor A — A
tartalmaz 0 koriili gdmbot. (Steinhaus tétele)
(b) Igazoljuk, hogy ha A, B C RP mérhetd pozitiv mértékii halmazok,
akkor A + B belseje nemiires.
(c) Igazoljuk, hogy ha A C RP pozitiv mértékii mérhetd és B C RP pozitiv
kiils6 mértékii halmaz, akkor A + B belseje nemiires.

Megoldés: A 11.2.16 feladat szerint vannak olyan nem elfajulé T4 C RP és

Tp C RP tengelyparhuzamos téglék, amikre A(Ta N A) > F5A(Ty), illetve

ANTp N B) > B\(Tp). A téglék cstcsait kicsit elmozditva elérhetjiik, hogy

koordinataik raciondlis szamok legyenek; ezutan a két téglat felbonthatjuk

egyforma méretli kis kockdkra. A kis kockdk kozott is lesz legalabb egy-egy

olyan, amelynek nagyobb, mint % része az A, illetve a B halmazhoz tartozik;

legyen K 4 és Kp egy-egy ilyen kis kocka; ekkor tehat

AEKANA) > BNKL) b AKpnB) > 2\Kp).
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Mindharom 4&llitas valtozatlan marad, ha a halmazokat parhuzamosan
eltoljuk; ezért feltehetjiik, hogy mindkét tégla kézéppontja az origd, tehat
K4 = Kp = [—d,d]’ = K valamilyen d > 0-val.

(a) Mivel (ANK)—(ANK) C A—A, az A halmazbdl a K-n kiviili részeket
elhagyhatjuk, és az dltalanossag csorbitdasa nélkiil feltehetjiik, hogy A C K.

Legyen r = ((3/2)1/p - 1)d. Megmutatjuk, hogy B(0,7) C A— A. Ehhez
azt kell igazolnunk, hogy « € B(0,r) esetén = € (A — A), ami ekvivalens
azzal, hogy AN (A + z) nemiires.

Legyen K = [—d —r,d+7]P = (3/2)'/? - K, és legyen x € B(0,r) tetsz6-
leges. Ekkor AC K C Ky és (A+xz) C (K +z) C K4, {gy

AMAN(A+2) =XA) +AMA+z) - ANAU(A+12)) >
99 99 99 99 3
> = — ==+ === .
> 100/\(K)+100)\(K—|—m) MK <1oo+ 100 2) AK) >0
(c) Feltehetjiik, hogy A, B C K. Legyen ismét r = ((3/2)1/7‘7 — 1)d,

K, =[-d—r,d+r]? = (3/2)'/?- K, és x € B(0,r) tetszOleges. Az A halmaz
mérhetd, ezért ,, jol vigja ketté” a (—B + z) halmazt:

AM(=B+2)NA)+A((-B+2)\A) =X(— B +uz).
Ezért

X(—B+a)nA) =X~ B+a)~ M(—B+z)\ A) > X(B) — NI, \ A) =
9 3. 99
2

=AB) = AMK4) +AA) > (100 - -+ 100) AMK) > 0.

Mivel A((=B +z) N A) > 0, igy (=B + z) N A nemiires, azaz z € (A + B).
Ez minden z € B(0,r)-re igaz, tehat B(0,r) C (A + B).
A (b) allitas trividlisan kovetkezik a (c)-bol.
Legyenn > 2 ésu; = 1,uq, ..., u, legfeljebb 1 abszolut értéki komplex
szamok, tovabba legyen

f(2)=(z—u)(z—u2)...(z — uy).

Igazoljuk, hogy az f’(z) polinomnak van olyan komplex gyoke, aminek a valds
része nemnegativ.

KoMal. A. 430.
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Megoldas: Ha az 1 tébbszoros gyoke f-nek, akkor f/(1) = 0 és az allités
trividlis. Ezért a tovabbiakban feltételezziik, hogy us, ..., u, egyike sem 1.
Legyenek f’(z) gyokei vy, va,...,v,—1, és tekintsiik a g(z) = f(1 — 2) =
a1z + azz® + ... + a, 2" polinomot.
A ¢(2) polinom gyokei 0,1 —ug,...,1 —u,. A Viéta-formulakbdl kifejezve
a 0-t6l kiilonbo6z6 gyokok reciprokdsszegét,

Z": 1 (Q-w)(—up) ot (I —ug) . (l—un) a2
=1 - (I—wu2)...(1 —up) ay
Az f'(1 —2) = —¢'(2) = —ay — 2a22 — ... — na,z" ! polinom gyodkei 1 —

v1,...,1 —v,_1; ezek reciprokosszege pedig
”z‘:l L _(—v)(l=wpo)t.F(L=va.vp1) _ 2ap
—l-v (1—wv1)... (1 —vp_q) a;

A két egyenletet dsszevetve,

Minden egyes k-ra ui az egységkorben vagy annak hataran van, 1 — ug
pedig az 1 kozépponti, egységnyi sugari korben (vagy a hatdrdn). A recip-
rokképzés megfelel egy 0 pdlusu inverzié és a valds tengelyre vald tiikrozés
egymds utdnjdnak. Ezért 1= a Re z > § félstkban van, Req=— > 3.

Ezt 6sszegezve kapjuk, hogy

>1

)

1 1 n—1 1 9 n
max Re > Z Re = Re
/=

1<é<n—1  1l—vy ~“n-—1 1—wvy “_1k,2 1—up

vagyis legalabb az egyik ﬁ a Re z > 1 félsikba esik.
Az el6bbi geometriai okoskoddst visszafelé is elvégezve,

Re

N | =

1
>1 «— |[(1— —— <
— - -3 <



320 16. MEGOLDASOK

12.1.1. ) A komplex sik mely pontjaiban differencidhaté a z — Re z—Im z+i|z|?
fliggvény?

Megoldas: Az (z,y) — (v —y, 2 + y?) fiiggvény valés értelemben differen-
cidlhatd, mert mindkét komponense polinom. A komplex differencidlhatésag
ezért ekvivalens azzal, hogy teljesiilnek a Cauchy—Riemann-egyenletek:

Oz —y)=0(2®+1y?); Oz —y) =—-01(z® +y°)
1=2y; —-1=-2z

(z,y) = (1/2,1/2).

1 1
A fiiggvény tehat csak az 3 + 52 pontban differencidhaté.

12.1.5.) Milyen pontokban differencialhaté az |z|2 — (2 + i)z fiiggvény?
Megoldéas: Ha z = = + yi, akkor az
2P = 2+i)2 = (2" +97) - 2 +i)(x —yi) = (2" =2z +y” —y) + (—z+2y)i

fliggvény azokban a pontokban differencidlhaté komplex értelemben, ahol az
u(x,y) = 22 — 2x +y% —y és v(x,y) = —x + 2y mint R? — R fiiggvények
differencidlhatok és teljesiilnek rajuk a Cauchy—Riemann-egyenletek. Mivel u
és v is polinom, mindenhol differencidlhaték. A Cauchy-Riemann-egyenletek:

81u = 821}, (92u = —811)
2r—2=2 2y—1=1
T =2, y=1, z=2+41.

A fiiggvény egyediil a 2 + ¢ pontban differencidlhaté.
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13.0.4.) Tegyen v az Imz = (Rez)? parabola azon fve, aminek kezdépontja
—1+ 4, végpontja pedig 1 + i.
/ 275 =7
.

Megoldéas: A parabolafv egy paraméterezése: y(t) =t +it?, t € [—1,1].

/\zPE:/_l |7(t)|2Wdt=/ (t? +tH(1 — 2it) dt =

-1

. .41
1 1 1 1 16
= 2 —2it® +t* — 2it°) dt = | ot® — P+ —t5 — 4O =—.
/,1( it 2087 R L L L
13.1.2. Igazoljuk, hogy tetszoleges a komplex szamra

m logla| ha |a| > 1,

0 ha |a| < 1.

7 ; log|e“—|—a| dt—{

1. megoldas. Ha |a| > 1, akkor az f(z) = log(z + a) fiiggvény reguldrisan
értelmezhetd a |z| < |a| korlapon. A koézépérték-tulajdonsdg szerint

1 27 )
fe®)dt = £(0),

2 Jo

tehdt
1 27 it 1 27 i+
%/0 log‘el +a| dt:%/o (Relog(ez —|—a)) dt =

1 27 .
Re <2 / log (" + a) dt) = Relog(0 + a) = log|al.
T Jo

Ha |a| < 1, akkor a kozépérték-tulajdonsdgot a g(z) = log(l — az) fiigg-
1—z

4z fliggvény az egységkoron egységnyi

a

vényre alkalmazzuk. Mivel a z —

abszolut értékii,

2m 2m — i
) 1 . 1—ae
¢ ¢

log | + a dt (e" +a)- T

dt =

log

1 2 )
= —/ log‘l—ae”‘ dt =log1 =0.
2 0

Az |a| =1 esetet hatdrdtmenettel kaphatjuk meg.
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2. megoldas. Elészor feltessziik, hogy |a| # 1.
Felhasznaljuk, hogy

n—1
H (Z+e27rik/n) — " (71)71
k=0
Az integralt 6sszeggel kozelitve,

o i 3 1”71 wik/n
ar J, OBl Haldi=lm o3 log|et " o] =
n—1 1/n
= Jim o T (7" )| = i oo~ (07"

Ha |a| < 1, akkor a™ — 0 és |a™ — (—1)”‘”” — 1; ha pedig |a| > 1, akkor
lam — (=)™ = Jal.
Az |a] = 1 esetet hatardatmenettel vagy tovabbi tigyeskedéssel kapjuk meg.

13.1.7. Legyenek a, b komplex szdmok, |b| < 1. Igazoljuk, hogy

2

1 z—a ~Ja—0bf?
Megoldas:

1 z—a ds| = 1 / (z—a)(Z—a) dz _
21 Jygj=1 |2 = b 2t =1 (2= B)(E-D) iz
1 (z—a)(f—a@) dz
2mi Jiomr (2= b)(2-0) 2
_ 1 / (z—a)(l—az)( 1 1) Ay —

2mi Jis)=1 b(1 —bz) z—b z
_ (z—a)(1—az) (z —a)(1 —az) B
Cb(1=bz) | _ b(1=bz) | _
(b—a)1l—ab) a (a—D)(@—">) la —b]?
= — - = — 1
b1—1b) b 11—t et
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z

3
(z+3)2
derivaltra vonatkoz6 Cauchy-formula szerint

Megoldas: Az f(z) = fiiggvény reguldris az |z| < 3 halmazon. A

1 f(2) , 3*log 3 3% 3log3 3
271 |z|:2 (Z — ].)2 o f ( ) (Z + 3)2 (Z + 3)3 =1 16 32
Tehat

37 . (3log3 3 3(2log3 — 1)mi
———5 dz = 2mi - - )=
(z— 1)2(z + 3)2 16 32 16
|z|=2

13.1.9.) Ay f(z) fiiggvény holomorf az egységkor (|z| < 1) belsejében, és | f| < 1.
Legfeljebb mekkora lehet | f/(0)|?

Megoldas: frjuk fel a derivédltra vonatkozé Cauchy-formulat egy r < 1
sugaru koron, majd becsiiljiink az integrandus abszolut értékével:

mnl — | 3 f(z) 3
0= 55 [ dz| < o [ @I ael <
3 6

|z|=r

Az r — 1 — 0 hatardtmenetbdl |f"’(0)] < 6.

Az f(z) = 23 fiiggvényre teljesiil az |f| < 1 feltétel, és f”(0) = 6.

Az |f"(0)| legnagyobb lehetséges értéke tehét a 6.
3
13.2.13. Fejtsiik Laurent-sorba a 2271 fliggvényt az 1 + 2¢ koriil agy, hogy
22 _

eloallitsa a fiiggvényt a 0 egy kornyezetében. Mi az a legb6vebb tartomaéany,
ahol a Laurent-sor eléallitja a fiiggvényt?

Megoldas: Azt a Laurent-sort kell felirnunk, ami a 2 < |z — 1 — 2i| < 2v/2
korgytirin éllitja elé a fiiggvényt. Mivel a fiiggvénynek az 1-ben és a (—1)-ben
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polusa van, ez a legh6vebb tartomény.

7 3,3
22—1:Z+z—|—1+z—1:
1
_ 2 2 —
T Ti o2+ (2+2i)+(z—1—2i)+22’
1
2(2+21) 2(z—1—27)
=z+ z—1-2 %
1+ 24214 1+z 1—-24
o) . k
z—1—2
2+2z Z( 2+2i )+ 2(z — 1 — 2i) kz_o( 2121> N
=(1+2i)+ (z—1—2i)+
o o .
—2i)F
—1—2)* ( —1—2)7k L
+kZ:O2 2+2M+1(z 2 +k:0 5 )

51
fiiggvényt az i koriil, az 1 < |z —i| <

2 —
13.2.22. Fejtsiik Laurent-sorba a 22
z

v/2 halmazon.
Megoldas:
2:5 -1 221 1. 3
22+ 2z 224z z 241
-1 3
=20 — i)+ (-2 +2i =
=)+ (2204 S Y e A
=1 3
=2(z—1 24+ 2) + —2=% 1+¢
A
0o i k 3 00 » k
2z — )+ (—2+ 20) + Z(zz +1HZ< 1H> =
k=0 k=0
- 3 3
— k+1 k 2 2
k;m( )(z — i) +<( +z)+1+l>+( (1“))( i)+
— (-1)*-3 K
+k:2 (14 a)k+1 (z =9

Az f(2) egésefiiggvényre | f(1/n)] = 1/n2, han = 1,2,..., és | f(i)] = 2.
Mekkora lehet |f(—1)|?
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Megoldas: Legyen g(z) = f(z
e

) - f(2), ami szintén egészfiiggvény. Az 1/n
alakd pontokban g(1/n) = f(1/n) - f
citdstétel miatt tehdt g(z) = z*. A

(1/m) = |£Q/m) = (1/n)%. Az Ui
)] - 1 (=)] = 2L f(~0)], vagyis | £(~i)|

= z pontban 1 =it = |g(i)] =
Megjegyzés: A |g(1/n)| = 1/n? feltételnek az f(z) = 22 alaki fiiggvé-
nyek tesznek eleget, ahol ¢ olyan egészfiiggvény, ami a valds tengelyen valos.

13.3.2.) A spfiiooyé =T = i
z f egészfiiggvényre arg f(1/n) = — (mod 27), han =1,2,.... Mi
n
lehet arg f(2)?

Megoldas: Tekintsiik a g(z) = f(z)e’“2 egészfiiggvényt. Az (1/n) sorozat
mentén g értéke tisztdn valdés. A h(z) = ¢(Z) figgvény is egészfiiggvény,
és h(1/n) = g(1/n). Az unicitas-tétel szerint tehdt h = g. Valds helyeken
g(x) = h(z) = g(T) = g(x), vagyis valds helyeken g(x) is tisztdn valds.
Specidlisan g(2) = f(2) is valés.
Ezek utan hdrom eset marad:
f(2) > 0, ilyen példaul az fi(z) = e fiiggvény;
f(2) <0, ilyen példaul az fa(z) = €™ 2 (5 — z) fiiggvény;
f(2) =0, ilyen példéul az fs(z) = ™ (2 — z) fiiggvény.
Tehat arg f(2) a m-nek tébbszorose, vagy pedig nem létezik.

13.3.4.) Ay f fiiggvény reguldris az 1 < |z| < 2 tartomédnyon, és az 1, 2 pontokat
Osszekoto szakaszon csak valds értékeket vesz fel. Mutassuk meg, hogy a
—1, —2 pontokat 0sszekoto szakaszon is csak valds értékei vannak.

Megoldas: Legyen ¢g(z) = f(Z), ami ugyanazon a halmazon értelmes. A
[1,2] szakaszon z és f(Z) is valds, ezést itt g(z) = f(z). Az unicitdstétel miatt
tehat g = f. A [—1, 2] szakaszon z szintén valds, ezért itt f(2) = g(z) = f(2),

vagyis f(z) valds.

13.3.6. ) Mutassunk olyan nem azonosan 0 fiiggvényt, ami regularis az egységkor
belsejében, és ott végtelen sok gyoke van. Miért nem mond ez ellent az
unicitas-tételnek?

Megoldas: Ilyen fiiggvény példaul a sin i, aminek az 1 — ﬁ alaku szamok
gyokei. Ez azért nem mond ellent az unicitas-tételnek, mert a gyokok nem a

tartomany belsejében, hanem a hatardhoz torlédnak.

13.4.10.) Bizonyitsuk be (a nagy Picard-tétel felhasznaldsa ndlkiil), hogy ha
az [ fiiggvénynek lényeges szingularitdsa van egy zo pontban, akkor a zg
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tetszlleges € sugaru pontozott kdrnyezetében az értékkészlet komplementere
nem tartalmazhat szakaszt.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy van egy egyenes szakasz, ami diszjunkt f ér-
tékkészletével, és legyen az + b az a lineéris fiiggvény, ami ezt a szakaszt a
[—1,1] intervallumba viszi, és legyen f1(z) = af(z) + b. Ekkor fi-nek is 1é-
nyeges szingularitdsa van zg-ban, és fi a zg egy U pontozott kérnyezetében
mégsem vesz fel a fiiggvény [—1, 1]-beli értéket. Legyen

o) =———  (zeD),

o 1

ahol a Vo a négyzetgyokfiiggvény foértéke.

Az U halmazon az % + 1 fiiggvény nem vesz fel nempozitiv valds értéket,

ezért a ,/#(z) + 1 fiiggvény valéban értelmes, reguldris, és értékei a jobb

félsikba esnek. Végiil g(z) is 1étezik U-n, és |g(2)| < 1.

A g fiiggvény korlétos az U halmazon; ebbé] kivetkezik, hogy a zy pontban
megsziintetheto szingularitasa van.

Ha g-nek k-szoros gydke van zg-ban (lehet k& = 0 is), akkor az

fi(z) = (g(lz) - 1>2 -1

fiiggvénynek ugyanott 2k-adrendii pélusa van (k = 0 esetén megsziintethetd

szingularitdsa).
13.4.21.
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Megoldas: A I' gorbe (+1)-szer keriili meg a 0, §, 7 pontokat és (—2)-szor a
—7 pontot, mas szingularitdst nem keriil meg. A reziduumot a 0, =7 pontok-

ban példaul a Res, g = ;,((‘;)), a F-ban pedig a derivéltra vonatkoz6 Cauchy-

formulabdl szamithatjuk ki.

1 1 (—1)* (-Dk.9
Pi%s 2 . 2. = 122:(%_1)2 27
=hT (z—2) sinz (22— %) (sinz)|,_,. (k—3)'7 ™
1 IR —cosy 2
Res 5 = < - ) = C(;S-n—?) =—=,
2=7/3 (z — %) sin z sin z emns SR 3 3

2
/F:2m' (Res+Res2Res+Res> =27 <7?2 %Jrllé)?f 3) =

P n/3

_ (63 4w\
N\ 3"

1
e
k:ok +k+1

(A végeredményben nem lehetnek komplex szdmok!)
wetg(mz) . . N I
A ——=——= 0sszes reziduumainak osszege 0. A fliggvénynek

224 2+1
1

3
az egész helyeken kiviil egyszeres polusa van a —5 + 71 pontokban;

Megoldas:

R mctg(mz) 1
es =
i=ke€Z 224+ 241 k24 k+1’
és
14 V3
R metg(rz)  TCt8 (”( 3+ 2))
es =
cmm1e 2+l 2(—4+ %) +1
.eﬂ-i(—lzl:\/gi) +1
T emi(—1£V/3i) _ 1 T VBT 4 T V3T _1

- +/3i T A3 —eFVAT_1 V3 eVt
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> 1 1 1 1 «— metg(mz)
—_ = — — = — = R - . 1 =
Zk2+k+l 2 > Rrk+1l 2 > P I |
k=0 k=—oc0 [e's)
6\/577_1

1 m
=—= Res + Res =— —.
2 <z=—;+‘/§" z=—%—?i> \/g e\/gﬂ- +1

13.4.44.

/ T
0 $7 =+ 1
(A végeredményben nem lehetnek komplex szémok!)

1. megoldas. Legyen r > 2, és v = v1 + 2 + y3 az abran lathaté gorbe.

Y

1

Az —— 1 fiiggvénynek elsérendii pélusa van az e™/7 pontban, és itt a
z
reziduuma
1 1 1 1
Res = = = .
pmemi/T \ 27 + 1 (27 + 1) s 7,6 s 7e6mi/7

A reziduumtétel szerint

1 N 1 1 / dz
— = eSS | = | =57 =
7e6mi/T Zomir \ 27 + 1 211 v 2T +1

1 1—e2™/T " dx 1
2mi \J,, ve s 2mi o 7 +1 T

Az r — oo hatirdatmenetbdl tehit

< de 1 2mi 2mi o
o @71 T7ebm/T 1 2mi/T T 767777:/7(6—7”:/7 _ em:/7) -

7 -
7sin -
sin -
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1
2. megoldas. Legyen 0 < r < 1 < R, és integraljuk a % fiiggvényt
z

a jobboldali abran lathaté -« gérbén. Az log z argumentumat 0 és 27 kozott
valasztjuk.

/logz

2T +1
1 R loga Rloga:+27rz 1 log R

= — dz — ——d O | rlog - @) =
omi </r P / a1 )T (Togr)Jr <R6>

R
log x 1 log R
:—/T ] d:r—i—O(rlogr) +O< 76 )
Az integrandusnak az e**tD7™/7 alaki (k = 0,1,...,6) helyeken van pé-
lusa, és

log 2 2k + 1)mi/7  (2k+ 1)mi

o5 _ _ —6(2k+1)mi/T
rme@hinmi/T 2T 41 7e6(2k+1)7i/7 49 )

Mivel a kiszdmolhandé integrél tisztan valds, elég a valds részt kiszamolni:

6
< dx log 2z
/0 T +1 Z Re (Z_e@%f?)m‘ﬁ 27 + 1> o

6 .
= Z Re (2k + 1)7”6—6(2k+1)m‘/7 _
P 49

7%(2k+1)wsin6(2k+1)w71277rsi m 4w 2w 8w . 3m
7 C 49 749 7 49 7

k=0

Megjegyzés: Mivel a hetedik egységgyckok osszege 0,

6 . 6 .
3 @k + 1) _gaks1ymisr _ >y @k =Dt —s(ar+1)mi/T
0

= 49
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és az integral képzetes része valoban kiesik.

log z L log z — i P
, hanem a ———— fiiggvén,

2T +1 2T +1 Beveny

13.4.77. Hény gytke van a cos z = 223 egyenletnek az egységkorben?

Egy masik lehet6ség, hogy nem a
integraljuk.

Megoldas: A Rouché-tételt alkalmazzuk. Megmutatjuk, hogy a korvonalon
|223| > | cos z|.

Mivel e*? és e~%* szorzata 1, valamelyik abszolit értéke legfeljebb 1. Mivel
Re(iz) < 1, azt is tudjuk, hogy |e?*| < e. Ezért

—iz

1
< 6; <2=2:%.

eZZ _|_ e*’LZ
2

|cos z| =

A Rouché-tétel szerint a kor belsejében a 22% — cos 2 fiiggvénynek (multip-
licitdssal szdmolva) ugyanannyi gyoke van, mint a 2z° fiiggvénynek, vagyis
3.

Megjegyzés: Nem nehéz ellendrizni, hogy a 223 — cos z fiiggvénynek egy egy-
szeres valds gyoke van, a masik két gyok egymas konjugéltja. A harom gyock

tehat killonbozo,

14.1.9.) A fliggvény 0-, oo- és 1-beli értéke alapjan mutassuk meg, hogy
Re 282 <0, ha |2| < 1.

Megoldas: A jﬂ tortlinedris fiiggvény az egységkorvonalat korbe vagy egye-
nesbe viszi. Mivel az 1 képe a oo, az egységkor képe egy egyenes. A 0 és a
oo szimmetrikusak a korvonalra, képeik, a —1 és +1 szimmetrikusak a kép
egyenesre. A korvonal képe tehat a képzetes tengely, a korlemez képe egy

félsik. Ez a félsik tartalmazza a 0 képét, —1 pontot, tehat a kép a bal félsik.

Mutassunk példét (képletet) konform megfeleltetésre a
Dy ={z: |Imz| <1} ésa
Dy={z: |z]<1és|z—1—1i|>1}
tartomanyok kozott.

Megoldas: Egy lehetséges megfeleltetés: z — 1 — ——
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) Tz —1) e 4 L 1-1
2 o P ) —a
D, i/2
0 0
0| |1/2
— ~ ~
i~ o (- 1) l
4 —Zi e

14.3.12.) Tegven D = {z € C : |z| < 1} a komplex egységkdrlemez, és legyen
0 < a < 1 valés szam. Tegyiik fel, hogy f: D — C olyan holomorf fiiggvény,
amire f(a) =1és f(—a) = —1.

(a) Mutassuk meg, hogy

sup |f(2)| >
zeD

1
a

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha f-nek nincs gyske, akkor

£()] > <1“2 )
sup |f(z)| > exp Tl
z€D 40,

(Schweitzer-verseny, 2012)

Megoldas: (a) Legyen g(z) = W ha z # 0, és legyen g(0) = f7(0).
Ez a fiiggvény is reglaris, amire g(a) = 1_2(;1) = % Ha a < r < 1, akkor a

hérmszog-egyenlétlenséghbdl és a maximum-elvbél

[fI+1f(=2)]

sup |f(2)] > max |f(z)| > r - max
“eb |sl=r |zl=r 2r
r
> 1 max|g(2)] > - |g(a)] = .
|z|=r a

Ebbol az allitast az r — 1 — 0 hataratmenettel kapjuk.
(b) Legyen M = sup |f(z)|. Mivel f nem konstans, |f| < M a D 04sszes
zeD

pontjaban. Az f(a) =1 feltételbdl tudjuk, hogy M > 1.
Legyen g a (log f)-nek az az dga, amire g(a) = 0. Ekor g(—a) =log(—1) =
kmi valamilyen paratlan egész k-ra. Tovabb4, |f| < M miatt Reg < log M.
Legyen H = {z : Rez < log M }; ekkor tehat g egy holomorf D — H fiigg-
vény.
Definidljuk a kovetkezd tortlinearis fliggvényeket:
zZ+a

:D— D = “z) =
@ , p(2) 5o P (2)

zZ—a

1—az
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és
z

Tekintsiik a h : D — D, h = ¢ o goy fiiggvényt. Mivel ¢(0) = a, g(a) =0
és ¥(0) = 0, teljesiil, hogy h(0) = 0. Alkalmazzuk a Schwarz-lemméat a h

fiiggvényre és a o' (—a) = 52% pontra; azt kapjuk, hogy ‘h(lfaaz) < 1345,
tehat
2a kmi 1
- > h —1_ = — = =
22 bl )| = Wl = | Frre
[k|m
2\ 2 _ 2 _ 2
log > HT [(LH @\ Jklr 1—a® 1—a”
2 2a 2 2a 4a

2

M > exp

2
Megjegyzés: A feladat allitdsa éles; példaul az f(z) = —iexp Z,Z @

iz+1 2a
fliggvényre egyenloség all.

14.5.2.) Tegyen D = {z: Rez > —35 |2l > 1}.

(a) Irjuk fel azt a ¢ konform leképezést, ami D-t megfelelteti az egység-
kérnek tgy, hogy ¢o(—1 + @Z) =i, (-1 - @z) = —i és p(o0) = 1.
b) Igazoljuk, hogy ¢ kiterjeszthet6 az egész stkon meromorf fiiggvénnyé.
2
(c) Hény pélusa van a kiterjesztett p-nek? Mi a rendje ezeknek a pélusok-

nak?

Megoldas: (a) Az egységkorvonal és a Rez = —% egyenes a —% + ?z

pontokban metszik egymast, és a két metszéspontban 60°-os szdget zarnak
be.
A keresett leképezést harom fiiggvény kompozicigjaként allitjuk el6. Az

41— Y3
filz) = 37\2[ fiiggvény a tartoméanyt egy 60°-os szogtartomanyba
zZ+ 3 + 732

viszi, amelynek cstcsa fi(—3 + @z) = 0, tovabba f1(—% — @z) = 00 és
fi(co) = 1. Az 1 pont a szogtartomédny hatdrdra esik, tehat a szog egyik
széra a valés tengely pozitiv irdnya. A oo, 1,0 pontok pozitiv irdnyitds szerint
kovetkeznek a hataron, ezért a szogtartomany a valds tengely alatt van, és a
masik szogszar a —60° irdnyu félegyenes.
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Az f2(z) = 23 a szogtartomanyt az alsé félsikba viszi gy, hogy f2(0) = 0,
f2(1) =16 f2(09) = 00.

— 1
Az f3(2) = A fiiggvény az alsé félsikot az egységkorbe viszi, f5(0) =
z—1
i, f3(1) =1 és f3(o0) = —i.
Tehat

3
—i(z+§—73i +(z+§+§z‘

(z—i—l—@i

N——

(b) Rajzoljuk meg az |2 + 1| = 1 kért is. A két kor és a Rez = —1 egye-
nes paronként 60°-os szoget zar be egymassal, és koziiliikk barmelyik ketto
szimmetrikus a harmadikra. A két kor és az egyenes a sikot Gsszesen 6 tarto-
manyra osztja. A hat tartomanyt sorban tiikrézve, a fliggvényt mindegyikre
folytathatjuk. Azt allitjuk, hogy a hat tiikrozés egymads utdnja az identi-
tas. Mivel minden tiikrozés egy-egy tortlinedris konjugdltja, a hat tiikrozés
egymas utanja egy tortlinearis, és elég azt ellendrizniink, hogy harom pont
helyben marad. A —% + ?2 pontokra ez trividlis, mert ezek minden tiik-
r6zésnél helyben maradnak. Egy harmadik pont lehet példaul a oco; ennek
tiikorképe az egységkorre a 0, ennek tiikkorképe az egyenesre a —1, ennek
tiikorképe a masik korre a oo.
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e | . .e%0 = %6

Ha zp € D egy tetszbleges pont, amelynek tiitkorképei rendre z1, .. ., 25, 26 =
z0, akkor a kiterjesztett fiiggvény értékei ezeken o(z2) = p(z4) = ¢(20), il-

letve p(z1) = plza) = plzs) = ==
©(20)
(¢) Mivel ¢ konform leképezés D-r6l az egységkorre, ¢ a D-nek egy pontjd-
ban veszi fel a 0-t, és a derivéltja sehol sem 0. A fiiggvénynek tehét egyetlen,
egyszeres gyoke van D-ben, pélusa nincs. A tiikrozés miatt a gyok méasodik
és negyedik tiikorképe is egyszeres gyok, az elsé, harmadik és 6todik tiikor-
képekben pedig els6rendii pélus van.

Tehat Osszesen harom pdélusa van a kiterjesztett p-nek, mindhdrom pélus
elsérendi.

Megjegyzés: 1. Az (1) képlet kozvetleniil megadja a kiterjesztést. Azt is
leolvashatjuk, hogy harom els6rendii pélus van.
2. A pélusok akdr a megolddsbdl, akdr az (1) képletbdl kiszamithatdk:

—2 /3,136 =3,
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