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lex.
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6.1. Numerikus sorok konvergenciája . . . . . . . . . . . . . . . . 122
6.2. Pozit́ıv tagú sorok konvergenciakritériumai . . . . . . . . . . 125
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8.5. Többváltozós szélsőérték . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
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1. fejezet

Alapfogalmak, valós számok

Biztatásul közlöm, hogy tévesnek bizonyult a cáfolata annak a
h́ıresztelésnek, mely szerint mégsem hazugság azt tagadni, hogy lesz
olyan vizsgázó, akinek egy anaĺızis tétel bizonýıtását sem kell tudnia

ahhoz, hogy ne bukjon meg.
(Baranyai Zsolt)

1.1. Az A ⊂ R halmazt korlátosnak nevezzük, ha van olyan K ∈ R valós
szám, hogy minden a ∈ A esetén |a| ≤ K.
Az A ⊂ R halmaz felülről korlátos, ha van olyan M ∈ R valós szám (felső
korlát), amelyre minden a ∈ A esetén a ≤M .
Az A ⊂ R halmaz alulról korlátos, ha van olyan m ∈ R valós szám (alsó
korlát), amelyre minden a ∈ A esetén a ≥ m.

1.2. Cantor-axióma: Egymásba skatulyázott korlátos zárt intervallumso-
rozat metszete nem üres.

1.3. Felső határ, szuprémum: Ha az A halmaznak van legkisebb felső
korlátja és ez a szám M , akkor ezt az M számot a halmaz felső határának
vagy szuprémumának nevezzük és M = supA-val jelöljük.

1.4. Teljességi tétel: Ha A ⊂ R felülről korlátos nem üres halmaz, akkor
van legkisebb felső korlátja.

1.5. Bernoulli-egyenlőtlenség: Ha n ∈ N és x > −1, akkor

(1 + x)n ≥ 1 + n · x.

Egyenlőség akkor és csak akkor van, ha n = 0 vagy n = 1 vagy x = 0.
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1.1. Elemi feladatok

Ábrázoljuk a számegyenesen a következő egyenlőtlenségek megol-
dáshalmazát!

1.1. |x− 5| < 3 1.2. |5− x| < 3

1.3. |x− 5| < 1 1.4. |5− x| < 0.1

Oldjuk meg az alábbi egyenlőtlenségeket!

1.5.
1

5x+ 6
≥ −1 1.6. 6x2 + 7x− 20 > 0

1.7. 10x2 + 17x+ 3 ≤ 0 1.8. −6x2 + 8x− 2 > 0

1.9. 8x2 − 30x+ 25 ≥ 0 1.10. −4x2 + 4x− 2 ≥ 0

1.11. 9x2 − 24x+ 17 ≥ 0 1.12. −16x2 + 24x− 11 < 0

1.13. Hol a hiba?

log2

1

2
≤ log2

1

2
és 2 < 4

Összeszorozva a két egyenlőtlenséget:

2 log2

1

2
< 4 log2

1

2

A logaritmus azonosságait használva:

log2

(
1

2

)2

< log2

(
1

2

)4

A log2 x függvény szigorúan monoton nő, tehát:
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1

4
<

1

16

Átszorozva az egyenlőtlenséget:

16 < 4.

Oldjuk meg a következő egyenleteket és egyenlőtlenségeket!

1.14. |x+ 1|+ |x− 2| ≤ 12 1.15.
√
x+ 3 +

√
x− 5 = 0

1.16.

∣∣∣∣ x+ 1

2x+ 1

∣∣∣∣ > 1

2
1.17. |2x− 1| < |x− 1|

1.18.
√
x+ 3 + |x− 2| = 0 1.19.

√
x+ 3 + |x− 2| ≤ 0

1.2. Logikai alapfogalmak

1.20. Minél egyszerűbben mondjuk ki az alábbi álĺıtások tagadását:

(a) Minden egér szereti a sajtot.

(b) Aki másnak vermet ás, maga esik bele.

(c) Minden asszony életében van egy pillanat
Mikor olyat akar tenni, amit nem szabad.

(d) Van olyan a, hogy minden b-hez egyetlen x tartozik, melyre
a+ x = b

(e) 3 nem nagyobb, mint 2, vagy 5 osztója 10-nek.

(f) Nem zörög a haraszt, ha a szél nem fújja.

(g) Ha a nagynénémnek kerekei volnának, ő lenne a miskolci gyorsvo-
nat.

1.21. Egy udvarban van 5 kecske és 20 bolha. Tudjuk, hogy van olyan kecske,
amit minden bolha megcśıpett. Következik-e ebből, hogy van olyan
bolha, amelyik minden kecskét megcśıpett?

1.22. Fogadjuk el igaznak a következő álĺıtásokat:
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(a) Ha egy állat emlős, akkor vagy van farka, vagy van kopoltyúja.

(b) Egyik állatnak sincs farka.

(c) Minden állat vagy emlős, vagy van farka, vagy van kopoltyúja.

Következik-e ebből, hogy minden állatnak van kopoltyúja?

1.23. Balkezes Bendegúz, aki valóban balkezes, a bal kezével csak igaz ál-
ĺıtásokat tud léırni, a jobb kezével pedig csak csak hamis álĺıtásokat.
Melyik kezével ı́rhatja le a következő mondatokat?

(a) Balkezes vagyok.

(b) Jobbkezes vagyok.

(c) Balkezes vagyok és Bendegúz a nevem.

(d) Jobbkezes vagyok és Bendegúz a nevem.

(e) Balkezes vagyok vagy Bendegúz a nevem.

(f) Jobbkezes vagyok vagy Bendegúz a nevem.

(g) A 0 se nem páros, se nem páratlan.

1.24. Azt mondják, a fekete macska szerencsétlenséget hoz. Melyik mondat-
tal tagadhatjuk ezt?

(a) A fekete macska szerencsét hoz.

(b) Nem a fekete macska hoz szerencsétlenséget.

(c) A fehér macska hoz szerencsétlenséget.

(d) A fekete macska nem hoz szerencsétlenséget.

1.25. Legyen A a pozit́ıv egészek halmaza. Jelentse a|b azt az álĺıtást, hogy a
osztója b-nek. Döntsük el, hogy mely álĺıtások igazak az alábbiak közül:

(a) ∀a ∈ A ∃b ∈ A a|b (b) ∀a ∈ A ∀b ∈ A a|b

(c) ∃a ∈ A ∀b ∈ A a|b (d) ∃a ∈ A ∃b ∈ A a|b

1.26. Matematika országban a b́ıró csak a bizonýıtékoknak hisz. Például, ha
F azt álĺıtja, hogy van fekete oroszlán, akkor álĺıtásának helyességéről
meggyőzheti a b́ırót azzal, ha mutat neki egy fekete oroszlánt.

(a) F azt álĺıtja, hogy minden oroszlán fekete. Elég bizonýıték-e, ha
mutat a b́ırónak egy fekete oroszlánt?
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(b) F azt álĺıtja, hogy minden oroszlán fekete, G pedig azt álĺıtja, hogy
F téved. Hogyan bizonýıthatná G az álĺıtását?

(c) F azt álĺıtja, hogy minden 2-re végződő négyzetszám osztható 3-
mal. G szerint F téved. Hogyan bizonýıthatná G az álĺıtását?
F-nek vagy G-nek van igaza?

(d) F azt álĺıtja, hogy ha egy derékszögű háromszög befogói a és b, át-
fogója c, akkor a2 + b2 = c2. Hogyan bizonýıthatná F az álĺıtását?

(e) F azt álĺıtja, hogy egy másodfokú egyenletnek lehetnek negat́ıv
gyökei. Hogyan bizonýıthatná F az álĺıtását?

(f) F azt álĺıtja, hogy egy másodfokú egyenletnek lehet 3 gyöke. G
szerint F téved. Hogyan bizonýıthatná G az álĺıtását?

1.27. : -)
”
Minden mohikán hazudik”, mondta az utolsó mohikán. Igazat

mondott?

1.28. : -) 1) A 3 pŕımszám.
2) 4 osztható 3-mal.
3) Ebben a keretben pontosan 1 igaz álĺıtás van.

Hány igaz álĺıtás van a keretben?

1.29. Egy 13 jegyű kódszámban bármely 3 szomszédos számjegy összege 11.
A kód második jegye 6, a tizenkettedik jegy pedig 4. Mi a 13-adik
jegy?

1.30. Fogadjuk el igaznak, hogy ki korán kel, aranyat lel. Melyik álĺıtás
igazsága következik ebből?

(a) Aki későn kel, nem lel aranyat.

(b) Aki aranyat lelt, az korán kelt.

(c) Aki nem lelt aranyat, az későn kelt.

1.31. Ha kedd van, akkor Belgiumban vagyunk. Melyik álĺıtás következik
ebből?

(a) Ha szerda van, akkor nem Belgiumban vagyunk.

(b) Ha Belgiumban vagyunk, akkor kedd van.

(c) Ha nem Belgiumban vagyunk, akkor nincs kedd.

Mi a logikai kapcsolat az álĺıtások között? (Melyikből következik a
másik?)
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1.32. A: x > 5 B: x2 > 25

1.33. A:
√
x2 − 5 < 3 B: x2 − 5 < 9

1.34. A:
√
x2 − 5 > −4 B: x2 − 5 > 16

1.35. A: x2 − x− 6 = 0 B: x = 2

1.36. A: x2 − x− 6 > 0 B: x > 2

1.37. A: 7 = 8 B: 3 = 3

1.38. A: 7 = 8 B: 3 = 4

1.39. A: x < 7 és y < 3 B: x− y < 4

1.40. A: |x− 5| < 0, 1 és |y − 5| < 0, 1 B: |x− y| < 0, 2

Tagadjuk a következő álĺıtásokat! Döntsük el, hogy igaz-e az álĺıtás!
Igaz-e a tagadása?

1.41. ∀n ∈ N+ 2|n 1.42. ∃k ∈ N+ 2|k

1.43. ∀n ∈ N+ ∃k ∈ N+ n|k 1.44. ∃k ∈ N+ ∀n ∈ N+ n|k

1.45. Pistike azt mondta reggel az anyukájának, hogy ha a hó miatt nem
jár a busz, nem megy iskolába. A busz járt, Pistike mégsem ment
iskolába. Hazudott-e reggel Pistike, amikor a már emĺıtett mondatot
mondta?

Hány olyan részhalmaza van a H = {1, 2, 3, . . . , 100} halmaznak,
amelyre igaz, és hány olyan, amelyre nem igaz, hogy

1.46. az 1 benne van a részhalmazban;

1.47. az 1 és a 2 benne van a részhalmazban;
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1.48. az 1 vagy a 2 benne van a részhalmazban;

1.49. az 1 benne van a részhalmazban vagy a 2 nincs benne a részhalmaz-
ban;

1.50. ha az 1 benne van a részhalmazban, akkor a 2 benne van a részhalmaz-
ban?

Hány olyan H részhalmaza van az An = {1, 2, . . . , n} halmaznak,
amelyre teljesül, hogy

1.51. ∀x < n (x ∈ H =⇒ x+ 1 ∈ H)1.52. ∀x (x ∈ H =⇒ x+ 1 /∈ H)

1.53. ∀x (x ∈ H ∧ x+ 1 ∈ H =⇒ x+ 2 ∈ H)

Írjuk le logikai jelekkel az alábbi álĺıtásokat!

1.54. Nem igaz, hogy P vagy Q.

1.55. Sem Q, sem P.

1.56. Nem P, ha nem Q. 1.57. P pedig nem is Q.

1.58. Csak akkor P, ha Q. 1.59. Sem P, sem Q.

1.60. Q, feltéve, hogy P. 1.61. Nem P, mégis Q.

1.62. P vagy Q, de nem mindkettő.

1.63. Nem igaz, hogy ha P, akkor egyúttal Q is.

1.64. Írjuk fel logikai kvantorokkal a következő mondatot:

”
Minden tengerész ismer olyan kikötőt, ahol van olyan kocsma, ahol

még nem járt.”

Írjuk fel a mondat tagadását szöveggel és logikai kvantorokkal is!
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1.65. Van egy zacskó cukorka és a tanulócsoport hallgatói. Melyik álĺıtásból
következik a másik?

(a) A csoport minden hallgatója szopogatott cukorkát (a zacskóból).

(b) Van olyan cukorka (a zacskóból), amit minden hallgató szopoga-
tott.

(c) Van olyan hallgató, aki minden cukorkát szopogatott (a zacskó-
ból).

(d) Minden cukorkát (a zacskóból) szopogatta valamelyik hallgató.

1.3. Bizonýıtási módszerek

Bizonýıtsuk be, hogy

1.66.
√

3 irracionális; 1.67.

√
2√
3

irracionális;

1.68.

√
2 + 1

2
+ 3

4
+ 5 irracionális!

1.69. Tudjuk, hogy x és y racionális számok. Bizonýıtsuk be, hogy

(a) x+ y (b) x− y

(c) xy (d) y 6= 0 esetén
x

y

is racionális!

1.70. Tudjuk, hogy x racionális szám, y pedig irracionális.

(a) Lehet-e x+ y racionális? (b) Lehet-e x− y racionális?

(c) Lehet-e xy racionális? (d) Lehet-e
x

y
racionális?

1.71. Tudjuk, hogy x és y irracionális.
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(a) Lehet-e x+ y racionális? (b) Lehet-e xy racionális?

1.72. Igaz-e, hogy ha

(a) a és b racionális számok, akkor a+ b is racionális?

(b) a és b irracionális számok, akkor a+ b is irracionális?

(c) a racionális szám, b pedig irracionális, akkor a+ b racionális?

(d) a racionális szám, b pedig irracionális, akkor a+ b irracionális?

1.73. Ádámnak 2 füle volt. Ha egy apának 2 füle van, akkor a fiának is 2 füle
van.

(a) Következik-e a fenti két álĺıtásból, hogy minden ma élő embernek
2 füle van?

(b) Kikről tudjuk biztosan álĺıtani a fenti két álĺıtás alapján, hogy 2
fülük van?

(c) Mire következtethetünk, ha a két álĺıtásból az elsőt elhagyjuk, és
csak a másodikat használjuk fel?

(d) Mire következtethetünk, ha a két álĺıtásból a másodikat elhagyjuk,
és csak az elsőt használjuk fel?

1.74. Tétel: Az 1 a legnagyobb szám.

Bizonýıtás: indirekt módszerrel. Tegyük fel, hogy nem 1 a legnagyobb
szám, hanem A. Ekkor A > 1. Mivel A > 1, ezért A > 0 is teljesül,
tehát ha az A > 1 egyenlőtlenséget megszorozzuk A-val, az A2 > A
egyenlőtlenséget kapjuk. Ez az egyenlőtlenség viszont ellentmond an-
nak, hogy A a legnagyobb szám. Tehát az 1 a legnagyobb szám.

Jó ez a bizonýıtás? Ha nem, akkor hol a hiba?

1.75. Legyen A1, A2, . . . álĺıtások egy sorozata. Mi következik az alábbiakból?

(a) A1 igaz. Ha A1, A2, . . . , An mind igaz, akkor An+1 is igaz.

(b) A1 igaz. Ha An és An+1 igaz, akkor An+2 is igaz.

(c) Ha An igaz, akkor An+1 is igaz. A2n hamis minden n-re.

(d) A100 igaz. Ha An igaz, akkor An+1 is igaz.

(e) A100 igaz. Ha An hamis, akkor An+1 is hamis.

(f) A1 hamis. Ha An igaz, akkor An+1 is igaz.

(g) A1 igaz. Ha An hamis, akkor An−1 is hamis.
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1.76. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges n ∈ N esetén 16|5n+1 − 4n− 5.

1.77. Bizonýıtsuk be, hogy tg 1◦ irracionális.

1.78. Bizonýıtsuk be, hogy ha n ∈ N+, akkor n! ≤
(
n+ 1

2

)n
.

1.79. Legyen a1 = 0, 9, an+1 = an − a2
n. Igaz-e, hogy van olyan n, amelyre

an < 10−6 ?

1.80. Írjuk fel a következő kifejezéseket n = 1, 2, 3, 6, 7, k és k + 1 esetén

(a)
√
n

(b)
√

1 +
√

2 +
√

3 + · · ·+
√
n

(c) 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

(d)
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

(n− 1) · n
(e) 1 · 4 + 2 · 7 + 3 · 10 + · · ·+ n(3n+ 1)

(f) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1)

1.81. Az első néhány tag kiszámı́tása után sejtsük meg, milyen egyszerűbb
kifejezéssel egyenlő az alábbi összeg, majd a sejtést bizonýıtsuk be teljes
indukcióval!

(a)
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

(n− 1) · n
(b) 1 + 3 + . . .+ (2n− 1)

Bizonýıtsuk be, hogy minden n pozit́ıv egész számra igazak a kö-
vetkező azonosságok:

1.82. an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1)

1.83. 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

1.84. 12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
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1.85. 13 + 23 + · · ·+ n3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

1.86. 1− 1

2
+

1

3
− · · · − 1

2n
=

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n

Fejezzük ki egyszerűbb alakban a következő kifejezéseket:

1.87.
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

(n− 1) · n

1.88.
1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ · · ·+ 1

n · (n+ 1) · (n+ 2)

1.89. 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ n · (n+ 1)

1.90. 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + · · ·+ n · (n+ 1) · (n+ 2)

1.91. Egy gazdának van egy pár nyula. Minden nyúlpár 2 hónapos korától
minden hónapban egy újabb párnak ad életet. Hány pár nyúl lesz a 2.,
3., 4., 5. és 6. hónapban?

Legyen (un) a Fibonacci-sorozat, azaz u0 = 0, u1 = 1 és n > 1
esetén un+1 = un + un−1.

1.92. Bizonýıtsuk be, hogy un és un+1 relat́ıv pŕım számok.

1.93. Bizonýıtsuk be, hogy
1, 6n

3
< un < 1, 7n (n > 0).

1.94. Bizonýıtsuk be a következő azonosságokat:

(a) u1 + u2 + · · ·+ un = un+2 − 1(b) u2
n − un−1un+1 = (−1)n+1

(c) u2
1 + u2

2 + · · ·+ u2
n = unun+1

1.95. Hozzuk egyszerűbb alakra a következő kifejezéseket:
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(a) sn = u0 + u2 + · · ·+ u2n (b) sn = u1 + u3 + · · ·+ u2n+1

(c) sn = u0 + u3 + · · ·+ u3n (d) sn = u1u2 + u2u3 + · · · +
u2n−1u2n

1.96. Tétel: Minden ló egysźınű.

Bizonýıtás: Teljes indukcióval belátjuk, hogy bármely n ló egysźınű.
n = 1-re az álĺıtás nyilvánvaló. Tegyük fel, hogy igaz n-re, és ebből
fogjuk n+ 1-re belátni: adott n+ 1 ló közül az indukciós feltevés miatt
az 1., 2., . . . , n. is egysźınű és a 2., . . . , n., (n+1). is egysźınű, tehát mind
az n+ 1 egysźınű.

Jó ez a bizonýıtás? Ha nem, akkor hol a hiba?

1.97. Tétel: Nincs józan tengerész.

Bizonýıtás: Teljes indukcióval. Tegyük fel, hogy az álĺıtás igaz n
tengerészre, és ebből fogjuk n + 1 tengerészre belátni. Adott n + 1
tengerész közül az indukciós feltevés miatt az 1., 2., . . . , n. tengerész
nem józan, és a 2., . . . , n., (n + 1). tengerész sem józan, tehát mind az
n+ 1 részeg.

Jó ez a bizonýıtás? Ha nem, akkor hol a hiba?

1.98. Bizonýıtsuk be a számtani-mértani közép közötti egyenlőtlenséget az
n = 2 speciális esetben!

1.99. Bizonýıtsuk be, hogy az a1, a2, . . . an pozit́ıv számok számtani, mérta-
ni és harmonikus közepe a számok legkisebbike és legnagyobbika közé
esik!

Tudjuk, hogy a, b, c > 0 és a+b+c = 18. Határozzuk meg a, b és c
értékét úgy, hogy a következő kifejezések értéke maximális legyen:

1.100. abc 1.101. a2bc

1.102. a3b2c 1.103.
abc

ab+ bc+ ac

Tudjuk, hogy a, b, c > 0 és abc = 18. Határozzuk meg a, b és c
értékét úgy, hogy a következő kifejezések értéke minimális legyen:
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1.104. a+ b+ c 1.105. 2a+ b+ c

1.106. 3a+ 2b+ c 1.107. a2 + b2 + c2

1.108. Tudjuk, hogy három pozit́ıv szám szorzata 1.

(a) Legalább mennyi lehet az összegük?

(b) Legfeljebb mennyi lehet az összegük?

(c) Legalább mennyi lehet a reciprokösszegük?

(d) Legfeljebb mennyi lehet a reciprokösszegük?

1.109. Bizonýıtsuk be, hogy ha a > 0, akkor a+
1

a
≥ 2.

1.110. Bizonýıtsuk be, hogy ha a, b és c pozit́ıv számok, akkor
a

b
+
b

c
+
c

a
≥ 3.

1.111. Bizonýıtsuk be, hogy minden pozit́ıv egész n-re

(
1 +

1

n

)2n

≥ 4.

1.112. Egy motorcsónak motorja a csónakot állóv́ızben v sebességgel hajtja.
A csónak az u sebességű folyóban s utat tesz meg a folyás irányában,
majd visszamegy a kiindulási helyéhez. Mennyi lesz az átlagsebessége
a teljes úton v-hez képest: v-vel egyenlő, v-nél nagyobb vagy v-nél
kisebb?

1.113. Egy kereskedőnek nem pontos a kétkarú mérlege, mert a karok hossza
nem egyenlő. Miután tudja ezt, minden vásárlónál az áru egyik felét a
mérleg egyik serpenyőjében, a másik felét a mérleg másik serpenyőjé-
ben méri, gondolván, hogy ezzel kiküszöböli a mérleg pontatlanságát.
Valóban ez a helyzet?

1.114. Határozzuk meg az f(x) = x(1−x) függvény legnagyobb értékét a [0, 1]
zárt intervallumon!

Hol van és mennyi a minimuma az alábbi függvényeknek, ha x > 0?
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1.115. f(x) = x+
4

x
1.116. g(x) =

x2 − 3x+ 5

x

1.117. Határozzuk meg az x2(1− x) függvény legnagyobb értékét a [0, 1] zárt
intervallumon.

1.118. Mennyi a maximuma a g(x) = x(1 − x)3 függvénynek a [0, 1] interval-
lumon?

1.119. Mennyi a minimuma az f(x) = 2x2 +
3

x2 + 1
+ 5 függvénynek?

1.120. Az y =
1

4
x2 parabola melyik pontja van a legközelebb a (0, 5) ponthoz?

1.121. Melyik az egységkörbe ı́rható maximális területű téglalap?

1.122. Melyik az egyenes körkúpba ı́rható maximális térfogatú henger?

1.123. Melyik az egységgömbbe ı́rható maximális térfogatú egyenes körhen-
ger?

1.124. Legyen egy téglalap két éle a és b, átlója pedig c. Ekkor a téglalap
területe T = ab, és a téglalap kerülete K = 2(a+ b).

Tehát:
T
K

2

=
ab

2(a+ b)

2

Így:
2T

K
− c√

2
=

ab

a+ b
− c√

2

Mivel 0 < a < c, ezért: a

(
2T

K
− c√

2

)
< c

(
ab

a+ b
− c√

2

)

Beszorzás után:
2Ta

K
− ac√

2
<

abc

a+ b
− c2√

2

T és K helyébe ı́rjunk ab-t és 2(a+b)-t:
2a2b

2(a+ b)
− ac√

2
<

abc

a+ b
− c2√

2

Rendezés után:
2a2b

2(a+ b)
− abc

a+ b
<

ac√
2
− c2√

2
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Kiemelés után:
ab

a+ b
(a− c) < c√

2
(a− c)

Osztunk (a− c)-vel, de a− c < 0:
ab

a+ b
>

c√
2

Négyzet esetén b = a és c = a
√

2:
a2

2a
>
a
√

2√
2

Egyszerűśıtés és rendezés után: 1 > 2

Hol a hiba?

1.4. Halmazok

1.125. Melyik álĺıtás nem igaz?

(a) A \B = {x : x ∈ A ∨ x 6∈ B} (b) A \B = A ∩B

(c) A \B = (A ∪B) \B (d) A \B = A \ (A ∩B)

1.126. Melyik halmazzal egyenlő A ∪B?

(a) {x : x 6∈ A ∨ x 6∈ B} (b) {x : x 6∈ A ∧ x 6∈ B}

(c) {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} (d) {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}

1.127. Melyik halmazzal egyenlő A ∩ (B ∪ C)?

(a) A ∪ (B ∩ C) (b) (A ∩B) ∪ C

(c) (A ∪B) ∩ C (d) (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

Állaṕıtsuk meg, hogy az alábbi álĺıtások közül melyek igazak és
melyek hamisak. Ha egy álĺıtás igaz, bizonýıtsuk be, ha hamis,
adjunk ellenpéldát!
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1.128. A \B = A ∩B 1.129. (A ∪B) \B = A

1.130. (A \B) ∪ (A ∩B) = A 1.131. A \B = A \B?

1.132. (A ∪B) \A = B 1.133. (A ∪B) \ C = A ∪ (B \ C)

1.134. (A \B) ∩ C = (A ∩ C) \B

1.135. A \B = A \ (A ∩B)

LegyenekA,B,C halmazok. Írjuk felA,B,C és a halmazműveletek
seǵıtségével, azaz olyan jellegű formulával, mint például (A\B)∪C,
az alábbi halmazokat!

1.136. Azon elemek halmaza, amelyek A-ban benne vannak, de B-ben és C-
ben nincsenek benne.

1.137. Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C közül pontosan egyben van-
nak benne.

1.138. Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C közül pontosan kettőben
vannak benne.

1.139. Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C közül pontosan háromban
vannak benne.

1.140. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges A,B halmazokra A ∪B = A∩B.

1.141. Bizonýıtsuk be a De Morgan azonosságokat:

n⋃
i=1

Ai =

n⋂
i=1

Ai és

n⋂
i=1

Ai =

n⋃
i=1

Ai

1.5. A valós számok axiómarendszere

1.142. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges a, b valós számokra



1. Alapfogalmak, valós számok 23

(a) |a|+ |b| ≥ |a+ b| (b) |a| − |b| ≤ |a− b| ≤ |a|+ |b|

1.143. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges a1, a2, . . . , an valós számokra igaz,
hogy

|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| ≥ |a1 + a2 + · · ·+ an| .

1.144. Igaz-e, hogy ha

(a) x < A, akkor |x| < |A| (b) |x| < A, akkor |x2| < A2

1.145. Igaz-e minden a1, a2, . . . an valós számra, hogy

(a) |a1 + a2 + · · ·+ an| ≤ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|
(b) |a1 + a2 + · · ·+ an| ≥ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|
(c) |a1 + a2 + · · ·+ an| < |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|
(d) |a1 + a2 + · · ·+ an| > |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|

1.146. Igaz-e minden a, b valós számra, hogy

(a) |a+ b| ≥ |a| − |b| (b) |a+ b| ≤ |a| − |b|

(c) |a− b| < ||a| − |b|| (d) |a− b| ≤ |a| − |b|

1.147. Legyen H a valós számok egy nem üres részhalmaza. Mit jelentenek a
következő álĺıtások?

(a) ∀x ∈ H ∃y ∈ H (y < x) (b) ∀y ∈ H ∃x ∈ H (y < x)

(c) ∃x ∈ H ∀y ∈ H (y ≤ x) (d) ∃y ∈ H ∀x ∈ H (y ≤ x)

1.148. Legyen H1 = {h ∈ R : −3 < h ≤ 1} és H2 = {h ∈ R : −3 ≤ h < 1}.
Melyik álĺıtás igaz, ha H = H1 vagy H = H2?

(a) ∀x ∈ H ∃y ∈ H (y < x) (b) ∀y ∈ H ∃x ∈ H (y < x)

(c) ∃x ∈ H ∀y ∈ H (y ≤ x) (d) ∃y ∈ H ∀x ∈ H (y ≤ x)

1.149. Legyen A = {a ∈ R : −3 < a ≤ 1} és B = {b ∈ R : −3 < b < 1}.
Melyik álĺıtás igaz?
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(a) ∀a ∈ A ∃b ∈ B b < a (b) ∃b ∈ B ∀a ∈ A b < a

(c) ∀b ∈ B ∃a ∈ A b < a (d) ∃a ∈ A ∀b ∈ B b < a

Legyen H ⊂ R. Írjuk fel az alábbi álĺıtásokat logikai formulákkal,
ı́rjuk föl a tagadásukat, továbbá adjunk példát (ha van) olyan H-ra
amelyikre teljesül, és olyanra is amelyikre nem!

1.150. H-nak van legkisebb eleme.

1.151. H bármely két (különböző) eleme között van (mindkettőtől különböző)
H-beli elem.

Határozzuk meg a következő számhalmaz-sorozatok metszetét!

1.152. An = {a ∈ Q : − 1

n
< a <

1

n
}

1.153. Bn = {b ∈ R\Q : − 1

n
< b <

1

n
}

1.154. Cn = {c ∈ Q :
√

2− 1

n
< c <

√
2 +

1

n
}

1.155. Dn = {d ∈ N : −n < d < n}

1.156. En = {e ∈ R : −n < e < n}

1.157. Legyen H ⊂ R. Írjuk fel a következő álĺıtás tagadását:

∀x ∈ H ∃y ∈ H (x > 2 =⇒ y < x2)

Határozzuk meg a következő intervallumsorozatok metszetét! (Pél-
dául rajz seǵıtségével sejtsük meg a metszetet! Ha a sejtés szerint
a metszet M , akkor bizonýıtsuk be, hogy ∀x ∈ M esetén teljesül,
hogy ∀n x ∈ In, továbbá ha y /∈ M akkor ∃k y /∈ Ik. ( Itt k és n
pozit́ıv egész számok.)
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1.158. In = [−1/n, 1/n] 1.159. In = (−1/n, 1/n)

1.160. In = [2− 1/n, 3 + 1/n] 1.161. In = (2− 1/n, 3 + 1/n)

1.162. In = [0, 1/n] 1.163. In = (0, 1/n)

1.164. In = [0, 1/n) 1.165. In = (0, 1/n]

1.166. Melyik álĺıtás igaz? (A választ mindig indokoljuk!)

(a) Ha egy egymásba skatulyázott intervallumsorozat metszete nem
üres, akkor az intervallumok zártak.

(b) Ha egy egymásba skatulyázott intervallumsorozat metszete üres,
akkor az intervallumok nýıltak.

(c) Egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozat metszete egyet-
len pont.

(d) Ha egy egymásba skatulyázott intervallumsorozat metszete üres,
akkor van az intervallumok között nýılt.

(e) Ha egy egymásba skatulyázott intervallumsorozat metszete üres,
akkor van az intervallumok között nem zárt.

(f) Ha egy zárt intervallumsorozat metszete nem üres, akkor az inter-
vallumok egymásba vannak skatulyázva.

A következő feladatokban is indokoljuk meg a válaszokat!

1.167. Lehet-e egy egymásba skatulyázott intervallumsorozat metszete üres?

1.168. Lehet-e egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozat metszete
üres?

1.169. Lehet-e egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozat metszete
egyetlen pont?

1.170. Lehet-e egy egymásba skatulyázott, nýılt intervallumsorozat metszete
nem üres?



1. Alapfogalmak, valós számok 26

1.171. Lehet-e egy egymásba skatulyázott, nýılt intervallumsorozat metszete
üres?

1.172. Lehet-e egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozat metszete
valódi intervallum (nem csak egy pont)?

1.173. Lehet-e egy egymásba skatulyázott, nýılt intervallumsorozat metszete
valódi intervallum?

1.174. Lehet-e egy egymásba skatulyázott, zárt intervallumsorozat metszete
valódi nýılt intervallum?

1.175. Lehet-e egy egymásba skatulyázott, nýılt intervallumsorozat metszete
valódi nýılt intervallum?

1.176. A valós számok axiómái közül melyek teljesülnek és melyek nem a racio-
nális számok halmazára (a szokásos műveletekkel és rendezéssel)?

1.177. Bizonýıtsuk be az Archimédeszi axiómából, hogy (∀b, c < 0) (∃n ∈
N) nb < c!

1.178. Bizonýıtsuk be, hogy bármely két valós szám között van véges tizedes
tört!

1.179. Bizonýıtsuk be, hogy bármely két valós szám között van racionális szám!

1.180. Mi a kapcsolat a véges tizedestört alakban feĺırható számok halmaza és
a racionális számok halmaza között?

1.181. Bizonýıtsuk be, hogy egy valós szám tizedestört-alakja akkor és csak
akkor periodikus, ha a szám racionális.

1.182. Ford́ıtsuk le a végtelen tizedestörtekről tanultakat kettes számrendszer-
re, azaz definiáljuk a véges és végtelen bináris (kettedes) törteket és
mondjuk ki a tételeink megfelelőit!

1.183. Ellenőrizzük, hogy a Cantor-axióma álĺıtása nem marad igaz, ha bár-
melyik feltételét elhagyjuk.

1.184. Igazoljuk a testaxiómák seǵıtségével a következő azonosságokat:
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(a) −a = (−1) · a (b) (a− b)− c = a− (b+ c)

(c) (−a) · b = −(a · b) (d)
1

a/b
=
b

a

(e)
a

b
· c
d

=
a · c
b · d

1.6. A számegyenes

Szemléltessük a következő számhalmazokat számegyenesen! Dönt-
sük el, hogy melyik intervallum, és melyik nem az! Az intervallu-
mok esetében döntsük el, hogy melyik zárt, melyik nýılt, és melyik
se nem zárt, se nem nýılt!

1.185. A = {1, 2, 3} 1.186. B = {2.6}

1.187. C = {x ∈ R : 2 < x < 6} 1.188. D = {x ∈ N : 2 ≤ x ≤ 6}

1.189. E = {x ∈ R : 2 ≤ x ≤ 6} 1.190. F = {x ∈ R : 2 < x ≤ 6}

1.191. G = {x ∈ R : 2 ≤ x < 6} 1.192. H = {x ∈ Q : 2 ≤ x ≤ 6}

Döntsük el az alábbi halmazokról, hogy alulról korlátosak-e, felül-
ről korlátosak-e, korlátosak-e, és hogy van-e legkisebb illetve leg-
nagyobb elemük?

1.193. pŕımszámok halmaza 1.194. pozit́ıv számok halmaza

1.195. [−5,−2) 1.196.

{
1

n
: n ∈ N+

}
1.197. {x ∈ R : x ≤ 73} 1.198. {x ∈ Q : x ≤ 73}

1.199. {x ∈ R : x ≤
√

2} 1.200. {x ∈ Q : x ≤
√

2}

1.201. {n ∈ N : n pŕımszám ∧ n+ 2 pŕımszám}
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1.202. Mi a kapcsolat az alábbi két álĺıtás között, azaz melyikből következik
a másik?

P: Az A halmaz véges (azaz véges sok eleme van).

Q: Az A halmaz korlátos.

1.203. Van-e olyan a1, a2, . . . számsorozat, amelyre az {a1, a2, . . .} halmaz kor-
látos, de nincs se maximuma, se minimuma?

Írjuk fel logikai jelekkel az alábbi álĺıtásokat!

1.204. Az A halmaz korlátos. 1.205. Az A halmaz alulról nem korlátos.

1.206. Az A halmaznak nincs legkisebb eleme.

1.207. Egy számhalmaznak hány maximuma, illetve felső korlátja lehet?

1.208. Mi a kapcsolat az alábbi két álĺıtás között, azaz melyikből következik
a másik?

P: Az A halmaznak van legkisebb eleme.

Q: Az A halmaz alulról korlátos.

1.209. Legyen A ∩ B 6= ∅. Mit tudunk mondani supA, supB, sup(A ∪ B),
sup(A ∩B) és sup(A \B) kapcsolatáról?

1.210. Legyen A = (0, 1), B = [−
√

2,
√

2] és C =

{
1

2n
+

1

2m
: n,m ∈ N+

}
.

Határozzuk meg - amennyiben léteznek - a fenti halmazok szuprému-
mát, infimumát, maximumát és minimumát.

1.211. Legyen A egy tetszőleges számhalmaz, továbbá

B = {−a : a ∈ A} , C =

{
1

a
: a ∈ A, a 6= 0

}
.

Milyen kapcsolat van a felső és alsó határok között?

Határozzuk meg a következő halmazok minimumát, maximumát,
infimumát és szuprémumát, ha vannak!
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1.212. [1, 2] 1.213. (1, 2)

1.214.

{
1

2n− 1
: n ∈ N+

}
1.215. Q

1.216.

{
1

n
+

1√
n

: n ∈ N+

}
1.217.

{
n
√

3 : n ∈ N+
}

1.218. {x : x ∈ (0, 1) ∩Q} 1.219.

{
1

n
+

1

k
: n, k ∈ N+

}

1.220.
{√

n+ 1−
√
n : n, k ∈ N+

}
1.221.

{
n+

1

n
: n ∈ N+

}
1.222.

{
n
√

2 : n ∈ N+
}

1.223.
{

n
√

2n − n : n ∈ N
}

1.224. Legyen H a valós számok egy nem üres részhalmaza. Mi a következő
álĺıtások logikai kapcsolata?

(a) H alulról nem korlátos. (b) H-nak nincs legkisebb eleme.

(c) ∀x ∈ H ∃y ∈ H (y < x). (d) ∀y ∈ H ∃x ∈ H (y < x).

1.225. Tudjuk, hogy c felső korlátja H-nak. Következik-e ebből, hogy supH =
c?

1.226. Tudjuk, hogy H-nak nincs c-nél kisebb felső korlátja. Következik-e
ebből, hogy supH = c?

1.227. Legyenek A és B a valós számok nem üres részhalmazai. Bizonýıtsuk
be, hogy ha

∀a ∈ A ∃b ∈ B(a ≤ b),

akkor supA ≤ supB.

1.228. Bizonýıtsuk be, hogy alulról korlátos, nem üres halmaznak van alsó
határa!
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Legyenek x, y,A,B tetszőleges valós számok, ε pedig pozit́ıv valós
szám. Mi a P és Q álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből
következik a másik?

1.229. P: |x−A| < ε Q: A− ε < x < A+ ε

1.230. P: |x− y| < 2ε Q: |x−A| < ε és |y −A| < ε

1.231. P: |x| < A és |y| < B Q: |x| − |y| < A−B

1.232. P: |x| < A és |y| < B Q: |x|+ |y| < A+B

1.233. P: |x| < A és |y| < B Q: |x| − |y| < A+B

1.234. Adjunk példát olyan nem üres valós számhalmazra, amelyik korlátos,
de nincs legkisebb eleme!

1.235. Tegyük fel, hogy a H ⊂ R halmaz nem üres. Mi a következő álĺıtások
logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik?

P: H-nak nincs minimuma. Q: ∀a ∈ R+ ∃b ∈ H b < a



2. fejezet

Számsorozatok konvergenciája

2.1. Az (an) sorozat konvergens és tart a b ∈ R számhoz, ha

∀ε > 0 ∃n0 ∀n ≥ n0(|an − b| < ε).

Egy adott ε-hoz tartozó n0 természetes számot küszöbindexnek nevezzük.
Ha az (an) sorozat tart a b számhoz, ezt a következőképpen jelölhetjük:

lim
n→∞

an = b vagy lim an = b vagy an → b, ha n→∞ vagy an → b.

Ha az (an) sorozat nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy az (an) sorozat
divergens.

2.2. Azt mondjuk, hogy az (an) sorozat határértéke ∞, vagy (an) tart
végtelenhez, ha

∀P ∈ R ∃n0 ∀n ≥ n0(an > P ).

Ennek jele

lim
n→∞

an =∞ vagy lim an =∞ vagy an →∞, ha n→∞ vagy an →∞.

2.3. Azt mondjuk, hogy az (an) sorozat határértéke -∞, vagy (an) tart
mı́nusz végtelenhez, ha

∀P ∈ R ∃n0 ∀n ≥ n0(an < P ).

Ennek jele

lim
n→∞

an = −∞ vagy lim an = −∞ vagy an → −∞,

ha n→∞ vagy an → −∞.

2.4. Azt mondjuk, hogy az (an) sorozat oszcillálva divergens, ha nincs
sem véges, sem végtelen határértéke.
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2.5. Rendőr-szabály. Ha valahonnan kezdve an ≤ bn ≤ cn, létezik az (an)
és a (cn) sorozat határértéke és

lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn,

akkor a (bn) sorozatnak is létezik a határértéke és

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn,

2.1. Sorozatok határértéke

Legyen az (an) sorozat a következőképp megadva: an = 1+
1
√
n

. A

feladatokban szereplő n és n0 jelek pozit́ıv egész számokat jelölnek.

2.1. Adjunk meg olyan n0 számot, hogy ∀n > n0 esetén teljesüljön, hogy

(a) |an − 1| < 0, 1 (b) |an − 1| < 0, 01

2.2. Van-e olyan n0 szám, hogy ∀n > n0 esetén teljesül, hogy
|an − 2| < 0, 001?

2.3. Igaz-e, hogy

(a) ∀ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 (|an − 1| < ε)

(b) ∃n0 ∀ε > 0 ∀n > n0 (|an − 1| < ε)

(c) ∃ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 (|an − 1| < ε)

(d) ∃ε > 0 ∃n0 ∀n > n0 (|an − 1| > ε)

(e) ∀ε > 0 ∃n0 ∀n ≤ n0 (|an − 1| < ε)

(f) ∀ε > 0 ∃n0 ∀n ≤ n0 (|an − 1| > ε)

Adjunk meg olyan N küszöbindexet, ahonnan kezdve az egyik so-
rozat nagyobb, mint a másik!

2.4. an = 10n2 + 25 bn = n3

2.5. an = 4n5 − 3n2 − 7 bn = 10n+ 30



2. Számsorozatok konvergenciája 33

2.6. an = 3n − n2 bn = 2n + n

2.7. an = 2n + 3n bn = 4n

2.8. an = 2n bn = n!

2.9. an = n! bn = nn

2.10. an =
√
n+ 1−

√
n bn =

1

n

2.11. an = 2n bn = n3

2.12. an = 0, 999n bn =
1

n2

2.13. an = 10n bn = n!

Keressünk olyan N számot, hogy ∀n > N esetén teljesüljön, hogy

2.14. 1, 01n > 1000; 2.15. 0, 9n <
1

100
;

2.16. n
√

2 < 1, 01. 2.17. n
√
n < 1, 0001.

2.18. n2 > 6n+ 15 2.19. n3 > 6n2 + 15n+ 37

2.20. n3 − 4n+ 2 > 6n2 − 15n+ 37

2.21. n5 − 4n2 + 2 > 6n3 − 15n+ 37

Mutassuk meg, hogy van olyan n0 szám, amire igaz, hogy minden
n > n0 esetén

2.22.
√
n+ 1−

√
n < 0, 01 2.23.

√
n+ 3−

√
n < 0, 01

2.24.
√
n+ 5−

√
n+ 1 < 0, 01 2.25.

√
n2 + 5− n < 0, 01

Bizonýıtsuk be az alábbi egyenlőtlenségeket!
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2.26. ∀n > 10 esetén 2n > n3; 2.27.
√
n ≤ 1 +

1√
2

+ . . .+
1√
n
< 2
√
n.

2.28. Melyik álĺıtásból következik a másik?

P: Az (an) sorozatban van legnagyobb és legkisebb tag.

Q: Az (an) sorozat korlátos.

2.29. Igaz-e, hogy b pontosan akkor határértéke az (an) sorozatnak, ha

(a) bármely ε > 0-ra az an sorozatnak végtelen sok tagja van ε-nál
közelebb b-hez?

(b) bármely ε > 0-ra az an sorozatnak csak véges sok tagja van b-től
legalább ε távolságban?

(c) van olyan ε > 0, amelyre az an sorozatnak végtelen sok tagja van
ε-nál közelebb b-hez?

(d) van olyan ε > 0, amelyre az an sorozatnak végtelen sok tagja van
b-től legalább ε távolságban?

Mit mondhatunk a (−an) sorozat határértékéről, ha

2.30. lim
n→∞

an = a (a ∈ R); 2.31. lim
n→∞

an =∞;

2.32. lim
n→∞

an = −∞? 2.33. an oszcillálva divergens?

2.34. Mi az alábbi két álĺıtás logikai kapcsolata?

P: lim
n→∞

an =∞

Q: (an) alulról korlátos, de felülről nem korlátos.

Határozzuk meg a következő sorozatok határértékét, és adjunk meg
egy ε-tól függő küszöbindexet:
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2.35.
(−1)n

n
2.36.

1√
n

2.37.
1 +
√
n

n
2.38.

n

n+ 1

2.39.
5n− 1

7n+ 2
2.40.

2n6 + 3n5

7n6 − 2

2.41.
n+ 1

n

n+ 1
2.42.

√
n+ 1−

√
n

2.43.
√
n2 + 1− n 2.44.

1

n−
√
n

2.45.
1 + · · ·+ n

n2 2.46. n

(√
1 +

1

n
− 1

)

2.47.
√
n2 + 1 +

√
n2 − 1− 2n 2.48. 3

√
n+ 2− 3

√
n− 2

2.49. Konvergensek-e vagy divergensek-e a következő sorozatok? Határozzuk
meg a határértékeket, ha vannak!

(a) an =

{
3, ha n páros

4, ha n páratlan
(b) an =

{
3, ha n ≤ 100

4, ha n > 100

(c) an =

{
3n, ha n páros

4n2, ha n páratlan
(d) an =

{
n, ha n páros

0, ha n páratlan

2.50. Bizonýıtsuk be, hogy az
1

n
sorozat nem tart 7-hez!

2.51. Bizonýıtsuk be, hogy a (−1)n
1

n
sorozat nem tart 7-hez!

2.52. Bizonýıtsuk be, hogy a (−1)n sorozat nem tart 7-hez!

2.53. Bizonýıtsuk be, hogy a (−1)n sorozat divergens!

2.54. Bizonýıtsuk be, hogy konvergens sorozatnak mindig van legkisebb vagy
legnagyobb tagja.
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2.55. Adjunk példát arra, hogy an − bn → 0 de
an
bn
9 1

2.56. Bizonýıtsuk be, hogy ha (an) konvergens, akkor (|an|) is. Igaz-e az
álĺıtás megford́ıtása ?

2.57. Abból, hogy a2
n → a2 következik-e, hogy an → a?

És abból, hogy a3
n → a3 következik-e, hogy an → a?

2.58. Bizonýıtsuk be, hogy ha an → a > 0, akkor
√
an →

√
a.

Melyik álĺıtásból következik, hogy an →∞?

2.59. ∀K esetén a (K,∞) intervallumon ḱıvül az an sorozatnak csak véges
sok tagja van.

2.60. ∀K eseten a (K,∞) intervallumban az an sorozatnak végtelen sok tagja
van.

2.61. Tegyük fel, hogy lim
n→∞

an = ∞. Melyik álĺıtás igaz erre a sorozatra?

Melyik álĺıtásból következik, hogy lim
n→∞

an =∞?

(a) Az an sorozatnak nincs legnagyobb tagja.

(b) Az an sorozatnak van legkisebb tagja.

(c) A (3,∞) intervallumon ḱıvül az an sorozatnak csak véges sok tagja
van.

(d) ∀K esetén a (K,∞) intervallumon ḱıvül az an sorozatnak csak
véges sok tagja van.

(e) A (3,∞) intervallumban az an sorozatnak végtelen sok tagja van.

(f) ∀K eseten a (K,∞) intervallumban az an sorozatnak végtelen sok
tagja van.

2.62. Igaz-e, hogy ha egy sorozatnak van (véges vagy végtelen) határértéke,
akkor a sorozat alulról vagy felülről korlátos?

2.63. Mi az A és a B álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik
a másik?

P: Az (an) sorozat szigorúan monoton nő.

Q: Az (an) sorozat tart a végtelenhez.
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Lehet-e az an sorozat határértéke −∞, ∞ vagy egy valós szám, ha

2.64. a sorozatnak végtelen sok 3-nál nagyobb tagja van?

2.65. a sorozatnak végtelen sok 3-nál kisebb tagja van?

2.66. a sorozatnak van legnagyobb tagja?

2.67. a sorozatnak van legkisebb tagja?

2.68. a sorozatnak nincs legkisebb tagja?

2.69. a sorozatnak nincs legnagyobb tagja?

2.70. Van-e olyan oszcillálva divergens sorozat, amelyik

(a) korlátos (b) nem korlátos?

2.71. Egy sorozatnak végtelen sok pozit́ıv és végtelen sok negat́ıv tagja van.
Lehet-e a sorozat konvergens?

A következő, végtelenbe tartó sorozatokhoz keressünk küszöbinde-
xet:

2.72. n−
√
n 2.73.

1 + 2 + · · ·+ n

n

2.74.

√
1 +
√

2 + · · ·+
√
n

n
2.75.

n2 − 10n

10n+ 100

2.76.
2n

n
2.77.

n!

2n

2.78. Tetszőleges a valós szám esetén határozzuk meg
n2 + 1

n+ 1
− an határér-

tékét.

2.79. Tetszőleges a valós szám esetén határozzuk meg
√
n2 − n+ 1− an ha-

tárértékét.
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2.80. Tetszőleges a, b valós számok esetén határozzuk meg
√

(n+ a)(n+ b)−
n határértékét.

2.81. Bizonýıtsuk be, hogy ha an+1 − an → c > 0, akkor an →∞.

2.82. Bizonýıtsuk be, hogy ha an > 0,
an+1

an
→ c > 1, akkor an →∞.

2.83. Melyek azok az x valós számok, amelyekre a tizedestört jegyeiből álló
sorozat oszcillálva divergens?

2.2. A határérték tulajdonságai

Meg lehet-e mondani az adott egyenlőtlenségek alapján, hogy a
bn sorozatnak van-e határértéke, illetve meg lehet-e határozni a
határértéket, ha van? Ha igen, határozzuk meg bn határértékét!

2.84.
1

n
< bn <

2

n
2.85. − 1

n
≤ bn ≤

1√
n

2.86.
1

n
< bn <

√
n 2.87. n ≤ bn

2.88. bn < −1, 01n 2.89. bn < n2

2.90. Bizonýıtsuk be, hogy ha az (an) sorozatnak nincs végtelenhez tartó
részsorozata, akkor a sorozat felülről korlátos.

2.91. Bizonýıtsuk be, hogy ha (a2n), (a2n+1), (a3n) konvergensek, akkor (an)
is az.

2.92. Lehetséges-e, hogy az (an) sorozatnak nincs konvergens részsorozata,
de (|an|) konvergens?

Legyen a egy valós szám és an → a. Bizonýıtsuk be, hogy
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2.93. ha a > 1, akkor ann →∞. 2.94. ha |a| < 1, akkor ann → 0.

2.95. ha a > 0, akkor n
√
an → 1. 2.96. ha a < −1, akkor ann divergens.

2.97. Bizonýıtsuk be, hogy ha (an + bn) konvergens és (bn) divergens, akkor
(an) divergens.

2.98. Igaz-e, hogy ha (an · bn) konvergens és (bn) divergens, akkor (an) is
divergens?

2.99. Igaz-e, hogy ha (an/bn) konvergens és (bn) divergens, akkor (an) is
divergens?

2.100. Bizonýıtsuk be, hogy ha lim
an − 1

an + 1
= 0, akkor (an) konvergens és

lim an = 1.

2.101. Tegyük fel, hogy az (an) sorozatra teljesül, hogy
an − 5

an + 3
→ 5

13
. Bizo-

nýıtsuk be, hogy an → 10.

2.102. Tegyük fel, hogy az (an) sorozatra n
√
an → 0, 3. Bizonýıtandó, hogy

an → 0.

2.103. Legyen p(x) egy polinom. Bizonýıtsuk be, hogy
p(n+ 1)

p(n)
→ 1.

Tegyük fel, hogy az an sorozatnak van határértéke. Mi a következő
álĺıtások logikai kapcsolata?

2.104. P: Minden elég nagy n-re
1

n
< an Q: lim

n→∞
an > 0

2.105. P: Minden elég nagy n-re
1

n
≤ an Q: lim

n→∞
an ≥ 0

2.106. P: Minden elég nagy n-re
1

n
< an Q: lim

n→∞
an ≥ 0

2.107. P: Minden elég nagy n-re
1

n
≤ an Q: lim

n→∞
an > 0

Tegyük fel, hogy az an és bn sorozatnak van határértéke. Mi a
következő álĺıtások logikai kapcsolata?
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2.108. P: Minden elég nagy n-re an < bn Q: lim
n→∞

an < lim
n→∞

bn

2.109. P: Minden elég nagy n-re an ≤ bn Q: lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn

Melyik álĺıtásokból következik, hogy az an sorozatnak van határér-
téke? Melyik álĺıtásokból következik, hogy an konvergens? Melyik
álĺıtásokból következik, hogy an divergens?

2.110. bn konvergens és an > bn minden elég nagy n-re.

2.111. lim
n→∞

bn =∞ és an > bn minden elég nagy n-re.

2.112. lim
n→∞

bn = −∞ és an > bn minden elég nagy n-re.

2.113. bn és cn konvergens és bn ≤ an ≤ cn minden elég nagy n-re.

2.114. lim
n→∞

bn =∞ és an < bn minden elég nagy n-re.

Korlátosak-e felülről a következő sorozatok? Határozzuk meg a
határértékeket, ha vannak!

2.115.
1 + 2 + · · ·+ n

n
2.116.

1 + 2 + · · ·+ n

n2

2.117.

√
1 +
√

2 + · · ·+
√
n

n
2.118.

√
1 +
√

2 + · · ·+
√
n

n2

Konvergensek-e vagy divergensek-e a következő sorozatok? Hatá-
rozzuk meg a határértékeket, ha vannak!

2.119. n
√

2n + 3n 2.120. n
√

3n − 2n

2.121. n
√

7 + (−1)n 2.122. n
√

2n − n

2.123. n
√

2n + n2 2.124. n
√

2n − n2
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2.125.
1− 2 + 3− · · · − 2n√

n2 + 1
2.126.

(
n− 1

3n

)n
2.127.

n3 − n2 + 1√
n6 + 1 + 100n2 + n+ 1

2.128. n

√
n3 − n2 + 1

n6 + 100n2 + n+ 1

2.129. n

√
2n + n2 + 1

3n + n3 + 1
2.130.

n2 + (−1)n

3n2 + 1

2.131.

(
1 +

1

n

)n2

2.132.
n2 − 1

n2 + 1

2.133.
1

n3
2.134.

5n− 1

7n+ 2

2.135.
n

n+ 1
2.136.

2n6 + 3n5

7n6 − 2

2.137.
n+ 1/n

n+ 1
2.138.

7n5 + 2

5n− 1

2.139.
3n7 + 4

−5n2 + 2
2.140.

2n + 3n

4n + (−7)n

2.141.
3n5/3 + n

√
n

n1/4 + 5
√
n

2.142.
7n− 2n3

3n3 + 18n2 − 9

Mi a következő álĺıtáspárok logikai kapcsolata?

2.143. P: an konvergens és bn konver-
gens

Q: an + bn konvergens

2.144. P: an + bn →∞ Q: an →∞ és bn →∞

2.145. P: an + bn →∞ Q: an →∞ vagy bn →∞

2.146. P: an · bn → 0 Q: an → 0 vagy bn → 0

2.147. P: an és bn korlátos Q: an + bn korlátos

2.148. P: an és bn korlátos Q: an · bn korlátos
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2.149. Mutassunk példákat az an + bn sorozat lehetséges viselkedésére, ha

lim
n→∞

an =∞ és lim
n→∞

bn = −∞.

2.150. Mutassunk példákat az an · bn sorozat lehetséges viselkedésére, ha

lim
n→∞

an = 0 és lim
n→∞

bn =∞.

2.151. Mutassunk példákat az
an
bn

sorozat lehetséges viselkedésére, ha

lim
n→∞

an = 0 és lim
n→∞

bn = 0.

2.152. Mutassunk példákat az
an
bn

sorozat lehetséges viselkedésére, ha

lim
n→∞

an =∞ és lim
n→∞

bn =∞.

2.153. Tegyük fel, hogy a bn sorozat egyetlen tagja sem 0. Mi a P és a Q
álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik?

P: bn →∞ Q:
1

bn
→ 0

2.154. Mi a P és a Q álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a
másik?

P:
an
bn
→ 1 Q: an − bn → 0

2.155. Tegyük fel, hogy an → ∞ és bn → ∞. Mi a P és a Q álĺıtások logikai
kapcsolata, azaz melyikből következik a másik?

P:
an
bn
→ 1 Q: an − bn → 0

2.156. Tegyük fel, hogy an → 0 és bn → 0. Mi a P és a Q álĺıtások logikai
kapcsolata, azaz melyikből következik a másik?

P:
an
bn
→ 1 Q: an − bn → 0

2.3. Monoton sorozatok

Legyen (an) és (bn) két monoton sorozat. Mit tudunk mondani
a monotonitás szempontjából a következő sorozatokról? Milyen
további feltételek mellett lesznek monotonok?
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2.157. (an + bn) 2.158. (an − bn)

2.159. (an · bn) 2.160.

(
an
bn

)

2.161. Legyen a1 = 1, és n ≥ 1 esetén an+1 =
√

2an. Bizonýıtsuk be, hogy az
an sorozat monoton növő!

2.162. Legyen a1 =
1

2
, és n ≥ 1 esetén an+1 = 1 −

√
1− an. Bizonýıtsuk be,

hogy a sorozat minden tagja pozit́ıv, továbbá, hogy a sorozat monoton
csökkenő!

2.163. Legyen a1 = 0, 9, és n ≥ 1 esetén an+1 = an − a2
n. Bizonýıtsuk be,

hogy a sorozat minden tagja pozit́ıv, továbbá, hogy a sorozat monoton
csökkenő! Mutassuk meg, hogy van olyan n ∈ N+, amelyre igaz, hogy
an < 10−6, és adjunk példát ilyen n számra!

2.164. Legyen a1 > 0, és minden n ∈ N+ esetén
an+1

an
> 1, 1. Mutassuk meg,

hogy van olyan n ∈ N+, amelyre igaz, hogy an > 106, és adjunk példát
ilyen n számra!

Mi a következő álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből követ-
kezik a másik?

2.165. P: Az an sorozat monoton nő.
Q: Az an sorozat végtelenhez tart.

2.166. P: Az an sorozat monoton csökken.
Q: Az an sorozat mı́nusz végtelenhez tart.

2.167. Tegyük fel, hogy az (an) sorozat tagjai n > 1 esetén kieléǵıtik a an ≤
an−1 + an+1

2
egyenlőtlenséget. Bizonýıtsuk be, hogy az (an) sorozat

nem lehet oszcillálva divergens.

2.168. Legyen a1 = a > 0 tetszőleges, an+1 =
1

2

(
an +

a

an

)
. Mutassuk meg,

hogy an →
√
a.
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Határozzuk meg a következő rekurźıv sorozatok határértékét, ha
van! A rekurźıv képletekben n ≥ 1.

2.169. a1 = 2, an+1 =
2an

1 + a2
n

2.170. a1 = 1, 5, an+1 = −an + 1

2.171. a1 = 3, an+1 =
an +

5

an
2

2.172. a1 = 6, an+1 =
an +

5

an
2

2.173. a1 = 0, an+1 =
√

2 + an 2.174. a1 = 0, an+1 =
1

2− an

2.175. a1 = 0, an+1 =
1

4− an
2.176. a1 = 0, an+1 =

1

1 + an

2.177. a1 = 1, an+1 = an +
1

an
2.178. a1 = 0, 9, an+1 = an − a2

n

2.179. a1 = 1, an+1 =
√

2an 2.180. a1 = 1, an+1 = an +
1

a3
n + 1

Korlátosak-e, illetve monotonok-e a következő sorozatok? Hatá-
rozzuk meg a határértékeket, ha vannak!

2.181.

(
1 +

1

n

)n
2.182.

(
1 +

1

n

)n+1

2.183.

(
1− 1

n

)n
2.184.

(
1 +

1

2n

)n

2.4. A Bolzano-Weierstrass-tétel és a Cau-
chy-kritérium

2.185. Írjuk fel a Cauchy-kritérium tagadását egy (an) sorozatra! Mi a feĺırt
álĺıtás logikai kapcsolata az

”
(an) divergens” álĺıtással?

Mi a következő álĺıtáspárok logikai kapcsolata?

2.186. P: a2n és a2n+1 konvergens Q: an konvergens
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2.187. P: a2n, a2n+1 és a3n konvergens Q: an konvergens

2.188. P: a2n → 5 Q: an → 5

Következik-e valamelyik álĺıtásból, hogy a sorozat konvergens?

2.189. an+1 − an → 0, ha n→∞

2.190. |an − am| <
1

n+m
minden n,m-re

Döntsük el az alábbi sorozatokról, hogy van-e konvergens részsoro-
zatuk!

2.191. (−1)n 2.192.
1

n

2.193.
√
n 2.194. (−1)n

1

n

2.195. Bizonýıtsuk be, hogy ha az (an) sorozatnak nincs konvergens részsoro-
zata, akkor |an| → ∞.

2.196. Bizonýıtsuk be, hogy ha (an) korlátos és minden konvergens részsoro-
zata a-hoz tart, akkor an → a.

2.197. Bizonýıtsuk be, hogy ha az (an) sorozatnak nincs két, különböző ha-
tárértékhez tartó részsorozata, akkor a sorozatnak van határértéke.

2.198. Bizonýıtsuk be, hogy ha |an+1 − an| ≤ 2−n minden n-re, akkor az (an)
sorozat konvergens.

2.199. Tegyük fel, hogy an+1−an → 0. Következik-e ebből, hogy a2n−an → 0?

2.5. Sorozatok nagyságrendje

2.200. Bizonýıtsuk be, hogy n! ≺ nn igaz!
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2.201. Tegyük az alábbi sorozatokat nagyságrend szerint sorba!

(n7), (n2 + 2n), (100
√
n),

(
n!

10

)
2.202. Illesszük be az n ≺ n2 ≺ n3 ≺ · · · ≺ 2n ≺ 3n ≺ · · · ≺ n! ≺ nn sorba a

megfelelő helyre
√
n-et, 3

√
n-et, ... , k

√
n-et!

2.203. Keressük meg az alábbi sorozatok között az összes aszimptotikusan
egyenlő párt!

(n!), (nn), (n! + nn), (
√
n), ( n

√
n), (

√
n+ 1), (

n
√

2)

Konvergensek-e vagy divergensek-e a következő sorozatok? Hatá-
rozzuk meg a határértékeket, ha vannak!

2.204.
2n

3n
2.205.

3n

2n

2.206. (1, 1)n 2.207.

(
−4

5

)n
2.208.

1

(1, 2)n + 1
2.209.

n+ 2√
n− 3−n

2.210.
3, 01n

2n + 3n
2.211.

3n

(−3)n

2.212.
3n −

√
n+ n10

2n − n
√
n+ n!

2.213.
n100

100n

2.214.
10n

n!
2.215. 0, 99nn2

2.216.
n!− 3n

n10 − 2n
2.217.

1, 01n

n2

2.218.
n3

1, 2n
2.219. n

√
2n + n− 1

2.220.
3n+6 + n2

2n+3

2.221.
4n + 5n

6n + (−7)n
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2.6. Vegyes feladatok

2.222. Legyen an =
1

n
+

1

n
+ · · ·+ 1

n
(n tagú az összeg). Mivel a tagokat alkotó

sorozatok 0-hoz tartanak, ezért az an sorozat tart 0-hoz. Másrészt

minden n-re an = n · 1

n
= 1, ezért an → 1. Melyik következtetés a

hibás, és mi a hiba benne?

2.223. Tudjuk, hogy 1 +
1

n
→ 1, továbbá 1n = 1, ezért

(
1 +

1

n

)n
→ 1.

Másrészt a Bernoulli-egyenlőtlenség felhasználásával bizonýıthatjuk, hogy(
1 +

1

n

)n
≥ 2, tehát

(
1 +

1

n

)n
határértéke nem lehet kisebb 2-nél.

Melyik következtetés a hibás, és mi a hiba benne?

2.224. Tegyük fel, hogy n
√
an → 2. Mit mondhatunk a lim

n→∞
an határértékről?

2.225. Tegyük fel, hogy n
√
an →

1

2
. Mit mondhatunk a lim

n→∞
an határértékről?

2.226. Tegyük fel, hogy n
√
an → 1. Mit mondhatunk a lim

n→∞
an határértékről?

2.227. Tegyük fel, hogy an → 2. Mit mondhatunk a lim
n→∞

ann határértékről?

2.228. Tegyük fel, hogy an →
1

2
. Mit mondhatunk a lim

n→∞
ann határértékről?

2.229. Tegyük fel, hogy an → 1. Mit mondhatunk a lim
n→∞

ann határértékről?

Mutassunk példát olyan an sorozatra, amelyre igaz, hogy

lim
n→∞

an+1

an

= 1, és

2.230. lim
n→∞

an = 1 2.231. lim
n→∞

an =∞

2.232. lim
n→∞

an = 0 2.233. lim
n→∞

an = 7



3. fejezet

Valós függvények határértéke, foly-
tonossága

3.1. Jensen-egyenlőtlenség. Az f függvény akkor és csak akkor konvex
az (a, b) intervallumon, ha bárhogy megadva véges sok x1, x2, . . . , xn ∈ (a, b)

számot és t1, t2, . . . , tn ≥ 0 súlyokat úgy, hogy

n∑
i=1

ti = 1

f

(
n∑
i=1

tixi

)
≤

n∑
i=1

tif(xi),

más szóval a súlyozott középen vett függvényérték kisebb vagy egyenlő a
függvényértékek súlyozott közepénél.

3.2. Határérték és egyenlőtlenségek kapcsolata.

— Ha a egy környezetében f(x) ≤ g(x), f -nek és g-nek létezik a határér-
téke a-ban, akkor

lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x).

— Ha f -nek és g-nek létezik a határértéke a-ban és

lim
x→a

f(x) < lim
x→a

g(x),

akkor a egy környezetében f(x) < g(x).

— Rendőr-szabály. Ha f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) a egy környezetében, f -nek
és h-nak létezik a határértéke a-ban,

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x),

akkor a g függvénynek is létezik a határértéke a-ban és

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = lim
x→a

h(x).
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—
”
0-szor korlátos az 0”. Ha lim

x→a
f(x) = 0 és g(x) korlátos, akkor

lim
x→a

f(x)g(x) = 0.

3.3. Folytonosság és határérték kapcsolata.

— Az f függvény akkor és csak akkor folytonos az a pontban, ha az a
pontban létezik a függvény határértéke és az megegyezik az f(a) he-
lyetteśıtési értékkel.

— Az f függvény akkor és csak akkor folytonos jobbról az a pontban, ha
az a pontban létezik a függvény jobboldali határértéke és az megegyezik
az f(a) helyetteśıtési értékkel.

— Az f függvény akkor és csak akkor folytonos balról az a pontban, ha
az a pontban létezik a függvény baloldali határértéke és az megegyezik
az f(a) helyetteśıtési értékkel.

3.4. Korlátos zárt intervallumon folytonos függvények.

— Weierstrass tétele: Korlátos zárt intervallumon folytonos függvény-
nek van legnagyobb értéke, azaz maximuma, és van legkisebb értéke,
azaz minimuma.

— Bolzano tétele: Ha az f(x) függvény folytonos az [a, b] korlátos zárt
intervallumon, akkor a függvény f(a) és f(b) között minden értéket
felvesz.

— Inverz függvény folytonossága: Korlátos zárt intervallumon folyto-
nos és invertálható függvény értékkészlete egy korlátos zárt intervallum,
és ezen a függvény inverze folytonos.

3.5. Egyenletes folytonosság.

— Heine-Borel tétele: Korlátos zárt intervallumon folytonos függvény
egyenletesen folytonos.

— Az f(x) függvény akkor és csak akkor egyenletesen folytonos a korlátos
nýılt (a, b) intervallumon, ha folytonos (a, b)-n és léteznek és végesek a
lim
x→a+

f(x), lim
x→b−

f(x) határértékek.

— Ha f(x) folytonos az [a,∞)-en, deriválható (a,∞)-en és a derivált kor-
látos, akkor f(x) egyenletesen folytonos [a,∞)-en.
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3.1. Függvények globális tulajdonságai

3.1. Jelölje [x] az x szám egészrészét, azaz azt a legnagyobb egész számot,

amelyik nem nagyobb, mint x. Ábrázoljuk a következő függvényeket!

(a) [x] (b) [−x]

(c) [x+ 0, 5] (d) [2x]

3.2. Jelölje {x} az x szám törtrészét: {x} = x− [x]. Ábrázoljuk a következő
függvényeket!

(a) {x} (b) {−x}

(c) {x+ 0, 5} (d) {2x}

3.3. Függvényt ad-e meg a következő képlet?

D(x) =

 1 ha x ∈ Q

0 ha x /∈ Q

3.4. Adjuk meg a következő függvények képleteit a grafikonjaik alapján!

(a)

 
1 2

 

1

(b)

 
1 2

 

1
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(c)

 
1 2

 

1

(d)

 
1 2

 

1

Határozzuk meg a valós számok legbővebb részhalmazát, ahol a
következő függvények értelmezve lehetnek!

3.5. log2 x
2 3.6.

√
x2 − 16

3.7.
√

sinx 3.8.
log2(−x)√
−x

3.9. Párośıtsuk a függvényeket és a függvénygrafikonokat!

(a) (x− 1)2 − 4 (b) (x− 2)2 + 2

(c) (x+ 2)2 + 2 (d) (x+ 3)2 − 2

(A)

 
0 1 2 3 4

 

1

2

3

4

5

6 (B)

 
K4 K3 K2 K1 0

 

1

2

3

4

5

6
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(C)

 
K5 K4 K3 K2 K1 0

 

K2

K1

1

2

(D)

 
K1 0 1 2 3

 

K4

K3

K2

K1

3.10. Az alábbi ábrákon az y = −x2 függvény négy eltoltjának a grafikonját

ábrázoltuk. Írjuk fel a grafikonoknak megfelelő képleteket!

(a)

 
K1 0 1 2 3

 

1

2

3

4 (b)

 
K4 K3 K2 K1 0

 

K1

1

2

3

(c)
 

0 1 2 3 4

 

K4

K3

K2

K1

(d)
 

K3 K2 K1 0 1

 

K5

K4

K3

K2

K1

3.11. Vannak-e egyenlők a következő függvények között?
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(a) f1(x) = x (b) f2(x) =
√
x2

(c) f3(x) =
(√
x
)2

(d) f4(x) = ln ex

(e) f5(x) = eln x
(f) f6(x) =

(√
−x
)2

3.12. Határozzuk meg a függvényértékeket, ha f(x) = x+ 5 és g(x) = x2−3.

(a) f(g(0)) (b) g(f(0))

(c) f(g(x)) (d) g(f(x))

(e) f(f(−5)) (f) g(g(2))

(g) f(f(x)) (h) g(g(x))

3.13. Határozzuk meg a függvényértékeket, ha f(x) = x−1 és g(x) =
1

x+ 1
.

(a) f(g(1/2)) (b) g(f(1/2))

(c) f(g(x)) (d) g(f(x))

(e) f(f(2)) (f) g(g(2))

(g) f(f(x)) (h) g(g(x))

Melyik függvény páros, melyik páratlan, melyik se nem páros, se
nem páratlan, melyik páros is, és páratlan is?

3.14. x3 3.15. x4

3.16. sinx 3.17. cosx

3.18. 2 + sinx 3.19. 2 + cosx

3.20. 3 3.21. (x+ 1)2
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3.22. 0 3.23.
∣∣x3
∣∣

3.24. [x] 3.25. {x}

Tegyük fel, hogy f és g mindenütt értelmezett valós függvények.
Döntsük el az alábbi következtetésekről, hogy igazak-e. A válaszo-
kat indokoljuk!

3.26. Ha f páratlan, akkor f(0) = 0.

3.27. Ha f(0) = 0, akkor f páratlan.

3.28. Ha f páros, akkor f(−5) = f(5).

3.29. Ha f(−5) = f(5), akkor f páros.

3.30. Ha f és g páros, akkor fg páros.

3.31. Ha f(−5) 6= −f(5), akkor f nem páratlan.

3.32. Ha f és g páratlan, akkor fg páros.

3.33. Ha f és g páratlan, akkor fg páratlan.

3.34. Ábrázoljuk a következő függvények grafikonját! Sźınezzük be pirossal
az x-tengelyen azokat az intervallumokat, ahol a függvény monoton
csökken. Van-e olyan függvény ezek között, amelyik az egész értelmezési
tartományán monoton csökken?

(a) sinx (b) cosx

(c) x2
(d)

1

x

(e) |x| (f)
∣∣x2 − 2

∣∣
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(g) tg x (h) ctg x

3.35. Van-e olyan függvény, amely R-en monoton nő és monoton csökken?
Ha van, akkor adjuk meg az összes ilyen függvényt!

Válaszoljunk az alábbi kérdésekre. A válaszokat indokoljuk!

3.36. Lehet-e két szigorúan monoton növő függvény összege szigorúan mono-
ton csökkenő?

3.37. Lehet-e két szigorúan monoton növő függvény szorzata szigorúan mo-
noton csökkenő?

3.38. Igaz-e, hogy két szigorúan monoton csökkenő függvény összege szigo-
rúan monoton csökkenő?

3.39. Igaz-e, hogy két szigorúan monoton csökkenő függvény szorzata szigo-
rúan monoton csökkenő?

Jelölje D(f) az f függvény értelmezési tartományát, R(f) pedig
az értékkészletét. Van-e olyan monoton növő függvény, amelyikre
igaz, hogy

3.40. D(f) = (0, 1) és R(f) = [0, 1]

3.41. D(f) = [0, 1] és R(f) = (0, 1)

3.42. Írjuk fel logikai jelekkel, hogy egy függvény korlátos!

Adjunk meg alsó, illetve felső korlátokat a következő függvények-
hez, ha vannak! Melyik függvény korlátos?

3.43. x2 3.44. sinx

3.45. {x} 3.46.
[x]

x
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3.47. sin2 x 3.48. 2−x

3.49. log2 x 3.50.
1

1 + x2

Tegyük fel, hogy az f függvény mindenütt értelmezett. Írjuk fel
logikai jelekkel és adjunk példát arra, hogy az f függvénynek

3.51. 3-ban maximuma van! 3.52. a maximuma 3.

3.53. van maximuma! 3.54. nincs minimuma!

Mi a következő álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből követ-
kezik a másik?

3.55. P: Az f függvénynek van maximuma.
Q: Az f függvény felülről korlátos.

3.56. P: Az f függvénynek nincs minimuma.
Q: Az f függvény alulról nem korlátos.

Adjuk meg a következő függvények m minimumát és M maximu-
mát a megadott intervallumokon, ha vannak!

3.57. x2 (−∞,∞) 3.58. |x| [−1, 3]

3.59. x3 [−1, 1) 3.60. sinx (−π, π)

3.61. cosx (−π, π) 3.62. [x] [−1, 1]

3.63. [x] (−1, 1) 3.64. {x} [−1, 1]

Mutassunk példát olyan mindenütt értelmezett függvényre, ame-
lyik

3.65. sem alulról, sem felülről nem korlátos.
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3.66. korlátos, de nincs sem minimuma, sem maximuma.

Mutassunk példát olyan függvényre, amelyiknek az értelmezési tar-
tománya a [−1, 1] intervallum, és a függvény

3.67. sem alulról, sem felülről nem korlátos.

3.68. korlátos, de nincs sem minimuma, sem maximuma.

Van-e olyan függvény, amelyik

3.69. szigorúan monoton csökken (−∞, 0)-ban, szigorúan monoton nő (0,∞)-
en, és 0-ban nincs minimuma?

3.70. monoton csökken (−∞, 0]-ban, monoton nő [0,∞)-en, és 0-ban nincs
minimuma?

3.71. nem korlátos [0, 1]-en?

3.72. korlátos [0, 1]-en, de nincs sem maximuma, sem minimuma [0, 1]-en?

3.73. pozit́ıv R-en, de nincs minimuma?

Adjuk meg a következő függvények legkisebb pozit́ıv periódusát!

3.74. sinx 3.75. sin(2x)

3.76. sin
x

2
3.77. tg x

3.78. sinx+ tg x 3.79. sin 2x+ tg
x

2

3.80. Bizonýıtsuk be, hogy ha egy függvény p szerint periodikus, akkor p
minden pozit́ıv egész többszöröse szerint is periodikus!

3.81. Periodikus-e az f(x) = 3 függvény? Ha igen, akkor adjuk meg az összes
olyan számot, amely szerint periodikus!
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3.82. Van-e minden nem konstans periodikus függvénynek legkisebb pozit́ıv
periódusa?

3.83. Periodikus-e a

D(x) =

 1 ha x ∈ Q

0 ha x /∈ Q

Dirichlet-függvény? Ha igen, akkor adjuk meg az összes olyan szá-
mot, amely szerint periodikus!

Döntsük el, hogy konvex-e illetve konkáv-e az adott függvény
(0,∞)-ben!

3.84. x 3.85. x2

3.86.
√
x 3.87. −x3

3.88. sinx 3.89. [x]

3.90. Legyen f valós függvény a (0, 10) intervallumon. Mi a P és Q álĺıtások
logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik?

P: f konvex az (3, 8) intervallumon.
Q: f konvex az (5, 7) intervallumon.

3.91. Adjuk meg az összes olyan függvényt, amelyik egyszerre konvex és kon-
káv az (1, 2) intervallumon! Van-e ezek közt szigorúan konvex vagy
szigorúan konkáv?

3.92. Tegyük fel, hogy f értelmezve van a (−1, 3) intervallumban. Mi a kö-
vetkező álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik?

P: f(1) ≤ f(0) + f(2)

2
Q: f konvex a (−1, 3) intervallumban.

3.93. Döntsük el, hogy konvex-e illetve konkáv-e a
√
x függvény a [0,∞)

intervallumban! Írjuk fel a megfelelő Jensen-egyenlőtlenséget. t1 =

. . . = tn =
1

n
súlyokkal!
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3.94. Vázoljuk az x10 függvény grafikonját, és az [1, 2] intervallum feletti

húrját! Írjuk fel az x10 függvény [1, 2] intervallum feletti húrjának az
egyenletét! Bizonýıtsuk be, hogy x10 ≤ 1023x−1022 minden x ∈ [1, 2]-
re!

3.95. Írjuk fel az sinx függvény
[π

6
,
π

2

]
feletti húrjának egyenletét!

Melyik nagyobb:
sin(π/6) + sin(π/2)

2
vagy sin

π/6 + π/2

2
?

3.96. Írjuk fel az log7x függvény [2, 4] feletti húrjának egyenletét!

Melyik nagyobb: log7 3 vagy
log7 2 + log7 4

2
?

Rajzoljunk függvénygrafikont úgy, hogy a függvény legyen

3.97. monoton növő [1, 2]-ben és monoton csökkenő [3, 4]-ben

3.98. monoton növő [1, 4]-ben és monoton csökkenő [3, 5]-ben

3.99. konvex [1, 4]-ben és konkáv [4, 5]-ben

3.100. konvex [1, 4]-ben és konkáv [2, 5]-ben

3.101. szigorúan monoton növő [1, 2]-ben, szigorúan monoton csökkenő [2, 4]-
ben, és legyen maximuma 2-ben

3.102. szigorúan monoton növő [1, 2]-ben, szigorúan monoton csökkenő [2, 4]-
ben, és legyen minimuma 2-ben

Rajzoljunk függvénygrafikont úgy, hogy a függvényre teljesüljön,
hogy

3.103. ∀x1 ∈ [1, 2] ∧ ∀x2 ∈ [1, 2] f(x1) = f(x2)

3.104. ∀x1 ∈ [1, 2] ∧ ∀x2 ∈ [1, 2] (x1 > x2 =⇒ f(x1) > f(x2))

3.105. ∀x1 ∈ [1, 2] ∧ ∀x2 ∈ [1, 2] (x1 > x2 =⇒ f(x1) ≤ f(x2))

3.106. ∀x1 ∈ [1, 2] ∧ ∀x2 ∈ [1, 2] ∃c ∈ [x1, x2] f(c) =
f(x1) + f(x2)

2
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3.107. ∃x1 ∈ [1, 2] ∧ ∃x2 ∈ [1, 2] ∀x ∈ [1, 2] f(x) 6= f(x1) + f(x2)

2

3.108. ∀x1 ∈ [1, 2] ∧ ∀x2 ∈ [1, 2] f

(
x1 + x2

2

)
>
f(x1) + f(x2)

2

3.109. ∀x1 ∈ [1, 2] ∧ ∀x2 ∈ [1, 2] f

(
1

4
x1 +

3

4
x2

)
<

1

4
f(x1) +

3

4
f(x2)

3.110. ∃x0 ∈ [1, 2] ∀x ∈ [1, 2] f(x) ≤ f(x0)

3.111. (∀x1 ∈ [1, 2] ∃x2 ∈ [1, 2] f(x1) < f(x2)) ∧ (∀x1 ∈ [1, 2] ∃x2 ∈ [1, 2]
f(x1) > f(x2))

3.112. Melyik függvény egy-egy értelmű ráképezés (bijekció) az egész szám-
egyenesen?

(a) x (b) x2

(c) x3 (d)
√
x

(e) 3
√
x (f)

√
|x|

(g)
1

x
(h) f(x) =

{
1/x ha x 6= 0
0 ha x = 0

3.113. Adjuk meg a következő függvények inverzeit! Rajzoljuk fel egy koordi-
nátarendszerbe az inverz párokat!

(a) x3 (b) x3 + 1

(c) 2x (d) 2x − 1

Adjunk meg olyan intervallumokat, ahol a függvény egy-egy értel-
mű (injekció)! Határozzuk meg a függvények inverzét ezeken az
intervallumokon!

3.114. x2 3.115.
√
x
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3.116. sinx 3.117. 2x

3.118. Keressünk olyan függvényeket, amelyek egyenlők az inverzükkel!

3.119. Mi a következő két álĺıtás logikai kapcsolata, azaz melyikből következik
a másik?

P: Az f függvény szigorúan monoton.
Q: Az f függvénynek van inverze.

3.120. Mutassuk meg, hogy az

f(x) =

{
x, ha x ∈ Q
−x ha x /∈ Q

függvény semmilyen intervallumon sem monoton, de a függvénynek van
inverze!

3.121. Keressünk inverz párokat a grafikonok között!

(a)

 

 

(b)

 
K1 0 1

 

K
1
2

 p

1
2

 p
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(c)

 

 

(d)

 

 

(e)

 

 

(f)

 

 

(g)

 

 

(h)

 

Kp K
1
2

 p
0 1

2
 p p

 

K1

1

3.122. Van-e olyan mindenütt értelmezett függvény, amelynek a grafikonja
szimmetrikus az

(a) x tengelyre? (b) y tengelyre?

3.123. Mi a következő álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik
a másik?
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P: Az f függvény monoton nő R-en.
Q: Minden x ∈ R esetén f(x+ 1) ≥ f(x)

3.124. Bizonýıtsuk be, hogy az f(x) =
1

x
+

1

x− 1
függvény a (0, 1) interval-

lumban minden értéket pontosan egyszer vesz fel!

3.125. Bizonýıtsuk be, hogy ha minden x ∈ R esetén f(x + 1) =
1 + f(x)

1− f(x)
,

akkor az f függvény periodikus!

3.126. Tegyük fel, hogy az f függvény páros. Lehet-e f -nek inverze?

3.127. Tegyük fel, hogy az f függvény páratlan. Következik-e ebből, hogy
f -nek van inverze?

3.128. Ábrázoljuk a következő f és g függvényeket! Határozzuk meg a g ◦ f
függvényt! Igaz-e, hogy a g függvény az f függvény inverze?

f(x) =


x, ha x < 0

1/2 ha x = 0

x+ 1 ha x > 0

és g(x) =


x, ha x < 0

0 ha 0 ≤ x < 1

x− 1 ha x ≥ 1

3.2. A határérték

3.129. Az ábrán látható f(x) függvény grafikonja alapján döntsük el, hogy
léteznek-e az alábbi határértékek, és ha igen, adjuk meg ezt az értéket!

 
0 1 2 3

 

1

(a) lim
x→1

f(x) (b) lim
x→2

f(x) (c) lim
x→3

f(x)
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3.130. Az ábrán látható f(x) függvény grafikonja alapján döntsük el, hogy
léteznek-e az alábbi határértékek, és ha igen, adjuk meg ezt az értéket!

 
K2 K1 0 1

 

K1

1

(a) lim
x→−2

f(x) (b) lim
x→−1

f(x) (c) lim
x→0

f(x)

3.131. Mely álĺıtások igazak az ábrán látható f(x) függvény grafikonja alap-
ján?

 
0 1

 

K1

1

(a) lim
x→0

f(x) létezik. (b) lim
x→0

f(x) = 0 (c) lim
x→0

f(x) = 1

(d) lim
x→1

f(x) = 1 (e) lim
x→1

f(x) = 0

(f) Az f(x) függvénynek a (−1, 1) nýılt intervallum minden pontjában
van határértéke.

3.132. Mely álĺıtások igazak az ábrán látható f(x) függvény grafikonja alap-
ján?
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0 1 2 3

 

K2

K1

1

(a) lim
x→2

f(x) nem létezik.

(b) lim
x→2

f(x) = 2

(c) lim
x→1

f(x) nem létezik.

(d) Az f(x) függvénynek a (−1, 1) nýılt intervallum minden pontjában
van határértéke.

(e) Az f(x) függvénynek az (1, 3) nýılt intervallum minden pontjában
van határértéke.

3.133. Mely álĺıtások igazak az ábrán látható f(x) függvény grafikonja alap-
ján?

 
K1 0 1 2

 

1

(a) lim
x→1+

f(x) = 1 (b) lim
x→0−

f(x) = 0

(c) lim
x→0−

f(x) = 1 (d) lim
x→0−

f(x) = lim
x→0+

f(x)

(e) lim
x→0

f(x) létezik. (f) lim
x→0

f(x) = 0

(g) lim
x→0

f(x) = 1 (h) lim
x→1

f(x) = 1
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(i) lim
x→1

f(x) = 0 (j) lim
x→2−

f(x) = 2

(k) lim
x→1−

f(x) nem létezik. (l) lim
x→2+

f(x) = 0

3.134. Írjuk fel logikai jelekkel az alábbi álĺıtásokat! Adjunk példát olyan függ-
vényekre, amelyekre igazak az álĺıtások!

(a) lim
x→3

f(x) = 4 (b) lim
x→4

f(x) =∞ (c) lim
x→5

f(x) = −∞

(d) lim
x→3+

f(x) = 4 (e) lim
x→3+

f(x) =∞ (f) lim
x→3+

f(x) = −∞

(g) lim
x→3−

f(x) = 4 (h) lim
x→3−

f(x) =∞ (i) lim
x→3−

f(x) = −∞

(j) lim
x→∞

f(x) = 4 (k) lim
x→∞

f(x) =∞ (l) lim
x→∞

f(x) = −∞

(m) lim
x→−∞

f(x) = 4 (n) lim
x→−∞

f(x) =∞ (o) lim
x→−∞

f(x) = −∞

3.135. Keressük meg azokat a függvényeket, amelyeknek létezik és ugyanaz a
határértéke 3-ban!

(a) 5 (b) 6

(c)

{
5, ha x 6= 3

6, ha x = 3
(d)

{
5, ha x ∈ Q
6, ha x /∈ Q

(e)
1

(x− 3)2
(f)

1

cos(x− 3)

(g)
1

sin(x− 3)
(h)

1

x− 3

Határozzuk meg az alábbi határértékeket behelyetteśıtéssel!

3.136. lim
x→3

5x 3.137. lim
x→0

5x

3.138. lim
x→1/7

(7x− 3) 3.139. lim
x→1

−2

7x− 3
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3.140. lim
x→−1

3x2(7x− 3) 3.141. lim
x→1

3x2

7x− 3

3.142. lim
x→π/2

x sinx 3.143. lim
x→π

cosx

1− π

Határozzuk meg az alábbi határértékeket a törtek egyszerűśıtése
után!

3.144. lim
x→5

x− 5

x2 − 25
3.145. lim

x→−3

x+ 3

x2 + 4x+ 3

3.146. lim
x→−5

x2 + 3x− 10

x+ 5
3.147. lim

x→2

x2 − 7x+ 10

x− 2

3.148. lim
t→1

t2 + t− 2

t2 − 1
3.149. lim

t→−1

t2 + 3t+ 2

t2 − t− 2

3.150. lim
x→9

√
x− 3

x− 9
3.151. lim

x→4

4x− x2

2−
√
x

3.152. lim
x→1

x− 1√
x+ 3− 2

3.153. lim
x→−1

√
x2 + 8− 3

x+ 1

3.154. lim
x→1

√
x− 1

x− 1
3.155. lim

x→0

√
1 + x2 − 1

x2

Határozzuk meg a következő trigonometrikus határértékeket!

3.156. lim
x→0

sinx

x
3.157. lim

x→0

1− cosx

x2

3.158. lim
ϑ→0

sin(ϑ
√

2)

ϑ
√

2
3.159. lim

t→0

sin kt

t

3.160. lim
y→0

sin 3y

4y
3.161. lim

h→0

h

sin 3h

3.162. lim
x→0

tg 2x

x
3.163. lim

t→0

2t

tg t

Határozzuk meg a következő határértékeket, ha léteznek!
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3.164. lim
x→0

x sinx 3.165. lim
x→0

sin
1

x

Határozzuk meg a következő függvények határértékeit a ∞-ben és
a −∞-ben!

3.166.
2x+ 3

5x+ 7
3.167.

2x2 − 7x+ 1√
x2 + 1 + 1

3.168.
2x3 − 7x

x3 + 1
3.169.

2x+ 3

5x2 + 7

3.170.
2x2 − 7x

x3 + 1
3.171.

x−1 + x−5

x−2 − x−3

Határozzuk meg az alábbi függvények (véges illetve végtelen) ha-
tárértékét a ∞-ben!

3.172.
2
√
x+ x−1

3x− 7
3.173.

2 +
√
x

2−
√
x

3.174.
2x3 − 7x

x2 + 1
3.175.

2x2 − 7x+ 1√
x3 + 3 + 7

3.176.
2x2 − 7x+ 1√
x4 + 1 + 1

3.177.
3
√

2x2 + 1 + 1√
x2 + 1 + 1

Számı́tsuk ki a következő féloldali határértékeket! Mindegyik fel-
adatnál számoljuk ki a másik oldali határértéket is!

3.178. lim
x→0+

1

3x
3.179. lim

x→0−

5

2x

3.180. lim
x→2−

3

x− 2
3.181. lim

x→3+

1

x− 3

3.182. lim
x→−8+

2x

x+ 8
3.183. lim

x→−5−

3x

2x+ 10

3.184. lim
x→7+

4

(x− 7)2
3.185. lim

x→0−

−1

x2(x+ 1)

Számı́tsuk ki a következő határértékeket!
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3.186. lim
x→∞

sinx

x
3.187. lim

x→∞

ex

x

3.188. lim
x→∞

lnx

x
3.189. lim

x→∞

x2

ex

Legyen k egy rögźıtett pozit́ıv egész szám. Számı́tsuk ki a követ-
kező határértékeket:

3.190. lim
x→∞

xk

ex
3.191. lim

x→∞

lnx
k
√
x

Van-e határértéke 0-ban a következő függvényeknek? Van-e félol-
dali határértékük ugyanitt?

3.192. [x] 3.193. {x}

3.194.

{
1, ha x ∈ Q
0, ha x /∈ Q

3.195.

{
x, ha x ∈ Q
−x, ha x /∈ Q

3.196. Mutassunk példát olyan mindenütt értelmezett függvényre, amelyiknek
pontosan 2 pontban van határértéke!

3.197. Van-e olyan mindenütt értelmezett függvény, amelyiknek végtelen sok
pontban végtelen a határértéke?

3.198. Bizonýıtsuk be, hogy ha f nem konstans, periodikus függvény, akkor
f -nek nincs határértéke végtelenben!

Van-e határértéke végtelenben a következő függvényeknek?

3.199. [x] 3.200. {x}

3.201. sinx 3.202. tg x

Mi a logikai kapcsolata a következő álĺıtásoknak, azaz melyikből
következik a másik?
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3.203. P: lim
x→∞

f(x) = 5 Q: lim
x→∞

f2(x) = 25

3.204. P: lim
x→∞

f(x) = −5 Q: lim
x→∞

|f(x)| = 5

3.205. P: lim
x→∞

f(x) =∞ Q: lim
x→∞

1

f(x)
= 0

3.206. Van-e határértéke az

(a) an = sin(nπ) sorozatnak? (b) f(x) = sinx függvénynek végte-
lenben?

(c) an =

[
1

n

]
sorozatnak? (d) f(x) = [x] függvénynek 0-ban?

Mi a logikai kapcsolata a következő álĺıtásoknak, azaz melyikből
következik a másik?

3.207. P: Az f(n) sorozat határértéke 5. Q: lim
x→∞

f(x) = 5.

3.208. P: Az f

(
1

n

)
sorozat határértéke

5.

Q: lim
x→0

f(x) = 5.

3.209. P: lim
x→∞

(f(x) + g(x)) =∞
Q: lim

x→∞
f(x)g(x) =∞

3.210. P: lim
x→∞

(f(x) + g(x)) =∞
Q: lim

x→∞
f(x) =∞ vagy lim

x→∞
g(x) =∞

3.211. P: lim
x→∞

f(x)g(x) =∞
Q: lim

x→∞
f(x) =∞ vagy lim

x→∞
g(x) =∞

3.212. Legyen f mindenütt értelmezett függvény! Mi a

P: lim
x→∞

f(x) = 0 Q: Az f(n) sorozat határértéke 0

álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik, ha
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(a) f tetszőleges? (b) f folytonos?

(c) f monoton? (d) f korlátos?

3.3. Folytonos függvények

3.213. Írjuk fel logikai jelekkel, hogy az f függvény folytonos 3-ban!

Mi a következő álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből követ-
kezik a másik?

3.214. P: Az f függvénynek van határértéke 3-ban.
Q: Az f függvény folytonos 3-ban.

3.215. P: Az f függvénynek nincs határértéke 3-ban.
Q: Az f függvény nem folytonos 3-ban.

3.216. Folytonosak-e 0-ban a következő függvények?

(a) D(x) =

{
1, ha x ∈ Q
0, ha x /∈ Q

(b) f(x) =

{
x, ha x ∈ Q
−x, ha x /∈ Q

3.217. Mutassunk példát olyan függvényre, amelyik pontosan 2 pontban foly-
tonos!

3.218. Az f , g : R → R függvények egy pontban eltérnek, mindenhol máshol
megegyeznek. Lehet-e mindkét függvény mindenhol folytonos?

3.219. Tegyük fel, hogy az f , g : R → R függvényeknek minden pontban
van véges határértékük és a határértékek meg is egyeznek. Következik-
e ebből, hogy f = g mindenhol? Mi a helyzet akkor, ha f is, g is
folytonos?

3.220. Mi a következő álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik
a másik?

P: Az f és g függvények folytonosak 3-ban.
Q: Az f + g függvény folytonos 3-ban.

3.221. Tegyük fel, hogy f folytonos, g pedig nem folytonos 3-ban. Lehet-e
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(a) f + g (b) fg

folytonos 3-ban?

3.222. Tegyük fel, hogy sem f , sem g nem folytonos 3-ban. Következik-e ebből,
hogy

(a) f + g (b) fg

sem folytonos 3-ban?

3.223. Tegyük fel, hogy f is, g is folytonos 3-ban. Következik-ebből, hogy az
f

g
függvény is folytonos 3-ban?

Hol folytonosak a következő függvények?

3.224.
x2 − 4

x+ 2
3.225.

x3 − 1

x− 1

3.226.
√
x 3.227. 3

√
x

3.228. Adjunk példát olyan f : R→ R függvényre, amelyik sehol nem folyto-
nos, de |f | mindenütt folytonos!

Milyen c szám megadása esetén lesznek a következő függvények
folytonosak a 0-ban?

3.229. f(x) =

{
x2 + 2 ha x ≥ 0
mx+ c ha x < 0

3.230. f(x) =

{
sinx

x
ha x 6= 0

c ha x = 0

3.231. f(x) =

{
x3 + x+ 1 ha x > 0
ax2 + bx+ c ha x ≤ 0

3.232. f(x) =

{ √
x+ 2 ha x ≥ 0

(x+ c)2 ha x < 0
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3.233. Bizonýıtsuk be, hogy minden 3-adfokú polinomnak van valós gyöke!

3.234. Tegyük fel, hogy az f pozit́ıv függvény folytonos [a, b]-ben. Bizonýıtsuk
be, hogy van olyan c ∈ [a, b], amelyre igaz, hogy

(a) f(c) =
f(a) + f(b)

2
(b) f(c) =

√
f(a)f(b)

3.235. Tegyük fel, hogy f folytonos [a, b]-ben, továbbá f(a) ≥ a és f(b) ≤ b.
Bizonýıtsuk be, hogy van olyan c ∈ [a, b], amire f(c) = c.

3.236. Tegyük fel, hogy f és g folytonosak [a, b]-ben, továbbá f(a) ≥ g(a) és
f(b) ≤ g(b). Bizonýıtsuk be, hogy van olyan c ∈ [a, b], amire f(c) =
g(c).

3.237. Tegyük fel, hogy f és g folytonosak [a, b]-n, és minden x ∈ [a, b] esetén
f(x) < g(x). Bizonýıtsuk be, hogy van olyan m > 0 szám, hogy minden
x ∈ [a, b] esetén g(x)− f(x) ≥ m.

3.238. Adjunk példát olyan f : [0, 1]→ R függvényre, amely egy pont kivéte-
lével folytonos és

(a) nem korlátos. (b) korlátos, de nincs legnagyobb
értéke.

Mi a következő álĺıtáspárok logikai kapcsolata, azaz melyikből kö-
vetkezik a másik?

3.239. P: f folytonos [1, 2]-n Q: f -nek van maximuma és minimuma [1, 2]-n

3.240. P: f folytonos (1, 2)-n Q: f -nek van maximuma és minimuma (1, 2)-n

3.241. P: f korlátos (1, 2)-n Q: f -nek van maximuma és minimuma (1, 2)-n

3.242. P: f korlátos [1, 2]-n Q: f -nek van maximuma és minimuma [1, 2]-n

Van-e olyan függvény, amelyik

3.243. nem folytonos [0, 1]-en, de [0, 1]-en van maximuma is és minimuma is?
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3.244. folytonos (0, 1)-en, és (0, 1)-en van maximuma is és minimuma is?

3.245. folytonos (0, 1)-en, de (0, 1)-en nincs sem maximuma, sem minimu-
ma?

3.246. folytonos [0, 1]-en, de [0, 1]-en nincs sem maximuma, sem minimuma?

Van-e maximuma a következő függvényeknek a [77, 888] intervallu-
mon?

3.247. 3x+5 sinx+
√
x 3.248. sin(2x) + cos(3x)

3.249. [x] 3.250. {x}

Jelölje D(f) az f függvény értelmezési tartományát, R(f) pedig az
értékkészletét! Van-e olyan függvény, amelyikre igaz, hogy

3.251. D(f) = (0, 1) és R(f) = [0, 1]

3.252. D(f) = [0, 1] és R(f) = (0, 1)

3.253. D(f) = [0, 1] és R(f) = [3, 4] ∪ [5, 6]

Van-e olyan monoton növő függvény, amelyikre igaz, hogy

3.254. D(f) = (0, 1) és R(f) = [0, 1]

3.255. D(f) = [0, 1] és R(f) = (0, 1)

3.256. D(f) = [0, 1] és R(f) = [3, 4] ∪ [5, 6]

Van-e olyan folytonos függvény, amelyikre igaz, hogy

3.257. D(f) = (0, 1) és R(f) = [0, 1]

3.258. D(f) = [0, 1] és R(f) = (0, 1)
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3.259. D(f) = [0, 1] és R(f) = [3, 4] ∪ [5, 6]

3.260. Bizonýıtsuk be, hogy (korlátos) zárt intervallumon folytonos függvény
értékkészlete (korlátos) zárt intervallum.

3.261. Bizonýıtsuk be, hogy ha az f függvény folytonos R-en, továbbá a határ-
értéke végtelenben is, és mı́nusz végtelenben is nulla, akkor f korlátos!

3.262. Bizonýıtsuk be, hogy ha az f függvény folytonos R-en, továbbá a ha-
tárértéke végtelenben is, és mı́nusz végtelenben is végtelen, akkor f -nek
van minimuma!

3.263. Bizonýıtsuk be, hogy az x sinx = 100 egyenletnek végtelen sok gyöke
van!

Hol folytonosak jobbról, hol folytonosak balról, illetve hol folyto-
nosak a következő függvények?

3.264. [x] 3.265. [−x]

3.266. [x] + [−x] 3.267. [x]− [−x]

Hol folytonosak a következő függvények?

3.268. f(x) =


cos

1

x
, ha x 6= 0

0 ha x = 0

3.269. f(x) =


x sin

1

x
, ha x 6= 0

0 ha x = 0

Egyenletesen folytonosak-e a következő függvények az adott inter-
vallumokban?

3.270. f(x) = x2 (−∞,∞), [−2, 2], (−2, 2)

3.271. f(x) =
1

x
(0,∞), [1, 2], (1, 2), [1,∞)



4. fejezet

A differenciálszámı́tás és alkalma-
zásai

4.1. Az f függvénynek pontosan akkor van érintője az a pontban, ha itt
deriválható. Ekkor az érintő egyenlete

y = f ′(a)(x− a) + f(a)

4.2. Ha az f(x) függvény deriválható az a pontban, akkor a függvény foly-
tonos az a pontban.

Ez a tétel nem ford́ıtható meg: például az f(x) = |x| függvény folytonos
0-ban, de itt nem deriválható!

4.3. Deriválási szabályok. Ha f és g deriválható a-ban, akkor

— tetszőleges c ∈ R esetén c · f deriválható a-ban és

(c · f)′(a) = c · f ′(a);

— f + g deriválható a-ban és

(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a);

— f · g deriválható a-ban és

(f · g)′(a) = f ′(a) · g(a) + f(a) · g′(a);

— g(a) 6= 0 esetén
f

g
deriválható a-ban, és

(
f

g

)′
(a) =

f ′(a) · g(a)− f(a) · g′(a)

g2(a)
.
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4.4. Láncszabály. Ha g deriválható a-ban, f deriválható g(a)-ban, akkor
f ◦ g deriválható a-ban és

(f ◦ g)′(a) = f ′(g(a)) · g′(a).

4.5. Inverz függvény deriváltja. Ha f folytonos és invertálható a körül,
a-ban deriválható, és f ′(a) 6= 0, akkor f−1 deriválható f(a)-ban és

(f−1)′(f(a)) =
1

f ′(a)
.

4.6. Középértéktételek.

— Rolle tétele. Ha f folytonos az [a, b] zárt intervallumon, deriválható
az (a, b) nýılt intervallumon és f(a) = f(b), akkor van olyan c ∈ (a, b),
amelyre f ′(c) = 0.

— Lagrange-középértéktétel. Ha f folytonos az [a, b] zárt interval-
lumon, deriválható az (a, b) nýılt intervallumon, akkor van olyan c ∈
(a, b), amelyre

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

A tétel geometriai jelentése az, hogy minden húrhoz található vele pár-
huzamos érintő.

— Cauchy-középértéktétel. Ha f és g folytonos az [a, b] zárt interval-
lumon, deriválható az (a, b) nýılt intervallumon, és x ∈ (a, b) esetén
g′(x) 6= 0, akkor van olyan c ∈ (a, b), amelyre

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

— Az integrálszámı́tás alaptétele. Ha f és g folytonos az [a, b] zárt
intervallumon, deriválható az (a, b) nýılt intervallumon és x ∈ (a, b)
esetén f ′(x) = g′(x), akkor f − g konstans függvény.

4.7. Darboux-tétel. Ha f deriválható (a, b)-ben, a-ban jobbról, b-ben
balról deriválható, akkor az f ′(x) deriváltfüggvény minden f ′+(a) és f ′−(b)
közötti értéket felvesz.

4.8. Monotonitás és derivált kapcsolata. Legyen f(x) folytonos [a, b]-n
és deriválható (a, b)-n.
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— Az f(x) függvény monoton nő [a, b]-n, akkor és csak akkor, ha minden
x ∈ (a, b) esetén f ′(x) ≥ 0.

— Ha minden x ∈ (a, b) esetén f ′(x) > 0, akkor f(x) szigorúan monoton
nő [a, b]-n.

Ez az álĺıtás nem ford́ıtható meg, például f(x) = x3 szigorúan monoton
nő de f ′(0) = 0.

— Az f(x) függvény szigorúan monoton nő [a, b]-n akkor és csak akkor,
ha minden x ∈ (a, b) esetén f ′(x) ≥ 0 és minden a < c < d < b esetén
f ′(x)-nek csak véges sok gyöke van (c, d)-ben.

4.9. Lokális szélsőérték és a derivált kapcsolata. Tegyük fel, hogy f(x)
deriválható a-ban.

— Ha f(x)-nek lokális szélsőértéke (maximum vagy minimum) van a-ban,
akkor f ′(a) = 0.

— Ha f(x) deriválható a egy környezetében, f ′(a) = 0 és f ′(x) előjelet
vált a-ban, akkor f(x)-nek lokális szélsőértéke van a-ban, mégpedig
− lokális (szigorú) maximuma, ha a-tól balra (f ′(x) > 0) f ′(x) ≥ 0,

és a-tól jobbra (f ′(x) < 0) f ′(x) ≤ 0,
− lokális (szigorú) minimuma, ha a-tól balra (f ′(x) < 0) f ′(x) ≤ 0,

és a-tól jobbra (f ′(x) > 0) f ′(x) ≥ 0.

— Ha f(x) kétszer deriválható a-ban, f ′(a) = 0 és f ′′(a) 6= 0, akkor f(x)-
nek lokális szélsőértéke van a-ban, mégpedig
− lokális szigorú maximuma, ha f”(a) < 0,
− lokális szigorú minimuma, ha f”(a) > 0.

4.10. Konvexitás és a derivált kapcsolata. Tegyük fel, hogy f(x) deri-
válható (a, b)-ben.

— f(x) akkor és csak akkor (szigorúan) konvex (a, b)-n, ha f ′(x) (szigorú-
an) monoton növő (a, b)-n.

— f(x) akkor és csak akkor (szigorúan) konkáv (a, b)-n, ha f ′(x) (szigo-
rúan) monoton csökken (a, b)-n.

— f(x)-nek a c ∈ (a, b) inflexiós pontja akkor és csak akkor, ha f ′(x)-nek
c-ben lokális szélsőértéke van.

4.11. L’Hospital szabály. Tegyük fel, hogy f és g deriválható a egy pon-
tozott környezetében, f -nek és g-nek van határértéke a-ban és vagy mindkét



4. A differenciálszáḿıtás és alkalmazásai 79

határérték 0 vagy mindkét határérték ∞, azaz a két függvény hányadosá-

nak határértéke kritikus. Ekkor ha létezik a lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
határérték, akkor

létezik a lim
x→a

f(x)

g(x)
határérték is, és

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
.

A fenti tétel a (pontozott) környezet értelemszerű módośıtásával érvényes
marad akkor is, ha a határértéket valamelyik végtelenben, illetve valamelyik
oldalról vizsgáljuk.

4.1. A derivált fogalma

4.1. Számı́tsuk ki a defińıció szerint
√
x és 3

√
x differenciálhányadosát az

x = a pontban! Hol van értelmezve, hol folytonos és hol differenciálható
a
√
x és a 3

√
x függvény? Adjuk meg a deriváltfüggvényeket!

4.2. Tegyük fel, hogy

lim
x→3

f(x)− f(3)

x− 3
= 4.

Következik-e ebből, hogy az f függvény folytonos 3-ban?

4.3. Tegyük fel, hogy az f függvény folytonos 3-ban. Következik-e ebből,
hogy a

lim
x→3

f(x)− f(3)

x− 3

határérték létezik és véges?

Számı́tsuk ki a következő határértékeket!

4.4. lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
4.5. lim

h→0

√
x+ h−

√
x

h

4.6. lim
h→0

1/(x+ h)− 1/x

h
4.7. lim

h→0

(x+ h)3 − x3

h
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4.8. lim
x→x0

x2 − x2
0

x− x0

4.9. lim
x→x0

√
x−√x0

x− x0

4.10. lim
x→x0

1/x− 1/x0

x− x0

4.11. lim
x→x0

x3 − x3
0

x− x0

Hol folytonosak, és hol differenciálhatók a következő függvények?

4.12. |x| 4.13.
∣∣x3
∣∣

4.14.
∣∣x2 − 1

∣∣ 4.15.
∣∣ 3
√
x
∣∣

Milyen b és c esetén lesznek a következő függvények differenciálha-
tók 3-ban? Adjuk meg a deriváltakat!

4.16. f(x) =

{
x ha x ≥ 3

bx2 − c ha x < 3

4.17. g(x) =

{
x2 ha x ≤ 3

b− cx ha x > 3

4.18. h(x) =

{
(1− x)(2− x) ha x ≥ −3

bx+ c ha x < −3

Hol differenciálhatók a következő függvények? Hol folytonosak a
deriváltfüggvények?

4.19. f(x) =

{
x sin

1

x
ha x 6= 0

0 ha x = 0

4.20. f(x) =

{
x2 sin

1

x
ha x 6= 0

0 ha x = 0

4.21. f(x) =
∣∣x3
∣∣

4.22. f(x) = {x} sinπx

4.23. f(x) = [x] sin2 πx
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4.24. f(x) =

{
−x2 ha x ≤ 0
x2 ha x > 0

4.25. f(x) =


1− x ha x < 1

(1− x)(2− x) ha 1 ≤ x ≤ 2

−(2− x) ha 2 < x

4.26. f(x) =

(
{x} − 1

2

)2

, ahol {x} az x törtrészét jelöli.

4.27. f(x) = [x] sinπx, ahol [x] az x egészrészét jelöli.

4.28. Melyik grafikon az f(x) = sin2 x függvényé és melyik a g(x) = |sinx|
függvényé?

(a)

 

 

(b)

 

 

Határozzuk meg a következő függvények első, második, . . . , n-edik
deriváltját!

4.29. x6 4.30.
1

x
4.31. sinx 4.32. cosx

4.2. Deriválási szabályok

Mi a következő álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből követ-
kezik a másik?

4.33. P: Az f függvény páros. Q: f ′ páratlan.

4.34. P: Az f függvény páratlan. Q: f ′ páros.
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Tegyük fel, hogy az f függvény differenciálható. Mi a következő
álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik?

4.35. P: Az f függvény periodikus. Q: Az f ′ függvény periodikus.

4.36. P: lim
x→∞

f(x) = 0 Q: lim
x→∞

f ′(x) = 0

4.37. P: lim
x→∞

f(x) =∞ Q: lim
x→∞

f ′(x) =∞

4.38. P: f differenciálható a-ban Q: lim
h→0

f(a+ h)− f(a− h)

2h
létezik.

Keressük meg azokat a helyeket, ahol a sinx függvény érintője pár-
huzamos az

4.39. x tengellyel; 4.40. az y = x egyenessel.

4.41. Adjuk meg cosx grafikonjának x =
π

3
pontbeli érintőjét!

4.42. Írjuk fel az f(x) = x3−2x2 + 3x+ 4 függvény érintőjének az egyenletét
az (1; 6) pontban!

4.43. Hol v́ızszintes a 2x3 − 6x2 + 8 függvény grafikonjának az érintője?

4.44. Adjuk meg 2x3 − 6x2 + 8 grafikonjának azokat az érintőit, amelyek az
x-tengellyel 45 fokos, illetve 30 fokos szöget zárnak be!

4.45. Milyen szögben metszi az x2 függvény grafikonja az y = 2x egyenest,
azaz mekkora a közös pontokban az érintő és az egyenes szöge?

4.46. Bizonýıtsuk be, hogy az x2 − y2 = a és xy = b görbék merőlegesen
metszik egymást, azaz a metszéspontokban az érintők merőlegesek.

4.47. Hol függőleges az érintője a 3
√

sinx függvény grafikonjának?

4.48. A következő két ábra egyikén a tg x, a másikon az x3 függvény szerepel.
Melyik rajzhoz melyik függvény tartozik?
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(a)

 

 

(b)

 

 

4.49. Egy autó út – idő függvényét az s(t) = 3t2 + 5t+ 8 függvény adja meg.
Határozzuk meg az autó pillanatnyi sebességét a t = 3 pillanatban!
Adjuk meg az autó sebesség – idő függvényét!

4.50. Egy autó sebesség – idő függvényét a v(t) = 5t+ 3 függvény adja meg.
Határozzuk meg az autó pillanatnyi gyorsulását a t = 7 pillanatban!
Adjuk meg az autó gyorsulás – idő függvényét!

4.51. Egy rezgő test kitérés – idő függvénye: y(t) = 5 sin t. Adjuk meg a test
sebesség – idő függvényét! Adjuk meg a test gyorsulás – idő függvényét!

Határozzuk meg a következő függvények értelmezési tartományát!
Deriváljuk a következő függvényeket, és határozzuk meg a derivál-
tak értelmezési tartományát!

4.52. 3x8 − 3

4
x6 + 2 4.53.

5x+ 3

2x− 1

4.54. x+
1

x
+
√
x 4.55. 3x2 −

3
√
x

5
+ 7

4.56.

√
x

√
x
√
x 4.57.

√
x+

√
x+
√
x

4.58. 4 sinx 4.59.
sinx+ cosx

3

4.60. sin
(
x22
)

4.61. (sinx)
22
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4.62.
sinx− x cosx

cosx+ x sinx
4.63. 4x3 tg(x2 + 1)

4.64.
sinx

cosx
4.65. sin

1

x

4.66. x sinx 4.67. (3x5 + 1) cos x

4.68. xx 4.69. x
√
x

4.70. x−x 4.71. e
√
x

4.72. x
√
x2 + 1 4.73. e−3x2

4.74. log4 x 4.75. logx 4

4.76. ln(lnx) 4.77.
1

2
ln
x+ 1

x− 1

4.78. ln
(
x+

√
x2 + 1

)
, (x > 1)

4.79. ln
(
ex +

√
1 + e2x2

)
4.80. 4 shx 4.81.

shx+ chx

3

4.82. sh
(
x22
)

4.83. (shx)
22

4.84.
shx− x chx

chx+ x shx
4.85. 4x3 th(x2 + 1)

4.86.
shx

chx
4.87. sh

1

x

4.88. x shx 4.89. (3x5 + 1) chx

4.90. log3 x · cosx 4.91.
sinx+ 2 lnx√

x+ 1

4.92.
x2ex − 3x lnx+ cosπ

x2 + 1
4.93. ln

(
sinx+ cos2 x

)
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4.94.
cos(3x) + 5

ln(sinx) + x2
4.95. (sinx)cos x

4.96. ln(sinx) 4.97. xtg x

Mutassuk meg, hogy a következő függvények invertálhatóak egy al-
kalmas intervallumon, és számı́tsuk ki az inverz deriváltját a meg-
adott helyen!

4.98. x+ sinx, a = 1 + π/2

4.99. 3x3 + x, a = 4

4.100. f(x) = x5 + x2 (x > 0), a = 2

4.101. −2x3 +
√
x, a = −1

Határozzuk meg a következő trigonometrikus függvények inverze-
inek a deriváltját!

4.102. arcsinx 4.103. arccosx

4.104. arctg x 4.105. arcctg x

Hol deriválható és mi a deriváltja a következő függvényeknek?

4.106. arcsin(cosx) 4.107. sin(arccosx)

4.108. arctg(sinx) 4.109. tg(arcsinx)

4.110. arsh(chx) 4.111. sh(archx)

4.112. arth(shx) 4.113. th(arshx)

Számı́tsuk ki a következő határértékeket, ha léteznek!
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4.114. lim
x→π/6

2 sinx− 1

6x− π
4.115. lim

x→π/2

sinx− 2/(πx)

cosx

4.116. lim
x→π/2

cosx

x− π/2
4.117. lim

x→0

ex − 1

x

Számı́tsuk ki a következő sorozatok határértékét, ha léteznek!

4.118. lim
n→∞

n

(√
n+ 1

n
− 1

)
4.119. lim

n→∞
n

(
cos

1

n
− 1

)

4.120. lim
n→∞

ne1/n − 1 4.121. lim
n→∞

n2 sin
1

n

(
n
√
e− 1

)

Számoljuk ki a következő függvények második deriváltját:

4.122. x3 + 2x2 + x+ 1 4.123. esin x

4.124. ln cosx 4.125. arctg
1

x

4.3. Középértéktételek, L’Hospital szabály

4.126. Van-e olyan függvény, amelyiknek a deriváltja a [−3, 5] intervallumon
[x], azaz x egész része?

4.127. Van-e olyan függvény, amelyiknek a deriváltja nem folytonos?

4.128. Legyen f(x) = arctg x, g(x) = arctg
1 + x

1− x
és h(x) = f(x)− g(x). Bi-

zonýıtsuk be, hogy h′(x) = 0. Következik-e ebből, hogy h(x) konstans
függvény? Számı́tsuk ki h(0)-t, és a lim

x→∞
h(x) határértéket! Magyaráz-

zuk meg az eredményt!

4.129. Tegyük fel,hogy f és g differenciálható függvények, továbbá f(0) ≥
g(0), és hogy minden x ∈ R esetén f ′(x) > g′(x). Bizonýıtsuk be, hogy
ekkor f(x) > g(x), ha x > 0.

Hány gyöke van a következő egyenleteknek?
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4.130. x3 + 2x+ 4 = 0 4.131. x5 − 5x+ 2 = 0

4.132. ex = 2x+ 2 4.133. sinx =
x

2

Számı́tsuk ki a következő határértékeket!

4.134. lim
x→∞

x
(π

2
− arctg x

)
4.135. lim

x→0

x

ln(1 + x)

4.136. lim
x→π/2

1− sinx

1 + cos 2x
4.137. lim

x→0+

x

sin
√
x

4.138. lim
x→0+

lnx

ctg x
4.139. lim

x→∞

x+ lnx

x+ 1

4.140. lim
x→−∞

x+ 1

e−x
4.141. lim

x→0

sinx− x
tg x− x

4.142. lim
x→0

x ctg x− 1

x2 4.143. lim
x→0

(
ctg x− 1

x

)

4.144. lim
x→0

(1 + x)
1/x

4.145. lim
x→0

(
sinx

x

)1/x2

4.146. lim
x→0

(
1 + ex

2

)ctg x

4.147. lim
x→∞

x3 + x2 + 1

ex

4.148. lim
x→∞

lnx√
x

4.149. lim
x→∞

x sin
1

x+ 1

4.150. lim
x→0

chx− cosx

x2
4.151. lim

x→∞

1 + arctg x

shx+ chx

4.152. Számoljuk ki a lim
x→0

sinx

x+ 1
határértéket!

Megoldás: A L’Hospital-szabály alkalmazásával:

lim
x→0

sinx

x+ 1
= lim
x→0

cosx

1
= 1

Mi a hiba?
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4.153. Számoljuk ki a lim
x→0

x+ 1

2x+ 2
határértéket!

Megoldás: A L’Hospital-szabály alkalmazásával:

lim
x→0

x+ 1

2x+ 2
= lim
x→0

1

2
=

1

2

Mi a hiba?

4.154. Számoljuk ki a lim
x→∞

sinx

x
határértéket!

Megoldás: A L’Hospital-szabály alkalmazásával:

lim
x→∞

sinx

x
= lim
x→∞

cosx

1
= lim
x→∞

cosx.

Ez a határérték nem létezik.

Mi a hiba?

4.4. Szélsőértékkeresés

Határozzuk meg következő függvények abszolút szélsőértékeit a
megadott intervallumokon!

4.155. x3 − 12x [−10; 3], [0; 3]

4.156. x3 + 2x5 [−1, 4], [2, 5], [−7, 3]

4.157. A vékony lencsék leképezési törvénye szerint

1

f
=

1

t
+

1

k
,

ahol f a lencse fókusztávolsága, t a tárgy távolsága a lencsétől és k a
képtávolság. Adott f fókusztávolság esetén mennyi legyen a tárgytá-
volság, hogy t+ k maximális, illetve minimális legyen?

4.158. A ferde haj́ıtásnál a földről α szögben v0 kezdősebességgel kilőtt test a
kilövés helyétől

2v2
0

g
sinα cosα

távolságra ér földet, ha a közegellenállástól eltekintünk. Milyen szögben
lőjük ki a testet, hogy a lehető legmesszebb repüljön?



4. A differenciálszáḿıtás és alkalmazásai 89

4.159. Az egyenlő szárú derékszögű háromszögbe ı́rható téglalapok közül me-
lyiknek a területe a legnagyobb? Na és melyiknek a kerülete a legna-
gyobb?

Itt béırt téglalapon olyan téglalapot értünk, amelynek két szomszédos
csúcsa az átfogón, a többi csúcsa a befogókon van.

4.160. Határozzuk meg egy adott a alkotójú egyenes körkúp alapkörének R
sugarát és m magasságát úgy, hogy a kúp térfogata maximális legyen!

4.161. A 16cm2 területű téglalapok közül melyiknek a kerülete minimális?
Mekkorák ennek az oldalai?

4.162. A 8 egység kerületű téglalapok közül miért a négyzetnek legnagyobb a
területe?

4.163. Legfeljebb mekkora lehet a derékszögű háromszög területe, ha az egyik
befogójának és az átfogójának az összege 10 cm?

4.164. Egy téglalap egyik oldala az x tengelyen fekszik, két felső csúcsa pe-

dig az y = 12 − x2 parabolán. Mikor maximális a területe egy ilyen
téglalapnak?

4.165. 8 x 15 dm-es kartonlapból téglalap alakú, nyitott dobozt késźıtünk úgy,
hogy a kartonlap sarkaiból egybevágó négyzeteket vágunk ki, majd fel-
hajtjuk az oldalakat. Milyenek legyenek a doboz méretei, ha azt sze-
retnénk elérni, hogy a lehető legnagyobb legyen a térfogata? Mekkora
lesz a maximális térfogat?

4.166. Hozzunk létre egy háromszöget a koordináta-rendszer első śıknegyedé-
ben úgy, hogy az x-, illetve y-tengely (a, 0), (0, b) koordinátájú pontjait
egy 20 egység hosszú egyenes szakasszal összekötjük. Mutassuk meg,
hogy a közbezárt háromszög területe akkor lesz a legnagyobb, ha a = b.

4.167. Egy farmon az állatok számára el kell keŕıteni egy téglalap alakú kará-
mot. A területet egyik oldalról folyó határolja, a másik három oldalon
egyszálas vezetéket kell kifesźıteni, amelybe aztán áramot vezetnek. A
rendelkezésre álló 800 méternyi vezetékkel mekkora területet lehet el-
keŕıteni, és milyen méretű lesz a maximális területű karám?

4.168. Határozzuk meg egy adott V térfogatú egyenes körhenger alapkörének
R sugarát és m magasságát úgy, hogy a henger felsźıne minimális le-
gyen!
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4.169. Egy borsóültetvény 216 m2-es téglalap alakú részét be kell keŕıteni,
majd a keŕıtés egyik oldalával párhuzamosan két egyenlő részre kell
osztani. Mekkorák legyenek a külső téglalap oldalai, hogy a lehető
legkevesebb keŕıtésfonatot kelljen felhasználni? Milyen hosszú keŕıtésre
van szükség?

4.170. Egy függőlegesen mozgó test magasságát az

s = −4, 9t2 + 30t+ 34

függvény adja meg, ahol s-t méterben, t-t másodpercben mérjük. Mek-
kora lesz

(a) a test sebessége a t = 0 időpontban;

(b) a legnagyobb magassága, és mikor éri azt el;

(c) a sebessége, amikor s = 0?

4.171. Janka a parttól 3 kilométerre egy csónakban ül, és szeretne eljutni a tőle
légvonalban 5 kilométerre lévő part menti faluba. 2 km/h sebességgel
tud evezni és 5 km/h sebességgel gyalogolni. Hol szálljon ki a csónakból,
hogy a lehető legrövidebb idő alatt érjen a faluba?

4.172. Két részecske helyzetét az s-tengelyen az s1 = cos t és s2 = cos(t+π/4)
függvények ı́rják le.

(a) Mekkora a részecskék legnagyobb távolsága?

(b) Mikor ütköznek össze?

4.5. Függvényvizsgálat

Tegyük fel, hogy f differenciálható R-en. Mi a következő álĺıtások
logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik?

4.173. P: f ′(a) = 0 Q: f -nek lokális szélsőértéke van a-ban

4.174. P: f ′(a) 6= 0 Q: f -nek nincs lokális szélsőértéke a-ban

4.175. P: f ′(x) ≥ 0 (3, 5)-ben Q: f monoton nő (3, 5)-ben
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4.176. P: f ′(x) > 0 (3, 5)-ben Q: f szigorúan monoton nő (3, 5)-ben

Tegyük fel, hogy f kétszer differenciálható R-en. Mi a következő
álĺıtások logikai kapcsolata, azaz melyikből következik a másik?

4.177. P: f ′′(a) > 0 Q: f -nek lokális minimuma van
a-ban

4.178. P: f ′(a) = 0 és f ′′(a) > 0 Q: f -nek lokális minimuma van
a-ban

4.179. P: f ′′(a) = 0 Q: f -nek inflexiós pontja van a-
ban

4.180. P: f ′′(a) = 0 Q: f -nek inflexiós pontja vagy lo-
kális szélsőértéke van a-ban

4.181. P: f ′′(x) ≥ 0 (3, 5)-ben Q: f konvex (3, 5)-ben

4.182. P: f ′′(x) > 0 (3, 5)-ben Q: f szigorúan konvex (3, 5)-ben

Milyen intervallumokon növekszik, illetve csökken, hol van lokális
szélsőértéke a következő függvényeknek?

4.183. f(x) = −x2 − 3x+ 23

4.184. f(x) = 2x3 − 18x+ 23

4.185. f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 + 23

4.186. f(x) = x
√

9− x2

4.187. f(x) = x2
√

5− x

4.188. f(x) =
x2 − 9

x− 2

Keressük meg a következő függvények lokális szélsőértékeit, és ha-
tározzuk meg a t́ıpusaikat!



4. A differenciálszáḿıtás és alkalmazásai 92

4.189. y = xe−x 4.190. y = 2 + x− x2

4.191. y = x3 − 6x2 + 9x− 4 4.192. y = x+ sinx

Végezzük el a következő függvények teljes függvényvizsgálatát!

4.193. f(x) = x+
1

x
4.194. f(x) = x− 1

x2

4.195. f(x) =
1

1 + x2
4.196. f(x) =

x

1 + x2

4.197. f(x) =
x+ 1

1 + x2
4.198. f(x) =

x3

x2 + 1

4.199. f(x) =
x3

x2 − 1
4.200. f(x) = x+

2x

x2 − 1

4.201. f(x) =
1

x2
− 1

(x− 12)
4.202. f(x) =

x
√

1− x
1 + x

Ábrázoljuk a következő függvényeket!

4.203. f(x) = 6− 2x− x2 4.204. f(x) = x3 − 3x+ 3

4.205. f(x) = x(6− 2x)2
4.206. f(x) = 1− 9x− 6x2 − x3

4.207. f(x) = (x− 2)3 + 1 4.208. f(x) = 1− (x+ 1)3

4.6. Elemi függvények

Végezzük el a következő függvények teljes függvényvizsgálatát!

4.209. x2n, n ∈ N+ 4.210. x2n+1, n ∈ N+
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4.211. x−2n, n ∈ N+ 4.212. x−(2n+1), n ∈ N+

4.213. 2n
√
x, n ∈ N+ 4.214. 2n+1

√
x, n ∈ N+

4.215. ax, (a > 1) 4.216. ax, (0 < a < 1)

4.217. loga x, (a > 1) 4.218. loga x, (0 < a < 1)

4.219. sinx 4.220. tg x

4.221. arcsinx 4.222. arctg x

4.223. shx =
ex − e−x

2
4.224. chx =

ex + e−x

2

4.225. arshx 4.226. archx

Számı́tsuk ki a következő értékeket!

4.227. 2
ln 100
ln 2 4.228.

(
1

9

)− log3 7

4.229. arcsin

√
3

2
4.230. arctg(−1)

4.231. arccos(cos(9π)) 4.232. sin

(
arcsin

1

3

)
4.233. tg(arctg 100) 4.234. arcsin(sin 3)

Periodikusak-e a következő függvények? Ha igen, adjunk meg egy
periódust!

4.235. tg(10x) 4.236. ctg(πx)

4.237. sin
x

5
4.238. cos

x

2
+ tg

x

3
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4.239. A következő függvények közül ábrázoltunk néhányat, keressük meg a
grafikonokhoz tartozó képleteket!

shx, chx, ex, e−x, log3 x, log0,5 x, ln(−x), x3, x−3

(a)

 

 

(b)

 

 

(c)

 

 

(d)

 

 

(e)

 

 

(f)
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4.240. A következő függvények közül ábrázoltunk néhányat, keressük meg a
grafikonokhoz tartozó képleteket!

sinx, cos 2x, 2 sinx, sin(x− 2), − cosx,

tg x, ctg x, sin2 x, |cosx|

(a)

 

Kp K
1
2

 p
0 1

2
 p p

 

K1

1

(b)

 

Kp K
1
2

 p
0 1

2
 p p

 

K1

1

(c)

 

Kp K
1
2

 p
0 1

2
 p p

 

1

(d)

 

Kp K
1
2

 p
0 1
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4.241. A következő függvényeket ábrázoltuk, keressük meg a grafikonokhoz
tartozó képleteket!

arcsinx, arccosx, arctg x, arcctg x

sin(arcsinx), arcsin(sinx), tg(arctg x), arctg(tg x)
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4.242. A következő függvényeket ábrázoltuk, keressük meg a grafikonokhoz
tartozó képleteket!
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sin(arccosx), arccos(sinx), cos(arcsinx), arcsin(cosx)

tg(arcctg x), arcctg(tg x), ctg(arctg x), arctg(ctg x)
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5. fejezet

Az egyváltozós Riemann-integrál

5.1. Alapintegrálok∫
xα dx =

1

α+ 1
xα+1 + C (α 6=

−1)

∫
1

x
dx = ln |x|+ C

∫
ax dx =

1

ln a
ax + C (a 6= 1)

∫
ex dx = ex + C∫

cosx dx = sinx+ C

∫
sinx dx = − cosx+ C∫

1

cos2 x
dx = tg x+ C

∫
1

sin2 x
dx = − ctg x+ C∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C

∫
1

1 + x2
dx = arctg x+ C∫

chx dx = shx+ C

∫
shx dx = chx+ C∫

1√
1 + x2

dx = arshx+ C

∫
1√

x2 − 1
dx = archx+ C

5.2. Integrálási szabályok

— Ha f -nek és g-nek van primit́ıv függvénye, akkor f + g-nek és c · f -nek
is van, nevezetesen∫

(f + g) =

∫
f +

∫
g,

∫
c · f = c

∫
f

— Ha F primit́ıv függvénye f -nek, akkor minden a, b ∈ R, a 6= 0 esetén∫
f(ax+ b) dx =

1

a
F (ax+ b) + C
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— Ha f deriválható és mindenütt pozit́ıv, akkor

∫
fα(x)f ′(x) dx =

fα+1(x)

α+ 1
+ C (α 6= −1)

— Ha f deriválható, és sehol sem nulla, akkor∫
f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ C

— Parciális integrálás:

Ha f és g deriválható, és fg′-nek van primit́ıv függvénye, akkor f ′g-nek
is, és ∫

f ′g = fg −
∫
fg′

— Integrálás helyetteśıtéssel:

Ha g(x) deriválható, f(y) értelmezett g(x) értékkészletén, és itt van
primit́ıv függvénye, akkor az f(g(x)) · g′(x) összetett függvénynek is
van primit́ıv függvénye és∫

f(g(x)) · g′(x) dx = F (g(x)) + C,

ahol F (y) az f(y) függvény egyik primit́ıv függvénye.

5.3. Newton-Leibniz formula. Ha f integrálható az [a, b] zárt interval-
lumon, létezik az F primit́ıv függvénye az (a, b) nýılt intervallumon, és F
folytonos az [a, b] zárt intervallumon, akkor

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a),

azaz az integrál megegyezik a primit́ıv függvény megváltozásával.

5.4. Integráltranszformáció. Ha f folytonos az [a, b] intervallumon, g :
[c, d]→ [a, b] folytonosan deriválható függvény és g(c) = a, g(d) = b, akkor

b∫
a

f(x) dx =

d∫
c

f(g(t))g′(t) dt.
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A fenti képlet előnye, hogy nem kell ismernünk a g helyetteśıtő függvény
inverzét, elég ha a c és d pontokat meghatározzuk.

5.5. A határozott integrál alkalmazásai.

— Függvénygörbe alatti terület. Ha f : [a, b] → R integrálható, és
sehol sem negat́ıv, akkor az

A = {(x; y) : x ∈ [a, b], 0 ≤ y ≤ f(x)}

śıkidomnak van területe, és

t(A) =

b∫
a

f(x) dx.

— Normáltartomány területe. Ha f és g két integrálható függvény
[a, b]-n, x ∈ [a, b] esetén g(x) ≥ f(x), akkor a

N = {(x; y) : x ∈ [a, b], f(x) ≤ y ≤ g(x)}

normáltartománynak van területe és

t(N) =

b∫
a

(g(x)− f(x)) dx

— Szektorszerű tartomány területe. Ha az S tartományt a polárko-
ordinátákkal megadott r = r(ϕ), ϕ ∈ [α, β] śıkgörbe és az origóból a
görbe két végpontjába húzott szakaszok határolják, és r(ϕ) integrálha-
tó, akkor az S śıkidomnak van területe, és

t(S) =
1

2

β∫
α

r2(ϕ) dϕ.

— Függvénygrafikon ı́vhossza. Ha az f függvény az [a, b] intervallu-
mon folytonosan deriválható, akkor a függvény grafikonjának van ı́v-
hossza, és

L =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.
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— Forgástest térfogata. Ha f : [a, b] → R integrálható és sehol sem
negat́ıv, akkor az

A =
{

(x; y; z) : a ≤ x ≤ b, y2 + z2 ≤ f2(x)
}

forgástestnek van térfogata és

V = π

b∫
a

f2(x) dx.

5.6. Majorizációs-elv vagy összehasonĺıtó kritérium. Ha f és g integ-
rálható [a,∞) minden korlátos zárt részintervallumán, és x ∈ [a,∞) esetén

|f(x)| ≤ g(x) és

∞∫
a

g(x) dx konvergens, akkor

∞∫
a

f(x) dx is (abszolút) konver-

gens.

5.7. Nagyságrendi kritérium vagy határérték összehasonĺıtó krité-
rium. Ha f és g pozit́ıv és integrálható [a,∞) minden korlátos zárt részin-
tervallumán,

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= L

létezik, és 0 < L <∞, akkor az

∞∫
a

f(x) dx és

∞∫
a

g(x) dx

improprius integrálok egyszerre konvergensek vagy divergensek.

A két fenti konvergencia-kritérium értelemszerűen megfogalmazható korlátos
intervallumokon vett improprius integrálok esetén is.
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5.1. Határozatlan integrál

5.1. A következő függvényeket a baloldali oszlopban, deriváltjaikat a jobb-
oldali oszlopban ábrázoltuk. Keressük meg őket!

x3 − 4x, x3, x+ sinx, tg x, e−x

(1)

K2 0 2

10

20 (A)

K10 0 10

1

2

(2)

K2 0 2

K10

10

(B) K2 2

K20

K10

(3)

K1 0 1

K2

2

(C)

K2 0 2

2,5

5,0
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(4)

K2 0 2

K2,5

2,5

(D)

K1 0 1

2

4

(5)

K10 0 10

K10

10

(E)

K2 0 2

10

20

Számı́tsuk ki a következő határozatlan integrálokat!

5.2.

∫
sin(x+ 3) dx 5.3.

∫
(1 + x+ 5x2) dx

5.4.

∫ √
x+ 2 dx 5.5.

∫
(sinx+ cosx)

2
dx

5.6.

∫
1

(x+ 2)3
dx 5.7.

∫
e2x+3 dx

Alapintegrálokra való visszavezetéssel. illetve lineáris helyetteśıtés
alkalmazásával számı́tsuk ki a következő határozatlan integrálokat!
Az eredményt minden esetben ellenőrizzük deriválással!
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5.8.

∫
x3/2 dx 5.9.

∫ (√
x+

1

x

)
dx

5.10.

∫
−5

x− 7
dx 5.11.

∫
x5 − 3x3 + x− 2

x2
dx

5.12.

∫
sin 2x+ 3 cosx dx 5.13.

∫
2x dx

5.14.

∫
e2x−3 dx 5.15.

∫
e−x + 3 cos

x

2
dx

Határozzuk meg a következő

∫
f ′

f
vagy

∫
faf ′ alakúra visszave-

zethető határozatlan integrálokat! Az eredményt minden esetben
ellenőrizzük deriválással!

5.16.

∫
x2

x3 + 1
dx 5.17.

∫
ln2 x · 1

x
dx

5.18.

∫
2x+ 1√
x2 + x+ 1

dx 5.19.

∫
x
√
x2 + 1 dx

5.20.

∫
x√

x2 + 1
dx 5.21.

∫
1

x lnx
dx

5.22.

∫
1

(1 + x2) arctg x
dx 5.23.

∫
sinx

cos2013 x
dx

A következő határozatlan integrálok nevezőjében másodfokú kifeje-
zések vannak. A megoldásban seǵıthet a parciális törtekre bontás,

az
f ′

f
alakok felismerése, illetve visszavezetés az

∫
1

1 + x2
dx alap-

integrálra. Az eredményt minden esetben ellenőrizzük deriválással!

5.24.

∫
1

2 + x2
dx 5.25.

∫
4

5 + 6x2
dx

5.26.

∫
1

4− x2
dx 5.27.

∫
1

4− 9x2
dx
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5.28.

∫
3

(x+ 3)(x+ 2)
dx 5.29.

∫
3

(x+ 3)(2− x)
dx

5.30.

∫
1

10− x2
dx 5.31.

∫
1

10 + x2
dx

5.32.

∫
x− 2

x2 − 2x+ 6
dx 5.33.

∫
x

x2 − 2x+ 6
dx

5.34.

∫
x2 + 1

x2 − 1
dx 5.35.

∫
x2 − 1

x2 + 1
dx

5.36.

∫
3x3 + 2x− 1

x2 − x− 6
dx 5.37.

∫
3x2 + 2x− 1

x2 − 2x+ 6
dx

5.38.

∫
x4 + 2

x2 + 1
dx 5.39.

∫
x4 − 2

x2 − 1
dx

Integráljuk a következő racionális törtfüggvényeket!

5.40.

∫
1

x3 + x2
dx 5.41.

∫
1

x3 + x
dx

5.42.

∫
x

x2 − 2x+ 5
dx 5.43.

∫
x

x2 − 2x− 3
dx

5.44.

∫
x+ 2

x− 1
dx 5.45.

∫
x2 + 2

x− 1
dx

5.46.

∫
x2 − 2

x+ 1
dx 5.47.

∫
3x2 + 2

x3 + 2x
dx

5.48.

∫
x+ 2

x2 + 2x+ 2
dx 5.49.

∫
2

(x− 1)2
dx

Alapintegrálokra való visszavezetéssel,

∫
f ′

f
vagy

∫
f ′fa alakok

felismerésével, illetve trigonometrikus azonosságok felhasználásával
számı́tsuk ki a következő határozatlan integrálokat! Az eredményt
minden esetben ellenőrizzük deriválással!
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5.50.

∫
sin2 x dx 5.51.

∫
cos2 2x dx

5.52.

∫
3

cos2 x
dx 5.53.

∫
4

sin2(3x− 5)
dx

5.54.

∫
5

cos2(1− x)
dx 5.55.

∫
tg x dx

5.56.

∫
(sinx+ cosx)2

sin2 x
dx 5.57.

∫
(sinx− cosx)2

cos2 x
dx

5.58.

∫
sin2 2x+ 1

cos2 x
dx 5.59.

∫ √
1 + sinx dx

Határozzuk meg parciális integrálással a következő határozatlan
integrálokat!

5.60.

∫
x cosx dx 5.61.

∫
x2 sinx dx

5.62.

∫
ex sinx dx 5.63.

∫
x2e−x dx

5.64.

∫
arctg x dx 5.65.

∫
x arctg x dx

5.66.

∫
x shx dx 5.67.

∫
x ln2 x dx

5.68.

∫
x ln

1 + x

1− x
dx 5.69.

∫
sin 3x · cos 4x dx

5.70. Helyes-e a következő parciális integrálás? Ha igen, akkor 0 = 1?

∫
1

x
· 1

lnx
dx = lnx · 1

lnx
−
∫

lnx ·
− 1

x
ln2 x

dx = 1 +

∫
1

x
· 1

lnx
dx

Határozzuk meg a következő határozatlan integrálokat a javasolt
helyetteśıtésekkel!
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5.71.

∫
xex

2

dx, t = x2

5.72.

∫
x2
√
x3 + 1 dx, t =

√
x3 + 1

5.73.

∫
x2

√
1− x2

dx, x = sin t

5.74.

∫
1√

x(1− x)
dx, x = sin2 t

5.75.

∫
1

sinx
dx, t = cosx

5.76.

∫
1

1 + cos2 x
dx, t = tg x

5.77.

∫
1

2x + 4x
dx, t = 2x

5.78.

∫
1

1 + sin2 x
dx, t = tg x

5.79.

∫
1

(1− x2)
√

1− x2
dx, x = sin t

5.80.

∫
1

(1 + x2)
√

1 + x2
dx, x = tg t

5.81.

∫
1

(1 + x2)
√

1 + x2
dx, x = sh t

5.82.

∫
1

(x+ 1)2(x− 2)3
dx, t =

x+ 1

x− 2

Számoljuk ki a következő határozatlan integrálokat helyetteśıtések-
kel!

5.83.

∫
(2x+ 1)ex

2+x+1 dx 5.84.

∫
cosx esin x dx

5.85.

∫
dx√

x(1− x)
5.86.

∫
x

(x2 + 1)2
dx
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5.87.

∫
ex + 2

ex + e2x
dx 5.88.

∫
1

ex + e−x
dx

5.89.

∫
2x + 3

2x + 22x
dx 5.90.

∫
1

cosx
dx

Számoljuk ki a következő határozatlan integrálokat!

5.91.

∫
1

(x+ 2)(x− 1)
dx 5.92.

∫
x+ 1

x2 + x+ 1
dx

5.93.

∫
cos3 x sin2 x dx 5.94.

∫
ex − e−x

ex + e−x
dx

5.95.

∫
1

ex + e−x
dx 5.96.

∫
x sin(x2 + 1) dx

5.97.

∫
1

1 +
√
x
dx 5.98.

∫
lnx dx

5.99.

∫
ln(x2 + 1) dx 5.100.

∫
1

(1 + x2) arctg x
dx

5.101.

∫
1

1 + cosx
dx 5.102.

∫
arctg x

1 + x2
dx

5.103.

∫
2x sin(x2 + 1) dx 5.104.

∫
e−3x − 2 sin(3x− 2) dx

5.105.

∫
(2x+ 2)(x2 + 2x)222 dx 5.106.

∫
ctg x dx

5.107.

∫
e2x

1 + ex
dx 5.108.

∫ √
2− x dx

5.109.

∫
1

1 +
√
x
dx 5.110.

∫
x2 lnx dx

5.111.

∫
(x2 + x) lnx dx 5.112.

∫ (
3 4
√
x+ 2

)
dx

5.113.

∫
sinx · cos3000 x dx 5.114.

∫
1

x lnx
dx
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5.115.

∫
3−2x dx 5.116.

∫ √
2− x2 dx

5.117.

∫
cosx · esin x dx 5.118.

∫
cos3 x

sin4 x
dx

5.119.

∫
1

sin2 x cos4 x
dx 5.120.

∫
cos5 x

sin3 x
dx

5.121.

∫
1

cos4 x
dx 5.122.

∫
cosx sin2 x dx

5.2. Határozott integrál

5.123. Ellenőrizzük, hogy a [−2, 4] intervallumban megadott pontok megfelelnek-
e a Riemann-integrál defińıciójában szereplő felosztásnak? Ha igen, ha-
tározzuk meg a felosztás finomságát!

(a) x0 = −2, x1 = −1, x2 = 0, x3 =
1

2
, x4 = 4

(b) x0 = −1, x1 = 2, x2 = 4

(c) x0 = −2, x1 = 4

(d) x0 = −2, x1 = x0 + 1, x2 = x1 +
1

2
, . . . , xn = xn−1 +

1

n

(e) x0 = −2, x1 = −1, 5, x2 = 3, x3 = 4

5.124. Finomı́tásai-e egymásnak a következő felosztások a [−2, 4] intervallum-
ban?

(a) F={-2; -1; 0; 4} Φ = {−2;−1; 0;
1

2
; 3; 4}

(b) F={-2; -1,5; 3; 4} Φ = {−2;−1; 0; 3; 4}

Határozzuk meg a következő függvények alsó és felső összegét az
adott felosztás esetén a [−2, 4] intervallumban!

5.125. f(x) =

{
1, ha x ∈ Q
0, ha x /∈ Q

, Φ = {−2, 1, 5, 4}



5. Az egyváltozós Riemann-integrál 110

5.126. x2, Φ = {−2,−1, 0, 4} 5.127. x2, Φ = {−2, 4}

5.128. [x], Φ = {−2,−1, 0, 4} 5.129. [x], Φ = {−2, 1, 5, 4}

5.130. Határozzuk meg az

f(x) =


0, ha 0 ≤ x < 1

2

1, ha
1

2
≤ x ≤ 1

függvény alsó és felső összegeinek halmazát a [0, 1] intervallum esetén!
Adjuk meg az alsó összegek szuprémumát és a felső összegek infimumát!

Riemann-integrálhatók-e a következő függvények a megadott I in-
tervallumokban?

5.131. f(x) = 5 I = [0, 1] 5.132. f(x) = −4 I = (−1, 2)

5.133. f(x) = [x] I = [2, 4] 5.134. f(x) = |x| I = [−2, 1]

5.135. f(x) =


1

x
, ha x 6= 0

0, ha x = 0

I = [0, 1]

5.136. D(x) =

{
1, ha x ∈ Q
0, ha x /∈ Q

I = [3, 5]

5.137. g(x) =

{
x, ha x ∈ Q
−x, ha x /∈ Q

I = [3, 5]

5.138. Bizonýıtsuk be, hogy ha minden x ∈ [a, b] esetén teljesül, hogy m ≤
f(x) ≤M , továbbá f integrálható [a, b]-n, akkor

m(b− a) ≤
b∫
a

f(x) dx ≤M(b− a).
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5.139. Bizonýıtsuk be, hogy ha minden x ∈ [a, b] esetén teljesül, hogy f(x) ≤
g(x), továbbá f és g integrálható [a, b]-n, akkor

b∫
a

f(x) dx ≤
b∫
a

g(x) dx.

Bizonýıtsuk be a következő egyenlőtlenségeket!

5.140. 0 ≤
2∫

1

1

x2 + ex
dx ≤ 1 5.141. 1 ≤

5∫
4

√
lnx+ 0, 2 dx ≤ 2

5.142. Legyen

f(t) = sgn t és G(x) =

x∫
−6

f(t) dt (x > −6).

Határozzuk megG(−4), G(0), G(1), G(6) értékét! Határozzuk megG(x)
deriváltját!

5.143. Legyen

f(t) =

1, ha t =
1

n
(n ∈ N+)

0 egyébként
és G(x) =

x∫
0

f(t) dt (x > 0).

Határozzuk meg a G(x) és G′(x) függvényeket!

5.144. Lehet-e sgnx valamilyen függvénynek az integrálfüggvénye [−1, 1]-en?
Van-e sgnx-nek primit́ıv függvénye (−1, 1)-en?

5.145. Legyen

F (x) =

{
x2, ha x 6= 0

0, ha x = 0
és g(x) =

{
F ′(x), ha x 6= 0

1, ha x = 0
.

Van-e g-nek primit́ıv függvénye? Integrálható-e a g függvény? Deriválható-
e a g függvény?
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Számı́tsuk ki a következő sorozatok határértékét!

5.146. lim
n→∞

sin
1

n
+ sin

2

n
+ · · ·+ sin

n

n
n

5.147. lim
n→∞

√
1 +
√

1 + · · ·+
√
n

n
√
n

5.148. lim
n→∞

3
√

1 + 3
√

2 + · · ·+ 3
√
n

n 3
√
n

5.149. lim
n→∞

n

n∑
i=1

(
i

n

)2

5.150. lim
n→∞

n

n∑
i=1

i

n2 + i2

5.151. lim
n→∞

n∑
i=1

(
ln n
√
n+ i− ln n

√
n
)

5.152. Legyen f korlátos függvény [0, 1]-ben, és tegyük fel, hogy

lim
n→∞

f

(
1

n

)
+ f

(
2

n

)
+ · · ·+ f

(n
n

)
n

= 5.

Következik-e ebből, hogy f integrálható [0, 1]-ben, és hogy

1∫
0

f(x) dx = 5?

5.153. Mi a következő két álĺıtás logikai kapcsolata, azaz melyikből következik
a másik?

P: Az f függvény integrálható [a, b]-n.
Q: Az |f | függvény integrálható [a, b]-n.

5.154. Számı́tsuk ki a

G(x) =

x2 sin
1

x
, ha x 6= 0

0, ha x = 0

függvény deriváltját! Bizonýıtsuk be ennek seǵıtségével, hogy az

f(x) =

cos
1

x
, ha x 6= 0

0, ha x = 0
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függvénynek van primit́ıv függvénye!

5.155. Tudjuk, hogy az

f(x) =

cos
1

x
, ha x 6= 0

0, ha x = 0

függvénynek van primit́ıv függvénye. Lehet-e primit́ıv függvénye a

g(x) =

cos
1

x
, ha x 6= 0

1, ha x = 0

függvénynek?

Határozzuk meg a következő függvények deriváltját!

5.156. H(x) =

x∫
2

1

ln t
dt. 5.157. L(x) =

ch x∫
2

1

ln t
dt.

Határozzuk meg a következő határértékeket!

5.158. lim
x→∞

lnx

x

x∫
2

1

ln t
dt 5.159. lim

x→∞

lnx

x

ch x∫
2

1

ln t
dt

Legyen f integrálható [−a, a]-n. Bizonýıtsuk be, hogy ha f

5.160. páros függvény, akkor

a∫
−a

f(x) dx = 2

a∫
0

f(x) dx,

5.161. páratlan függvény, akkor

a∫
−a

f(x) dx = 0.

Számı́tsuk ki a következő határozott integrálokat!
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5.162.

3∫
2

x2 dx 5.163.

6∫
4

45x+6 dx

5.164.

π∫
0

sinx dx 5.165.

4∫
3

x2 lnx dx

5.166.

0∫
−2π

sin2 x dx 5.167.

3∫
−2

3x4 + 4x3 − 2x+ 1

x2 + 1
dx

Határozzuk meg a következő határozott integrálokat a javasolt he-
lyetteśıtésekkel!

5.168.

√
3/2∫

1/2

x2

√
1− x2

dx, x = sin t

5.169.

5∫
2

x2
√
x3 + 1 dx, t =

√
x3 + 1

Határozzuk meg a következő határozott integrálokat helyetteśıté-
sekkel!

5.170.

2∫
1

3x + 2

3x + 32x
dx 5.171.

1∫
0

arctg x ·
√
x dx

5.172.

π/2∫
π/6

1

1 + tg x
dx 5.173.

2∫
1

52x

1 + 5x
dx

5.174. Számı́tsuk ki az

2∫
−2

sin9 x · ex
4

dx integrált!
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5.3. A határozott integrál alkalmazásai

5.175. Határozzuk meg a −x2 + 3 függvény grafikonja alatti területet!

5.176. Határozzuk meg a sin2 x függvény egy
”
huplija” alatti területet!

Határozzuk meg az f és g függvények grafikonja által bezárt tar-
tományok területét!

5.177. f(x) = x2, g(x) = −x+ 2

5.178. f(x) = −x2 + 2x, g(x) = −x

5.179. f(x) =
√

1− x2, g(x) = 0

5.180. f(x) =
√

1− x2, g(x) = −x

Határozzuk meg az adott görbék által bezárt területet!

5.181. x tengely, lnx grafikonja, x = e egyenes

5.182. x tengely, tg x grafikonja, x = π/4 egyenes

5.183. y tengely, x2 grafikonja, y = 3 egyenes

5.184. y tengely, ex grafikonja, y = 5 egyenes

5.185.
1

1 + x2
grafikonja,

x2

2
grafikonja

5.186. x2 grafikonja, y = x egyenes, y = −x+ 1 egyenes

5.187. x2 grafikonja, 2x2 grafikonja, y = x egyenes

5.188.
1

x
grafikonja, y = x egyenes, y = −2x+ 4, 5 egyenes
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5.189. Bizonýıtsuk be, hogy az ábrán látható parabolaszeletnek a területe,
amelyiknek a magassága m, és amelyet h hosszúságú húr határol, T =
2

3
mh.

h

m

Határozzuk meg a következő, polárkoordinátákkal megadott gör-
bék által határolt śıkidomok területét!

5.190. r = cosϕ 5.191. r = cos 2ϕ

5.192. r = cos 3ϕ 5.193. r =
1

1 +
1

2
cosϕ

, 0 ≤ ϕ ≤ π

2

Forgassuk meg a következő függvények grafikonjait az x tengely
körül a megadott I intervallumok felett! Számı́tsuk ki a keletkezett
forgástestek térfogatát!

5.194. e−x I = [0, 1] 5.195.
√
x I = [0, 1]

5.196. sinx I = [0, π] 5.197.
1

x
I = [1, 4]

Forgassuk meg a következő függvények grafikonjait az y tengely
körül a megadott intervallumokban! Számı́tsuk ki a keletkezett
forgástestek térfogatát!

5.198. e−x x ∈ [0, 1] 5.199.
√
x x ∈ [0, 1]

5.200. sinx x ∈ [0, π/2] 5.201.
1

x
x ∈ [1, 4]
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Forgassuk meg f és g grafikonját az x tengely körül az [x1, x2]
intervallumban, majd számoljuk ki azoknak a forgástesteknek a
térfogatát, amelyeket a megforgatott grafikonok, illetve az x = x1

és x = x2 śıkok határolnak!

5.202. f(x) = −x2 + 4 g(x) = −2x2 + 8 x1 = −2 x2 = 2

5.203. f(x) = sinx g(x) = −4x4 + 4 x1 = 0 x2 = 1

5.204. f(x) = ex g(x) =
1

x
x1 = 1 x2 = 2

5.205. f(x) = lnx g(x) = chx x1 = 1 x2 = 2

Számı́tsuk ki a következő függvénygrafikonok ı́vhosszát a megadott
I intervallumokon!

5.206.
√
x, I = [0, 1] 5.207. lnx, I = [

√
3,
√

8]

5.208. chx, I = [−1, 1] 5.209. x3/2, I = [0, 4]

Határozzuk meg az egyenesvonalú pályán mozgó pont által megtett
utat az adott időintervallumokban, ha a mozgó pont sebessége az
idő függvényében

5.210. v(t) = 5t2 t ∈ [0, 2] 5.211. v(t) = 3 sin 2t t ∈ [0, 2π]

Egy testet az x tengelyen az x tengely irányában ható F (x) erő
mozgat az x1 pontból az x2 pontba. Mekkora munkát végez az
erő?

5.212. F (x) = 2x, [x1, x2] = [0, 2]
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5.213. F (x) = 3 sinx, [x1, x2] = [0, π/4]

Egy 1 méter hosszúságú rudat az x tengelyre helyezünk úgy, hogy
a rúd bal végpontja az origó. Mekkora a rúd tömege, ha a sűrűsége
az origótól x távolságra %(x)?

5.214. %(x) = 2 + x 5.215. %(x) = 2 +
x2

1000

5.216. Határozzuk meg az előző feladatban a rudak tömegközéppontját!

5.217. Határozzuk meg az előző feladatban a rudak y tengelyre vonatkozó
tehetetlenségi nyomatékát!

5.218. Mekkora munkát kell végeznünk ahhoz, hogy az x tengely x0 pontjában
lévő q töltést az x tengely mentén a 2x0 pontba vigyük, ha az origóban
egy Q töltést rögźıtettünk?

5.219. Egy homogén rúd l hosszúságú, m tömegű. A rudat az x tengelyre
helyezzük úgy, hogy a rúd bal végpontja az origó. Mekkora erővel
vonzza ez a rúd a (0, y0) pontban lévő M tömegű anyagi pontot?

5.4. Improprius integrál

5.220. Milyen c esetén konvergens az

∞∫
1

1

xc
dx improprius integrál?

5.221. Milyen c esetén konvergens az

1∫
0

1

xc
dx improprius integrál?

5.222. Melyik álĺıtásból következik, hogy az
∞∫
1

f(x) dx improprius integrál kon-

vergens vagy az, hogy divergens?
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(a) ∀x ∈ [1,∞) |f(x)| < 1

x2
(b) f(x) >

1

x3

(c) ∀x ∈ [1,∞) |f(x)| > 1

x
(d) ∀x ∈ [1,∞) |f(x)| < 1

x

Konvergensek-e, és ha igen, mennyi az értékük az alábbi improprius
integráloknak!

5.223.

∞∫
3

2−x dx 5.224.

1∫
0

dx

x− 1

5.225.

∞∫
2

dx

x3 5.226.

7∫
0

dx

x3

5.227.

∞∫
1

dx√
x

5.228.

1∫
0

dx√
x

5.229.

2∫
1

dx

x lnx
5.230.

∞∫
2

dx

x lnx

5.231.

1∫
1
2

dx

x lnx 5.232.

1
2∫

0

dx

x lnx

5.233.

∞∫
1

dx

x+
√
x

5.234.

1∫
0

dx

x+
√
x

5.235.

1∫
0

dx√
1− x2

5.236.

∫ 1

0

lnx dx

5.237.

π/2∫
0

tg x dx 5.238.

+∞∫
−∞

dx

1 + x2

Döntsük el az alábbi improprius integrálokról, hogy konvergensek,
abszolút konvergensek vagy divergensek!
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5.239.

∞∫
1

dx√
x+ x2 5.240.

1∫
0

dx√
x+ x2

5.241.

∞∫
2

dx

x ln2 x
dx 5.242.

∞∫
1

dx√
x+ x3

5.243.

+∞∫
0

x2

x4 − x2 + 1
dx 5.244.

+∞∫
1

x+ 1√
x4 + 1

dx

5.245.

∞∫
1

x+ 1

x3 + x
dx 5.246.

1∫
0

dx√
x+ x3

5.247.

π/2∫
0

dx

sinx
5.248.

∞∫
0

e−x
2

dx

5.249.

∞∫
1

cosx

x2
dx 5.250.

∞∫
1

lnx

x2
dx

5.251.

∞∫
0

xe−x
2

dx 5.252.

∞∫
0

x2e−x
2

dx

5.253.

+∞∫
0

dx

x2
5.254.

+∞∫
1

cosx

x2
dx



6. fejezet

Numerikus sorok

6.1. Konvergenciakritériumok.

— Ha

∞∑
n=1

an konvergens, akkor an → 0.

— Sorok Cauchy-kritériuma. A

∞∑
n=1

an numerikus sor akkor és csak

akkor konvergens, ha

∀ε > 0 ∃n0 ∀n,m (n0 ≤ n ≤ m =⇒

∣∣∣∣∣
m∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣ < ε).

— Majoráns kritérium. Ha véges sok kivétellel minden n ∈ N+ esetén

|an| ≤ bn és

∞∑
n=1

bn konvergens, akkor a

∞∑
n=1

an sor abszolút konvergens.

— Nagyságrendi kritérium vagy határérték összehasonĺıtó krité-

rium. Ha
∞∑
n=1

an és

∞∑
n=1

bn két pozit́ıv tagú sor, valamint létezik a

lim
n→∞

an
bn

= c határérték és 0 < c < ∞, akkor a két sor egyszerre kon-

vergens vagy divergens.

— Hányadoskritérium. Ha lim
n→∞

|an+1|
|an|

létezik és értéke q, akkor q < 1

esetén a

∞∑
n=1

an sor abszolút konvergens, q > 1 esetén pedig divergens.

q = 1 esetén a hányadoskritériummal nem tudjuk eldönteni, hogy a sor
konvergens vagy divergens.
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— Gyökkritérium. Ha lim
n→∞

n
√
|an| létezik és értéke q, akkor q < 1

esetén a

∞∑
n=1

an sor abszolút konvergens, q > 1 esetén pedig divergens.

q = 1 esetén a gyökkritériummal nem tudjuk eldönteni, hogy a sor
konvergens vagy divergens.

— Integrálkritérium. Ha f egy monoton csökkenő pozit́ıv függvény

az [1,∞) félegyenesen, akkor a

∞∑
n=1

f(n) végtelen sor és a

∞∫
1

f(x) dx

improprius integrál egyszerre konvergens vagy divergens.

— Leibniz-kritérium. A

∞∑
n=1

(−1)nan numerikus sort Leibniz-t́ıpusú sor-

nak vagy röviden Leibniz-sornak nevezzük, ha az (an) sorozat monoton
csökkenően nullához tart.
A Leibniz-t́ıpusú sorok konvergensek.

6.1. Numerikus sorok konvergenciája

Írjuk fel a következő sorok n-edik részletösszegét! Határozzuk meg
a részletösszegek határértékét! Adjuk meg a sorok összegét!

6.1. 1 +
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2k
+ · · ·

6.2. 1 +
1

10
+

1

100
+ · · ·+ 1

10k
+ · · ·

6.3.
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

k · (k + 1)
+ · · ·

6.4.
1

1 · 4
+

1

4 · 7
+ · · ·+ 1

(3k − 2) · (3k + 1)
+ · · ·

6.5.
1

1 · 4
+

1

2 · 5
+ · · ·+ 1

k · (k + 3)
+ · · ·

Határozzuk meg a következő sorok összegét, ha konvergensek!
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6.6.
∞∑
n=1

4n

9n
6.7.

∞∑
n=1

5n

9n

6.8.
∞∑
n=1

4n + 5n

9n
6.9.

∞∑
n=1

2 · 4n

(−9)n

6.10.
∞∑
n=1

9n

4n + 5n
6.11.

∞∑
n=1

(−2)n

5n

6.12.
∞∑
n=1

3n

10n
6.13.

∞∑
n=1

4n

(−3)n

6.14. Konvergens-e a

∞∑
n=1

(−1)n sor?

6.15. Bizonýıtsuk be, hogy ha

∞∑
n=1

an konvergens, akkor lim
n→∞

an = 0 (lásd a

tagok 0-hoz tartásáról szóló konvergencia kritériumot).

6.16. Bizonýıtsuk be, hogy a

∞∑
n=1

1

n
harmonikus sor divergens.

Változhat-e egy végtelen sor konvergenciája, illetve összege, ha

6.17. a sorba új zárójeleket teszünk?

6.18. a sorba véges sok új tagot illesztünk?

6.19. a sorból zárójeleket veszünk ki?

6.20. a sorból véges sok tagot elhagyunk?

Igaz-e, hogy ha

6.21. an → 0, akkor

∞∑
n=1

an konvergens?
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6.22.
∞∑
n=1

an konvergens, akkor an → 0?

6.23. an → 1, akkor

∞∑
n=1

an divergens?

6.24.
∞∑
n=1

an divergens, akkor an → 1?

Hova tartanak a következő sorok tagjaiból álló sorozatok?
Konvergensek-e a sorok?

6.25.
∞∑
n=1

1

n+ 1
6.26.

∞∑
n=1

1

n2

6.27.
∞∑
n=1

1

n+ n2
6.28.

∞∑
n=1

2

n2

6.29.
∞∑
n=1

1

3n
6.30.

∞∑
n=1

1√
n

6.31.
∞∑
n=1

1
3
√
n

6.32.
∞∑
n=1

1
n
√

3

6.33.
∞∑
n=1

1
n
√

0, 01
6.34.

∞∑
n=1

1
n
√
n

6.35.
∞∑
n=1

sin(nπ) 6.36.
∞∑
n=1

cos(nπ)

6.37. Bizonýıtsuk be, hogy ha minden n pozit́ıv egész esetén an > 0, an ≤

bn ≤ cn, továbbá

∞∑
n=1

an = 7 és

∞∑
n=1

cn = 10, akkor

∞∑
n=1

bn konvergens!

6.38. Bizonýıtsuk be, hogy ha minden n pozit́ıv egész esetén an > 0, akkor
∞∑
n=1

an konvergens vagy végtelen.
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6.39. Tegyük fel, hogy

∞∑
n=1

an konvergens, és hogy minden pozit́ıv egész n

szám esetén bn < an. Következik-e ebből, hogy

∞∑
n=1

bn konvergens?

6.40. Tegyük fel, hogy

∞∑
n=1

an divergens, és hogy minden pozit́ıv egész n szám

esetén bn > an. Következik-e ebből, hogy

∞∑
n=1

bn divergens?

6.2. Pozit́ıv tagú sorok konvergenciakritéri-
umai

Döntsük el a majoráns kritérium seǵıtségével, hogy konvergensek-e
a következő sorok!

6.41.
∞∑
n=1

1

n+ 4
6.42.

∞∑
n=1

1

2n+ 1

6.43.
∞∑
n=1

1

n2 + 4
6.44.

∞∑
n=1

1

2n

6.45. Tegyük fel, hogy minden pozit́ıv egész n-re an > 0. Mit álĺıthatunk a
∞∑
n=1

an sor konvergenciáját illetően biztosan, ha

(a) lim
an+1

an
> 1; (b) lim

an+1

an
< 1; (c) lim

an+1

an
= 1?

Döntsük el a hányadoskritérium seǵıtségével, hogy konvergensek-e
a következő sorok!

6.46.
∞∑
n=1

1

n!
6.47.

∞∑
n=1

n2

n!
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6.48.
∞∑
n=1

3nn!

nn
6.49.

∞∑
n=1

2nn!

nn

6.50. Tegyük fel, hogy minden pozit́ıv egész n-re an > 0. Mit álĺıthatunk a
∞∑
n=1

an sor konvergenciáját illetően biztosan, ha

(a) lim n
√
an > 1 (b) lim n

√
an < 1 (c) lim n

√
an = 1

Döntsük el a gyökkritérium seǵıtségével, hogy konvergensek-e a
következő sorok!

6.51.
∞∑
n=1

n

2n
6.52.

∞∑
n=1

2n + 1

3n

6.53.
∞∑
n=1

(
1

2
+

1

n

)n
6.54.

∞∑
n=1

(
3

2
− 1

n

)n

6.55. Tegyük fel, hogy bn 6= 0 (n = 1, 2, 3, . . . ), továbbá lim
n→∞

an
bn

= c > 0.

Mit álĺıthatunk a

∞∑
n=1

an sor konvergenciáját illetően biztosan, ha

(a)

∞∑
n=1

bn konvergens. (b)

∞∑
n=1

bn divergens.

6.56. Tegyük fel, hogy bn 6= 0 (n = 1, 2, 3, . . . ), továbbá lim
n→∞

an
bn

= 0. Mit

álĺıthatunk a

∞∑
n=1

an sor konvergenciáját illetően biztosan, ha
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(a)

∞∑
n=1

bn konvergens. (b)

∞∑
n=1

bn divergens.

6.57. Tegyük fel, hogy bn 6= 0 (n = 1, 2, 3, . . . ), továbbá lim
n→∞

an
bn

=∞. Mit

álĺıthatunk a

∞∑
n=1

an sor konvergenciáját illetően biztosan, ha

(a)

∞∑
n=1

bn konvergens. (b)

∞∑
n=1

bn divergens.

Döntsük el ismert sorok nagyságrendjével való összehasonĺıtással
(ld. nagyságrendi kritérium), hogy konvergensek-e a következő so-
rok!

6.58.
∞∑
n=1

n2 + 4

n4 + 3n
6.59.

∞∑
n=1

2n3

n2 + 3

6.60.
∞∑
n=1

√
2n6

n2 + 3
6.61.

∞∑
n=1

3
√

3n9

√
n4 + 3

6.62. Tegyük fel, hogy

∞∫
1

f(x) dx = 5. Következik-e ebből, hogy

∞∑
n=1

f(n) = 5?

6.63. Tegyük fel, hogy az

∞∫
1

f(x) dx improprius integrál konvergens. Következik-

e ebből, hogy

∞∑
n=2

f(n) konvergens?

6.64. Tegyük fel, hogy f(x) > 0, és f(x) monoton csökken az (1,∞) interval-

lumban, továbbá

∞∫
1

f(x) dx = 5. Következik-e ebből, hogy

∞∑
n=2

f(n) = 5?
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6.65. Tegyük fel, hogy f(x) > 0 és f(x) monoton csökken az (1,∞) in-

tervallumban, továbbá az

∞∫
1

f(x) dx improprius integrál konvergens.

Következik-e ebből, hogy

∞∑
n=2

f(n) konvergens?

Döntsük el az integrálkritérium seǵıtségével, hogy konvergensek-e
a következő sorok!

6.66.
∞∑
n=2

1

n lnn
6.67.

∞∑
n=2

1

n4/5

Döntsük el, hogy konvergensek-e a következő sorok!

6.68.
∞∑
n=1

1

n+
√
n

6.69.
∞∑
n=1

4

n2 +
√
n

6.70.
∞∑
n=1

(−1)n
1√
n

6.71.
∞∑
n=1

(−1)n
1

n
√
n

6.72.
∞∑
n=1

n2

3n
6.73.

∞∑
n=1

(−1)n
n

√
1

2

6.74.
∞∑
n=1

n2

2n
6.75.

∞∑
n=1

(
1

2
− 1

n

)n

6.76.
∞∑
n=1

(
−2

3

)n
6.77.

∞∑
n=1

n!

nn

6.78.
∞∑
n=1

1000n

n!
6.79.

∞∑
n=2

1

n ln2 n

6.80.
∞∑
n=1

n10

3n − 2n
6.81.

∞∑
n=1

n

(
1

2

)n



6. Numerikus sorok 129

6.82.
∞∑
n=1

(−1)n
(
− 1

n

)n
6.83.

∞∑
n=1

(
−3

2

)n

6.84.
∞∑
n=1

(
n+ 200

2n+ 7

)n
6.85.

∞∑
n=1

n5 + 3

n3 − n+ 2

6.86.
∞∑
n=1

2n + 3n

5n
6.87.

∞∑
n=1

(−1)n
n

√
1

2

6.88.
∞∑
n=1

(
5

2

)n
6.89.

∞∑
n=1

(
2

5

)n

6.90.
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)
6.91.

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n

6.92.
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)
6.93.

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n

6.94.
∞∑
n=1

(n+ 1)3

3n
6.95.

∞∑
n=1

(−1)n
1

n
√
n2 + 1

6.96.
∞∑
n=1

n(n+ 5) 6.97.
∞∑
n=1

(√
n+ 1−

√
n
)

6.98. Tegyük fel, hogy

∞∑
n=1

an = A ∈ R és

∞∑
n=1

bn = B ∈ R, valamint c egy

valós szám. Következnek-e ebből az alábbi álĺıtások?

(a)

∞∑
n=1

c · an = c ·A (b)

∞∑
n=1

(an + bn) = A+B

(c)

∞∑
n=1

(an − bn) = A−B (d)

∞∑
n=1

(anbn) = AB

(e)

∞∑
n=1

an
bn

=
A

B
(bn 6= 0) (f)

∞∑
n=1

|an| = |A|



6. Numerikus sorok 130

6.3. Feltételes és abszolút konvergencia

6.99. Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok előjele váltakozik, akkor a
sor konvergens?

6.100. Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagokból álló sorozat monoton
csökken, akkor a sor konvergens?

6.101. Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok előjele váltakozik, és a
tagok abszolút értékeiből álló sorozat monoton csökken, akkor a sor
konvergens?

6.102. Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagokból álló sorozat monoton
csökkenve 0-hoz tart, akkor a sor konvergens?

6.103. Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok előjele váltakozik, és a tagok
abszolút értékeiből álló sorozat 0-hoz tart, akkor a sor konvergens?

Melyik sor Leibniz-sor? Melyik sor konvergens?

6.104. 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·

6.105. 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·

6.106. 1− 1

1 · 3
+

1

3 · 5
− 1

5 · 7
+ · · ·

6.107. 1− 1

2
+

1

4
− 1

8
+ · · ·

6.108. 1− 1√
2

+
1
3
√

3
− 1

4
√

4
+ · · ·

6.109. 1− 1

2 · 3
+

1

4 · 9
− 1

8 · 27
+ · · ·

Döntsük el, hogy konvergensek-e, illetve abszolút konvergensek-e a
következő sorok!
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6.110.
∞∑
n=1

(−1)n 6.111.
∞∑
n=1

(−2)n

6.112.
∞∑
n=1

(
−1

2

)n
6.113.

∞∑
n=1

(−1)n
1

n

6.114.
∞∑
n=1

(−1)n
1

2n+ 1
6.115.

∞∑
n=1

(−1)n
1

n · (n+ 1)

6.116.
∞∑
n=1

(−1)n
1

n3
6.117.

∞∑
n=1

(−1)n
1
5
√
n

6.118.
∞∑
n=1

(−1)n
1

n1,3
6.119.

∞∑
n=1

(−1)n
1

n0,3

6.120.
∞∑
n=1

sinn

n2
6.121.

∞∑
n=1

(sinn)2

n2

6.122. Változhat-e egy pozit́ıv tagú végtelen sor konvergenciája, illetve össze-
ge, ha

(a) a sorba új zárójeleket teszünk?

(b) a sorból zárójeleket veszünk ki?

(c) a sor tagjainak a sorrendjét átrendezzük?



7. fejezet

Függvénysorozatok és sorok

7.1. Az egyenletes konvergencia tulajdonságai.

— Folytonosság. Folytonos függvények egyenletesen konvergens soroza-
tának határértéke folytonos.

— Deriválhatóság. Ha a deriválható függvényekből álló fn sorozat pon-
tonként tart az f függvényhez, f ′n pedig egyenletesen tart egy g függ-
vényhez az (a, b) intervallumon, akkor ezen az intervallumon f derivál-
ható és f ′ = g, azaz

lim
n→∞

f ′n =
(

lim
n→∞

fn

)′
= f ′

— Integrálhatóság. Ha a Riemann-integrálható függvényekből álló fn
sorozat egyenletesen tart az f függvényhez az [a, b] intervallumon, ak-
kor az f függvény is integrálható, és integrálja megegyezik a sorozat
integráljainak határértékével, azaz

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dx =

b∫
a

(
lim
n→∞

fn(x)
)
dx =

b∫
a

f(x) dx

7.2. Egyenletes konvergencia Weierstrass-kritériuma. Ha a

∞∑
n=1

fn(x)

függvénysornak van a H halmazon konvergens numerikus majoránsa,
azaz van olyan (Mn) sorozat, hogy minden n ∈ N és x ∈ H esetén

|fn(x)| ≤Mn és

∞∑
n=1

Mn <∞,

akkor a

∞∑
n=1

fn(x) függvénysor abszolút és egyenletesen konvergens H-n.

7.3. Hatványsorok konvergenciatartománya.
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— A

∞∑
n=0

an(x − c)n hatványsor konvergenciatartománya egy olyan inter-

vallum, amelyik az esetleges végpontokat kivéve szimmetrikus a hat-
ványsor középpontjára, c-re.

A fenti tételbe beleértendő az az eset, amikor ez a tartomány az egész
számegyenes, illetve az egyedül a c pontból álló halmaz.

— Konvergenciasugár. Ha lim sup n
√
|an| = L, illetve ha lim sup

|an+1|
|an|

= L, akkor a konvergenciasugár

R =


1

L
ha 0 < L <∞

∞ ha L = 0

0 ha L =∞

— A konvergenciatartomány belsejében minden zárt intervallumon egyen-
letes a konvergencia és ı́gy lehet tagonként deriválni és integrálni.

7.4. Ha f akárhányszor deriválható a c pontban, akkor a

∞∑
n=0

f (n)(c)

n!
(x− c)n

hatványsort az f függvény c pontbeli Taylor-sorának nevezzük, a fenti sor-
ban szereplő

an =
f (n)(c)

n!

együtthatókat pedig Taylor-együtthatóknak.

7.5. Lagrange-maradék. Legyen az f függvény n + 1-szer deriválható a
[c, x] intervallumon. Ekkor van olyan d ∈ (c, x) szám, amelyre

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(c)

k!
(x− c)k +

f (n+1)(d)

(n+ 1)!
(x− c)n+1.

Ha az f függvény n + 1-szer deriválható az [x, c] intervallumon, akkor van
olyan d ∈ (x, c) szám, amelyre a fenti egyenlőség teljesül.

7.6. Egyenletesen korlátos deriváltú függvényt előálĺıt a Taylor-sora, azaz ha
az (a, b) intervallumon az f függvény akárhányszor deriválható, és megadható
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egy M szám úgy, hogy tetszőleges n ∈ N és x ∈ (a, b) esetén
∣∣∣f (n)(x)

∣∣∣ ≤ M ,

akkor minden c ∈ (a, b)-re a c-hez tartozó Taylor-sor előálĺıtja a függvényt az
egész (a, b) intervallumon.

7.7. Nevezetes Taylor-sorok.

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
ha x ∈ R;

sinx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!

ha x ∈ R;

cosx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

ha x ∈ R;

shx =

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!

ha x ∈ R;

chx =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!

ha x ∈ R;

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn ha |x| < 1 (Geometriai sor);

ln(1 + x) =

∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1

ha |x| < 1;

arctg x =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1

ha |x| < 1.

7.8. Fourier-sor.

— Ha f : R→ R periodikus 2π szerint és Riemann-integrálható a [0, 2π]-n,
akkor az

a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

trigonometrikus sort az f függvény Fourier-sorának nevezzük, ahol

a0 =
1

2π

2π∫
0

f(x) dx, an =
1

π

2π∫
0

f(x) cosnx dx, bn =
1

π

2π∫
0

f(x) sinnx dx

az f függvény Fourier-együtthatói.
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— Cantor tétele. Ha f(x) = a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx) [0, 2π]-n,

akkor az a0, an és bn együtthatók egyértelműen meghatározottak, az-
az egy függvényt csak egyféleképpen lehet trigonometrikus sorral elő-
álĺıtani. Ha a konvergencia egyenletes, akkor f(x) folytonos, és ez a
trigonometrikus sor az f Fourier-sora.

— Pontonkénti konvergencia. Ha az f(x) függvény 2π szerint periodi-
kus és szakaszonként folytonosan deriválható, akkor az f(x) függvény
Fourier-sora mindenütt konvergens, az f(x) függvény folytonossági he-
lyein a Fourier-sor előálĺıtja a függvényt, a szakadási helyeken pedig
a függvény bal-, és jobboldali határértékének a számtani közepe, azaz
minden x ∈ R esetén

a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =
f(x+) + f(x−)

2

7.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia

Hol konvergensek és mi a pontonkénti határértékük az alábbi függ-
vénysorozatoknak? Milyen intervallumokban egyenletes a konver-
gencia?

7.1. fn(x) = xn 7.2. fn(x) = xn − xn+1

7.3. fn(x) =
x

n
7.4. fn(x) =

xn

n!

7.5. fn(x) =
n
√

1 + x2n 7.6. fn(x) = n
√
|x|

7.7. fn(x) =

√
x+

1

n
7.8. fn(x) =

√
x2 +

1

n2

7.9. fn(x) =
sinx

n
7.10. fn(x) = sin

x

n

7.11. fn(x) =

1, ha x =
1

n
0, egyébként

7.12. fn(x) =

1, ha 0 < x <
1

n
0, egyébként
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Mi a következő álĺıtáspárok logikai kapcsolata, azaz melyikből kö-
vetkezik a másik?

7.13. P: ∀x ∈ [a, b] lim
n→∞

fn(x) = 5

Q: ∀n ∈ N lim
x→∞

fn(x) = 5

7.14. P: ∀x ∈ [a, b] lim
n→∞

fn(x) = f(x)

Q: ∀x ∈ [a, b] lim
n→∞

(fn(x)− f(x)) = 0

7.15. P: fn pontonként konvergál I-n. Q: fn egyenletesen konvergál I-n.

7.16. Bizonýıtsuk be, hogy az fn(x) = cos nx függvénysorozat konvergens
az x = 2kπ (x ∈ Z) pontokban. Konvergens-e a függvénysorozat az
x = kπ (x ∈ Z) pontokban?

7.17. Adjunk meg 3 különböző függvénysorozatot úgy, hogy mindhárom függ-
vénysorozat konvergáljon az azonosan 5 függvényhez [0, 1]-en!

7.18. Megadható-e olyan függvénysorozat, amelyik [0, 1]-en az azonosan 5
függvényhez konvergál, és a függvénysorozat egyetlen tagja sem folyto-
nos [0, 1]-en?

7.19. Adjunk példát olyan függvénysorozatra, amelynek minden tagja min-
den pontban szakad a [0, 1] intervallumban, de a függvénysorozat egyen-
letesen tart egy [0, 1]-ben folytonos függvényhez!

7.20. Adjunk példát olyan függvénysorozatra, amelynek minden tagja min-
den pontban folytonos, és a függvénysorozat az

f(x) =

{
1, ha x = 5

0, egyébként

függvényhez tart! Lehet-e a konvergencia egyenletes?

7.21. Adjunk meg 3 különböző függvénysorozatot úgy, hogy mindhárom függ-
vénysorozat egyenletesen konvergáljon a

D(x) =

{
1, ha x ∈ Q
0, egyébként
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Dirichlet-függvényhez [0, 1]-en! Állhatnak-e az előbbi függvénysoroza-
tok csak folytonos függvényekből?

7.22. Legyen fn(x) = n2(xn−1 − xn). Bizonýıtsuk be, hogy

(a) ∀x ∈ [0, 1] lim
n→∞

fn(x) = 0

(b) lim
n→∞

1∫
0

fn(x) dx 6= 0

(c) [0, 1]-en az fn függvénysorozat nem tart egyenletesen az azonosan
0 függvényhez.

7.23. Legyen fn(x) =

√
x2 +

1

n
. Bizonýıtsuk be, hogy

(a) ∀n fn(x) differenciálható 0-ban.

(b) lim
n→∞

fn(x) = |x|

(c) fn egyenletesen konvergál |x|-hez.

(d) |x| nem differenciálható 0-ban.

7.24. Melyik függvényhez konvergál az fn(x) = xn−xn+1 függvénysorozat a
[0, 1] intervallumon? Egyenletes-e a konvergencia?

Alkalmazzuk a Weierstrass-kritériumot, azaz keressünk olyan kon-
vergens numerikus sorokat, amelyek tagonként nagyobbak a függ-
vénysor tagjainak abszolút értékénél, és ezzel bizonýıtsuk, hogy a
függvénysorok egyenletesen konvergensek!

7.25.
∞∑
n=1

1

n2 + n4x2n
7.26.

∞∑
n=1

1

n2
sinn x

Konvergensek-e, illetve egyenletesen konvergensek-e R-en a követ-
kező függvénysorok?

7.27.
∞∑
n=1

1

x2 + n2
7.28.

∞∑
n=1

(xn − xn−1)
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7.29.
∞∑
n=1

(−1)n

x4 + 2n
7.30.

∞∑
n=1

(arctg(n+ 1)x− arctg (nx))

7.31.
∞∑
n=1

sinnx

n!
7.32.

∞∑
n=1

2nxn

7.33.
∞∑
n=1

1

n2[1 + (nx)2]
7.34.

∞∑
n=1

sinnx

n2

7.35.
∞∑
n=1

cosnx

n! + 2n
7.36.

∞∑
n=1

1

xn

7.37.
∞∑
n=1

x4

x4 + 2n
7.38.

∞∑
n=1

(−1)n

x6 + 3n

7.39. Hol konvergens a
∞∑
n=1

xn függvénysor? Egyenletes-e a konvergencia a

konvergenciatartományban?

7.40. Egyenletesen konvergens-e a

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1
függvénysor?

7.2. Hatványsorok, Taylor-sor

7.41. Konvergens-e

∞∑
n=0

(2n + 3n)xn hatványsor x =
1

6
, x = 0, 3, x =

1

2
,

x = 1 esetén?

Milyen x esetén konvergensek a következő hatványsorok?

7.42.
∞∑
n=0

n!

nn
xn 7.43.

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n2

7.44.
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2

xn 7.45.
∞∑
n=1

nxn
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7.46.
∞∑
n=1

xn

n
7.47.

∞∑
n=1

xn

n7

Határozzuk meg a következő hatványsorok konvergenciasugarát!

7.48.
∞∑
n=0

n2xn 7.49.
∞∑
n=1

xn

n2

7.50.
∞∑
n=1

1000n

n!
(x− 2)n 7.51.

∞∑
n=1

(n− 1)!

nn
(x− 3)n

7.52.
∞∑
n=1

n

2n
xn 7.53.

∞∑
n=1

(x+ 4)n

7.54.
∞∑
n=1

(x+ 5)n

n · 2n
7.55.

∞∑
n=1

(x− 6)n

n!

7.56.
∞∑
n=1

n!(x+ 7)n 7.57.
∞∑
n=1

(x+ 1)n√
n

7.58.
∞∑
n=1

1000n

n2 + 1
xn 7.59.

∞∑
n=1

2n + 3n

nn
xn

7.60.
∞∑
n=1

xn

n · 3n
7.61.

∞∑
n=1

xn

nn

7.62.
∞∑
n=1

2nxn 7.63.
∞∑
n=1

(−1)n+1 x
n

√
n

7.64.
∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
xn 7.65.

∞∑
n=0

n!xn

Igazak-e a következő álĺıtások?

7.66.

0,3∫
−0,2

( ∞∑
n=0

xn

)
dx =

∞∑
n=1

 0,3∫
−0,2

xn dx


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7.67.

3∫
−2

( ∞∑
n=0

xn

)
dx =

∞∑
n=1

 3∫
−2

xn dx


7.68. ∀x ∈ R− re

( ∞∑
n=0

1

n+ 1
xn+1

)′
=

1

1− x

7.69. ∀ |x| < 1− re

( ∞∑
n=0

1

n+ 1
xn+1

)′
=

1

1− x

Határozzuk meg a következő hatványsorok konvergenciasugarát! A
konvergenciatartomány belsejében adjuk meg az összegfüggvénye-
ket!

7.70. 1 + x+ x2 + x3 + · · · 7.71. 1− x+ x2 − x3 + · · ·

7.72. x+
x2

2
+
x3

3
+ · · · 7.73. 1− x2 + x4 − x6 + x8 − · · ·

7.74. x+
x3

3
+
x5

5
+ · · · 7.75. x+ 2x2 + 3x3 + · · ·

Hol konvergensek a következő függvénysorok? Adjuk meg az
összegfüggvényeket!

7.76.
∞∑
n=0

(sinx)n 7.77.
∞∑
n=1

(1 + x2)n

7.78.
∞∑
n=1

(
1

0, 1 + 0, 2 cos2 x

)n
7.79.

∞∑
n=1

1

2nxn

Számı́tsuk ki a következő hatványsorok konvergenciasugarát és
összegét:

7.80. f(x) =

∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)
7.81.

∞∑
n=0

xn

n+ 1
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7.82. f(x) =

∞∑
n=1

nxn 7.83.
∞∑
n=1

n2xn

7.84. f(x) =

∞∑
n=1

n(n+ 1)xn 7.85.
∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1

Adjuk meg a következő függvények a = 0 körüli Taylor-sorát! Ha-
tározzuk meg a konvergenciatartományokat! Előálĺıtja-e sor a függ-
vényt a konvergenciatartományban?

7.86. ex 7.87. e2x

7.88. e−x 7.89. e−x
2

7.90. shx 7.91. chx

7.92.
1

1− x 7.93.
1

1 + x

7.94.
1

1 + x2 7.95.
x3

1− x2

7.96. ln(1 + x) 7.97. arctg x

7.98.
1

2 + x
7.99. f(x) =

1

1 + x+ x2

7.100. sinx 7.101. cosx

7.102. sin(2x) 7.103. cosx2

7.104. sin2 x 7.105. cos2 x

Legyen f : R → R, 0-ban akárhányszor differenciálható függ-
vény. Igazak-e a következő álĺıtások? A választ minden esetben
indokoljuk meg!
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7.106. f Taylor-sora mindig feĺırható.

7.107. f Taylor-sora minden valós x helyen konvergens.

7.108. Ha f Taylor-sora konvergens egy x0 pontban, akkor abban a pontban
a Taylor-sor összege f(x0).

7.109. Ha egy
∞∑
n=0

anx
n sor előálĺıtja az f függvényt, akkor ez a hatványsor

megegyezik f Taylor-sorával.

7.110. Ha f(x) Taylor-sora
∞∑
n=0

anx
n, akkor minden valós x esetén

∞∑
n=0

anx
n =

f(x).

7.111. Számı́tsuk ki 10−2 pontossággal sin 1 illetve e értékét!

7.112. Számı́tsuk ki az 1− π2

2
+
π4

4!
− π6

6!
+ · · ·+ (−1)n

π2n

(2n)!
+ . . . összeget!

7.113. Bizonýıtsuk be, hogy az f(x) =

∞∑
k=0

x3k

(3k)!
függvény kieléǵıti az f ′′′(x) =

f(x) egyenletet!

7.114. Írjuk fel az f(x) =

x∫
0

e−t
2

dt Taylor-sorát! Számı́tsuk ki

1∫
0

e−x
2

dx

értékét két tizedesjegy pontossággal!

7.115. Bizonýıtsuk be, hogy az e szám irracionális!

Számı́tsuk ki a keresett deriváltakat az x = 0 helyen!

7.116.

(
1

1− x

)(135)

7.117.
(
ex

2
)(136)

7.118. (arctg x)(356) 7.119. (arctg x)(357)
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7.120. Írjuk fel az f(x) = tg x függvény harmadik Taylor-polinomját a 0-
ban.

7.121. A fonálinga mozgását léıró törvényben a sinx függvényt az x függ-
vénnyel közeĺıtik. Mekkora lesz legfeljebb az elkövetett hiba, ha a kité-
rés szöge legfeljebb 5◦ < 0, 1 radián?

7.122. Hány tagot vegyünk figyelembe sinx Taylor-sorából, ha azt akarjuk,

hogy |x| < 0, 1 esetén a hiba legfeljebb 10−6 legyen?

7.123. Hány tagot vegyünk figyelembe sinx Taylor-sorából, ha azt akarjuk,
hogy

|x| < 1 <
π

3
(= 60◦) esetén a hiba legfeljebb 10−3 legyen?

7.124. Fejtsük hatványsorba az f(x) = x2 + x+ 1 függvényt

(a) 0-körül; (b) 1-körül.

7.125. Fejtsük hatványsorba az f(x) =
1

2 + x
függvényt

(a) 0-körül; (b) 1-körül.

7.3. Trigonometrikus sorok, Fourier-sor

Álĺıtsuk elő az alábbi függvények Fourier-sorát!

7.126. sin2 x 7.127. cos2 x

Fejtsük Fourier-sorba a (−π, π) intervallumon az alábbi függvénye-
ket:

7.128. f(x) = sgnx −π < x < π

7.129. f(x) =

{
1 ha 0 < x < π
0 ha − π < x < 0
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7.130. f(x) = | sgnx| −π < x < π

A fenti három függvény megegyezik a (0, π) intervallumon!

7.131. f(x) = x −π < x < π

7.132. f(x) = |x| −π < x < π

Az előző két függvény megegyezik a (0, π) intervallumon!

7.133. f(x) =

{
x2 ha 0 < x < π
−x2 ha − π < x < 0

7.134. Legyen most f(x) az a 2π szerint periodikus függvény, amelyikre f(x) =
π − x

2
, ha x ∈ (0, 2π) és f(0) = 0. Ezt a függvényt fűrészfog-függvénynek

is nevezik.

(a) Fejtsük Fourier-sorba az f(x) függvényt a (0, 2π) nýılt intervallu-
mon.

(b) Számoljuk ki a

∞∑
n=0

(−1)n
1

2n+ 1
numerikus sor összegét.

7.135. Legyen f az a periodikus függvény, amelyre f(x) = x2, ha x ∈ [−π, π].

(a) Fejtsük Fourier-sorba az f(x) függvényt a [−π, π] intervallumon.

(b) Számoljuk ki a

∞∑
n=1

1

n2
numerikus sor összegét.

Kirajzoltuk néhány előző feladat függvényeit és a 10-edik ( egynél
az 5-ödik ) Fourier közeĺıtéseit. Melyek ezek a függvények?

7.136.

x
K4 K3 K2 K1 1 2 3 4

x
K4 K3 K2 K1 1 2 3 4
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7.137.

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

7.138.

x
K4 K3 K2 K1 1 2 3 4

x
K4 K3 K2 K1 1 2 3 4

7.139.

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

7.140.

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4
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7.141.

x
K4K3K2K1 1 2 3 4

x
K4K3K2K1 1 2 3 4

Fejtsük Fourier-sorba a következő függvényeket a (−π, π) interval-
lumban!

7.142. ex 7.143. e2x

7.144. shx 7.145. sh 3x

7.146. chx 7.147. ch 4x



8. fejezet

Többváltozós függvények differen-
ciálása

8.1. Euklideszi terek topológiája.

— A G ⊂ Rn halmaz nýılt akkor és csak akkor, ha egyetlen határpontját
sem tartalmazza.

— Az F ⊂ Rn halmazra a következő álĺıtások ekvivalensek:

- Az F halmaz zárt.

- Az F halmaz tartalmazza minden határpontját.

- Nem lehet F -ből kikonvergálni, azaz ha

{pn : n ∈ N} ⊂ F, és pn−→ p, akkor p ∈ F.

— A K ⊂ Rn halmazra a következő álĺıtások ekvivalensek:

- A K halmaz kompakt.

- A K halmaz korlátos és zárt.

- Minden K-beli sorozatnak van K-beli ponthoz konvergáló részso-
rozata.

8.2. Többváltozós Bolzano-Weierstrass-tétel. Korlátos pontsorozat-
nak van konvergens részsorozata.

8.3. Többváltozós Weierstrass-tétel. Kompakt halmaz folytonos képe
kompakt. Speciálisan kompakt halmazon folytonos függvénynek van maxi-
muma (és minimuma).

8.4. Többváltozós Bolzano-tétel. Összefüggő halmaz folytonos képe
összefüggő.
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8.5. Többváltozós derivált.

— Ha az f függvény (totálisan) deriválható a p pontban, akkor itt foly-
tonos, minden parciális deriváltja létezik, és a derivált koordinátái a
megfelelő parciális deriváltak.

— Ha az f függvény parciális deriváltjai léteznek a p pont egy környeze-
tében, és ezek p -ben folytonosak (folytonosan deriválható p -ben),
akkor f deriválható p -ben.

— Ha az f függvény (totálisan) deriválható a p pontban, akkor itt minden
v 6= 0 irány mentén deriválható, és

∂

∂v
f(p ) =

1

|v |
v · grad f(p )

Ennek következményeként

max

{∣∣∣∣ ∂∂v
f(p )

∣∣∣∣ : |v | = 1

}
= |grad f(p)|2

— Ha az f : Rn → R függvény deriválható a p pontban, akkor grafikon-
jának van érintő hiperśıkja a p pont felett, és ennek egyenlete

y = f(p ) + grad f · (x − p ).

8.6. Young-tétel. Ha az n-változós f függvény kétszer folytonosan deri-
válható a p pont egy környezetében, akkor minden 1 ≤ i, j ≤ n esetén

f ′′xixj
(p ) = f ′′xjxi

(p ).

8.7. Többváltozós szélsőérték.

— Ha az f : Rn → R n-változós függvénynek lokális szélsőértéke van
az értelmezési tartomány p belső pontjában, és p -ben (parciálisan)
deriválható, akkor grad f(p ) = 0 .

— Tegyük fel, hogy az f : Rn → R függvény kétszer folytonosan deriválha-
tó a p pontban és grad f(p ) = 0 . Jelölje H az f másodrendű parciális
deriváltjaiból álló szimmetrikus Hesse-mátrixot a p pontban, valamint
Q(x ) = x ·Hx a H-hoz tartozó kvadratikus leképezést. Ekkor

- ha Q pozit́ıv definit, akkor p -ben lokális minimum van;
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- ha Q negat́ıv definit, akkor p -ben lokális maximum van;

- ha Q indefinit, akkor p -ben nincs szélsőérték (nyeregpont);

- ha Q szemidefinit, akkor p -ben ez a próba nem dönti el, hogy
van-e szélsőérték.

Speciálisan kétváltozós függvény esetén ha

D = detH =

∣∣∣∣∣f
′′
xx f ′′xy

f ′′yx f ′′yy

∣∣∣∣∣
a Hesse-mátrix determinánsa a p pontban, akkor

- minimum van, ha D > 0 és f ′′xx > 0;

- maximum van, ha D > 0 és f ′′xx < 0;

- nincs szélsőérték, ha D < 0;

- ez a próba nem dönti el, hogy van-e szélsőérték, ha D = 0.

8.8. Feltételes szélsőérték, Lagrange-féle multiplikátor módszer. Ha
az f : Rn → R függvénynek lokális szélsőértéke van aza pontban a gk(x ) =
0, k = 1, 2, . . . , p feltételek mellett, akkor megadhatók olyan λ1, λ2, . . . , λp
valós számok, hogy

∂

∂xi
f(a ) +

p∑
k=1

λk
∂

∂xi
gk(a ) = 0, i = 1, 2, . . . , n

8.1. Topológiai alapfogalmak

Írjuk fel a megadott pontok távolságát!

8.1. p ,q ∈ R2 p = (−1, 3) q = (5,−4)

8.2. p ,q ∈ R3 p = (−1, 3, 5) q = (5,−4, 0)

8.3. p ,q ∈ Rn p = (p1, p2, . . . pn) q = (q1, q2, . . . qn)

8.4. Írjuk fel az origó középpontú, 1 sugarú (nýılt) gömböt meghatározó

egyenlőtlenséget Rk-ban, ahol k = 1, 2, 3, n.
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8.5. Írjuk fel a c középpontú, r sugarú (nýılt) gömböt meghatározó egyen-

lőtlenséget Rk-ban, ahol k = 1, 2, 3, n.

Rajzoljuk le az alábbi halmazokat, határozzuk meg a belső-, külső-
és határpontjaikat, és döntsük el mindegyik halmazról, hogy nýılt-
e, zárt-e, és hogy korlátos-e!

8.6. {h ∈ R : −3 < h ≤ 5}

8.7. {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}

8.8. {(x, y) ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 4}

8.9. {(x, y) ∈ R2 : −3 < x < 5}

8.10. {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≥ 4}

8.11. {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x, y ≤ 1}

8.12. {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≥ 0}

8.13. {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ −4}

Melyik halmaz nýılt, melyik zárt, melyik nýılt is, zárt is, és melyik
se nem nýılt, se nem zárt? Indokoljuk a válaszokat! A feladatokban
x és y valós számokat jelölnek.

8.14. H = {x : 0 < x < 1} 8.15. H = {(x, 0) : 0 < x < 1}

8.16. H = {x : 0 ≤ x ≤ 1} 8.17. H = {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1}

8.18. H = {x : 0 ≤ x < 1} 8.19. H = {(x, 0) : 0 ≤ x < 1}

8.20. H = {(x, y) : x2 + y2 < 1}

8.21. H = {(x, y, 0) : x2 + y2 < 1}

8.22. H = {(x, y) : x ∈ Q, y ∈ Q}
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8.23. H = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}

Adjuk meg a következő śıkbeli halmazok belső pontjait, külső pont-
jait és határpontjait!

8.24. H = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1}

8.25. H = {(x, y) : 0 ≤ x < 1, 0 < y ≤ 1}

8.26. H = {(x, y) : x ∈ Q, y ∈ Q, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

8.27. H = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0}

Adjuk meg a következő térbeli halmazok belső pontjait, külső pont-
jait és határpontjait!

8.28. H = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 < 1}

8.29. H = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1}

8.30. H = {(x, y, z) : x ∈ Q, y ∈ Q, z ∈ Q, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}

8.31. H = {(x, y, z) : x ∈ Q, 0 < x < 1, y = z = 0}

8.32. Legyen H ⊂ Rn. Igazak-e a következő álĺıtások?

(a) Ha x ∈ H, akkor x belső pontja H-nak.

(b) Ha x /∈ H, akkor x nem lehet belső pontja H-nak.

(c) Ha x ∈ H, akkor x nem lehet határpontja H-nak.

(d) Ha x /∈ H, akkor x nem lehet határpontja H-nak.

(e) Van olyan halmaz, amelynek minden pontja határpont.

(f) Van olyan halmaz, amelynek minden pontja belső pont.

(g) Van olyan halmaz, amelynek nincs belső pontja.
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8.2. Többváltozós függvények grafikonja

Számı́tsuk ki a következő függvények helyetteśıtési értékét a meg-
adott p pontokban!

8.33. f(x, y) = x+ y2 p = (2, 3)

8.34. f(x, y) = arctg x+ arcsinxy p = (π/4, 0)

8.35. f(x, y, z) = x(yz) p = (4, 3, 2)

8.36. f(x, y, z) = xy
z

p = (4, 3, 2)

Adjuk meg a következő függvények helyetteśıtési értékét a meg-
adott görbék pontjaiban!

8.37. f(x, y) = x2 + y2, y = x, illetve x2 + y2 = 1

8.38. f(x, y) = x− y, y = x, illetve y = x2

8.39. f(x, y) = sinx, x = π/4, illetve y = π/4

8.40. f(x, y) = sinxy, x = π/4, illetve y = π/4

8.41. Keressük meg a következő kétváltozós függvények grafikonjait az ábrák
között!

(a) x2 + y2 (b) (x+ y)2 (c) x2 − y2

(d) xy (e) sinx+ sin y (f) sinx sin y
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(A)

-4
-4

y

-2

-2

x

-2

-1

0
0

0

1
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2

4 4

(B)

-3
-2 y

-3
-1

x

-2-1
0

0
0,0

1

2,5

5,0

2
1

7,5

3

10,0

2

12,5

15,0

17,5

(C)

-3
-2

-9,0

3
y

-6,5

2
-1

-4,0

1
-1,50
0
1,0

x

-1

3,5

-2
1

6,0

-3

8,5

2
3

(D)

-3
-2 y

-3

-1

x

-2-10
00

1

5

23
1

10

15

20

2

25

30

35

(E)

-4
-4-2

y

-1,0

x

-2

-0,5

0
0,0

0

0,5

2

1,0

24
4

(F)

-3
-2

y
-1 -3

-9,0

-2

x

-6,5

-4,0

-1-1,500

1,0

3,5

1

6,0

2

8,5

3 1
2
3
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8.42. Az előző függvényeknek kirajzoltuk a szintvonalait is. Keressük meg a
rajzokhoz tartozó képleteket!

(A)

x
K3 K2 K1 0 1 2 3

y

K3

K2

K1

1

2

3 (B)

x
K3 K2 K1 0 1 2 3

y

K3

K2

K1

1

2

3

(C)

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

y

K4

K3

K2

K1

1

2

3

4 (D)

x
K3 K2 K1 0 1 2 3

y

K3

K2

K1

1

2

3

(E)

x
K3 K2 K1 0 1 2 3

y

K3

K2

K1

1

2

3 (F)

x
K4 K3 K2 K1 0 1 2 3 4

y

K4

K3

K2

K1

1

2

3

4
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Ábrázoljuk a következő függvények szintvonalait! Késźıtsünk a
függvények grafikonjáról térbeli rajzot!

8.43. (x+ y)2 8.44.
√
x2 + y2

8.45. xy 8.46. (x− y)2

8.47. x2 + y2, 8.48. |x|

8.49. x2 − y2 8.50. |x+ y|

Határozzuk meg a következő függvények szintfelületeit!

8.51. f(x, y, z) = x+ y + z 8.52. f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

8.53. f(x, y, z) = x+ y 8.54. f(x, y, z) = y2

Döntsük el az alábbi térbeli halmazokról, hogy lehetnek-e
grafikonjai-e valamilyen kétváltozós függvénynek! Ha igen, akkor
adjunk meg ilyen függvényt!

8.55. śık 8.56. gömbfelület

8.57. kúppalást 8.58. hengerpalást

8.59. félhenger palástja 8.60. félgömb felülete

Határozzuk meg a következő függvények lehetséges legbővebb ér-
telmezési tartományát!

8.61. f(x, y) =
x+ y

x− y
8.62. f(x, y) =

√
1− x2 +

√
y2 + 1

8.63. f(x, y) =
1

x2 + y2
8.64. f(x, y) =

√
1− x2 − y2

8.65. f(x, y, z) =
z

sinx
cos y
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8.66. f(x, y, z) =
x

y − z
+

y

x+ z
− z

x2 − y2

8.3. Többváltozós határérték, folytonosság

Van-e a következő többváltozós függvényeknek határértéke az
adott pontokban? Ha igen, mennyi? Hol folytonosak ezek a függ-
vények?

8.67. f(x, y) = 7 p = (0, 0)

8.68. f(x, y) = x+ y p = (3, 5)

8.69. f(x, y) =
x

y
p = (3, 0)

8.70. f(x, y) =
sinxy

x
p = (0, 2)

8.71. f(x, y) =
sinxy

tg 2xy
p = (0, 3)

8.72. f(x, y) =
sinx− sin y

x− y
p = (0, 0)

8.73. f(x, y) =
sinx− sin y

ex − ey
p = (0, 0)

8.74.
√
x+ y − 1 p = (0, 0)

8.75. xy ln(x2 + y2) p = (0, 0)

8.76. f(x, y) =

{
1, ha x 6= 0 és y 6= 0

0, ha x = 0 vagy y = 0
p = (0, 0), q = (0, 1)

8.77. f(x, y) =

{
1, ha x 6= 0

0, ha x = 0
p = (0, 0), q = (0, 1), r = (1, 0)

8.78. f(x, y) =

{
1, ha x2 + y2 6= 0

0, egyébként
p = (0, 0), q = (0, 1)
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8.79. f(x, y) =

{
x, ha x = y

0, egyébként
p = (0, 0), q = (0, 1)

8.80. f(x, y) =

{
1, ha x = y

0, egyébként
p = (0, 0), q = (0, 1)

8.81. Legyen f(x, y) =
x− y
x+ y

. Léteznek-e a következő határértékek?

(a) lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) (b) lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
(c) lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

(d) lim
x→0

f(x, x)

8.82. Legyen f(x, y) = (x+ y) sin
1

x
sin

1

y
. Léteznek-e a következő határérté-

kek?

(a) lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) (b) lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
(c) lim

y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

(d) lim
x→0

f(x, x)

8.83. Legyen

f(x, y) =


2xy

x2 + y2
, ha x2 + y2 6= 0

0, egyébként
.

Bizonýıtsuk be, hogy a g(x) = f(x, 0) és a h(y) = f(0, y) függvények
folytonosak x = 0-ban, illetve y = 0-ban! Bizonýıtsuk be, hogy az
f(x, y) függvény nem folytonos (x, y) = (0, 0)-ban!

8.84. Bizonýıtsuk be, hogy ha f(x, y) folytonos a śıkon, akkor

(a) a G = {(x, y) : f(x, y) > 0} halmaz nýılt;

(b) az F = {(x, y) : f(x, y) ≥ 0} halmaz zárt!
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8.4. Parciális és totális derivált

8.85. Mutassunk példát olyan kétváltozós függvényre, amelynek mindkét par-
ciális deriváltja létezik az origóban, de a függvény nem folytonos az
origóban!

Határozzuk meg a következő függvények parciális deriváltjait!

8.86. f(x, y) = x sin y

8.87. f(x, y) = sin(xy)

8.88. f(x, y) = (x+ 2y) sin(x+ 2y)

8.89. f(x, y) = 3x2y4 − 4

8.90. f(x, y) =
x+ y

x− y2

8.91. f(x, y) = (5x+ y2)e
x2

+3y

8.92. g(x, y, z) = sin z · (cosx)ln y

8.93. g(x, y, z) =

(
x

y

)z
8.94. f(x, y) = x2 + xy + y2

8.95. f(x, y) = ex−y

8.96. g(x, y, z) = xy
z

8.97. g(x, y, z) =
z arctg x2y

1 + ln(xy3 + 2x
√
z)

8.98. f(x, y, z) = sin(x2 + y3 + z4)

8.99. f(x, y) = arctg
1− x
1− y
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8.100. f(x, y) = xy + yx

8.101. f(x, y, z) = xyz

8.102. Parciálisan deriválható-e f(x, y) = |x|+ |y| a (0, 0) pontban?

8.103. Mi a következő két álĺıtás logikai kapcsolata, azaz melyikből következik
a másik?

P: f(x, y) folytonos (0, 0)-ban
Q: f(x, y) parciális deriváltjai léteznek (0, 0)-ban

8.104. Tudjuk, hogy f(1, 2) = 3, továbbá hogy minden (x, y) pontban f ′x(x, y) =

0 és f ′y(x, y) = 0. Mennyi lehet f(5, 10) ?

8.105. Hol folytonosak az

f(x, y) =

(x+ y) sin
1

x
sin y, ha x 6= 0 és y 6= 0

0, ha x = 0 vagy y = 0

függvény parciális derivált függvényei?

Határozzuk meg a következő függvények második parciális deri-
váltjait!

8.106. g(x, y, z) = xy2 sin z

8.107. g(x, y, z) =
x

y + z

8.108. g(x, y, z) = 2 + x+ y2 + z3

8.109. g(x, y, z) = ln(x+ y2 + z3)

Írjuk fel a következő függvények iránymenti deriváltjait az adott
pontokban az adott irányban!

8.110. f(x, y) = x+ y2 p = (2, 3), v = (3, 4)
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8.111. f(x, y) = sinxy p = (0, 0), v = (1,−1)

8.112. f(x, y) = ex+y · ln y p = (0, 1), v = (−4, 3)

8.113. f(x, y) =
x

y
p = (1, 1), v = (−1,−1)

Határozzuk meg a következő függvények α = 30◦-os szöghöz tar-
tozó iránymenti deriváltját a (3, 5) pontban!

8.114. f(x, y) = x2 − y2 8.115. h(x, y) = xey

Milyen irányban lesz az iránymenti derivált maximális, illetve mi-
nimális a (−4, 2) pontban?

8.116. f(x, y) = (x− y)2 8.117. g(x, y) = x2 +
2

xy

Egy terepasztal felületét az f(x, y) függvénnyel adjuk meg. Milyen
irányban indul el a felület adott A = (1, 2), B = (2, 1), C = (2, 0)
és D = (−2, 1) pontjai fölé helyezett golyó?

8.118. e−(x2+y2) 8.119. x3 + y3 − 9xy

8.120. Egy buckás domb felületét az f(x, y) = −x2 + sin y függvény adja meg,
ha −2 ≤ x ≤ 2,−10 ≤ y ≤ 10. Milyen irányban induljon el a śıelő a
p = (1, π/3) pontból, ha a lehető legmeredekebb pályán akar lecsúszni?

8.121. Legyen f(x, y) =
√

1− x2 − y2. Írja fel az (1/2, 1/2) ponton áthaladó
szintvonal egyenletét, valamint a szintvonal érintőjét az (1/2, 1/2) pont-

ban! Írjuk fel a függvény gradiensét az (1/2, 1/2) pontban! Mekkora
szöget zár be a szintvonal érintője a gradienssel?

8.122. Adjunk példát olyan f(x, y) függvényre, ahol a gradiens létezik, de nem
merőleges a szintvonal érintőjére!

Seǵıtség: vizsgáljuk az
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f(x, y) =


0, ha (x− 1)2 + y2 = 1

y, ha x = 0 és y 6= 0

x egyébként

függvényt az origóban!

8.123. Legyen f(x, y) =
√

1− x2 − y2. Ellenőrizzük, hogy az (1/2, 1/2) pont-
ban a függvény gradiense merőleges a szintvonal érintőjére!

8.124. Írjuk fel az f(x, y) = sgnx sgn y függvény gradiensét azokban a pon-
tokban, ahol létezik!

Egy terepasztal felületét az f(x, y) függvény adja meg. Tegyük fel,
hogy az x tengely kelet felé, az y tengely pedig észak felé mutat.
Határozzuk meg a p ponton átmenő, észak-északnyugati irányban
induló ösvény meredekségét a p pontban!

8.125. f(x, y) = x2 − y2 p = (1, 2,−3)

8.126. x3 + y3 − 9xy p = (2, 0, 8)

8.127. Legyen f(x, y) =


xy
x2 − y2

x2 + y2
, ha x2 + y2 6= 0

0, ha x2 + y2 = 0

(a) Mennyi f ′x(0, 0) és f ′y(0, 0)?

(b) Mennyi f ′x(0, y) ha y 6= 0 és mennyi f ′y(x, 0) ha x 6= 0?

(c) Mennyi f ′′xy(0, 0) és f ′′yx(0, 0)?

(d) Miért nincs ez ellentmondásban Young tételével?

(e) Differenciálható-e kétszer f a (0, 0)-ban?

8.128. Legyen f : Rn → R függvény. Melyik álĺıtás igaz és melyik hamis az
alábbiak közül? Ha egy álĺıtás hamis, adjunk ellenpéldát!

(a) Ha f folytonos a p pontban, akkor ott differenciálható.

(b) Ha f differenciálható a p pontban, akkor f a p pontban folytonos.
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(c) Ha f -nek léteznek a parciális deriváltjai a p pontban, akkor f a
p pontban folytonos.

(d) Ha f -nek léteznek és folytonosak a parciális deriváltjai a p pont-
ban, akkor f a p pontban differenciálható.

(e) Ha f -nek léteznek és folytonosak a parciális deriváltjai a p pont-
ban, akkor f a p pontban folytonos.

(f) Ha f differenciálható a p pontban, akkor f -nek p -ben léteznek a
parciális deriváltjai.

(g) Ha p -ben f -nek léteznek a másodrendű parciális deriváltjai, akkor
f 2-szer differenciálható p -ben.

(h) Ha p -ben f -nek léteznek és folytonosak a másodrendű parciális
deriváltjai, akkor f 2-szer differenciálható p -ben.

(i) Ha f a p pontban 2-szer differenciálható, akkor p -ben léteznek f
másodrendű parciális deriváltjai.

(j) Ha f a p pontban 2-szer differenciálható, akkor p -ben léteznek f
parciális deriváltjai, és a parciális deriváltak p -ben folytonosak.

Van-e olyan f : R2 → R függvény, amelyre

8.129. f ′x(x, y) = sin y, f ′y(x, y) = x cos y

8.130. f ′x(x, y) = exy, f ′y(x, y) = cos(x− y)

Határozzuk meg az alábbi függvényeket a megadott pontokban
érintő śıkok illetve hiperśıkok egyenletét!

8.131. f(x, y) = xy p = (2, 3)

8.132. f(x, y) = sin(xy) p = (1/2, π)

8.133. f(x, y, z) = xy2 − z3 p = (3, 2, 1)

8.134. f(x1, . . . , xn) = x1 · x2 · . . . · xn p = (1, 2, . . . , n)

Írjuk fel a G(t) = F (r (t)) összetett függvényt! Határozzuk meg
G′(t)-t közvetlenül a képletből, és a láncszabály seǵıtségével is!
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8.135. F (x, y) = x2 + y2 r (t) = cos t · i + sin t · j t ∈ [0, 2π]

8.136. F (x, y) = x2 − y2 r (t) = cos t · i + sin t · j t ∈ [0, 2π]

8.137. F (x, y) = x2 + y2 r (t) = t · i + 3t · j t ∈ [0, 10]

Írjuk fel a következő összetett leképezések Jacobi-mátrixát.

8.138. g(t) = (sin t, cos t), f(x, y) = x+ y, h = f ◦ g.

8.139. f(u, v) = (sinuv, cosuv), g(x, y) = x2 + y2, h = g ◦ f

8.140. f(u, v) =

(
u2v2,

1

uv

)
, g(x, y) = lnx+ ln y, h = g ◦ f .

Adjuk meg a következő śıkbeli leképezések Jacobi-mátrixát!

8.141. v = sinxy · i + x cos y · j

8.142. v =
xy

1 + x2
· i +

x

x2 + y2
· j

8.143. v = (lnx+ ln y) · i + x2 · j

8.144. v = sin(x+ 3y2) · i + exy · j

8.145. Legyen F (x, y) = xy, és legyenek f : R2 → R, g : R2 → R differenci-

álható függvények! Írjuk fel az F (f, g) összetett függvény deriváltját a
láncszabály seǵıtségével!

8.146. Legyen r : R→ R2 differenciálható, és legyen f(x, y) = x+ y. Írjuk fel
f ◦ r deriváltját a láncszabály seǵıtségével!

Írjuk fel a következő függvények P ponton áthaladó szintvonalainak
érintőjét a P pontban!

8.147. f(x, y) = xy, P (3, 5)
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8.148. f(x, y) = x2 − y2 P (5, 3)

8.5. Többváltozós szélsőérték

Van-e abszolút szélsőértékük a következő függvényeknek az adott
halmazokon? Indokoljuk a válaszokat!

8.149. f(x) =
1

x
H = {(x) : x 6= 0}

8.150. f(x) = sin2 7
√
x3 H = {(x) : x ∈ R}

8.151. f(x, y) =
y

x
H = {(x, y) : x 6= 0}

8.152. f(x, y) = x2 + ey sin
(
x3y2

)
H = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}

8.153. f(x, y) = x2 + y2 H = {(x, y) : x2 + y2 < 1}

8.154. f(x, y) = x+ y H = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}

8.155. f(x, y) = xy H = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

8.156. f(x, y, z) = xyz H = {(x, y, z) : (x−1)2+(y+2)2+(z−3)2 ≤ 4}

Határozzuk meg a következő függvények abszolút szélsőértékeit a
megadott halmazokon!

8.157. f(x, y) = x3y2(1− x− y) H = {(x, y) : 0 ≤ x, 0 ≤ y, x + y ≤
1}

8.158. f(x, y) = x2 + y2 + (x+ y + 1)2 H = R2

8.159. f(x, y) = x− y − 3 H = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}

8.160. f(x, y) = lnx · ln y +
1

2
lnx+

1

2
ln y

H = {(x, y) :
1

e
≤ x ≤ e, 1

e
≤ y ≤ e}
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8.161. f(x, y) = sinx+ sin y + sin(x+ y)

H = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ π

2
}

8.162. f(x, y) = x2 − 2xy + 2y2 − 2x+ 4y
H = {(x, y) : |x| ≤ 3, |y| ≤ 3}

Keressük meg a következő függvények lokális szélsőértékhelyeit, ha
vannak!

8.163. f(x, y) = 3x2 + 5y2

8.164. f(x, y) = (2x− 5y)2

8.165. f(x, y) = 2x2 − 3y2

8.166. f(x, y) = 2x2 − y2 + 4x+ 4y − 3

8.167. f(x, y) = x2 + y2 − 6x+ 8y + 35

8.168. f(x, y) = 3−
√

2− (x2 + y2)

8.169. f(x, y) = −y2 + sinx

8.170. f(x, y) = e−(x2+y2)

8.171. f(x, y) = (x− y2)(2x− y2)

8.172. f(x, y) = −2x2 − 2xy − 2y2 + 36x+ 42y − 158

8.173. Van-e olyan egyváltozós polinom, amelynek értékkészlete (0,∞)? Ha
igen, adjunk rá példát! Van-e olyan kétváltozós polinom, amelynek
értékkészlete (0,∞)? Ha igen, adjunk rá példát!

8.174. Adjunk meg olyan kétváltozós függvényt, amelyiknek végtelen sok szi-
gorú lokális maximuma van, de nincs lokális minimuma!

8.175. Határozzuk meg a 2x+ 3y+ 4z függvény maximumát és minimumát az
origó középpontú 1 sugarú gömb felsźınén!
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8.176. Határozzuk meg a p (t) = 2t · i + t · j + (1− t) · k és a q (t) = 3t · i +
t · j + (2t− 1) · k egyenesek távolságát!

8.177. Igazak-e a következő álĺıtások?

(a) Ha f ′x(x0, y0) = 0, akkor f -nek az (x0, y0) pontban lokális szélső-
értékhelye van.

(b) Ha f ′x(x0, y0) = 0 és f ′y(x0, y0) = 0, akkor f -nek az (x0, y0) pont-
ban lokális szélsőértékhelye van.

(c) Ha f ′′xy(x0, y0) = 0 és f ′′yx(x0, y0) = 0, akkor f -nek az (x0, y0)
pontban lokális szélsőértékhelye van.

(d) Ha f ′′xx(x0, y0)f ′′yy(x0, y0) − (f ′′xy(x0, y0))2 < 0, akkor f -nek az
(x0, y0) pontban nincs lokális szélsőértékhelye.

(e) Ha f ′′xx(x0, y0)f ′′yy(x0, y0) − (f ′′xy(x0, y0))2 ≤ 0, akkor f -nek az
(x0, y0) pontban nincs lokális szélsőértékhelye.

(f) Ha f ′′xx(x0, y0) < 0, akkor f -nek az (x0, y0) pontban nincs lokális
minimumhelye.

Mely (x, y) ∈ R2 pontokban nulla az f(x, y) függvény mindkét
parciális deriváltja? Mely (x, y) ∈ R2 pontokban van az f(x, y)
függvénynek lokális szélsőértékhelye?

8.178. f(x, y) = x3 8.179. f(x, y) = x2

8.180. f(x, y) = x2 − y2 8.181. f(x, y) = x2 + y2

8.182. f(x, y) = (x+ y)2 8.183. f(x, y) = x3 + y3

8.184. f(x, y) = e−(x2+y2) 8.185. f(x, y) = x2 + sin y

8.186. f(x, y) = 3x2 + 5y2 8.187. f(x, y) =
2

3
x3 + y4 + xy

8.188. f(x, y) = xy 8.189. f(x, y) = ey
2−x2

8.190. f(x, y, z) = xyz + x2 + y2 + z2

8.191. f(x, y) = x3 − y3
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8.192. f(x, y) = x4 + y4 8.193. f(x, y) = −2x2 − y4

8.194. f(x, y) = (2x− 5y)2 8.195. f(x, y) = (1 + ey) cosx− yey

Egy hegy felületét az F (x, y) = 30 −
x2

100
−

y2

100
függvény ı́rja le.

Adjuk meg a kiránduló ösvény legmagasabb pontját, ha az ösvény
pontjainak koordinátái kieléǵıtik a következő feltételeket:

8.196. 3x+ 3y = π sinx+ π sin y 8.197. 4x2 + 9y2 = 36

8.198. y =
1

1 + x2
8.199. x2 + y2 = 25

Határozzuk meg f maximumát a megadott feltétel mellett!

8.200. f(x, y) = xy, x2 + y2 = 1

8.201. f(x, y, z) = x− y + 3z, x2 +
y2

2
+
z2

3
= 1

8.202. f(x, y, z) = xyz, x2 + y2 + z2 = 3

8.203. f(x, y) = xy, x+ y + z = 5

8.204. f(x, y) = xyz, xy + yz + xz = 8

8.205. f(x, y) = xyz, xy + yz + xz = 8, x, y, z ≥ 0

8.206. Egy részecske az x2 + y2 = 25 körpályán mozoghat azon a śıkon, ahol

az (x, y) pontban az energiája E(x, y) = x2 +24xy+8. Van-e a részecs-
kének stabil egyensúlyi helyzete?

8.207. Egy üzemben a gyártott termék mennyisége az x és y paraméterektől
függ:
M(x, y) = xy. A termelési költség C(x, y) = 2x + 3y. Legfeljebb
mennyi terméket gyárthat az üzem, ha C(x, y) = 10 egységnyi pénze
van a termelés költségeire?
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8.208. Adott térfogatú téglák közül melyiknek a legkisebb a felsźıne?

8.209. Határozzuk meg annak a háromszögnek a szögeit, amelynek a kerülete
K, és a területe maximális!

8.210. Határozzuk meg a 3x2 +2y2 +z2 = 9 egyenletű ellipszoidot az (1,−1, 2)
pontban érintő śık egyenletét!

8.211. Legyen P = (3,−7,−1), Q = (5,−3, 5), S pedig az a Q-n átmenő śık,
amelyik merőleges a PQ szakaszra!

(a) Írjuk fel az S śık egyenletét!

(b) Írjuk fel a śık egy pontjának és az origónak a távolságát!

(c) Melyik pontja van az S śıknak legközelebb az origóhoz?

(d) Mutassuk meg, hogy az előbb kapott pontot az origóval összekötő
szakasz merőleges az S śıkra! Magyarázzuk meg geometriailag is,
hogy ez miért van ı́gy!



9. fejezet

Többváltozós Riemann-integrál

9.1. Jordan-mérhető halmazok tulajdonságai.

— Ha A ⊂ Rn korlátos, akkor b(A) = b(intA), k(A) = k
(
A
)
.

— Az A ⊂ Rn korlátos halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérhető, ha
határa nullmértékű.

— Ha A ⊂ Rn Jordan-mérhető, és f : A → R korlátos, akkor f pontosan
akkor integrálható, ha graf f ⊂ Rn+1 nullmértékű.

9.2. Az integrál tulajdonságai.

— Ha A Jordan-mérhető halmaz, akkor t(A) =

∫
A

χA, ahol χA az A hal-

maz karakterisztikus függvénye,

χA(x) =

{
1 ha x ∈ A
0 ha x /∈ A

— Ha A és B két korlátos halmaz, intA ∩ intB = ∅ (egymásba nem
nyúló halmazok), f integrálható A-n és B-n is, akkor f integrálható
a C = A ∪B halmazon és∫

C

f =

∫
A

f +

∫
B

f.

— Mérhető zárt halmazon folytonos függvény integrálható.

— Ha f és g egy nullmértékű halmazt kivéve megegyezik a mérhető A
halmazon, és f integrálható A-n, akkor g is integrálható A-n, és∫

A

f =

∫
A

g.
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— Ha f és g integrálható az A halmazon, c pedig egy tetszőleges valós
szám, akkor f + g és c · f is integrálható, és∫

A

(f + g) =

∫
A

f +

∫
A

g,

∫
A

(c · f) = c

∫
A

f.

9.3. Integrálási módszerek.

— Szukcessźıv integrálás - Fubini-tétel.

Legyen A ⊂ Rn−1 egy zárt Jordan-mérhető halmaz, B = [a, b]×A ⊂ Rn
és f : B → R folytonos, akkor

∫∫
B

f(x, y) dx dy =

b∫
a

∫
A

f(x, y) dy

 dx

— Integrálás normáltartományon.

Legyen A ⊂ Rn−1 egy zárt Jordan-mérhető halmaz, ϕ : A → R, ψ :
A→ R két folytonos függvény, ϕ ≤ ψ az A pontjaiban,

N = {(x, y) : x ∈ A,ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)} ⊂ Rn, f : N → R

folytonos függvény. Ekkor N Jordan-mérhető, f integrálható N -en, és

∫∫
N

f(x, y) dx dy =

∫
A

 ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y) dy

 dx.

— Integráltranszformáció.

Legyen A ⊂ Rn zárt Jordan-mérhető halmaz, Φ : A → Rn folytonos,
intA-n egy-egy értelmű és folytonosan deriválható, B = {Φ(x) : x ∈ A}
= Ψ(A), valamint f : B → R folytonos függvény. Ekkor B (zárt)
Jordan-mérhető halmaz, és∫

B

f(y) dy =

∫
A

|J | f(Ψ(x)) dx,

ahol J = det(Ψ′) a Ψ leképezés Jacobi-determinánsa.
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9.1. Jordan-mérték

Van-e területe a következő śıkbeli halmazok határának? Ha igen,
határozzuk meg a területét!

9.1. H = {(x, y) : 0 ≤ x < 1, 0 < y ≤ 1}

9.2. H = {(x, y) : x ∈ Q, y ∈ Q, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

Van-e térfogata a következő térbeli halmazok határának? Ha igen,
határozzuk meg a térfogatát!

9.3. H = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}

9.4. H = {(x, y, z) : x ∈ Q, y ∈ Q, z ∈ Q, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}

Határozzuk meg a következő śıkbeli halmazok külső és belső terü-
letét! Melyik halmaz mérhető?

9.5. H = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

9.6. H = {(x, y) : 0 ≤ x < 1, 0 < y ≤ 1}

9.7. H = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x}

9.8. H = {(x, y) : x ∈ Q, y ∈ Q, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

Határozzuk meg a következő térbeli halmazok külső és belső mér-
tékét! Melyik halmaz mérhető?

9.9. H = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}

9.10. H = {(x, y, z) : 0 ≤ x < 1, 0 < y < 1, 0 < z < 1}

9.11. H = {(x, y, z) : 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < z < x+ y}
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9.12. H = {(x, y, z) : x ∈ Q, y ∈ Q, z ∈ Q, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}

9.13. Bizonýıtsuk be, hogy egy korlátos halmaz pontosan akkor mérhető, ha
a határának a mértéke 0.

9.14. Bizonýıtsuk be, hogy ha a H1 és H2 halmazok mérhetők, akkor a H1 ∪
H2, H1 \H2, H1 ∩H2 halmazok is mérhetők!

9.15. Van-e olyan korlátos A és B śıkbeli halmaz, amelyikre teljesül, hogy

(a) b(A ∪B) > b(A) + b(B)? (b) k(A ∪B) < k(A) + k(B)?

9.16. Van-e olyan korlátos és diszjunkt A és B śıkbeli halmaz, amelyikre
teljesül, hogy

(a) b(A ∪B) > b(A) + b(B)? (b) k(A ∪B) < k(A) + k(B)?

9.17. Tegyük fel, hogy a korlátosH halmaz határának a területe 0. Következik-
e ebből, hogy a H halmaz belseje üres?

9.18. Tegyük fel, hogy a korlátos H halmaz belseje üres. Következik-e ebből,
hogy a H halmaz mérhető?

9.19. Legyen R egy tengelypárhuzamos tégla, és legyen H ⊂ R tetszőleges
halmaz. Bizonýıtsuk be, hogy b(H) + k(R \H) = t(R)!

9.20. Legyen R egy tengelypárhuzamos tégla, és legyen H ⊂ R tetszőleges
halmaz. Bizonýıtsuk be, hogy H pontosan akkor mérhető, ha k(H) +
k(R \H) = t(R)!

9.21. Van-e olyan korlátos H halmaz, amelyikre teljesül, hogy

(a) k(H) > b(H) (b) k(H) < b(H)

(c) t(∂H) > b(H) (d) t(∂H) > k(H)?

9.22. Van-e olyan mérhető H halmaz, amelyikre teljesül, hogy
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(a) k(H) > b(H) (b) t(∂H) = 1?

9.23. Tegyük fel, hogy H korlátos halmaz. Igaz-e, hogy ha H mérhető, akkor
H ∪ ∂H is mérhető?

9.24. Legyen Kn az origó középpontú, 1/n sugarú körvonal a śıkban! Hatá-

rozzuk meg az

∞⋃
n=1

Kn halmaz területét!

9.25. Legyen Kn az (1/n, 1/n) középpontú, 1/n sugarú körvonal a śıkban!

Határozzuk meg az
⋃∞
n=1Kn halmaz területét!

9.26. Legyen f : [a, b] → R korlátos függvény, és Gf = {(x, y) : a ≤ x ≤
b, y = f(x)}, a függvény grafikonja. Bizonýıtsuk be, hogy Gf pontosan
akkor Jordan-mérhető, ha f integrálható!

9.27. Számoljuk ki az egységnégyzet racionális pontjaiból álló halmaz belső,
illetve külső mértékét.

9.28. Adjunk meg a śıkban egy korlátos nýılt halmazt, amelynek nincs Jordan-
területe.

9.29. Adjunk meg a śıkban korlátos zárt halmazt, amelynek nincs Jordan-
területe.

9.30. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges korlátos A ⊂ Rn halmazra

b(A) = 0 ⇐⇒ intA = ∅.

9.31. Bizonýıtsuk be, hogy ha A ⊂ Rn Jordan-mérhető, akkor ∀ ε > 0 ∃ K ⊂
A zárt, és ∃ G ⊃ A nýılt mérhető halmaz úgy, hogy

t(A)− ε < t(K) ≤ t(A) ≤ t(G) < t(A) + ε.

9.32. Legyen C ⊂ R a Cantor-halmaz. H = C× [0, 1] ⊂ R2. Jordan-mérhető-
e H, és ha igen, mennyi a területe?

9.33. Legyen H =
⋃∞
n=1Kn, ahol Kn az origó középpontú, 1/n sugarú kör-

vonal.
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(a) Mérhető halmaz H?

(b) Van-e olyan S ⊂ R2 (mérhető) halmaz, amelyre ∂ S = H?

(c) Van-e olyan S ⊂ R2 (mérhető) halmaz, amelyre ∂ S ⊃ H?

9.2. Többváltozós Riemann-integrál

9.34. Legyen H = [−1, 1]× [0, 1], és

f(x, y) =

{
|x|, ha y ∈ Q
0, ha y /∈ Q

Mutassuk meg, hogy

1∫
0

 1∫
−1

f(x, y) dx

 dy = 0, és hogy f nem integ-

rálható H-n!

9.35. Legyen H = {x2 + y2 ≤ 1}, és

f(x, y) =

{
1, ha x ≥ 0

−1, ha x < 0

Számı́tsuk ki f alsó és felső integrálját a H halmazon! Integrálható-e f
a H halmazon?

Integrálhatók-e az N = [0, 1] × [0, 1] egységnégyzeten a következő
függvények? Ha igen, számı́tsuk ki az integrál értékét!

9.36. f(x, y) =

{
0, ha y > x

1, ha y ≤ x

9.37. f(x, y) =

{
1, ha y ≥ x
0, ha y < x

9.38. f(x, y) =

{
0, ha xy 6= 0

1, ha xy = 0

9.39. f(x, y) =

{
1, ha x, y ∈ Q
0, egyébként
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9.40. f(x, y) =

{
1, ha x ≥ 1/2

2, ha x < 1/2

9.41. f(x, y) =

{
1, ha y ≥ 1/2

2, ha y < 1/2

9.42. f(x, y) = D(x)D(y), ahol D(t) =

{
1, ha t ∈ Q
0, ha t /∈ Q

a Dirichlet-függvény.

9.43. Legyen f(x, y) =

{
n ha x+ y = 1/n, n ∈ N+

0 egyébként
.

Mutassuk meg, hogy f nem integrálható az N egységnégyzeten, de

1∫
0

 1∫
0

f(x, y) dx

 dy = 0 és

1∫
0

 1∫
0

f(x, y) dy

 dx = 0.

Számı́tsuk ki az N = [0, 1] × [0, 1] halmazon a következő területi
integrálokat! Alkalmazzuk Fubini tételét!

9.44.

∫∫
N

sinx dx dy 9.45.

∫∫
N

sin y dx dy

9.46.

∫∫
N

sin(x+ y) dx dy 9.47.

∫∫
N

sinxy dx dy

9.48.

∫∫
N

e2x+y dx dy 9.49.

∫∫
N

xy dx dy

Legyen N = [0, 1]2 ⊂ R2 az egységnégyzet. Integráljuk N-en a
következő f(x, y) függvényeket:

9.50. f(x, y) = x 9.51. f(x, y) = x3 − x2y +
√
y

9.52. f(x, y) = ex+2y 9.53. f(x, y) = xexy
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9.54. f(x, y) =

{
1 ha x = y
0 ha x 6= y

9.55. f(x, y) =

{
1 ha x = y
0 ha x < y

9.56. f(x, y) =

{
1 ha x+ y = 1
0 egyébként

9.57. f(x, y) =

{
1 ha x = 1/n, n ∈ N+

0 egyébként

Határozzuk meg a következő területi integrálokat a megadott tég-
lalapokon:

9.58.

∫∫
T

(x+ y) dx dy T : 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 3

9.59.

∫∫
T

xy dx dy T : 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 3

9.60.

∫∫
T

ex+y dx dy T : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

9.61.

∫∫
T

xey dx dy T : 1 ≤ x ≤ 2, 3 ≤ y ≤ 4

9.62.

∫∫
T

x

y
dx dy T : 1 ≤ x ≤ 2, 3 ≤ y ≤ 4

9.63.

∫∫
T

x sin y dx dy T : 0 ≤ x ≤ 1, 2 ≤ y ≤ 3

Számı́tsuk ki a H = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y ≤ sinx} halmazon
a következő területi integrálokat! Alkalmazzuk Fubini tételét!

9.64.

∫∫
H

(x− y) dx dy 9.65.

∫∫
H

xy dx dy

9.66.

∫∫
H

y sinx dx dy 9.67.

∫∫
H

x√
1 + y2

dx dy

Határozzuk meg a következő területi integrálokat a megadott hal-
mazokon:
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9.68.

∫∫
T

(x+ y) dx dy T : x2 + y2 ≤ 1

9.69.

∫∫
T

xy dx dy T : (x− 1)2 + (y + 1)2 ≤ 4

9.70.

∫∫
T

xy dx dy T :
(x− 1)2 + y2 = 1
(x− 2)2 + y2 = 4

körök által határolt
tartomány.

9.71.

∫∫
T

(x− xy) dx dy T : (x− 2)2 + (y + 3)2 ≤ 4

9.72.

∫∫
T

e−x
2

dx dy T : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x

9.73.

∫∫
T

(x2 + y2)3/2 dx dy T : x2 + y2 ≤ 1

Legyen T = [0, 1] × [0, 2] × [0, 3] ⊂ R3. Számoljuk ki a következő
térfogati integrálokat a T téglán:

9.74.

∫∫∫
T

(x+ y + z) dx dy dz 9.75.

∫∫∫
T

xyz dx dy dz

9.76.

∫∫∫
T

ex+y+z dx dy dz 9.77.

∫∫∫
T

(xz + y2) dx dy dz

Határozzuk meg a következő görbék által határolt śıkidomok terü-
letét!

9.78. y = x2, x = y2 9.79. y = 2x− x2, y = x2

9.80. 2y = x2, y = x 9.81. 4y = x2 − 4x, x− y − 3 = 0

9.82. y = x2, y = 2x2, xy = 1, xy = 2

9.83. x2 − y2 = 1, x2 − y2 = 4, xy = 1, xy = 2
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9.84. Határozzuk meg a H = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
√

1− x2} halmaz
területét!

9.85. Számoljuk ki az y = x2, y = 2x2 parabolák és az x = 1 egyenes által
határolt śıkidom területét.

9.86. Számoljuk ki az x2 + y2 = 1 hen-
gerpalást és az x+y+z = 2, z = 0
śıkok által határolt test térfoga-
tát. A keresett test:

9.87. Számoljuk ki az x2 + y2 = 1 hen-
gerpalást és az x+y+z = 1, z = 0
śıkok által határolt test térfoga-
tát. A keresett test:

9.88. Számı́tsuk ki az f(x, y) = 1 − x2

2
− y2

2
függvény grafikonja alatti test

térfogatát a H halmaz felett, ha H = [0, 1]× [0, 1]!

9.89. Számı́tsuk ki az f(x, y) = x+y függvény grafikonja alatti test térfogatát
a H halmaz felett, ha H = {0 ≤ x+ y ≤ 1, 0 ≤ x, 0 ≤ y}!

Rajzoljuk le azt a testet, amelyiknek a térfogatát az adott integ-
rállal számolhatjuk ki! Számı́tsuk ki a térfogatokat!
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9.90.

∫∫
|x|+|y|≤1

(
x2 + y2

)
dy dx 9.91.

1∫
0

 1−x∫
0

(
x2 + y2

)
dy

 dx

Számı́tsuk ki a következő felületek által határolt testek térfogatát!

9.92. x+ y + z = 6, x = 0, z = 0, x+ 2y = 4

9.93. x− y + z = 6, x+ y = 2, x = y, y = 0, z = 0

9.94. z = 1− x2 − y2, x2 + y2 ≤ 1

9.95. z = cosx cos y, |x+ y| ≤ π

2
, z = 0

Számı́tsuk ki a következő testek térfogatát!

9.96. gömb 9.97. ellipszoid

9.98. körhenger 9.99. forgáskúp

Tegyük fel, hogy a H śıkbeli tartományt %(x, y) sűrűségű anyag
tölti ki. Ekkor a test tömege:

M =

∫∫
H

%(x, y) dx dy,

a test tömegközéppontjának a koordinátái pedig

Sx =
1

M

∫∫
H

x%(x, y) dx dy, Sy =
1

M

∫∫
H

y%(x, y) dx dy.

Határozzuk meg a tömegközéppont koordinátáit, ha H = [0, 1] ×
[0, 1] és,

9.100. %(x, y) = x2 9.101. %(x, y) = x+ y
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9.102. %(x, y) = xy 9.103. %(x, y) = x2 + y2

Határozzuk meg annak a kétdimenziós testnek a tömegközéppont-
ját, amelyiket az y = 0, x = 2, y = 1, y = x egyenesek határolnak,
és amelyiknek a sűrűsége

9.104. %(x, y) = 1 9.105. %(x, y) = x

9.106. %(x, y) = y 9.107. %(x, y) = xy

9.108. %(x, y) =
1

x+ y3
9.109. %(x, y) = ex+y

Az xy śıkban levő test tehetetlenségi nyomatéka a z tengelyre nézve

Θ =

∫∫
H

r2(x, y)%(x, y) dx dy,

ahol r(x, y) az (x, y) pont távolsága a z tengelytől. Határozzuk
meg a % sűrűségű, egységoldalú négyzet z tengelyre vonatkozó te-
hetetlenségi nyomatékát, ha a négyzet egyik csúcsa ér hozzá a z
tengelyhez!

9.110. %(x, y) = 1 9.111. %(x, y) = xy

9.112. Határozzuk meg az előző két feladatban szereplő négyzetek tehetetlen-
ségi nyomatékát az z tengelyre vonatkozóan, ha a négyzet egyik olda-
lának a felezőpontja ér hozzá a z tengelyhez!

9.113. Egy vékony lemezt az y = 0, x = 1 és az y = 2x egyenesek határolnak.
A lemez sűrűsége
%(x, y) = 6x+ 6y + 6. Határozzuk meg a test tömegét és tömegközép-
pontjának koordinátáit!

9.114. Egy test az első térnyolcadban van, a koordinátaśıkok és az x+y+z = 2
śık határolja, a sűrűsége pedig %(x, y, z) = 2x. Határozzuk meg a test
tömegét és tömegközéppontjának koordinátáit!
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9.115. Egy 1 méter mély gödörből a felsźınre szivattyúzzuk a vizet. Mennyi
munkát végzünk a gravitáció ellenében, ha a gödör

(a) kocka alakú, (b) félgömb alakú?



10. fejezet

Vonalintegrál és primit́ıv függvény

10.1. Érintőegyenes. Az r (t) térgörbe érintőjének egyenlete az r 0 = r (t0)
pontban

r = r 0 + v · t,

ahol v = ṙ (t0) az érintőegyenes irányvektora.

10.2. Śık és térgörbe ı́vhossza.

— Ha az r : [a, b] → R2 śıkgörbe folytonosan deriválható, akkor rektifi-
kálható, és ı́vhossza

L =

b∫
a

|ṙ | dt =

b∫
a

√
ẋ2 + ẏ2 dt.

— Ha f : [a, b] → R folytonosan deriválható, akkor grafikonja rektifikál-
ható, és ı́vhossza

L =

b∫
a

√
1 + (f ′)2 dx.

— Ha az r : [a, b] → R3 térgörbe folytonosan deriválható, akkor rektifi-
kálható, és ı́vhossza

L =

b∫
a

|ṙ | dt =

b∫
a

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2 dt.

10.3. Érintőśık. Az r (u, v) felület érintőśıkjának egyenlete az r 0 = r (u0, v0)
pontban

n · r = n · r 0

ahol n = r ′u(u0, v0)× r ′v(u0, v0) az érintőśık normálisa.
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Speciálisan a z = f(x, y) grafikonjának érintőśıkja az (x0, y0) pont felett

z = f(x0, y0) + f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0)

10.4. Felsźın. Ha az r : A → R3 felület folytonosan deriválható, akkor a
felületnek van (véges) felsźıne, és

S =

∫∫
A

|r ′u × r ′v| du dv.

Speciálisan a z = f(x, y) folytonosan deriválható függvény grafikonjának
felsźıne az A mérhető śıkidom felett

S =

∫∫
A

√
1 + (z′x)2 + (z′y)2 dx dy.

10.5. Vonalintegrál kiszámolása. Ha v = v1(x, y, z) · i + v2(x, y, z) · j +
v3(x, y, z) · k vektormező folytonos a G tartományon, r : [a, b]→ G, r (t) =
x(t)·i +y(t)·j +z(t)·k folytonosan deriválható, akkor v vonalmenti integrálja
létezik a Γ : r (t) görbe mentén, és

∫
Γ

v dr =

b∫
a

v (r (t)) · ṙ (t) dt.

Koordinátákkal kíırva∫
Γ

v1(x, y, z) dx+ v2(x, y, z) dy + v3(x, y, z) dz =

=

b∫
a

[v1(x, y, z)ẋ+ v2(x, y, z)ẏ + v3(x, y, z)ż] dt.

Hasonlóan, śıkbeli vektormező és görbe esetén

∫
Γ

v1(x, y) dx+ v2(x, y) dy =

b∫
a

[v1(x, y)ẋ+ v2(x, y)ẏ] dt.
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10.6. Konzervat́ıv vektortér.

— A v vektormező pontosan akkor konzervat́ıv a G tartományon, ha min-
den G-ben fekvő zárt rektifikálható Γ görbén∮

Γ

v dr = 0,

azaz minden körintegrál nulla.

— Newton-Leibniz-formula vonalintegrálokra.

Ha a v vektortér konzervat́ıv a G tartományon és U(r ) egy primit́ıv
függvénye G-n, Γ egy folytonosan deriválható G-beli görbe az a kezdő
és b végpontokkal, akkor∫

Γ

v dr = U(b )− U(a ).

— Ha a v vektormező konzervat́ıv és folytonosan deriválható a G tarto-
mányon, akkor

rot v = 0 ,

azaz a keresztbe vett deriváltak megegyeznek, örvénymentes a vek-
tormező.

— Ha a v vektormező folytonosan deriválható az egyszeresen összefüg-
gő G tartományon, és G pontjaiban rot v = 0 , akkor v konzervat́ıv.

10.1. Śık és térgörbék

Ábrázoljuk a következő śıkgörbéket!

10.1. r = t · i + t2 · j
t ∈ [0, 4]

10.2. r = t2 · i + t · j

t ∈ [0, 16]

10.3. r =
√
t · i + t · j

t ∈ [0, 16]

10.4. r = t · i +
√
t · j

t ∈ [0, 4]
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10.5. r = 2t · i + 4t2 · j
t ∈ [0, 2]

10.6. r = t2 · i + t2 · j
t ∈ [0, 4]

10.7. r = cos t · i + sin t · j
t ∈ [0, 2π]

10.8. r = cos t · i + sin t · j

t ∈ [0, π]

10.9. r = cos t · i + sin t · j
t ∈ [−π/2, π/2]

10.10. r = 2 cos t · i + 4 sin t · j
t ∈ [0, 2π]

10.11. r = 4 cos t · i + 2 sin t · j
t ∈ [π/2, 3π/2]

10.12. r = cos t · i + t sin t · j
t ∈ [0, 2π]

10.13. r = t cos t · i + sin t · j
t ∈ [0, 6π]

10.14. r = t cos t · i + t sin t · j

t ∈ [0, 4π]

Ábrázoljuk a következő térgörbéket!

10.15. r = t · i + 2t · j + 3t · k
t ∈ [2, 4]

10.16. r = −2t · i + t · j − (t/3) · k
t ∈ [2, 4]

10.17. r = cos t · i + sin t · j + t · k
t ∈ [0, 6π]

10.18. r = t · i + sin t · j + cos t · k
t ∈ [0, 6π]

10.19. r = 2 sin t · i − t2 · j + cos t · k
t ∈ [2, 6π]

10.20. r = t cos t · i + t sin t · j + t · k
t ∈ [2, 6π]
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10.21. Adjunk meg olyan görbét, amelyik

(a) egy hengerre felcsavarodó spirál;

(b) egy kúpra felcsavarodó spirál!

10.22. Számoljuk ki az előző görbék ı́vhosszát, ha adott a henger, illetve kúp
alapkörének a sugara, továbbá a henger és a kúp magassága!

Vázoljuk a következő śıkgörbéket! Írjuk fel az érintők egyenletét
t = π/4-ben!

10.23. r (t) = 2 cos t · i + 3 sin t · j t ∈ [0, 8π]

10.24. r (t) = t cos t · i + t sin t · j t ∈ [0, 8π]

Írjuk fel a következő śıkgörbék érintőit a megadott P pontokban!

10.25. x2 − xy3 + y5 = 17 P (5, 2)

10.26. (x2 + y2)2 = 3x2y − y3 P (0, 0)

Számoljuk ki a következő térgörbék érintőinek egyenletét a meg-
adott helyeken:

10.27. r (t) = (t−3)·i +(t2+1)·j +t2 ·k t = 2

10.28. r (t) = sin t · i + cos t · j +
1

cos t
·k p = j + k

Határozzuk meg az alábbi śıkgörbék ı́vhosszát:

10.29. (ciklois)

x = r(t− sin t)
y = r(1− cos t)

0 ≤ t ≤ 2π

10.30. (arkhimédészi spirális)

r = aϕ 0 ≤ ϕ ≤ 2π
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10.31. y =
√
x 0 ≤ x ≤ a

10.2. Skalár-, és vektormezők, differenciál-
operátorok

10.32. Milyen geometriai transzformációnak felel meg a śıkon az

f(x, y) =

(
x

x2 + y2
,− y

x2 + y2

)
leképezés?

Adjunk meg olyan f : R2 → R2 leképezéseket, amelyeknek H az
értelmezési tartománya, és K az értékkészlete!

10.33. H = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}
K = {(x, y) : 0 < x < 2, 0 < y < 4}

10.34. H = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1, x+ y < 1}
K = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}

10.35. H = {(x, y) : 0 < x ≤ 1, y = 0}
K = {(x, y) : x2 + y2 = 1}

10.36. H = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 2}
K = {(x, y) : x2 + y2 < 1}

Határozzuk meg grad f = ∇f-et, ha

10.37. f(x, y) = x2 − y2 10.38. f(x, y) = x2 + y2

10.39. f(x, y) = x4 − 6x2y2 + y4 10.40. f(x, y) =
√
x2 + y2

Írjuk fel a következő függvények gradiensét a megadott pontokban!

10.41. f(x, y) = x2 sin y p = (π/3,−π/4)
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10.42. f(x, y) =
√
x lnxy p = (e2, e4)

10.43. f(x, y, z) = x+ xy2 + x2z3 p = (2,−1, 1)

10.44. f(x, y, z) = x sin y + z2 cos y p = (π/2, π/6)

Számoljuk ki a következő skalármezők gradiensét, itt ’a ’ egy rög-
źıtett állandó vektort jelöl, ’r ’ pedig egy térbeli vektorváltozót:

10.45. U(r ) = a · r 10.46. U(r ) = |a × r |

10.47. U(r ) = r 2 +
1

r 2
10.48. U(r ) =

a 2

r 2

Határozzuk meg az alábbi felületek érintőśıkját az adott helyeken:

10.49. r = (u2 − v) · i + (u− v3) · j − (u+ v·)k ; u = 1, v = 2

10.50. z = x2 + y2; x = 1, y = 2

Számoljuk ki az alábbi felületdarabok felsźınét:

10.51. r = u cos v · i + u sin v · j + u · k 0 ≤ u ≤ 1; 0 ≤ v ≤ π

10.52. z =
x2

2y
0 ≤ x ≤ 1; 1 ≤ y ≤ 2

10.3. Vonalintegrál

Legyen v = (x+y) · i + (x−y) · j . Számı́tsuk ki v vonalintegrálját
a következő śıkgörbéken!

10.53. Γ : t · i t ∈ [0, 1]

10.54. Γ :

{
t · i + (t+ 1) · j , ha t ∈ [−1, 0]

t · i + (−t+ 1) · j , ha t ∈ (0, 1]
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10.55. Γ : cos t · i + sin t · j t ∈ [0, π]

10.56. Γ :

(1 + cos t) · i + sin t · j , ha t ∈ [0, π]
t− π
π
· i , ha t ∈ (π, 2π]

Legyen v = (x2 − 2xy) · i + (y2 − 2xy) · j . Számı́tsuk ki v vonal-
integrálját a következő görbéken!

10.57. Γ : t · i + t2 · j t ∈ [−1, 1]

10.58. Γ : t · i + j t ∈ [−1, 1]

Legyen a Γ1 görbe az A(0, 0) és B(1, 1) pontokat összekötő egyenes
szakasz, Γ2 pedig az A(0, 0) és B(1, 1) pontokat összekötő parabo-
láıv, mégpedig az y = x2 függvény grafikonja 0 és 1 között. Számı́t-
suk ki ezeken a görbéken a következő leképezések vonalintegrálját!

10.59. v = (x− y) · i + (x+ y) · j

10.60. v = x · i + y · j

10.61. v = y · i + x · j

10.62. v = (x2 + y2) · i + (x2 − y2) · j

Legyen a Γ görbe az A(0, 0), B(1, 0) és a C(0, 1) pontokat összekötő
töröttvonal. Számı́tsuk ki ezen a görbén a következő leképezések
vonalintegrálját!

10.63. v = −2x · i + y · j 10.64. v = i + x2 · j

10.65. v = y2 · i − j 10.66. v = xy · i + (x+ y) · j
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10.67. Legyen a Γ görbe az A(−2, 0) és a B(1, 0) pontokat összekötő egyenes
szakasz. Számı́tsuk ki ezen a görbén az

v =
2x3 − 3x

x2 + y2
· i +

1

x2 + y2
· j

leképezés vonalintegrálját!

Legyen v = (x + y) · i + (y + z) · j + (z + x) · k . Számı́tsuk ki v
vonalintegrálját a következő görbéken!

10.68. Γ : t · i + 2t · j + 3t · k t ∈ [0, 1]

10.69. Γ : t · i + t2 · j t ∈ [1, 2]

10.70. Γ : cos t · i + sin t · j + t · k t ∈ [0, π]

10.71. Γ : cos t · i + sin t · j + t · k t ∈ [π, 2π]

Legyen a Γ görbe az A(0, 0, 0) és B(1, 1, 1) pontokat összekötő egye-
nes szakasz. Számı́tsuk ki ezen a görbén a következő leképezések
vonalintegrálját!

10.72. v = xz · i + yx · j + xy · k

10.73. v = (x− y) · i + (x+ y) · j + z · k

10.74. v = xy · i + yz · j + xz · k

10.75. v = y2 · i + z2 · j + x2 · k

10.76. Legyen a Γ görbe az A(−2, 0, 1) és a B(1, 0, 3) pontokat összekötő egye-
nes szakasz. Számı́tsuk ki ezen a görbén a

v =
x

x2 + y2 + z2
· i +

1

x2 + y2 + z2
· j +

z

x2 + y2 + z2
· k

leképezés vonalintegrálját!
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Határozzuk meg az alábbi vonalintegrálokat:

10.77.

∫
C

(x2 − 2xy) dx+ (y2 − 2xy) dy Γ : y = x2 (−1 ≤ x ≤ 1)

10.78.

∮
C

(x+ y) dx+ (x− y) dy Γ :
x2

a2
+
y2

b2
= 1

10.79.

∫
C

y dx+ z dy + x dz C :

{
x = a cos t
y = a sin t
z = bt

0 ≤ t ≤ 2π

Van-e a következő śıkbeli vektormezőknek primit́ıv függvénye? Ha
igen, határozzuk meg őket!

10.80. v = y · i + x · j

10.81. v = x · i + y · j

10.82. v = (x− y) · i + (y − x) · j

10.83. v = (x4 + 4xy3) · i + (6x2y2 − 5y4) · j

10.84. v = (x+ y) · i + (x− y) · j

10.85. v = ex · i + ey · j

10.86. v = ey · i + ex · j

10.87. v = ex cos y · i − ex sin y · j

10.88. v = (x2 + y) · i + (x+ ctg y) · j

10.89. v = sin y · i + sinx · j

10.90. v = cosxy · i + sinxy · j

10.91. v = y sinxy · i + x sinxy · j
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10.92. v =
x

x2 + y2
· i +

y

x2 + y2
· j

10.93. v =
x

x2 + y2
· i − y

x2 + y2
· j

10.94. v =
y

x2 + y2
· i +

x

x2 + y2
· j

10.95. v =
y

x2 + y2
· i − x

x2 + y2
· j

10.96. v =
y

(x2 + y2)
2 · i +

x

(x2 + y2)
2 · j

10.97. v = − y

(x2 + y2)
2 · i +

x

(x2 + y2)
2 · j

Számı́tsuk ki a 10.80. és 10.97. közötti feladatokban szereplő leké-
pezések vonalintegrálját

10.98. az origó körüli egységsugarú körön pozit́ıv irányban haladva;

10.99. azon a négyzeten, amelynek csúcspontjai A(−1,−1), B(1,−1), C(1, 1)
és D(−1, 1), pozit́ıv irányban haladva végig a négyzet teljes kerületén.

Konzervat́ıvak-e következő erőterek az egész śıkon? Ha igen, ad-
junk meg egy potenciálfüggvényt!

10.100. E = 9, 81 · j

10.101. E = (y + x) · i + x · j

10.102. E = (y + sgnx) · i + x · j

10.103. E = (x+ y) · i + (x+ [y]) · j

10.104. E = x · i + 2y · j

10.105. E = (x2 − 2xy) · i + (y2 − 2xy) · j

10.106. E = − y

x2 + y2
· i +

x

x2 + y2
· j
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10.107. E =
x

(x2 + y2)
3/2
· i +

y

(x2 + y2)
3/2
· j

Van-e a következő térbeli vektormezőknek primit́ıv függvénye? Ha
igen, határozzuk meg őket!

10.108. v = yz · i + xz · j + xy · k

10.109. v = xy · i + yz · j + xz · k

10.110. v = (x+ y) · i + (z − y) · j + xz · k

10.111. v =
−x2 + y2 + z2

x2 + y2 + z2
· i +

x2 − y2 + z2

x2 + y2 + z2
· j +

x2 + y2 − z2

x2 + y2 + z2
· k

10.112. v = 2xy3z4 · i + 3x2y2z4 · j + 4x2y3z3 · k

10.113. v = 3xy3z4 · i + 3x2y2z4 · j + x2y3z3 · k

10.114. v = sin y · i + x cos y · j + 2z · k

10.115. v = exz sin y · i + exz cos y · j + ex sin y · k

10.116. A 10.108. és 10.115. közötti feladatokban szereplő leképezések közül
melyeknek lesz biztosan 0 a vonalintegrálja bármely (3, 4, 5) középpon-
tú, 1 sugarú körvonalon?

10.117. Határozzuk meg az alábbi vonalintegrált, és ellenőrizzük, hogy a ke-
resztbe vett deriváltak megegyeznek:∮

C

y dx− x dy
x2 + y2

, Γ : x2 + y2 = R2.

Határozzuk meg a z(x, y) primit́ıv függvényt:

10.118. dz = (x2 + 2xy − y2) dx+ (x2 − 2xy − y2) dy

10.119. dz =
y dx− x dy

3x2 − 2xy + 3y2
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10.120. dz =
(x2 + 2xy + 5y2) dx+ (x2 − 2xy + y2) dy

(x+ y)3

Határozzuk meg az u(x, y, z) primit́ıv függvényt:

10.121. du = (x2 − 2yz) dx+ (y2 − 2xz) dy + (z2 − 2xy) dz

10.122. du =

(
1− 1

y
+
y

z

)
dx+

(
x

z
+

x

y2

)
dy − xy

z2
dz

10.123. du =
(x+ y) dx+ (x+ y) dy + z dz

x2 + y2 + z2 + 2xy

Az origóban elhelyezett M tömegpont az (x, y, z) pontban levő m
tömegpontra

c
Mm

x2 + y2 + z2

gravitációs vonzóerővel hat, ahol c egy állandó. Az erő iránya meg-
egyezik az (x, y, z) pontból az origóba mutató vektor irányával.
Számı́tsuk ki a gravitációs erő munkáját, ha az m tömegű test a
következő görbéken mozog:

10.124. Γ : cos t · i + sin t · j t ∈ [0, 2π]

10.125. Γ : cos t · i + sin t · j t ∈ [0, π]

10.126. Γ : t · i + 2t · j + 3t · k t ∈ (0, 1]

10.127. Γ : az a négyzet, amelynek csúcspontjai A(−1,−1, 0), B(1,−1, 0),
C(1, 1, 0), D(−1, 1, 0) pozit́ıv irányban végighaladva a négyzet teljes
kerületén.

10.128. Határozzuk meg az előző feladatokban szereplő gravitációs erő poten-
ciálfüggvényét!

Az origóban elhelyezettQ pontszerű töltés az (x, y, z) pontban levő,
q pontszerű töltésre

c
Mm

x2 + y2 + z2

tasźıtó erővel hat, ahol c egy állandó, és az erő iránya ellentétes az
(x, y, z) pontból az origóba mutató vektor irányával.



10. Vonalintegrál és primit́ıv függvény 195

10.129. Mekkora munkát végez ez az elektrosztatikus erő, amikor a q töltést az
(1, 2, 3) pontból az (5, 6, 7) pontba viszi? Függ-e a végzett munka az
útvonaltól?

10.130. Mekkora munkát végez ez az elektrosztatikus erő, amikor a q töltést az
(1, 2, 3) pontból a végtelen távoli pontba viszi? Függ-e a végzett munka
az útvonaltól?

10.131. Határozzuk meg az előző feladatokban szereplő elektrosztatikus erő po-
tenciálfüggvényét!

10.132. Az asztal lapján csúszó m tömegű testre az asztal lapja c ·m súrlódá-
si erővel hat, ahol c egy állandó. Az erő iránya mindig ellentétes az
elmozdulás irányával. Mekkora munkát végez a súrlódási erő, amikor
a testet a (0, 0) pontból egy egyenes szakasz mentén a (3, 4) pontba
csúsztatjuk? Mekkora munkát végez a súrlódási erő, amikor a testet
a (0, 0) pontból először egy egyenes szakasz mentén a (3, 0), majd egy
csatlakozó egyenes szakasz mentén a (3, 4) pontba csúsztatjuk? Függ-e
végzett munka az útvonaltól?

10.133. Van-e az előző feladatban szereplő súrlódási erőnek potenciálfüggvénye?



11. fejezet

Komplex függvények

11.1. Cauchy-Riemann differenciálegyenletek. Ha az f(z) = f(x +
iy) = u(x, y) + i · v(x, y) deriválható a z0 = x0 + iy0 pontban, akkor

u′x(x0, y0) = v′y(x0, y0), u′y(x0, y0) = −v′x(x0, y0).

Megford́ıtva, ha teljesülnek a fenti egyenletek az (x0, y0) pontban és ebben
a pontban u és v totálisan deriválható (mint kétváltozós valós függvények),
akkor az f(z) komplex függvény (komplex értelemben) deriválható z0-ban.

11.2. Cauchy-féle integráltétel. Ha f analitikus a Γ egyszerű zárt görbe
belsejében, Ω-ban, a Γ pontjaiban folytonos, akkor∮

Γ

f(z) dz = 0.

11.3. Cauchy-féle integrálformulák. Ha f analitikus a-ban, Γ pozit́ıv
iránýıtású zárt körvonal a körül az f regularitási tartományában, akkor

f (n)(a) =
n!

2πi

∮
Γ

f(z)

(z − a)n+1
dz.

11.4. Holomorf függvények.

— Maximum elv. Egyszeresen összefüggő tartományon holomorf függ-
vény abszolút-értékének nincs (lokális) maximuma a tartomány pont-
jaiban.

— Liouville tétele. Az egész komplex śıkon holomorf korlátos függvény
konstans.

— Rouché tétele. Legyen Γ egyszerű zárt görbe a komplex śıkon, belseje
Ω, f és g két folytonos komplex függvény Ω = Ω∪Γ-n, f és g holomorf
Ω-n, valamint tegyük fel, hogy minden z ∈ Γ esetén

|g(z)| > |f(z)− g(z)| .
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Ekkor a két függvénynek, multiplicitással számolva, ugyanannyi gyöke
van Ω-ban.

11.5. Meromorf függvények.

— Ha f(z) Laurent-sorba fejthető a körül,

f(z) =

∞∑
n= −∞

an(z − a)n,

akkor

Res(f, a) = a−1 =
1

2πi

∮
Γ

f(z) dz,

ahol Γ egy pozit́ıv iránýıtású körvonal a körül, amelynek sugara kisebb
a Laurent-sor konvergenciasugaránál.

— Residuum tétel. Ha D ⊂ C egyszeresen összefüggő tartomány, f me-
romorf D-ben, Γ pedig D-beli egyszerű zárt görbe pozit́ıv iránýıtással,
amely nem megy át póluson, akkor∮

Γ

f(z) dz = 2πi
∑
{Res(f, a) : a ∈ Ω}

ahol Ω a Γ görbe belseje.

11.1. Bizonýıtsuk be, hogy a z komplex szám konjugáltjának reciproka meg-
egyezik z reciprokának konjugáltjával!

11.2. Tegyük fel, hogy |z| < 1 és |α| < 1. Bizonýıtsuk be, hogy ekkor∣∣∣∣ z − α1− zα

∣∣∣∣ < 1.

Ellenőrizzük, hogy teljesülnek-e a Cauchy-Riemann differenciál-
egyenletek a következő komplex függvények esetében!

11.3. f(z) = z2 11.4. f(z) = zn, n ∈ N+

11.5. f(z) =
1

z
, z 6= 0 11.6. f(z) =

1

z2 + 1
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11.7. Teljesülnek-e a Cauchy-Riemann differenciálegyenletek az f(z) =
√
|xy|

függvényre, ahol x a z komplex szám valós, y pedig a képzetes része?
Differenciálható-e az előző függvény z = 0-ban?

11.8. Bizonýıtsuk be, hogy az f(z) = 2x2 + 3y2 + xy + 2x + i(4xy + 5y)
függvény a śık egyetlen tartományán sem differenciálható!

Keressük meg azokat a pontokat, ahol f differenciálható!

11.9. f(x+ iy) = xy + iy

11.10. f(x+ iy) =
(
2x2 − y

)
+ i
(
x2 + y2

)
Határozzuk meg a differenciálható f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y)
függvényt a következő feltételek mellett!

11.11. u(x, y) = x2 − y2 + xy, f(0) = 0

11.12. v(x, y) =
x2

x2 + y2
, f(2) = 0

Határozzuk meg a következő hatványsorok konvergenciasugarát!

11.13.
∞∑
n=1

1

n
(z − i)n 11.14.

∞∑
n=1

2n(z + i)n

11.15.
∞∑
n=1

n2(z − 2− 2i)n 11.16.
∞∑
n=1

(n− 1)!

n!
zn

11.17.
∞∑
n=0

(n2)!

3n!
zn 11.18.

∞∑
n=1

ln(n!)zn

11.19.
∞∑
n=1

1

n
zn 11.20.

∞∑
n=0

(
in

n+ 1

)n2

zn

Adjuk meg a következő hatványsorok konvergenciasugarát és
összegfüggvényét!
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11.21.
∞∑
n=1

zn 11.22.
∞∑
n=0

inzn

11.23.
∞∑
n=0

(n+ 1)zn 11.24.
∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)zn

Bizonýıtsuk be a megfelelő hatványsorok felhasználásával az Euler-
féle összefüggéseket:

11.25. eiz = cos z + i sin z 11.26. e−iz = cos z − i sin z

11.27. cos z =
1

2

(
eiz + e−iz

)
11.28. sin z =

1

2i

(
eiz − e−iz

)

11.29. Bizonýıtsuk be az Euler-féle összefüggések seǵıtségével, hogy az ez ex-
ponenciális függvény 2πi szerint periodikus!

11.30. Bizonýıtsuk be, hogy a sin z és cos z függvényeknek pontosan ugyanazok
a zérushelyei, mint a valós sinx és cosx függvényeknek!

Legyen Γ a |z| = 1 körvonal, és integráljuk a zárt körvonalon pozit́ıv
irányban a következő függvényeket!

11.31. f(x+ iy) = x 11.32. f(x+ iy) = y

11.33. f(x+ iy) = x− iy 11.34. f(x+ iy) = x+ iy

Legyen Γ a |z| = R körvonal, és integráljuk a zárt körvonalon
pozit́ıv irányban a következő függvényeket!

11.35. f(z) =
1

z
11.36. f(z) =

1

z2

Integráljuk az f(z) = |z| függvényt a következő, z1 = −1-ből ki-
induló, z2 = i-be érkező görbéken! Függ-e az integrál értéke az
útvonaltól?
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11.37. Γ = {e−it : t ∈ [π, 3π/2]}

11.38. Γ = {t : t ∈ [−1, 0]}
⋃
{it : t ∈ [0, 1]}

11.39. Számı́tsuk ki a

∫
(x2 − y2) dx− 2xy dy vonalintegrált az 1 + i pontból

kiinduló és a 3 + 2i pontba érkező szakaszon (valós) primit́ıv függvény
seǵıtségével!

11.40. Számı́tsuk ki a

∫
(x2 − y2) dx− 2xy dy vonalintegrált az 1 + i pontból

kiinduló és a 3 + 2i pontba érkező szakaszon a Cauchy-féle integráltétel
seǵıtségével!

Legyen Γ : z(t) = 1+it, t ∈ [0, 1]. Integráljuk a Γ görbén a Cauchy-
féle integráltétel seǵıtségével a következő függvényeket!

11.41. f(z) = 3z2 11.42. f(z) =
1

z

11.43. f(z) = ez 11.44. f(z) = zez
2

Határozzuk meg az

∫
Γ

1

z2 + 1
dz integrált a következő zárt görbé-

ken!

11.45. Γ : |z| = 1/2 11.46. Γ : |z| = 3

11.47. Γ : |z − i| = 1 11.48. Γ : |z + i| = 1

Írjuk fel a következő függvények adott a pont körüli hatványsorát!

11.49.
1

(1− z)2
, a = 3 11.50.

1

(z − 2)(z − 3)
, a = 5
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11.51.
1

1− z + z2
, a = 0 11.52.

3z − 6

(z − 4)(z + 25)
, a = 10

Számı́tsuk ki az f(z) függvény z0 = 0 pontbeli reziduumát!

11.53. f(z) =
ez

z2
11.54. f(z) =

cos z

sin z

Számı́tsuk ki az f(z) =
1

z3 − z5
függvény z0 pontbeli reziduumát!

11.55. z0 = 0 11.56. z0 = 1

11.57. z0 = −1 11.58. z0 = i

Számı́tsuk ki az f(z) =
z2

(z2 + 1)
2 függvény z0 pontbeli reziduumát!

11.59. z0 = i 11.60. z0 = −i

Határozzuk meg az

∮
|z|=4

f(z) dz körintegrált, ahol

11.61. f(z) =
ez sin z

z − 1
11.62. f(z) =

esin z

z2

11.63. f(z) =
esin z

z − 2
11.64. f(z) =

esin z

(z − 1)(z − 2)

11.65. f(z) =
ez cos z

z − π
11.66. f(z) =

esin z

z2 − 1

Legyen Γ : z(t) = t+ it, t ∈ [0, 1]. Integráljuk a Γ görbén a követ-
kező függvényeket!



11. Komplex függvények 202

11.67. f(z) = z2 11.68. f(z) = ez

Legyen Γ az |z − 2i| = 1 körvonal, és pozit́ıv körüljárási irányban
integráljuk a Γ görbén a következő függvényeket!

11.69. f(z) = z2 11.70. f(z) =
1

z

11.71. f(z) = z2 +
1

z
11.72. f(z) = z +

1

z

Hány gyöke van a következő egyenleteknek az |z| < 1 körben?
(Seǵıtség: alkalmazzuk Rouché tételét.)

11.73. z6 − 6z + 10 = 0 11.74. z4 − 5z + 1 = 0

11.75. Számı́tsuk ki az

∞∫
−∞

1

(x2 + 1)
2 dx integrált a komplex számśıkon görbe

menti integrálással!

11.76. Hova képezi az f(z) =
az + b

cz + d
függvény az origó középpontú, egységsu-

garú kört?

11.77. Adjunk meg olyan komplex függvényt, amelyik a felső félśıkot az origó
középpontú, egységsugarú körbe viszi!

Milyen görbéket vagy tartományokat határoznak meg a következő
feltételek?

11.78. |z − 2| < |z| 11.79.
∣∣z2 − 1

∣∣ < 1

11.80. Im
1

z
= 2 11.81. Re z = Im z

A w = f(z) függvény a z = x+ iy śıkot a w = u+ iv śıkba képezi
le. Határozzuk meg az adott T tartományok képét!
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11.82. w = z2, T = {x+ iy : x ≥ 0, y ≥ 0}

11.83. w = ez, T = {x+ iy : 0 < y <
π

2
}



Megoldások

Alapfogalmak, valós számok

1.1 Elemi feladatok

1.1. A megoldáshalmaz a (2, 8) nýılt intervallum.

 
2 5 8

 

1.2. Ugyanaz, mint az előző feladatban.

1.3. A megoldáshalmaz a (4, 6) nýılt intervallum.

 
4 5 6

 

1.5. Az eredeti egyenlőtlenség:

1

5x+ 6
≥ −1

Szorozzuk át az egyenlőtlenséget 5x+ 6-tal. Két esetet kell megkülön-
böztetnünk:

I. eset: 5x+ 6 > 0, azaz x > −6/5. Ekkor az új egyenlőtlenség:

1 ≥ −(5x+ 6), 5x ≥ −7, x ≥ −7/5

A vizsgált esetben ez csak akkor lehetséges, ha x > −6/5.

II. eset: 5x + 6 < 0, azaz x < −6/5. Ekkor az új egyenlőtlenség
megfordul:

1 ≤ −(5x+ 6), 5x ≤ −7, x ≤ −7/5

A vizsgált esetben ez csak akkor lehetséges, ha x ≤ −7/5.

Tehát az összes megoldás egy zárt és egy nýılt félegyenes uniója:

x ∈ (−∞,−7/5] ∪ (−6/5,∞)

1.7. Az eredeti egyenlőtlenség:

10x2 + 17x+ 3 ≤ 0



1. Alapfogalmak, valós számok – Megoldások 205

A baloldalon szereplő másodfokú polinom főegyütthatója pozit́ıv, ezért
a parabola pontjai a két gyök által kapott intervallumban vannak az x
tengely alatt. Számoljuk ki a két gyököt:

10x2 + 17x+ 3 = 0

x1 = −3

2
, x2 = −1

5

Tehát a megoldások halmaza:

x ∈ [−3/2,−1/5]

1.9. Az eredeti egyenlőtlenség:

8x2 − 30x+ 25 ≥ 0

Számoljuk ki a másodfokú egyenlet gyökeit:

8x2 − 30x+ 25 = 0

x1,2 =
30±

√
900− 800

16
, x1 =

5

2
, x2 =

5

4

Mivel a főegyüttható pozit́ıv, ezért a másodfokú polinom a két gyök
által meghatározott intervallumon ḱıvül pozit́ıv, tehát a megoldások

x ∈ (−∞, 5/4] ∪ [5/2,∞)

1.11. Az eredeti egyenlőtlenség:

9x2 − 24x+ 17 ≥ 0

Számoljuk ki a másodfokú egyenlet gyökeit:

9x2 − 24x+ 17 = 0

Ennek az egyenletnek a diszkriminánsa negat́ıv (−36), ezért a másodfo-
kú polinom sehol sem nulla. Mivel a főegyüttható pozit́ıv, ezért minden
x ∈ R esetén

9x2 − 24x+ 17 > 0

Tehát az egyenlőtlenségnek minden x ∈ R megoldása.
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1.14. Milyen x ∈ R esetén lesz |x+ 1|+ |x− 2| ≤ 12 ?

Három esetet különböztethetünk meg aszerint, hogy (x+ 1) és (x− 2)
milyen előjelű.

I. eset: x < −1, azaz mindkét tag negat́ıv.

−(x+ 1)− (x− 2) ≤ 12, −2x ≤ 11, x ≥ −11

2

Ebben az esetben a megoldások:

x ∈ [−11/2;−1)

II. eset: −1 ≤ x < 2, azaz az első tag nem negat́ıv, a második negat́ıv.

(x+ 1)− (x− 2) ≤ 12, 3 ≤ 12, x tetszőleges

Ebben az esetben a megoldások:

x ∈ [−1; 2)

III. eset: x ≥ 2, azaz egyik tag sem negat́ıv.

(x+ 1) + (x− 2) ≤ 12, 2x ≤ 13, x ≤ 13

2

Ebben az esetben a megoldások:

x ∈ [2; 13/2]

Össześıtve a három esetet

x ∈ [−11/2; 13/2]

az összes megoldás.

1.16. Milyen x ∈ R esetén lesz

∣∣∣∣ x+ 1

2x+ 1

∣∣∣∣ > 1

2
?

I. eset: x < −1, azaz a számláló és a nevező is negat́ıv.

x+ 1

2x+ 1
>

1

2
, 2(x+ 1) < 2x+ 1, 2 < 1

Ebben az esetben nincs megoldás.

II. eset: x > −1/2, azaz a számláló és a nevező is pozit́ıv.

x+ 1

2x+ 1
>

1

2
, 2(x+ 1) > 2x+ 1, 2 > 1
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Ebben az esetben a megoldások:

x ∈ (−1/2;∞)

III. eset: −1 < x < −1/2, azaz a számláló pozit́ıv a nevező pedig
negat́ıv. A negat́ıv nevezővel átszorozva megfordul az egyenlőtlenség:∣∣∣∣ x+ 1

2x+ 1

∣∣∣∣ = − x+ 1

2x+ 1
>

1

2
, −2(x+ 1) < 2x+ 1, 4x > −3, x > −3

4

Ebben az esetben a megoldások:

x ∈ (−3/4;−1/2)

Ha a nevező pozit́ıv, akkor a számláló is az, ezért több eset nincs. Így
az összes megoldás:

x ∈ (−3/4;−1/2) ∪ (−1/2;∞)

1.18.
√
x+ 3 + |x− 2| = 0

Két nem negat́ıv szám összege csak úgy lehet nulla, ha mindkettő nulla.
Tehát

x+ 3 = 0 és x− 2 = 0

Ez a két egyenlet semmilyen x-re sem teljesül egyszerre, ezért az egyen-
letnek nincs megoldása.

1.2 Logikai alapfogalmak

1.20. (a) Van olyan egér, amelyik nem szereti a sajtot.

(b) Valaki másnak vermet ásott és nem esett bele.

(c) Van olyan asszony, aki csak olyat akar tenni, amit szabad.

(d) Minden a-hoz van olyan b, hogy az a+x = b legalább két különböző
x-re teljesül.

(e) 3 nagyobb, mint 2, és 5 nem osztója 10-nek.

(f) Zörög a haraszt és nem fúj a szél.

(g) A nagynénémnek kerekei vannak, mégsem ő a miskolci gyorsvonat.
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1.22. Igen:
(b)+(c) =⇒ Minden állat vagy emlős, vagy van kopoltyúja.
(b)+(a) =⇒ Ha egy állat emlős, akkor van kopoltyúja.
Tehát egy állatnak akár emlős akár nem, van kopoltyúja.

1.25. Csak a (b) álĺıtás hamis, a többi igaz.

1.27. Ehhez a
”
Minden mohikán hazudik” mondathoz nem lehet igazságérté-

ket rendelni, ha csak egy mohikán van.

Ha a mondat igaz lenne, akkor az utolsó mohikán is hazudott, tehát
nem igaz a mondat.

Ha a mondat hamis lenne, akkor van igazmondó mohikán. De ha csak
egy mohikán van, akkor ő az igazmondó. Ezért igaz amit mondott,
tehát igaz a mondat.

1.29. Jelölje x az első, y pedig a harmadik számjegyet. A feltevés miatt
x+ y = 5. Most már az összes számjegy feĺırható x és y seǵıtségével:

x, 6, y, x, 6, y, x, 6, y, x, 6, y, x

A 12. jegy y = 4, és ezért x = 1. Tehát a kód:

1641641641641

Azaz a 13-adik jegy 1.

1.31. Csak a (c) álĺıtás következik, sőt a két álĺıtás ekvivalens:

(A =⇒ B) ⇐⇒ (¬B =⇒ ¬A)

1.32. A =⇒ B (mert 5 pozit́ıv), de B 6=⇒ A ha például x = −6.

1.34. B =⇒ A, mert az A álĺıtás mindig igaz (ha értelmes a gyökös kifejezés).
Ford́ıtva nem igaz a következtetés, például ha x = 3.

1.36. Egyikből sem következik a másik (mert x2 − x − 6 gyökei −2 és 3).
Például ha x = −3 akkor A igaz de B nem, ha pedig x = 3 akkor A
hamis és B igaz.

1.38. Mindkét álĺıtás hamis, ezért mindegyikből következik a másik (és bár-
mely egyéb álĺıtás).



1. Alapfogalmak, valós számok – Megoldások 209

1.40. A =⇒ B, mert a két egyenlőtlenséget összeadva, felhasználva a három-
szög egyenlőtlenséget:

0, 2 = 0, 1 + 0, 1 > |x− 5|+ |y − 5| = |x− 5|+ |5− y| ≥
≥ |x− 5− y + 5| = |x− y|

B 6=⇒ A, például ha x = y = 0

1.42. ∃k ∈ N+ 2|k jelentése: van páros pozit́ıv egész szám, ez igaz.

Tagadása: ∀k ∈ N+ 2 - k, azaz minden pozit́ıv egész páratlan. Ez nem
igaz, például k = 2-re.

1.43. ∀n ∈ N+ ∃k ∈ N+ n|k jelentése: minden n pozit́ıv egésznek van több-

szöröse. Ez igaz, minden n ∈ N+ esetén legyen k = 2 · n
Tagadása: ∃n ∈ N+ ∀k ∈ N+ n - k, azaz van olyan n ∈ N+, amelyik
egyetlen pozit́ıv egésznek sem osztója. Ez nem igaz (mert az eredeti
álĺıtás igaz).

1.45. Nem hazudott. Akkor hazudott volna, hogyha a hó miatt nem járt a
busz, Pistike mégis elment az iskolába.

1.47. 298 részhalmaz esetén igaz, 2100 − 298 = 3 · 298 esetén pedig nem.

1.49. 1 benne van: 299 részhalmaz.

2 nincs benne: 299 részhalmaz.

1 benne van és 2 nincs benne: 298 részhalmaz.

1 benne van a részhalmazban vagy a 2 nincs benne: 299 + 299 − 298 =
3 · 298

A komplementer esemény: 298 részhalmaz esetén 1 nincs benne és 2
benne van.

1.51. Az üres halmaz ilyen. Ha H 6= ∅, legyen k = minH. De akkor H =
{i : k ≤ i ≤ n}. Tehát n+ 1 ilyen halmaz van.

1.52. Jelölje An az ilyen halmazok halmazát, an az An számosságát. Nyilván
a1 = 2 és a2 = 3. Ha most n > 2, akkor legyen

Bn = {A ∈ An : n /∈ A} és Cn = {A ∈ An : n ∈ A ∧ n− 1 /∈ A}
Könnyen látható, hogy

A ∈ Bn ⇐⇒ A ∈ An−1 és A ∈ Cn ⇐⇒ A ∩An−2 ∈ An−2.
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Tehát an = an−1 + an−2. Ez az un. Fibonacci-sorozat, pontosabban
an = un+2.

1.53. Jelölje most Bn a feltételnek megfelelő halmazok halmazát, B ∈ B
esetén két lehetőség van:

(1) Minden x ∈ B esetén x + 1 /∈ B. Ilyen halmaz az előző feladat
szerint an = un+2 darab van.

(2) Van olyan x ∈ B, amelyre x+ 1 ∈ B. Ebben az esetben legyen
k(B) = min {x ∈ B : x+ 1 ∈ B} .

Ha most
bk = |{B ∈ B : k(B) = k}|,

akkor nyilván bk = ak−2 = uk, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Tehát |Bn| = (u1 +u2 + · · ·+un)+un+2. A Fibonacci számok összegére
vonatkozó képlet a Fibonacci-sorozatról szóló feladatok közt megtalál-
ható.

1.55. ¬P ∩ ¬Q

1.57. P ∩ ¬Q

1.59. ¬P ∩ ¬Q

1.61. ¬P ∩Q

1.63. ¬(P =⇒ Q) = P ∩ ¬Q

1.65. (b) =⇒ (a), (c) =⇒ (d).

Más következtetés nem igaz.

1.3 Bizonýıtási módszerek

1.66. Indirekt módon tegyük fel, hogy van olyan p, q ∈ N+, amelyekre
√

3 =
p

q
. Feltehetjük azt is, hogy p és q relat́ıv pŕım. Átalaḱıtás után:

3 =
p2

q2
, 3q2 = p2.
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Eszerint p2 osztható 3-mal, de mivel 3 pŕımszám, ezért p is osztható
3-mal: p2 = 9r2. Így tehát

3q2 = 9r2, q2 = 3r2.

Megismételve az előző gondolatmenetet p helyett q-ra, azt kapjuk, hogy
q is osztható 3-mal. ami ellentmond annak, hogy p és q relat́ıv pŕım.

1.68. Indirekt módon tegyük fel, hogy

r =

√
2 + 1

2
+ 3

4
+ 5

racionális. De akkor

(r − 5) · 4 =

√
2 + 1

2
+ 3

is racionális. Tovább folytatva az okoskodást, azt kapjuk, hogy
√

2 raci-
onális. Ez ellentmondás. Azt, hogy

√
2 irracionális, ugyanúgy láthatjuk

be, ahogy
√

3 esetén.

1.70. (a) Nem lehet: ha x + y racionális lenne, akkor (x + y) − x = y is az
lenne.

(b) Nem lehet: ha x − y racionális lenne, akkor x − (x − y) = y is az
lenne.

(c) Lehet, de csak ha x = 0.

(d) Lehet, de csak ha x = 0.

1.72. (a) Igaz.

(b) Nem igaz: például a =
√

2, b = −
√

2

(c) Nem igaz, a+ b irracionális.

(d) Igaz.

1.74. Annak tagadása, hogy 1 a legnagyobb szám az, hogy 1-nél van nagyobb
szám, nem pedig az, hogy egy másik szám a legnagyobb szám. A valós
(vagy a természetes) számok között nincs legnagyobb!

1.76. Teljes indukcióval:
n = 1 : 16|16
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n + 1-re: Mivel ha k|a − b és k|b, akkor k|a, ezért elég belátni,
hogy

16|(5n+2−4(n+1)−5)−(5n+1−4n−5) azaz, hogy 16|4·(5n+1−1).
Ez teljesül, ha 4|5n+1 − 1. Ezt teljes indukcióval könnyű bizonýıtani.

1.77. Indirekt, tegyük fel, hogy tg 1◦ racionális. Ekkor teljes indukcióval be-

bizonýıtjuk, hogy minden n ∈ N+, n < 90 esetén tg n◦ racionális. Ez
következik a szögek összegére vonatkozó képletből:

tg(n+ 1)◦ =
tg n◦ + tg 1◦

1− tg n◦ · tg 1◦

Ennek a racionális kifejezésnek minden eleme racionális, ı́gy az ered-
mény is az. Mivel tg 30◦ irracionális, ellentmondásra jutottunk.

1.78. A számtani és mértani közepekre vonatkozó egyenlőtlenség szerint

n
√
n! =

n
√

1 · 2 · · ·n ≤ 1 + 2 + · · ·n
n

=
n+ 1

2
Mindkét oldalt az n-edik hatványra emelve a ḱıvánt egyenlőtlenséget
kapjuk.

1.79. Igaz az álĺıtás.

Indirekt módon tegyük fel, hogy minden an ≥ 10−6 és ı́gy a2
n ≥ d =

10−12 > 0. Ezért an+1 ≤ an−d és általában an+k ≤ an−k ·d. Tehát a

k = 1012 =
1

d
választással a1+k ≤ 0, 9−1 < 0 < 10−6. Ez ellentmondás.

1.81. (a) Jelölje a keresett összeget sn, azaz

sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

(n− 1) · n
.

Kiszámoljuk sn értékét n = 2, 3, 4 esetében.

s2 =
1

2
, s3 =

2

3
, s4 =

3

4
, · · ·

A sejtés az összegképletre:

sn =
n− 1

n
= 1− 1

n
.

Bizonýıtás teljes indukcióval: n = 2-re igaz. Tegyük fel, hogy n-re
igaz az álĺıtás.

sn+1 =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+· · ·+ 1

(n− 1) · n
+

1

n · (n+ 1)
= sn+

1

n · (n+ 1)
=
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=
n− 1

n
+

1

n · (n+ 1)
=

(n− 1)(n+ 1) + 1

n · (n+ 1)
=

n

n+ 1

Egy másik bizonýıtást láthatunk az 1.87. feladat megoldásánál.

(b) Most legyen sn = 1 + 3 + . . .+ (2n− 1) a páratlan számok összege.

s1 = 1, s2 = 4, s3 = 9, s4 = 16, · · ·

A sejtés: sn = n2.

Teljes indukcióval: n = 1-re igaz. Tegyük fel, hogy n-re igaz az
álĺıtás.

sn + 1 = 1 + 3 + . . .+ (2n− 1) + (2n+ 1) =

= sn + (2n+ 1) = n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2

1.82. A jobb oldalon elvégezve az (a − b)-vel való szorzást, két tagot kivéve
minden tag kiesik.

1.83. Első bizonýıtás: Teljes indukcióval. n = 1-re az álĺıtás igaz. Ha n-re
igaz, akkor

(1 + 2 + · · ·+ n) + (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) =

(n+ 1)(n+ 2)

2

Második bizonýıtás: Írjuk egymás alá kétszer az összeget, de másod-
szor ford́ıtott sorrendben:

1 + 2 + · · ·+ n

n+ (n− 1) + · · ·+ 1

Az ı́gy kialakult oszlopokban a számok összege n+ 1 és mivel n darab
oszlop van, a keresett összeg kétszerese éppen n(n+ 1).

1.84. Teljes indukcióval. n = 1-re az álĺıtás igaz. Ha n-re igaz az álĺıtás,
akkor(

12 + 22 + · · ·+ n2
)

+ (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 =

=
(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 1) + 1)

6
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1.85. Teljes indukcióval. n = 1-re az álĺıtás igaz. Ha n-re igaz az álĺıtás,
akkor

(
13 + 23 + · · ·+ n3

)
+ (n+ 1)3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

+ (n+ 1)3 =

=

(
(n+ 1)(n+ 2)

2

)2

1.86. Legyen sn az egyenlőség baloldalán, tn pedig a jobboldalán szereplő
összeg.

sn = 1− 1

2
+

1

3
− · · · − 1

2n

tn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n

Teljes indukcióval. n = 1-re az álĺıtás igaz, azaz s1 = t1. Ha n-re igaz
az álĺıtás, akkor

sn+1 = sn +

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)
=

=

(
1− 1

2
+

1

3
− · · · − 1

2n

)
+

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)
=

=

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n

)
+

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)
=

=
1

n+ 1
+

(
1

n+ 2
+· · ·+ 1

2n

)
+

(
1

2n+ 1
+

1

2(n+ 1)
− 1

n+ 1

)
=

=
1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

2(n+ 1)
= tn+1

1.87. Felhasználva, hogy
1

(k − 1)k
=

1

k − 1
− 1

k
, un. teleszkopikus összeget

kapunk:

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

(n− 1) · n
=

=

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 1

n

)
= 1− 1

n
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1.88. Itt két teleszkopikus összegre lehet bontani az eredeti összeget, mivel

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2

(
1

k
− 2

k + 1
+

1

k + 2

)
=

=
1

2

(
1

k
− 1

k + 1

)
− 1

2

(
1

k + 1
− 1

k + 2

)
.

Tehát:

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
− 1

2

n∑
k=1

(
1

k + 1
− 1

k + 2

)
=

=
1

2

(
1

2
− 1

n+ 1
+

1

n+ 2

)
.

1.89. A 1.83. és 1.84. feladatokban szereplő képletek felhasználásával:

n∑
k=1

k(k + 1) =

n∑
k=1

k2 +

n∑
k=1

k =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+
n(n+ 1)

2
=

=
n(n+ 1)(n+ 2)

3

1.90. A 1.83. , 1.84. és 1.85. feladatokban szereplő képletek felhasználásával:

n∑
k=1

k(k + 1)(k + 2) =

n∑
k=1

k3 + 3

n∑
k=1

k2 + 2

n∑
k=1

k =

=

(
n(n+ 1)

2

)2

+ 3 · n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ 2 · n(n+ 1)

2
=

=
n(n+ 1)(n2 + 5n+ 6)

4
=
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4

1.92. Teljes indukcióval: n = 0 esetén igaz. Tegyük fel, hogy n-re igaz az
álĺıtás és, hogy egy k pozit́ıv egész szám osztója un+1-nek és un+2-nek
is. De akkor k osztója un+2 − un+1 = un-nek is. Mivel az indukciós
feltevés szerint un és un+1 relat́ıv pŕımek, ezért k = 1, tehát un+1 és
un+2 is relat́ıv pŕım számok.

1.93. Teljes indukcióval:
Az n = 1 és az n = 2 eset könnyen ellenőrizhető.
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Tegyük fel, hogy n > 2 és n− 1-re illetve n− 2-re igaz az álĺıtás.

un = un−1 + un−2 >
1, 6n−1

3
+

1, 6n−2

3
=

1, 6n−2

3
(1, 6 + 1) >

1, 6n−2

3
1, 62 =

1, 6n

3
Másrészt

un = un−1 + un−2 < 1, 7n−1 + 1, 7n−2 = 1, 7n−2(1, 7 + 1) <
1, 7n−21, 72 = 1, 7n

1.94. Teljes indukcióval: Az n = 1 eset mindegyik feladatnál könnyen ellen-
őrizhető. Tegyük fel, hogy n-re igaz a megfelelő álĺıtás, be kell látnunk,
hogy akkor n+ 1-re is.

(a) (u1 + u2 + · · ·un) + un+1 = un+2 − 1 + un+1 = un+3 − 1

(b) u2
n+1−unun+2 = u2

n+1−un(un+1 +un) = un+1(un+1−un)−u2
n =

un+1un−1 − u2
n = −(−1)n+1 = (−1)n+2

(c) (u2
1 +u2

2 + · · ·+u2
n) +u2

n+1 = unun+1 +u2
n+1 = un+1(un +un+1) =

un+1un+2

1.95. Az alábbi formulák teljes indukcióval könnyen bizonýıthatók.

(a) sn = α · u2n+1 + β = u2n+1 − 1.

(b) sn = α · u2n+2 + β = u2n+2.

(c) sn = α · u3n+2 + β =
u3n+2 − 1

2
.

(d) sn = u2
2n

1.97. Az indoklás csak akkor helyes, ha n legalább 2. Ezért az n = 1 és az
n = 2 eseteket nem

”
bizonýıtottuk” be.

1.99. Mindhárom közepet csökkentjük illetve növeljük, ha minden számot
lecserélünk a legkisebbre, illetve a legnagyobbra.

1.101. Az a2bc egy négytényezős szorzat. Írjuk fel a megadott 3 tagú összeget
4 tagú összegként és használjuk a számtani és mértani közepek közti
egyenlőtlenséget 4 szám esetén:

a

2
+
a

2
+ b+ c

4
≥ 4

√
a

2
· a

2
· b · c =

4

√
1

4
a2bc

Eszerint
18

4
=

9

2
≥ 4

√
1

4
a2bc
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Negyedik hatványra emelés és átrendezés után:

a2bc ≤ 4

(
9

2

)4

A jobboldalon szereplő szám a keresett maximum, hiszen
a

2
= b = c =

18

4
=

9

2
esetén egyenlőség van.

1.103. Használjuk a harmonikus és a számtani közepek közötti egyenlőtlensé-
get:

abc

ab+ bc+ ac
=

1

3
· 3

1

c
+

1

a
+

1

b

≤ 1

3
· a+ b+ c

3
=

18

9
= 2

Itt egyenlőség pontosan akkor van, ha a = b = c = 6

1.105.

2a+ b+ c = 3 · 2a+ b+ c

3
≥ 3 3

√
(2a)bc = 3

3
√

2 · 18 = 3
3
√

36

Itt egyenlőség pontosan akkor van, ha 2a = b = c =
3
√

36.

1.107. Felhasználjuk a mértani és a négyzetes közepek közötti egyenlőtlensé-
get:

a2 + b2 + c2 = 3

(√
a2 + b2 + c2

3

)2

≥ 3
(

3
√
abc
)2

= 3
(

3
√

18
)2

Itt egyenlőség pontosan akkor van, ha a = b = c =
3
√

18.

1.109.

a+
1

a
= 2 ·

a+
1

a
2
≥ 2 ·

√
a · 1

a
= 2

1.112. Természetesen csak akkor értelmes a feladat, ha v > u. A va átlagse-
besség a megtett út osztva a megtételhez szükséges t idővel:

va =
2s

t
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Számoljuk ki t-t. A folyásirányban a sebesség v+u, az s úthoz szükséges
idő

t1 =
s

v + u

Az ellenkező úton a sebesség v − u, az s úthoz szükséges idő

t2 =
s

v − u

Mivel t = t1 + t2

va =
2s

s

v + u
+

s

v − u
=

2
1

v + u
+

1

v − u

Tehát va éppen a harmonikus közepe a v+u, v−u számoknak, és ezért
u > 0 esetén határozottan kisebb a két szám számtani közepénél, v-nél.

1.114.

f(x) = x(1− x) =
(√

x(1− x)
)2

≤
(
x+ (1− x)

2

)2

=
1

4

Itt egyenlőség van, ha x = 1− x =
1

2

1.115.

f(x) = x+
4

x
= 2 ·

x+
4

x
2
≥ 2 ·

√
x · 4

x
= 4

A minimum ott van, ahol egyenlőség van, azaz x =
4

x
= 2.

1.117. Felhasználva a számtani és mértani közepek közötti egyenlőtlenséget:

x2(1− x) = 4 · x
2
· x

2
· (1− x) ≤ 4 ·

 x

2
+
x

2
+ (1− x)

3

3

=
4

27

Egyenlőség csak akkor van, ha
x

2
= 1− x, azaz x =

2

3
.

Tehát a keresett maximum:
4

27
.
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1.119. Legyen g(x) = f(x) − 3 = 2(x2 + 1) +
3

x2 + 1
. A g(x) függvénynek

ugyanott van a minimuma, mint f(x)-nek. Mivel a pozit́ıv 2(x2 + 1)

és
3

x2 + 1
számoknak a szorzata állandó (= 6), ezért az összegük akkor

minimális, ha megegyeznek.

2(x2 + 1) =
3

x2 + 1

Innen x2 =
√

3/2− 1 és ı́gy g(x) minimuma

mg = g

(√√
3/2− 1

)
= 2

(√
3/2
)

+
3√
3/2

=
6√
3/2

= 2
√

6,

f(x) minimuma pedig

mf = mg + 3 = 2
√

6 + 3

1.121. Az ábra jelöléseit használva, a téglalap területe:

T = 4F , ahol F = x · y és x2 + y2 = 1.

Ezért F = x
√

1− x2. Számoljuk ki F 2

maximumát:

F 2 = x2(1−x2) ≤
(
x2 + (1− x2)

2

)2

=
1

4
.

Egyenlőség csak akkor van, ha x2 = 1 −
x2, azaz

x = y =
1√
2
.

Tehát a maximális terület: T = 2, még-
pedig a négyzet esetén.

(x,y)

 

 

1.122. Az ábra a kúp és a henger egy śıkmetszetét ábrázolja. Az ábra jelöléseit
használva, a henger térfogata:

V = πr2h. Mivel
h

m
=
R− r
R

, ezért V =
πm

R
· r2(R− r)
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Az előző feladathoz hasonlóan

V =
4πm

R
·r
2
·r
2
·(R−r) ≤ 4πm

R

(
R

3

)3

=
4

27
πmR2

Egyenlőség csak akkor van, ha
r

2
= R−r.

Ekkor a henger sugara, illetve magassága:

r =
2

3
R, h =

m

3

Tehát a maximális térfogat: V =
4

27
πRm.

0 r R

h

m

1.123. Az ábra a gömb és a henger egy śıkmetszetét ábrázolja. Az ábra jelö-
léseit használva, a henger térfogata:

V = 2π · U, ahol U = x2 · y és x2 + y2 = 1, 0 ≤ x ≤ 1.

Ezért U = x2
√

1− x2. Számoljuk ki
U2

4
maximumát:

U2

4
=
x4(1− x2)

4
=
x2

2
· x

2

2
· (1− x2)

Az itt szereplő három pozit́ıv szám össze-
ge x-től függetlenül 1, és ı́gy szorzatuk
akkor maximális, ha megegyeznek:

x2

2
= 1− x2 azaz x =

√
2√
3
, y =

1√
3
.

Tehát a maximális térfogat: V =
4π

3
√

3
.

(x,y)

 

 

1.124. Mikor az első egyenlőség mindkét oldalából kivonjuk a
c√
2

számot,

negat́ıv számot kapunk. Ezzel beszorozva az a < c egyenlőtlenséget, az
egyenlőtlenség megfordul.
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1.4 Halmazok

1.126. A (b)-ben szereplő halmazzal: A ∪B = {x : x 6∈ A ∧ x 6∈ B}.

1.128. Igaz az álĺıtás.

x ∈ (A \B) ⇐⇒ (x ∈ A) ∧ (x /∈ B) ⇐⇒ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B) ⇐⇒
⇐⇒ x ∈ (A ∩B)

1.131. Nem igaz, legyen például A = B = {1} ⊂ R. Ekkor A\B = A = R\{1},
viszont A \B = A = {1}.

1.132. Nem igaz, legyen például A = B = {1}. Ekkor (A ∪B) \A = ∅ 6= B.

1.135. Igaz az álĺıtás.

Első bizonýıtás.

Megmutatjuk, hogy A \B ⊂ A \ (A∩B), és azt is, hogy A \ (A∩B) ⊂
A \B.

Legyen x ∈ A \ B tetszőleges. Ekkor x /∈ B és ezért x /∈ A ∩ B. Mivel
x ∈ A, ezért x ∈ A \ (A ∩B).

Legyen most x ∈ A \ (A ∩ B) tetszőleges. Ekkor x /∈ A ∩ B. Mivel

x ∈ A, ezért x /∈ B \A. Így tehát x /∈ (B \A) ∪ (A ∩B) = B. Eszerint
x ∈ A \B.

Második bizonýıtás. (lásd a 1.128. feladatot)

A \ (A ∩B) = A ∩ (A ∩B) = A ∩ (A ∪B) = (A ∩A) ∪ (A ∩B) =

= ∅ ∪ (A ∩B) = (A ∩B) = A \B

1.136.

A \ (B ∪ C)

1.138.

((A ∩B) ∪ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)) \ (A ∩B ∩ C)

1.140.

x ∈ (A ∪B) ⇐⇒ x /∈ (A ∪B) ⇐⇒ (x /∈ A) ∧ (x /∈ B) ⇐⇒
⇐⇒ (x ∈ A) ∧ (x ∈ B) ⇐⇒ x ∈ (A ∩B)
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1.5 A valós számok axiómarendszere

1.144. (a) Nem igaz, például x = −1, A = 0 esetén.

(b) Igaz. Mivel az első egyenlőtlenség, |x| < A bal oldala nem negat́ıv,
ezért saját magával szorozható, azaz |x|2 < A2. Mivel |x|2 = |x2|
ezért |x2| < A2.

1.147. (a) A H halmaznak nincs minimuma (minimális eleme).

(b) H-nak nincs maximuma.

(c) H-nak van maximuma.

(d) A H halmaznak van minimuma.

1.149. A (b) álĺıtás nem igaz, a többi igaz.

1.152.
∞⋂
n=1

An = {0} 1.153.
∞⋂
n=1

Bn = ∅

1.157. Formálisan:

∃x ∈ H ∀y ∈ H (x > 2 ∧ y ≥ x2)

Ez az álĺıtás egyetlenH ⊂ R esetén sem teljesül, mert y = x választással
ha x > 2 (x > 1) akkor x < x2.

1.158. M =

∞⋂
n=1

In = {0}

Mivel minden n ∈ N+ esetén −1/n ≤ 0 ≤ 1/n, azaz 0 ∈ In, ezért
0 ∈ M . Ha x 6= 0, akkor van olyan k ∈ N+, amelyre 1/k < |x|. Erre a
k-ra x /∈ Ik = [−1/k, 1/k].

1.159. M =

∞⋂
n=1

In = {0}

1.164. M =

∞⋂
n=1

In = {0}

Mivel minden n ∈ N+ esetén 0 < 1/n azaz 0 ∈ In, ezért 0 ∈ M .
Ha x 6= 0, akkor van olyan k ∈ N+, amelyre 1/k < |x|. Erre a k-ra
x /∈ Ik = [0, 1/k).
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1.165. M =

∞⋂
n=1

In = ∅

Mivel minden n ∈ N+ esetén 0 /∈ In, ezért 0 /∈M . Ha x 6= 0, akkor van
olyan k ∈ N+, amelyre 1/k < |x|. Erre a k-ra x /∈ Ik = (0, 1/k].

1.166. Egyedül a 1.166.e álĺıtás igaz.

1.168. Nem lehet a Cantor-axióma miatt.

1.174. Nem lehet.

Akárhány zárt intervallum metszete vagy üres, vagy egy pont, vagy egy
zárt intervallum. Ezért a metszet nem lehet valódi nýılt intervallum.

1.175. Lehet, de csak akkor, ha valahonnan kezdve ugyanazok az intervallu-
mok.

Legyen ugyanis In = (an, bn). Az, hogy ezek egymásba vannak
”
skatu-

lyázva”, azt jelenti, hogy minden n esetén an ≤ an+1 < bn+1 ≤ bn
Legyen a = sup an, b = inf bn. Tudjuk, hogy a ≤ b.
Négy esetet különböztetünk meg:

1) a = max an és b = min bn. Ez pontosan akkor teljesül, ha valahonnan

kezdve an = an+1 és bn = bn+1. Ekkor

∞⋂
n=1

In = IN = (a, b).

2) a = max an és a bn-ek között nincs minimális. Ekkor

∞⋂
n=1

In = (a, b],

ami üres, ha a = b és nem üres balról nýılt, jobbról zárt intervallum,
ha a < b.

3) an-ek között nincs maximális, de b = min bn. Ekkor

∞⋂
n=1

In = [a, b).

4) an-ek között nincs maximális és a bn-ek között nincs minimális.

Ekkor

∞⋂
n=1

In = [a, b].

1.176. A Cantor-axióma kivételél minden teljesül.

1.180. Minden véges tizedestört alakban feĺırható szám racionális, de például
az 1/3-nak nincs véges tizedestört alakja.
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Pontosan azoknak a racionális számoknak van véges tizedestört alakja,
amelyek feĺırhatók úgy két egész szám hányadosaként, hogy a nevezőnek
csak a 2 és az 5 a pŕımosztói.

1.183. Az In intervallumsorozatra két feltételt követel meg a Cantor-axióma:

1. Az In-ek korlátos zárt intervallumok.

2. Az In-ek
”
egymásba skatulyázottak”, azaz a nagyobb indexű inter-

vallum része a kisebb indexűnek.

Ha az első feltételt elhagyom, akkor például az In = (0, 1/n) nýılt
intervallumsorozat metszete üres.

Ha a második feltételt hagyom el, akkor például az In = [n, n+ 1] zárt
intervallumsorozat metszete üres.

Megjegyzés:

a 2. feltétel helyetteśıthető azzal a gyengébb feltétellel, hogy bármely
véges sok intervallum metszete nem üres.

Ha a szereplő intervallumok tetszőleges t́ıpusúak és sem a bal sem a jobb
végpontok sorozata nem

”
stabilizálódik”, azaz végtelen sok különböző

bal és jobb végpont van, akkor (a 2. feltétel meghagyása mellett) a
metszet nem üres.

1.6 A számegyenes

1.186. B = {2.6}, amely egyetlen pontból áll. Ez a feladat mutatja, hogy a
tizedes vessző használata bizonyos helyzetekben félreérthető, hiszen a
{2, 6} halmaznak két eleme van.

1.187. C = (2, 6) 1.188. D = {2, 3, 4, 5, 6}

1.189. E = [2, 6] 1.190. F = (2, 6]

1.191. G = [2, 6) 1.192. H = [2, 6] ∩Q, nem intervallum!

1.196. Az A =

{
1

n
: n ∈ N+

}
halmaz alulról korlátos, legnagyobb alsó korlátja

a 0, felülről is korlátos, mert van maximuma, legnagyobb eleme az 1.
Mivel alulról és felülről is korlátos, ezért korlátos.
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1.201. Az Ip = {n ∈ N : n pŕımszám ∧ n + 2 pŕımszám} halmaz, az úgyne-
vezett ikerpŕımek halmaza alulról korlátos, hiszen például a 0 egy alsó
korlát. Az, hogy felülről nem korlátos, azaz van-e végtelen sok ikerpŕım,
a mai napig (2014. március 4.) nem ismert.

1.203. Ilyen sorozat például az an = (−1)n ·
(

1− 1

n

)
, azaz

an =


1− 1

n
ha n páros

−1 +
1

n
ha n páratlan

1.206. ∀x ∈ A ∃y ∈ A (y < x)

1.209. sup(A∪B) = max {supA, supB}, sup(A∩B) = min {supA, supB}.

Ha sup(A \B) 6= ∅, azaz A * B, akkor sup(A \B) ≤ supA.

1.214. A =

{
1

2n− 1
: n ∈ N+

}
, inf A = 0, supA = maxA = 1, nincs

minimuma.

1.216. A =

{
1

n
+

1√
n

: n ∈ N+

}
esetén inf A = 0, supA = maxA = 2, nincs

minimuma.

1.220. A =

{
1

n
+

1

k
: n ∈ N+

}
esetén inf A = 0, supA = maxA = 2, nincs

minimuma.

1.222. Legyen A =
{

n
√

2 : n ∈ N+
}

. Az világos, hogy supA = maxA =

2. Belátjuk, hogy inf A = 1. Mivel n
√

2 > 1, ezért 1 alsó korlát.
Megmutatjuk, hogy tetszőleges x > 0 esetén 1 + x nem alsó korlát:

Mivel a Bernoulli-egyenlőtlenség szerint (1+x)n ≥ 1+nx és 1+nx > 2

ha n >
1

x
, ezért van olyan n (valahonnan kezdve mindegyik n), hogy

1 + x > n
√

2.

1.223. Legyen A =
{

n
√

2n − n : n ∈ N+
}

. Mivel minden n ∈ N+ esetén 2n ≥
n+ 1 a Bernoulli-egyenlőtlenség szerint, ezért supA = minA = 1.
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Másrészt 2n − n < 2n, ezért A egy felső korlátja 2. Ez egyben az A
halmaz szuprémuma is, supA = 2, mert

n
√

2n − n ≥ n
√

2n − 2n−1 = 2 · 1
n
√

2

és az előző feladat szerint

sup

{
1
n
√

2
: n ∈ N+

}
=

1

inf
{

n
√

2 : n ∈ N+
} = 1

Mivel 2 /∈ A, ezért az A halmaznak nincs maximuma.

1.227. A szuprémum defińıciója miatt elég megmutatni, hogy a B halmaz min-
den felső korlátja az A halmaznak is felső korlátja.

Legyen tehát K tetszőleges felső korlátja B-nek, továbbá a ∈ A tet-
szőleges. A feltétel szerint van olyan b ∈ B, amelyre a ≤ b. Mivel K
felső korlát, ezért b ≤ K is teljesül. Így tehát tetszőleges a ∈ A esetén
a ≤ K, azaz K felső korlátja A-nak.

1.230. Q =⇒P:

|x−y| = |(x−A)+(A−y)| ≤ |x−A|+|A−y| = |x−A|+|y−A| < ε+ε = 2ε.

P 6=⇒Q:

Legyen például x = y = 0, ε = 1 és A = 2.

1.235. P 6=⇒ Q: Legyen például H = (1, 2]. Ekkor P teljesül de az a = 1
választás mutatja, hogy Q nem teljesül.

Q 6=⇒ P: Legyen például H = {−1}.
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Számsorozatok konvergenciája

2.1 Sorozatok határértéke

2.1. Mivel an → 1, ezért megadhatók a keresett küszöbindexek.

(a) ε = 0, 1

|an − 1| =
∣∣∣∣1 +

1√
n
− 1

∣∣∣∣ =
1√
n
< 0, 1 ⇐⇒

√
n > 10 ⇐⇒ n > 102

Tehát az n0 = 102 választás megfelel.

(b) ε = 0, 01 Az előző megoldásban 0, 1-et 0, 01-re cserélve kapjuk,
hogy az n0 = 104 választás megfelel.

2.2. Nincs ilyen n0 küszöbindex, ugyanis az előző feladat (a) részének meg-
oldása szerint ha
n > 104, akkor |an − 1| < 0, 1. Ezért ezekre az n-ekre

|an − 2| = |(an − 1)− (2− 1)| ≥ |1− |an − 1|| > 1−0, 1 = 0, 9 > 0, 001.

2.3. Ezek a feladatok a konvergencia defińıciójában szereplő jelek (logikai
kvantorok, egyenlőtlenség) sorrendjének és t́ıpusának a fontosságát mu-
tatják meg.

(a) Igaz. A 2.1. feladatot általánośıtva könnyen látható, hogy an → 1
és ez a formula éppen ezt mondja.

(b) Nem igaz. Ez a formula pontosan akkor teljesül egy (an) sorozat-
ra, ha valahonnan kezdve a sorozat minden tagja 1. A megadott
sorozat nem ilyen.

(c) Igaz. A formula pontosan akkor teljesül egy (an) sorozatra, ha a
sorozat korlátos. A megadott sorozat korlátos.

(d) Nem igaz. A formula pontosan akkor teljesül egy (an) sorozatra,
ha van olyan nýılt (ε sugarú) intervallum az 1 körül, amelyik a
sorozatnak csak véges sok tagját tartalmazza.

(e) Igaz. A formula pontosan akkor teljesül egy (an) sorozatra, ha a
sorozat első tagja a1 = 1, ugyanis az n0 = 1 választás minden ε
esetén megfelel.

(f) Nem igaz. A formula pontosan akkor teljesül egy (an) sorozatra,
ha a sorozat első tagja a1 6= 1.
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2.4. Megmutatjuk, hogy elég nagy n-re bn > an:

10n2 + 25 ≤ 10n2 + n2 = 11n2, ha n ≥ 5.

Másrészt 11n2 < n3, ha n > 11.

Így az N = 11 választással bn > an, ha n > N .

2.6. Az (an) a nagyobb valahonnan kezdve:

3n − n2 > 2n + n ⇐⇒ 3n > 2n + n2 + n.

Belátjuk először, hogy valahonnan kezdve 2n > n2. A binomiális kifej-
tést használva

2n = (1 + 1)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
>

(
n

3

)
=
n(n− 1)(n− 2)

6
>

>
(n

2

)3

· 1

6
=
n3

48
> n2

Ez teljesül ha egyrészt n− 2 >
n

2
, azaz n > 4, másrészt n > 48. Tehát

n > 48 = 23 · 6 esetén

2n + n2 + n < 2n + 2n + 2n = 3 · 2n < 3n.

Az egyenlőtlenség biztosan teljesül, ha(
3

2

)n
= (1 + 0, 5)n > 3.

Ez utóbbi pedig a Bernoulli-egyenlőtlenség szerint igaz, ha n > 4.

Tehát összefoglalva a keresett N számra kapott feltételeket, az N = 48
választás megfelel.

2.8. A (bn) a nagyobb valahonnan kezdve:

Ha n > 3, akkor

n! = 6 · (4 · 5 · · ·n) > 6 · 4n−3 =
6

43
22n > 2n

Az egyenlőtlenség teljesül, ha 2n >
43

6
=

27

3
, ez pedig akkor, ha n > 8.

Tehát az N = 8 választás megfelel.
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2.16.
n
√

2 < 1, 01 = 1 + 0, 1 ⇐⇒ 2 < (1 + 0, 1)n

A Bernoulli-egyenlőtlenség szerint

(1 + 0, 1)n ≥ 1 + 0, 1n > 0, 1n > 2

ha n > 20.

2.17.
n
√
n < 1, 0001 ⇐⇒ n <

(
1 + 10−4

)n
A binomiális kifejtést használva

(
1 + 10−4

)n
=

n∑
k=0

(
n

k

)
10−4k >

(
n

2

)
10−8 =

n(n− 1)

2 · 108
>

n2

8 · 108
> n

ha n > 8 · 108.

2.25.

√
n2 + 5−n = (

√
n2 + 5−n)·

√
n2 + 5 + n√
n2 + 5 + n

=
5√

n2 + 5 + n
<

5

n
< 0, 01

ha n > 500.

2.28. P =⇒ Q, mert a legkisebb tag alsó korlát, a legnagyobb pedig felső
korlát.

Q 6=⇒ P, mert például az an =
1

n
sorozat korlátos, de nincs legkisebb

eleme.

2.29. (b) igaz, a többi nem igaz.

2.40.

lim
n→∞

2n6 + 3n5

7n6 − 2
=

2

7∣∣∣∣2n6 + 3n5

7n6 − 2
− 2

7

∣∣∣∣ =
7(2n6 + 3n5)− 2(7n6 − 2)

7(7n6 − 2)
=

21n5 + 4

7(7n6 − 2)
<

<
21n5 + 4n5

7(7n6 − 2n6)
=

25

35
· 1

n
<

1

n
< ε.
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Ez utóbbi egyenlőtlenség biztosan teljesül, ha n >
1

ε
, és ı́gy küszöbin-

dexnek megfelel a

n0 =

[
1

ε

]
+ 1

2.47. lim
n→∞

(
√
n2 + 1 − n) = lim

n→∞
(
√
n2 − 1 − n) = 0, ezért lim

n→∞
(
√
n2 + 1 +√

n2 − 1− 2n) = 0.

Keressünk küszöbindexet
ε

2
-höz külön az an =

√
n2 + 1 − n és a bn =

√
n2 − 1− n sorozathoz.

|an| =
√
n2 + 1− n =

1√
n2 + 1 + n

<
1

n
<
ε

2

teljesül, ha n >
2

ε
.

|bn| = n−
√
n2 − 1 =

1

n+
√
n2 − 1

<
1

n
<
ε

2
.

Ez is teljesül, ha n >
2

ε
, tehát az n0 =

[
2

ε

]
megfelel küszöbindexnek:

∣∣∣√n2 + 1 +
√
n2 − 1− 2n

∣∣∣ ≤ ∣∣∣√n2 + 1− n
∣∣∣+
∣∣∣√n2 − 1− n

∣∣∣ <
<
ε

2
+
ε

2
= ε

ha n > n0.

2.49. (a) Az (an) sorozat oszcillálva divergens.

(b) Az (an) sorozat konvergens, an → 4.

(c) Az (an) sorozat divergens, an →∞.

(d) Az (an) sorozat oszcillálva divergens.

2.55. Legyen például an =
1

n
, bn =

1

n2
.

2.58. Mivel a > 0, ezért az (an) sorozatnak csak véges sok tagja lehet negat́ıv,
ı́gy valahonnan kezdve

√
an értelmes.

∣∣√an −√a∣∣ =
|an − a|√
an +

√
a
≤ |an − a|√

a
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Mivel an → a, választhatunk olyan n0 küszöbindexet, hogy n > n0

esetén |an − a| < ε ·
√
a legyen. Ez az n0 megfelel a keresett küszöbin-

dexnek: ∣∣√an −√a∣∣ ≤ |an − a|√
a

<
ε · a√
a

= ε,

ha n > n0.

2.61. Mindegyik álĺıtás igaz. Egyedül a (d) álĺıtás jelenti azt, hogy an →∞.

2.66. A sorozat nem tarthat∞-hez, de tarthat −∞-hez vagy egy valós szám-
hoz.

2.69. A sorozat nem tarthat −∞-hez, de a többi eset lehetséges.

2.74.

√
1 +
√

2 + · · ·+
√
n

n
>

√[n
2

]
+ · · ·+

√
n

n
>

1

n
· n

2
·
√[n

2

]
>

>
1

n
· n

2
·
√
n

2
− 1 > K

ha n > 8K2 + 2. Tehát megfelelő küszöbindex az n0 = [8K2 + 2] + 1.

2.81. A feltétel szerint van olyan N szám, hogy n > N esetén

an+1 − an > d =
c

2
> 0.

Teljes indukcióval könnyen látható, hogy n > N esetén

an > aN + d · (n−N).

Mivel lim
n→∞

(aN + d · (n−N)) =∞, ezért a rendőr-szabály szerint

lim
n→∞

an =∞.

2.2 A határérték tulajdonságai

2.84. Mivel
1

n
→ 0 és

2

n
→ 0, ezért a rendőr-szabály szerint bn → 0.
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2.89. Semmit sem lehet mondani a (bn) viselkedéséről, tarthat bárhova és
lehet oszcillálva divergens is.

2.91. Elég megmutatni, hogy a2n és a2n+1 ugyanoda tart, mert a két részso-
rozatra kapott küszöbindexek közül a nagyobbik az egész sorozatra is
megfelel.

Az a6n közös részsorozata a2n-nek és a3n-nek, ezért

lim
n→∞

a2n = lim
n→∞

a3n.

Másrészt az a6n+3 közös részsorozata a2n+1-nek és a3n-nek, ezért

lim
n→∞

a2n+1 = lim
n→∞

a3n.

2.95. Mivel a > 0, valahonnan kezdve
a

2
< an < 2a, és ezért

n

√
a

2
< n
√
an <

n
√

2a.

Mivel tetszőleges c ∈ R+ esetén n
√
c→ 1, ezért a rendőr-szabály szerint

n
√
an → 1.

2.100.

bn =
an − 1

an + 1
=
an + 1− 2

an + 1
= 1− 2

an + 1
→ 0

Fejezzük ki an-t bn seǵıtségével:

2

an + 1
= 1− bn, an + 1 =

2

1− bn
, an =

2

1− bn
− 1

A határérték műveleti szabályait alkalmazva kapjuk, hogy an → 1.

2.102. Valahonnan kezdve 0 ≤ n
√
an < 0, 5, és ezért 0 ≤ an < 0, 5n → 0.

2.107. P 6=⇒ Q: legyen például an =
1√
n

Q =⇒P: Legyen lim
n→∞

an = a > 0.

Első eset: a =∞. Ekkor van olyan N küszöbindex, hogy n > N esetén

an > 1 ≥ 1

n
.
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Második eset: 0 < a < ∞: Válasszunk az ε =
a

2
-höz egy N küszöbin-

dexet, amelyre

|an − a| < ε és
1

n
< ε.

ha n > N . De akkor

1

n
< ε =

a

2
= a− ε < an.

2.111. Az álĺıtásból következik, hogy an →∞,
”
rendőr-szabály a végtelenre”:

Legyen ugyanis K ∈ R tetszőleges. Mivel bn → ∞, ezért van olyan N
küszöbindex, hogy n > N esetén K < bn. De a feltétel szerint ezekre
az n-ekre K < an is igaz.

2.114. Semmi sem következik:

az (an) sorozat lehet konvergens, például ha an = 0,

tarthat ∞-hez, például ha an = bn − 1

vagy −∞-hez, például ha an = −n,

de lehet oszcillálva divergens is, például ha an = (−1)n.

2.118. Korlátos, mert konvergens,

lim
n→∞

√
1 +
√

2 + · · ·+
√
n

n2
= 0,

ugyanis

0 <

√
1 +
√

2 + · · ·+
√
n

n2
≤
√
n+
√
n+ · · ·+

√
n

n2
=
n
√
n

n2
=

1√
n
→ 0.

2.120. Mivel valahonnan kezdve 2n <
1

2
3n, ezért

3
n
√

2
=

n

√
3n − 1

2
3n < n

√
3n − 2n <

n
√

3n = 3,

ha n elég nagy. Az egyenlőtlenség baloldala
3
n
√

2
→ 3, és ezért a rendőr-

szabály szerint
n
√

3n − 2n → 3.
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2.125. Hozzuk egyszerűbb alakra a sorozat tagjait:

an =
1− 2 + 3− · · · − 2n√

n2 + 1
=

(1− 2) + (3− 4) + · · ·+ (2n− 1− 2n)√
n2 + 1

=

= − n√
n2 + 1

Végig osztva a számlálót és a nevezőt a nevező nagyságrendjével, n-nel,
kapjuk, hogy

an = − n√
n2 + 1

= − 1√
1 +

1

n2

→ −1.

2.131. A 2.181. feladat szerint

(
1 +

1

n

)n
monoton növő sorozat, és ezért(

1 +
1

n

)n
≥ 2.

an =

(
1 +

1

n

)n2

=

[(
1 +

1

n

)n]2

≥ 2n →∞.

2.140. Ennél a törtnél a nevező
”
nagyságrendje” 7n, de a váltakozó előjel prob-

lémát okoz. Megmutatjuk, hogy an =
2n + 3n

4n + (−7)n
→ 0. Ehhez elég azt

megmutatni, hogy |an| → 0.

|an| =
∣∣∣∣ 2n + 3n

4n + (−7)n

∣∣∣∣ ≤ 2n + 3n

7n − 4n
=

(
2

7

)n
+

(
3

7

)n
1−

(
4

7

)n → 0.

2.146. P 6=⇒ Q: legyen

an =

{
1 ha n páros

1/n ha n páratlan
, bn =

{
1/n ha n páros
1 ha n páratlan

Q 6=⇒ P: legyen an =
1

n
, bn = n

Megjegyzés: Ha az egyik sorozat 0-hoz tart, a másik pedig korlátos,
akkor igaz, hogy an · bn tart 0-hoz.
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2.152. (a)
an
bn

konvergens és lim
n→∞

an
bn

> 0: an = n, bn = n+ 1.

(b)
an
bn

konvergens és lim
n→∞

an
bn

= 0: an = n, bn = n2.

(c)
an
bn

divergens és lim
n→∞

an
bn

=∞: an = n2, bn = n.

(d)
an
bn

oszcillálva divergens: an =

{
n ha n páros
n2 ha n páratlan

,

bn =

{
n2 ha n páros
n ha n páratlan

2.155. P 6=⇒ Q: legyen például an = n+ 1, bn = n.

Q =⇒ P: Mivel bn →∞ ezért
1

bn
→ 0 és ı́gy

an − bn
bn

=
an
bn
− 1→ 0.

2.3 Monoton sorozatok

2.159. – Két pozit́ıv tagú monoton növő/csökkenő sorozat szorzata mono-
ton nő/csökken.

– Két negat́ıv tagú monoton növő/csökkenő sorozat szorzata mono-
ton csökken/nő.

– Egy pozit́ıv tagú monoton növő és egy negat́ıv tagú monoton csök-
kenő sorozat szorzata monoton csökken.

– Egy pozit́ıv tagú monoton csökkenő és egy negat́ıv tagú monoton
növő sorozat szorzata monoton nő.

Más esetekben nem álĺıthatjuk biztosan, hogy a szorzat monoton.

2.164. Teljes indukcióval könnyen bizonýıtható, hogy an > a1 · (1, 1)n−1. Elég

tehát találnunk egy olyan n-et, amelyre 1, 1n−1 >
106

a1
. A Bernoulli-

egyenlőtlenség szerint

1, 1n−1 = (1 + 0, 1)n−1 ≥ 1 + (n− 1) · 0, 1 > (n− 1) · 0, 1 > 106

a1
.

Ez biztosan teljesül, ha n− 1 >
107

a1
, azaz ha n >

107

a1
+ 1.
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2.168. Első lépésként belátjuk, hogy a sorozat minden tagja pozit́ıv, de ez teljes
indukcióval nyilvánvaló. Most már jobb alsó becslést is mondhatunk
a sorozat tagjaira: a (két tagú) számtani és mértani közepek közötti
egyenlőtlenség szerint

an+1 =
1

2

(
an +

a

an

)
≥
√
an ·

a

an
=
√
a.

Belátjuk, hogy n = 2-től kezdve az (an) sorozat monoton csökken.
Felhasználva, hogy an > 0

1

2

(
an +

a

an

)
≤ an ⇐⇒ a2

n + a ≤ 2a2
n ⇐⇒ a2

n ≥ a ⇐⇒ an ≥
√
a.

De az előbb már beláttuk, hogy minden n ≥ 2 esetén an ≥
√
a, tehát

a sorozat monoton csökken és (alulról) korlátos, de akkor konvergens.
Legyen lim

n→∞
an = b, és persze b ≥

√
a. De akkor lim

n→∞
an+1 = b is igaz.

Másrészt

an+1 =
1

2

(
an +

a

an

)
→ 1

2

(
b+

a

b

)
.

Tehát
1

2

(
b+

a

b

)
= b ⇐⇒ b =

√
a.

2.173. A rekurźıv képletből könnyű kiolvasni, hogy an ≥ 0 (sőt azt is, hogy

an ≥
√

2, ha n > 1). Másrészt teljes indukcióval bizonýıtjuk, hogy
an < 2.

n = 1 re ez igaz. Tegyük fel, hogy n-re igaz, hogy an < 2.

an+1 =
√

2 + an <
√

2 + 2 = 2.

Megmutatjuk, hogy a sorozat monoton nő. Oldjuk meg a
√

2 + x ≥ x
egyenlőtlenséget a nemnegat́ıv számok körében:

√
2 + x ≥ x ⇐⇒ 2 + x ≥ x2 ⇐⇒ x2 − x− 2 ≤ 0 ⇐⇒ 0 ≤ x ≤ 2.

Mivel már beláttuk, hogy 0 ≤ an < 2, ezért x helyébe ı́rhatunk an-et,
és ı́gy an+1 ≥ an. Tehát (an) monoton nő és (felülről) korlátos, ezért
konvergens. Legyen a = lim

n→∞
an. Mivel a sorozat tagjai nemnegat́ıvok,

ezért a ≥ 0. A határérték műveleti szabályai és a rekurźıv képlet miatt

a =
√

2 + a ⇐⇒ a = 2.
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2.180. a1 > 0 és ha an > 0, akkor an+1 = an +
1

a3
n + 1

> 0, ezért minden

n-re an > 1. A rekurźıv képlet szerint

an+1 − an =
1

a3
n + 1

> 0,

tehát a sorozat (szigorúan) monoton nő. Indirekt módon megmutatjuk,
hogy a sorozat nem konvergens és ezért nem is korlátos. Ha lim

n→∞
an =

a, akkor a ≥ 0, mert an ≥ 0, és ezért a3 + 1 6= 0.

a = a+
1

a3 + 1
.

De ennek az egyenletnek nincs megoldása! Tehát (an) monoton nő és
nem korlátos, ezért an →∞.

2.181. Megmutatjuk, hogy a sorozat szigorúan monoton nő. Felhasználva az
n+ 1 tagú számtani és mértani közepek egyenlőtlenségét

(
1 +

1

n

)n
= 1·

(
1 +

1

n

)n
<

1 + n ·
(

1 +
1

n

)
n+ 1


n+1

=

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

.

Most belátjuk, hogy(
1 +

1

n

)n
< 4 ⇐⇒ 1

4

(
1 +

1

n

)n
< 1.

Most n+ 2 tagra használva a számtani és mértani közepek egyenlőtlen-
ségét

1

4

(
1 +

1

n

)n
=

1

2
· 1

2

(
1 +

1

n

)n
<


1

2
+

1

2
+ n ·

(
1 +

1

n

)
n+ 2


n+2

= 1.

Tehát az

(
1 +

1

n

)n
sorozat konvergens. A sorozat határértékét Euler-

konstansnak nevezzük és e-vel jelöljük. Belátható, hogy 2 < e < 3, e
irracionális (sőt transzcendens) és e = 2, 71 . . . .
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2.4 A Bolzano-Weierstrass-tétel és a Cauchy-krité-
rium

2.186. P 6=⇒ Q: legyen an = (−1)n

Q =⇒ P: Ha (an) konvergens, akkor minden részsorozata is konvergens
(és ugyanoda tart).

2.189. Ez a feltétel nem elég (viszont szükséges) a konvergenciához. Ha például

an =
√
n, akkor

√
n+ 1−

√
n→ 0 de

√
n→∞.

2.195. Az (an) sorozatnak pontosan akkor nincs konvergens részsorozata a
Bolzano-Weierstrass-tétel szerint, ha nincs korlátos részsorozata.

Ez akkor igaz, ha minden K > 0 valós számra csak véges sok tagja van
a sorozatnak a [−K,K] intervallumban, azaz véges sok n kivételével
|an| > K.

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy |an| → ∞.

2.198. Belátjuk, hogy a sorozatra teljesül a Cauchy-kritérium. Legyen ε > 0
tetszőleges, továbbá n < m.

|an − am| = |(an+1 − an) + (an+2 − an+1) + · · ·+ (am − am−1)| ≤
≤ |an+1 − an|+ |an+2 − an+1|+ · · ·+ |am − am−1| ≤
≤ 2−n + 2−(n+1) + · · ·+ 2−(m−1) =

= 2−n · 2 ·
(

1− 2−(m−n)
)
< 2−(n−1).

Mivel 2−(n−1) → 0, ezért valahonnan kezdve

|an − am| < 2−(n−1) < ε.

2.5 Sorozatok nagyságrendje

2.203.

nn ∼ n! + nn,
√
n ∼
√
n+ 1.

Más aszimptotikusan egyenlő pár nincs a sorozatok között. Habár
n
√

2
n
√
n
→ 1, de ezek a sorozatok nem tartanak ∞-hez.
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2.210.

3, 01n

2n + 3n
=

(
3, 1

3

)n
(

2

3

)n
+ 1

.

Itt a számláló ∞-hez tart, mert
3, 1

3
> 1, a nevező pedig 1-hez, mert

2

3
< 1. Tehát

lim
n→∞

3, 01n

2n + 3n
=∞.

2.216. A nevező nagyságrendje 2n.

n!− 3n

n10 − 2n
=

n!

2n
−
(

3

2

)n
n10

2n
− 1

.

Mivel
n10

2n
→ 0, ezért a nevező −1-hez tart. Viszont a számláló még

mindig kritikus, két végtelenhez tartó sorozat különbsége. Felhasznál-

va, hogy n! >
(n

4

)n
,

n!

2n
−
(

3

2

)n
>
(n

8

)n
−
(

3

2

)n
>

(
24

8

)n
−
(

3

2

)n
>

> 2 ·
(

3

2

)n
−
(

3

2

)n
=

(
3

2

)n
,

ha n ≥ 24. Így tehát a számláló ∞-hez tart és

n!− 3n

n10 − 2n
→ −∞.

2.6 Vegyes feladatok

2.222. A sorozat nem áll elő az (1/n) sorozat véges sok tagú összegeként,
hiszen az an-ben szereplő összeg tagjainak a száma tart végtelenhez.
Tehát az első okoskodás a hibás.
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2.225. an → 0.

Ugyanis van olyan N küszöbindex, hogy n > N esetén

0 < n
√
an <

2

3
⇐⇒ 0 < an <

(
2

3

)n

Mivel

(
2

3

)n
→ 0, ezért a rendőr-szabály szerint an → 0.

2.228. ann → 0.

Ugyanis van olyan N küszöbindex, hogy n > N esetén

0 < an <
2

3
, ⇐⇒ 0 < ann <

(
2

3

)n

Mivel

(
2

3

)n
→ 0, ezért a rendőr-szabály szerint ann → 0.

2.232. Legyen például an =
1

n
.
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Valós függvények határértéke, folytonossága

3.1 Függvények globális tulajdonságai

3.3. Igen, függvény. A neve Dirichlet-függvény.

3.8. −∞ < x < 0.

3.11. Írjuk fel a függvények értelmezési tartományát és a függvény formulát
egyszerűbb alakban:

(a) f1(x) = x,
Df1 = (−∞,∞)

(b) f2(x) =
√
x2 = |x| ,

Df2(−∞,∞)

(c) f3(x) =
(√
x
)2

= x
Df3 = [0,∞)

(d) f4(x) = ln ex = x
Df4 = (−∞,∞)

(e) f5(x) = eln x = x
Df5 = (0,∞)

(f) f6(x) =
(√
−x
)2

= |x|
Df6 = (−∞, 0]

Mivel két függvény pontosan akkor egyezik meg, ha megegyezik az ér-
telmezési tartományuk és minden helyen ugyanazt az értéket veszik fel,
ezért csak az f1 és az f4 függvények egyeznek meg egymással.

3.14. Páratlan. 3.19. Páros.

3.22. Páros is és páratlan is. 3.25. Se nem páros, se nem páratlan.

3.28. Igaz.

3.29. Nem igaz, például f(x) =

{
x ha x 6= −5
5 ha x = −5

3.34. A ctg x és az
1

x
függvény az egész értelmezési tartományán (szigorúan)

csökken, a többinek vannak monoton növő szakaszai.
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3.38. Igaz. Két szigorúan monoton csökkenő (növő) függvény összege szigo-
rúan monoton csökken (nő).
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3.39. Általában nem igaz, például ha f(x) = g(x) = −x, akkor f(x) · g(x) =

x2 nem (mindenütt) csökken.

Ha viszont mindkét függvény pozit́ıv és szigorúan monoton csökken
(nő), akkor a szorzatuk is szigorúan monoton csökken (nő).

3.43. Alulról korlátos, legnagyobb alsó korlát a 0. Felülről nem korlátos.

3.47. Alulról korlátos, legnagyobb alsó korlát a 0. Felülről is korlátos, legki-
sebb felső korlát az 1.

3.51. ∀x ∈ R (f(x) ≤ f(3)). Például f(x) = −(x− 3)2.

3.54. ∀x ∈ R ∃y ∈ R (f(y) < f(x)). Például f(x) = x.

3.57. m = 0, M nem létezik. 3.60. m = −1, M = 1.

3.63. m = −1, M = 0. 3.66. Például arctg x.

3.68. Például f(x) =

{
x ha − 1 < x < 1
0 ha x = −1 vagy x = 1

3.74. 2π 3.76. 4π

3.78. 2π 3.79. 2π

3.82. A Dirichlet-függvénynek minden nem nulla racionális szám periódusa,
ezért nincs legkisebb periódusa.

3.86. A
√
x függvény (szigorúan) konkáv a (0,∞) félegyenesen.

Elég belátni, hogy minden 0 < a < x < b esetén

√
x >

√
b−
√
a

b− a
(x− a) +

√
a

azaz √
x−
√
a

x− a
>

√
b−
√
a

b− a
.

Átalaḱıtás után

1√
x+
√
a
>

1√
b+
√
a
⇐⇒

√
b+
√
a >
√
x+
√
a ⇐⇒

√
b >
√
x.

Mivel a feltevés szerint 0 < x < b, ezért az utolsó egyenlőtlenség igaz.
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3.92. P 6=⇒ Q: Például f(x) = sinπx

Q =⇒ P: Ha az f(x) függvény konvex (−1, 3)-on, akkor minden −1 <
a < b < 3 és 0 < t < 1 esetén

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b).

Az a = 0, b = 2, t =
1

2
választással épp a P-ben szereplő egyenlőtlen-

séget kapjuk.

3.96. A húr egyenlete

h(x) =
log7 4− log7 2

4− 2
(x− 2) + log7 2 =

log7 2

2
x.

Írjunk x helyébe 3-at. Mivel log7 x konkáv, ezért

log7 3 ≥ h(3) =
3 log7 2

2
=

log7 8

2
=

log7 2 + log7 4

2
.

3.100. Mivel a függvény a [2, 4] interval-
lumon egyszerre konvex és kon-
káv, ezért itt csak lineáris kifeje-
zés lehet. Legyen például

f(x) =

 (x− 2)2 ha 1 ≤ x ≤ 2
0 ha 2 < x ≤ 4

−(x− 4)2 ha 4 < x ≤ 5
 

 

3.112. Az x, x3, 3
√
x és az f(x) =

{
1/x ha x 6= 0
0 ha x = 0

függvények bijekciók,

a többi nem az.

3.114. f(x) = x2 invertálható [0,∞)-en, itt f−1(x) =
√
x és (−∞, 0]-n, itt

f−1(x) =
√
−x.

3.116. f(x) = sinx tetszőleges n ∈ Z esetén invertálható a [−π/2 + nπ, π/2 +
nπ] intervallumon. Az inverz függvény minden esetben a [−1, 1] zárt
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intervallumon van értelmezve. Ha arcsinx jelöli a sinx inverzét a
[−π/2, π/2] intervallumon, akkor a [−π/2+nπ, π/2+nπ] intervallumon

f−1(x) =

{
nπ + arcsinx ha n páros
nπ − arcsinx ha n páratlan

vagy másképp feĺırva

f−1(x) = nπ + (−1)n arcsinx.

3.122. (a) Van ilyen, de csak egy, az azonosan nulla függvény.

Az, hogy egy függvény grafikonja szimmetrikus az x tengelyre,
pontosan akkor teljesül, ha minden x ∈ Df esetén f(x) = −f(x).

(b) Van, például az f(x) = x2 függvény.

Az, hogy egy függvény grafikonja szimmetrikus az y tengelyre,
pontosan akkor teljesül, ha minden x ∈ Df esetén f(−x) = f(x),
azaz a függvény páros.

3.125. Belátjuk, hogy az f(x) függvénynek a 4 periódusa. Előbb fejezzük ki
f(x+ 2)-t f(x) seǵıtségével:

f(x+ 2) =
1 + f(x+ 1)

1− f(x+ 1)
=

1 +
1 + f(x)

1− f(x)

1− 1 + f(x)

1− f(x)

= − 1

f(x)
.

Mivel ez minden x-re igaz,

f(x+ 4) = − 1

f(x+ 2)
= − 1

− 1

f(x)

= f(x).

3.128. A h = g ◦ f függvény mindenütt értelmezve van és h(x) = g(f(x)) =
x. A g(x) függvény mégsem az f függvény inverze, mert értelmezési
tartománya bővebb mint f értékkészlete.
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f(x)

 

 

g(x)

 

 

f−1(x)

3.2 A határérték

3.130.

(a) lim
x→−2

f(x) = 0 (b) lim
x→−1

f(x) = −1 (c) lim
x→0

f(x) nem létezik.

3.133. Igazak: (b), (d), (e), (f).

Hamisak: (a), (c), (g), (h), (i), (j), (k), (l).

3.136. lim
x→3

5x = 5 · lim
x→3

x = 5 · 3 = 15

3.139. lim
x→1

−2

7x− 3
=

−2

7 · 1− 3
= −1

2

3.142. lim
x→π/2

x sinx =
π

2
sin

π

2
=
π

2

3.148.
t2 + t− 2

t2 − 1
=

(t− 1)(t+ 2)

(t− 1)(t+ 1)
=
t+ 2

t+ 1
−→
t→1

=
3

2

3.149.
t2 + 3t+ 2

t2 − t− 2
=

(t+ 1)(t+ 2)

(t+ 1)(t− 2)
=
t+ 2

t− 2
−→
t→−1

−1

3

3.154. Bőv́ıtsük a törtet
√
x+ 1-gyel (a számláló

”
gyökteleńıtése”).

√
x− 1

x− 1
=

(
√
x− 1)(

√
x+ 1)

(x− 1)(
√
x+ 1)

=
x− 1

(x− 1)(
√
x+ 1)

=
1√
x+ 1

−→
x→1

1

2
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3.155. A t = 1 + x2 helyetteśıtést elvégezve és az előző feladat eredményét
felhasználva:

lim
x→0

√
1 + x2 − 1

x2
= lim
t→1

√
t− 1

t− 1
=

1

2

Helyetteśıtés nélkül,
”
gyöktelenitéssel”:

√
1 + x2 − 1

x2
=

√
1 + x2 − 1

x2
·
√

1 + x2 + 1√
1 + x2 + 1

=
x2

x2(
√

1 + x2 + 1)
=

=
1√

1 + x2 + 1
−→
x→0

1

2

3.156. Mivel a sinx páratlan függvény, ezért elég a
”

jobboldali” határértéket

kiszámolni. Ha 0 < x <
π

2
, akkor

0 < sinx < x < tg x

Osszuk el az egyenlőtlenségeket a pozit́ıv sinx-szel:

1 <
x

sinx
<

1

cosx

Mivel a szereplő kifejezések mind pozit́ıvak, vehetjük az egyenlőtlensé-
gek reciprokait:

cosx <
sinx

x
< 1

Tudjuk, hogy lim
x→0

cosx = 1, mert a cosx függvény folytonos a 0-ban.

Ezért alkalmazható a rendőr-szabály:

lim
x→0

sinx

x
= 1.

3.157. Bőv́ıtsük a törtet 1 + cosx-szel:

1− cosx

x2
=

(1− cosx)(1 + cosx)

x2(1 + cosx)
=

sin2 x

x2
· 1

1 + cosx
→ 1

2

3.162.
tg 2x

x
=

tg 2x

2x
· 2 =

sin 2x

2x
· 2

cos 2x
=

sin t

t
· 2

cos t
−→
t→0

2.

Itt felhasználtuk, hogy t = 2x→ 0 ha x→ 0.
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3.167. Osszuk el a számlálót és a nevezőt a nevező nagyságrendjével, x-szel.

Ezzel megszüntetjük a határérték
”
kritikusságát”, a

∞
∞

esetet. Ha x >

0, akkor

2x2 − 7x+ 1√
x2 + 1 + 1

=
2x− 7 +

1

x√
1 +

1

x2
+

1

x

→∞, ha x→∞.

A −∞-ben ugyanezt a határértéket kapjuk, ha negat́ıv x esetén
”
nagy-

ságrendnek” a |x|-szet választjuk.

3.172.
2
√
x+ x−1

3x− 7
=

2

√
x

x
+

1

x2

3− 7

x

→ 0 + 0

3− 0
= 0

3.176.
2x2 − 7x+ 1√
x4 + 1 + 1

=
2− 7

x
+

1

x2√
1 +

1

x4
+

1

x2

→ 2

3.180. lim
x→2−

3

x− 2
=

3

0−
= −∞, lim

x→2+

3

x− 2
=∞.

3.184. lim
x→7+

4

(x− 7)2
= lim
x→7−

4

(x− 7)2
=∞

3.190. Legyen a = k
√
e > 1.

xk

ex
=
( x
ax

)k
→ 0.

Ez az eredmény általánosabban azt jelenti, hogy az exponenciális függ-
vény minden polinomnál gyorsabban tart a végtelenbe.

3.191. Vezessük be a t = lnx helyetteśıtést. Ekkor

k
√
x =

k
√
et =

(
k
√
e
)t

= at,

és ezért

lim
x→∞

lnx
k
√
x

= lim
t→∞

t

at
= 0.

Eszerint tehát a logaritmus-függvény minden gyökös kifejezésnél las-
sabban tart a végtelenbe.
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3.196. Legyen például

f(x) =

{
x2 ha x ∈ Q
1 ha x /∈ Q

Ennek a függvénynek az x = −1-ben és az x = 1-ben van határértéke,
de másutt nincs.

3.198. Legyen p > 0 egy (pozit́ıv) periódus, a és b pedig két olyan valós szám,
amelyre f(a) 6= f(b). Ekkor

xn = a+ n · p→∞, f(a) = f(xn)→ f(a),

yn = b+ n · p→∞, f(b) = f(yn)→ f(b).

Az átviteli elv szerint lim
x→∞

f(x) nem létezik.

3.203. P =⇒ Q: A szorzási szabály szerint

lim
x→∞

f2(x) =
(

lim
x→∞

f(x)
)
·
(

lim
x→∞

f(x)
)

= 5 · 5 = 25.

Q 6=⇒ P: Legyen például f(x) = −5.

3.206. (a) an = sin(nπ) = 0→ 0.

(b) Az f(x) = sinx függvény nem konstans periodikus függvény, ezért
nincs határértéke a végtelenben (lásd a 3.198. feladatot).

(c) an =

[
1

n

]
= 0, ha n > 1, ezért an → 0.

(d) Mivel lim
x→0+

[x] = 0 6= −1 = lim
x→0−

[x], ezért az f(x) = [x] (x egész-

része) függvénynek nincs határértéke a 0-ban.

3.208. P 6=⇒ Q: Legyen például f(x) =

{
5 ha valamely n-re x = 1/n
0 különben

.

Ennek a függvénynek nincs határértéke 0-ban, de f

(
1

n

)
= 5→ 5.

Q =⇒ P: Az átviteli elv szerint, mivel
1

n
→ 0 és lim

x→0
f(x) = 5, ezért

f

(
1

n

)
→ 5.
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3.212. P =⇒ Q: Az átviteli elv szerint ez tetszőleges függvény esetén is igaz.

Q =⇒ P? Ha az f függvény monoton ((c) eset), akkor van (véges
vagy végtelen) határértéke a végtelenben és akkor az átviteli elv miatt
ez csak 0 lehet. A többi esetben nem igaz a következtetés: legyen
f(x) = sin(πx). Ez egy folytonos és korlátos (nem konstans) periodikus
függvény és nincs határértéke a végtelenben. De minden n-re f((n) = 0.

3.3 Folytonos függvények

3.216. (a) Ez a függvény a D(x) Dirichlet-függvény, sehol sem folytonos, sőt
határértéke sincs. Ugyanis tetszőleges a ∈ R esetén van olyan
xn ∈ Q és yn /∈ Q sorozat, amelyre a 6= xn, a 6= yn, xn → a és
yn → a. De ı́gy D(xn) → 1 és D(yn) → 0. Az átviteli elv miatt
ezért a-ban nincs határértéke a D(x) függvénynek.

(b) f(x) folytonos a 0-ban (de másutt nem). Legyen ugyanis ε > 0
tetszőleges. δ = ε.

Ha |x− 0| = |x| < δ, akkor |f(x)− f(0)| = |f(x)| = |x| < ε = δ.

3.221. (a) A h = f+g függvény nem folytonos 3-ban. Indirekt módon, ha az
lenne, akkor a műveleti szabályok miatt a g = h − f is folytonos
lenne.

(b) f · g lehet folytonos 3-ban, de csak úgy, ha f(3) = 0. Legyen
például f(x) = 0 és g(x) = D(x) a Dirichlet-függvény.

3.224. Az
x2 − 4

x+ 2
függvény az x = −2 kivételével mindenütt folytonos. Az

x = −2-ben megszüntethető szakadása van, lim
x→−2

x2 − 4

x+ 2
= −4.

3.226. Az
√
x függvény folytonos, ha x > 0. A 0-ban jobbról folytonos.

3.229. Az f(x) =

{
x2 + 2 ha x ≥ 0
mx+ c ha x < 0

függvény pontosan akkor folytonos

a 0-ban, ha balról is és jobbról is folytonos. Az f(x)
”

jobbról”, azaz
x ≥ 0 esetén megegyezik az x2 + 2 függvénnyel, amelyik mindenütt,
tehát 0-ban is folytonos.

Az f(x) függvény x < 0 esetén megegyezik az mx + c függvénnyel,
amelynek

”
baloldali” határértéke 0-ban c. Ezért tehát az f függvény

pontosan akkor folytonos 0-ban, ha

2 = f(0) = c.
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3.230. Az f(x) =

{
sinx

x
ha x 6= 0

c ha x = 0
függvény pontosan akkor folytonos a

0-ban, ha itt van határértéke és az megegyezik a helyetteśıtési értékkel.

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

sinx

x
= 1 és f(0) = c.

Így tehát a c = 1 esetben lesz a függvény folytonos a 0-ban.

3.233. Legyen p(x) tetszőleges harmadfokú polinom. Elég azt az esetet vizs-

gálni, amikor p(x) főegyütthatója (az x3-ös tag együtthatója) pozit́ıv.
De akkor

lim
x→∞

p(x) =∞, lim
x→−∞

p(x) = −∞.

Ezért a p(x) függvény biztosan felvesz pozit́ıv értéket is (valahonnan
kezdve p(x) > 0) és negat́ıv értéket is. De akkor a Bolzano-tétel szerint
a 0-t is felveszi értékként.

3.236. Legyen h(x) = f(x) − g(x). A h függvény folytonos [a, b]-ben, h(a) ≥
0, h(b) ≤ 0. A Bolzano-tétel szerint van olyan c ∈ [a, b], amelyre
h(c) = f(c)− g(c) = 0.

3.237. Legyen most h(x) = g(x)−f(x). Ez a h(x) függvény pozit́ıv és folytonos
[a, b]-n. A Weierstrass-tétel szerint a h(x)-nek van minimuma, azaz van
olyan c ∈ [a, b], hogy minden x ∈ [a, b] esetén

0 < m = h(c) ≤ h(x) = g(x)− f(x).

3.242. P 6=⇒ Q: Legyen például f(x) =

{
x2 ha x ∈ (1, 2)
2 ha x = 1 vagy x = 2

Q =⇒ P: Az f függvény maximuma felső korlát, minimuma pedig alsó
korlát.

3.245. Igen, például az f(x) = x függvény.

3.249. Az [x] függvény monoton növő, ezért minden korlátos zárt intervallu-
mon van maximuma, a jobb végpontban felvett érték. Tehát

max {[x] : x ∈ [77, 888]} = [888] = 888.
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3.250. Az f(x) = {x} függvénynek nincs maximuma egyetlen olyan [a, b] in-
tervallumon sem, amelynek a hossza legalább 1, ugyanis

sup {f(x) : x ∈ [a, b]} = sup {f(x) : x ∈ [a, a+ 1]} =

= sup {f(x) : x ∈ [0, 1]} = 1,

mivel a törtrész x függvény 1 szerint periodikus. Másrészt f(x) =
{x} 6= 1.

3.254. Van ilyen függvény, még folytonos is:

f(x) =


0 ha 0 < x < 1/3

3x− 1 ha 1/3 ≤ x ≤ 2/3

1 ha 2/3 < x < 1

3.257. Van ilyen függvény. A 3.254. feladat megoldásában szereplő függvény
folytonos.

3.258. Nincs ilyen függvény. Indirekt módon tegyük fel, hogy f(x) folytonos
a [0, 1] zárt intervallumon és értékkészlete a (0, 1) nýılt intervallum. A
Weierstrass-tétel szerint az f(x) függvénynek van maximuma. Legyen
ez a maximum M . A feltevés miatt M < 1 és mivel M maximális érték,
ezért f(x) /∈ (M, 1).

Ez az álĺıtás sokkal általánosabban is bizonýıtható, lásd a 3.260. fel-
adatot.

3.260. Legyen az f függvény folytonos az [a, b] intervallumon. A Weierstrass-
tétel szerint f -nek van minimuma, legyen ez m és maximuma, legyen
ez M . Eszerint R(f) ⊂ [m,M ].

Másrészt a Bolzano-tétel szerint az f függvény m és M között minden
értéket felvesz, azaz R(f) ⊃ [m,M ].

3.263. Legyen xn =
π

2
+ 2πn, yn =

3π

2
+ 2πn. Ha n > 100, akkor

xn sinxn = xn > 2πn > 100 és yn sin yn = −yn < −100.

A Bolzano-tétel szerint minden n > 100 esetén van olyan zn ∈ [xn, yn],
amelyre

zn sin zn = 100.
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Mivel az [xn, yn] intervallumok diszjunktak, ezért a zn gyökök külön-
böznek.

3.271. Az f(x) =
1

x
függvény

(a) nem egyenletesen folytonos (0,∞)-en. Megmutatjuk, hogy az ε =
1-hez nincs

”
jó” δ > 0. Tetszőleges δ > 0 esetén válasszunk olyan

n ∈ N+ pozit́ıv egész számot, amelyre

1

n
− 1

n+ 1
< δ.

Ekkor ∣∣∣∣f ( 1

n

)
− f

(
1

n+ 1

)∣∣∣∣ = 1 ≮ ε.

(b) egyenletesen folytonos [1, 2]-n a Heine-Borel tétel szerint.

(c) egyenletesen folytonos (1, 2)-n, mivel a bővebb [1, 2] halmazon is
egyenletesen folytonos.

(d) egyenletesen folytonos [1,∞)-en. Legyen ε > 0 tetszőleges, δ = ε.
Ha x, y ≥ 1 és |x− y| < δ, akkor

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣ 1x − 1

y

∣∣∣∣ =
|x− y|
xy

≤ |x− y| < δ = ε.
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A differenciálszámı́tás és alkalmazásai

4.1 A derivált fogalma

4.2. Ha lim
x→3

f(x)− f(3)

x− 3
= 4, akkor a derivált defińıciója szerint az f(x)

függvény deriválható 3-ban és f ′(3) = 4. A 4.2. álĺıtás szerint tehát
f(x) folytonos 3-ban.

4.3. Nem következik, például ha f(x) = |x− 3|.

4.5. Ez a határérték a
√
x függvény deriváltját adja meg tetszőleges x > 0

pontban.
√
x+ h−

√
x

h
=

√
x+ h−

√
x

h
·
√
x+ h+

√
x√

x+ h+
√
x

=
1√

x+ h+
√
x
−→
h→0

1

2
√
x

4.10. Legyen x0 6= 0 tetszőleges.

1/x− 1/x0

x− x0
=

x0 − x
xx0(x− x0)

= − 1

xx0
−→
x→x0

− 1

x2
0

Tehát az
1

x
függvény deriváltja − 1

x2
.

4.14. Az f(x) =
∣∣x2 − 1

∣∣ függvény mindenütt folytonos, az 1 és a −1 kivételé-
vel deriválható, mert

”
ilyenekből van összerakva”, azaz alkalmazhatjuk

a megfelelő műveleti szabályokat. Megmutatjuk, hogy 1-ben a differen-
ciahányadosnak balról más a határértéke, mint jobbról, és ezért nem
deriválható. A következő kifejezésekben feltesszük, hogy x > 0. (Miért
tehető fel?)

f(x)− f(1)

x− 1
=

∣∣x2 − 1
∣∣

x− 1
= (x+ 1)

|x− 1|
x− 1

=

= (x+ 1) sgn(x− 1)→
{

2 ha x→ 1+

−2 ha x→ 1−

Mivel a függvény páros, ezért −1-ben sem deriválható.

4.18. Előbb megvizsgáljuk, hogy milyen b és c esetén lesz folytonos a

h(x) =

{
(1− x)(2− x) ha x ≥ −3

bx+ c ha x < −3
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függvény −3-ban.

lim
x→−3+

h(x) = lim
x→−3

(1− x)(2− x) = 20,

lim
x→−3−

h(x) = lim
x→−3

(bx+ c) = −3b+ c

Így tehát a függvény pontosan akkor folytonos −3-ban, ha

−3b+ c = 20

A h(x) függvény akkor deriválható −3-ban, ha itt a differenciahányados
bal és jobboldali határértéke megegyezik. Mivel a h1(x) = (1−x)(2−x)
és a h2(x) = bx+ c függvény deriválható −3-ban, ez akkor teljesül, ha
h′1(−3) = h′2(−3).

h′1(x) = ((1−x)(2−x))′ = −(2−x)−(1−x) = 2x−3, h′1(−3) = −9,

h′2(x) = (bx+ c)′ = b

Tehát a h(x) függvény pontosan akkor deriválható −3-ban, ha folyto-
nos, azaz −3b+ c = 20 és b = −9. A két egyenletből

b = −9, c = −7

Megjegyzés: A feladat valójában azt kérdezi, hogy melyik egyenessel

”
folytatható balra”deriválható módon a h1(x) = (1−x)(2−x) függvény

a −3-ban. Az érintőegyenes defińıciója szerint ez az egyenes csak az
érintő lehet, azaz

bx+ c ≡ h′1(−3)(x+ 3) + h1(−3)

4.19. Az x = 0-át kivéve f(x) deriválható és f ′(x) folytonos, mert alkalmaz-
hatjuk a műveleti szabályokat. Mivel 0 körül f(x) egy 0-hoz tartó és
egy korlátos függvény szorzata, ezért lim

x→0
f(x) = 0 = f(0) (lásd 3.2. ).

Így tehát 3.3. szerint f(x) folytonos 0-ban is.

Az f(x) függvény 0-ban nem deriválható, ugyanis a

g(x) =
f(x)− f(0)

x
= sin

1

x

differenciahányadosnak nincs határértéke 0-ban.

Az ábrán jól látható, hogy a g(x) = sin
1

x
függvényt

”
beszoŕıtottuk” az

x és −x egyenesek közé.



4. A differenciálszáḿıtás és alkalmazásai – Megoldások 256

 

 

4.20. Az f(x) függvény mindenütt deriválható. Az x = 0-át kivéve ez nyil-
vánvaló. Megmutatjuk, hogy x = 0-ban a differenciahányados határér-
téke 0.

lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim
x→0

x sin
1

x
= 0,

mivel a g(x) = x sin
1

x
függvény 0 körül egy 0-hoz tartó és egy korlátos

függvény szorzata (lásd 3.2. ). A deriváltfüggvény

f ′(x) =


2x sin

1

x
− cos

1

x
ha x 6= 0

0 ha x = 0

folytonos, ha x 6= 0, de nincs határértéke és ezért nem is folytonos
0-ban.

Az ábrán jól látható, hogy a g(x) = sin
1

x
függvényt

”
beszoŕıtottuk” az

x2 és −x2 parabolák közé.

 

 

4.25. Az f(x) függvény az 1 és a 2 kivételével folytonosan deriválható. Mind-
két kivételes pontban folytonos. Számoljuk ki a

”
középső rész”, a

g(x) = (1 − x)(2 − x) = x2 − 3x + 2 deriváltját és érintőegyeneseit
az 1-ben és 2-ben:

g′(x) = 2x− 3, g′(1) = −1, g′(2) = 1

e1(x) = 1− x, e2(x) = x− 2 = −(2− x).
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Mivel mindkét pontban a g(x) függvény az érintővel
”
folytatódik”, ezért

ezeken a helyeken is folytonosan deriválható az f(x) függvény.

 

 

4.31. Ha f(x) = sinx, akkor

f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sinx, f (n)(x) =


sinx ha n = 4k

cosx ha n = 4k + 1

− sinx ha n = 4k + 2

− cosx ha n = 4k + 3

4.32. Ha f(x) = cosx, akkor

f ′(x) = − sinx, f ′′(x) = − cosx, f (n)(x) =


cosx ha n = 4k

− sinx ha n = 4k + 1

− cosx ha n = 4k + 2

sinx ha n = 4k + 3

4.2 Deriválási szabályok

4.33. P =⇒ Q: Mivel f(x) = f(−x), ezért f ′(x) = f ′(−x)·(−1) = −f ′(−x).

Q =⇒ P: Legyen g(x) = f(−x). Mivel f ′(x) = −f ′(−x), ezért g′(x) =
−f ′(−x) = f ′(x). Eszerint f és g deriváltja mindenütt megegyezik,
ezért az integrálszámı́tás alaptétele szerint van olyan c ∈ R, amelyre

g(x) = f(x) + c, azaz f(−x) = f(x) + c.

Mivel ez minden x-re teljesül, ezért x = 0-ra alkalmazva

f(0) = f(0) + c ⇐⇒ c = 0.

4.34. P =⇒ Q: Mivel f(x) = −f(−x), ezért f ′(x) = −f ′(−x) · (−1) =

f ′(−x).

Q 6=⇒ P: Legyen például f(x) = x+ 1.
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Ha még azt is feltesszük, hogy f(0) = 0, akkor már igaz, hogy f párat-
lan:

Legyen g(x) = −f(−x). Mivel f ′(x) = f ′(−x), ezért g′(x) = f ′(−x) =
f ′(x). Eszerint f és g deriváltja mindenütt megegyezik, ezért az integ-
rálszámı́tás alaptétele szerint van olyan c ∈ R, amelyre

g(x) = f(x) + c, azaz − f(−x) = f(x) + c.

Mivel ez minden x-re teljesül, ezért x = 0-ra alkalmazva

0 = f(0) = f(0) + c ⇐⇒ c = 0.

4.38. P =⇒ Q:

lim
h→0

f(a+ h)− f(a− h)

2h
=

=
1

2
lim
h→0

(
f(a+ h)− f(a)

h
+
f(a)− f(a− h)

h

)
=

=
1

2
lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
+ lim
h→0

f(a)− f(a− h)

h
=

=
1

2
(f ′(a) + f ′(a)) = f ′(a).

Q 6=⇒ P: Legyen például a = 0, f(x) = |x|.

4.42. Ellenőrizzük, hogy az adott pont rajta van-e a görbén! Ehhez az kell,

hogy a függvény értéke az 1 helyen éppen 6 legyen: f(1) = 13− 2 · 12 +
3 · 1 + 4 = 6.

Az érintőegyenes egyenlete y = m(x−x0)+y0, ahol most x0 = 1, y0 = 6
és m = f ′(1).

A függvény deriváltja f ′(x) = 3x2 − 4x + 3. Innen m = f ′(1) = 2.
Tehát az érintő egyenlete az adott pontban:

y = 2(x− 1) + 6, vagy másképp feĺırva y = 2x+ 4.

4.56. Legyen f(x) =

√
x

√
x
√
x. Ekkor Df = [0,∞) és Df ′ = (0,∞). Írjuk

fel az f(x) függvényt
”
törtkitevős” alakban:

f(x) =

√
x

√
x
√
x =

(
x ·
(
x · (x)1/2

)1/2
)1/2

=

=

(
x ·
(
x3/2

)1/2
)1/2

=
(
x7/4

)1/2

= x7/8
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Így tehát

f ′(x) =
7

8
x−1/8 =

7

8 8
√
x

4.57. Legyen f(x) =

√
x+

√
x+
√
x. Ekkor Df = [0,∞) és Df ′ = (0,∞).

f ′(x) =
1

2

√
x+

√
x+
√
x

(
1 +

1

2
√
x+
√
x

(
1 +

1

2
√
x

))

4.62. Legyen f(x) =
sinx− x cosx

cosx+ x sinx
. Az értelmezési tartomány

Df = {x : cosx+ x sinx 6= 0} = {x : ctg x 6= −x} .

Alkalmazzuk a hányados deriválási szabályát:

f ′(x) =
(sinx− x cosx)′(cosx+ x sinx)− (sinx− x cosx)(cosx+ x sinx)′

(cosx+ x sinx)2
.

Kiszámı́tjuk a számlálóban szereplő deriváltakat az összeg és a szorzat
deriválási szabályát felhasználva:

(sinx− x cosx)′ = cosx− cosx+ x sinx = x sinx

(cosx+ x sinx)′ = − sinx+ sinx+ x cosx = x cosx

Ezeket behelyetteśıtve:

f ′(x) =
x sinx(cosx+ x sinx)− (sinx− x cosx)x cosx

(cosx+ x sinx)2
=

x2

(cosx+ x sinx)2

A deriváltfüggvény értelmezési tartománya Df ′ = Df .

4.63. Legyen f(x) = 4x3 tg(x2 + 1). Az értelmezési tartomány

Df =
{
x : x2 + 1 6= (2n+ 1)

π

2

}
= R \

{
±
√

(2n− 1)
π

2
− 1 : n ∈ N

}
.

f ′(x) = 12x2 tg(x2 + 1) + 4x3(tg(x2 + 1))′

A láncszabály szerint

(tg(x2 + 1))′ =
1

cos2(x2 + 1)
· 2x =

2x

cos2(x2 + 1)
.
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Így tehát

f ′(x) = 12x2 tg(x2 + 1) +
2x

cos2(x2 + 1)
.

A deriváltfüggvény értelmezési tartománya Df ′ = Df .

4.68. f(x) = xx = ex ln x, Df = Df ′ = (0,∞).

f ′(x) = (xx)
′

=
(
ex ln x

)′
= ex ln x(lnx+ 1) = xx(lnx+ 1).

4.69. f(x) = x
√
x = x1/x = e

ln x
x , Df = Df ′ = (0,∞).

f ′(x) =
(

x
√
x
)′

=
(
e

ln x
x

)′
=

1− lnx

x2
x
√
x

4.74. f(x) = log4 x =
lnx

ln 4
, Df = Df ′ = (0,∞).

f ′(x) = (log4 x)
′

=

(
lnx

ln 4

)′
=

1

x ln 4

4.75. f(x) = logx 4 =
ln 4

lnx
, Df = Df ′ = (0, 1) ∪ (1,∞).

f ′(x) = (logx 4)
′

=

(
ln 4

lnx

)′
= − ln 4

x ln2 x

4.84. Legyen f(x) =
shx− x chx

chx+ x shx
. Mivel a nevező sehol sem 0, Df = R.

Alkalmazzuk a hányados deriválási szabályát:

f ′(x) =
(shx− x chx)′(chx+ x shx)− (shx− x chx)(chx+ x shx)′

(chx+ x shx)2
.

Kiszámı́tjuk a számlálóban szereplő deriváltakat az összeg és a szorzat
deriválási szabályát felhasználva:

(shx− x chx)′ = chx− chx− x shx = −x shx

(chx+ x shx)′ = shx+ shx+ x chx = 2 shx+ x chx



4. A differenciálszáḿıtás és alkalmazásai – Megoldások 261

Ezeket behelyetteśıtve:

f ′(x) =
−x shx(chx+ x shx)− (shx− x chx)(2 shx+ x chx)

(chx+ x shx)2
=

=
x2 − 2 sh2 x

(chx+ x shx)2

A deriváltfüggvény értelmezési tartománya Df ′ = Df = R.

4.85. Legyen f(x) = 4x3 th(x2 + 1). Az értelmezési tartomány Df = R, mert
chx sehol sem 0.

f ′(x) = 12x2 th(x2 + 1) + 4x3(th(x2 + 1))′

A láncszabály szerint

(th(x2 + 1))′ =
1

ch2(x2 + 1)
· 2x =

2x

ch2(x2 + 1)
.

Így tehát

f ′(x) = 12x2 th(x2 + 1) +
2x

ch2(x2 + 1)
.

A deriváltfüggvény értelmezési tartománya Df ′ = Df = R.

4.90. f(x) = log3 x · cosx, Df = Df ′ = (0,∞).

f ′(x) =
cosx

x ln 3
− log3 x · sinx

4.91. f(x) =
sinx+ 2 lnx√

x+ 1
, Df = Df ′ = (0,∞).

f ′(x) =

(
cosx+

2

x

)
· (
√
x+ 1)− sinx+ 2 lnx

2
√
x

(
√
x+ 1)2

4.96. f(x) = ln(sinx), Df = Df ′ = {x : sinx > 0}.

f ′(x) =
cosx

sinx
= ctg x
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4.97. f(x) = xtg x = eln x·tg x, Df = Df ′ =
{
x : x 6= (2n+ 1)

π

2
, tg x > 0

}
.

f ′(x) =
(
xtg x

)′
=
(
eln x·tg x)′ = xtg x

(
tg x

x
+

lnx

cos2 x

)

4.100. Első lépésként keressük meg azt a c helyet, ahol a függvény értéke a = 2,
azaz az inverz függvény értékét a a = 2 helyen. Ezt próbálgatással
kaphatjuk: c = 1. Mivel a (0,∞) félegyenesen az f(x) szigorúan nő,
mert a derivált pozit́ıv, ezért csak ezen a helyen lesz a függvény értéke
2. Az inverz függvény deriváltjáról szóló képlet szerint

(f−1)′(2) =
1

f ′(1)
.

A függvény deriváltja f ′(x) = 5x4 + 2x és ı́gy f ′(1) = 7. Tehát

(f−1)′(2) =
1

7
.

Megjegyzés: Meg kell azt is vizsgálni, hogy van-e inverze az adott
függvénynek. A deriváltfüggvény vizsgálatából kiderül, hogy az egész
számegyenesen nem invertálható f(x), hiszen 3

√
−2/5-ben lokális szi-

gorú maximuma, 0-ban minimuma van, ezért nem szigorúan mono-
ton. Mivel mı́nusz végtelenben végtelenhez tart a függvény, 0-ban pedig
0 = f(0) < 2, ezért f(x) = 2 valahol −∞ és 0 között. Viszont az 1-et
tartalmazó (0,∞) félegyenesen f(x) szigorúan monoton növő, ezért itt
invertálható.

4.104. Mivel arctg x a tg x függvény inverze, ezért

(arctg x)′ =
1

tg′(arctg x)
= cos2(arctg x) =

1

1 + tg2(arctg x)
.

Mivel tg(arctg x) = x, ezért

(arctg x)′ =
1

1 + x2

4.108. f(x) = arctg(sinx), Df ′ = R.

f ′(x) =
1

1 + sin2 x
· cosx =

cosx

1 + sin2 x
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4.109. f(x) = tg(arcsinx), Df ′ = (−1, 1).

f ′(x) =
1

cos2(arcsinx)
· 1√

1− x2
=

1

1− sin2(arcsinx)
· 1√

1− x2
=

=
1

(1− x2)
√

1− x2

4.114.

2 sinx− 1

6x− π
=

2

6
·

sinx− 1

2

x− π

6

=
2

6
·

sinx− sin
π

6

x− π

6

→ 2

6
cos

π

6
=

√
3

6

4.119.

lim
n→∞

n

(
cos

1

n
− 1

)
= lim
n→∞

cos
1

n
− cos 0

1/n
= − sin 0 = 0

4.123. (
esin x

)′
= cosx · esin x(

esin x
)′′

=
(
cosx · esin x

)′
= (cos2 x− sinx)esin x

4.3 Középértéktételek, L’Hospital szabály

4.128. Ha f(x) = arctg x, g(x) = arctg
1 + x

1− x
és h(x) = f(x)− g(x), akkor(

1 + x

1− x

)′
=

(1− x)− (1 + x)(−1)

(1− x)2
=

2

(1− x)2
,

g′(x) =

(
arctg

1 + x

1− x

)′
=

1

1 +
(1 + x)2

(1− x)2

· 2

(1− x)2
=

=
2

(1− x)2 + (1 + x)2
=

1

1 + x2
.

Ezért h′(x) = 0 mindenütt, ahol h(x) deriválható! De mivel g(x) 1-ben
nem értelmes, ezért h(x) sem, és ı́gy h(x) nem is deriválható 1 ben.

h(0) = arctg 0− arctg 1 = −π
4
,
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lim
x→∞

h(x) = lim
x→∞

arctg x− lim
x→∞

arctg
1 + x

1− x
=
π

2
+
π

4
=

3π

4
.

Tehát h(x) nem konstans, mert h(0) 6= h(∞) = lim
x→∞

h(x). Viszont az

integrálszámı́tás alaptétele alkalmazható a (−∞, 1) és (1,∞) félegyene-
sekre.

4.129. Legyen h(x) = f(x) − g(x). Ekkor h(x) folytonos [0,∞)-n, h′(x) > 0,

ha x > 0, ezért a 4.8. tétel szerint szigorúan monoton nő [0,∞)-en. Így
tehát

0 ≤ h(0) = f(0)− g(0) < h(x) = f(x)− g(x), ha x > 0.

4.131. Keressük meg az f(x) = x5 − 5x+ 2 függvény monoton szakaszait.

f ′(x) = 5(x4 − 1) = 5(x2 + 1)(x2 − 1),

f ′(x) > 0, ha x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞), és f ′(x) < 0, ha x ∈ (−1, 1).

Eszerint a függvény −1-től balra és 1-től jobbra szigorúan nő, (−1, 1)-
ben pedig szigorúan csökken.

lim
x→−∞

f(x) = −∞, f(−1) = 6 > 0, f(1) = −2 < 0, lim
x→∞

f(x) =∞

A Bolzano tétel szerint f(x)-nek van gyöke a három diszjunkt nýılt
intervallumon. A szigorú monotonitás miatt mindegyik intervallumon
pontosan egy gyök van, tehát összesen három.

4.138. Mivel a határérték ∞/∞ alakú, ezért alkalmazhatjuk a L’Hospital sza-
bályt.

lim
x→0+

(lnx)′

(ctg x)′
= lim
x→0+

1

x

− 1

sin2 x

= − lim
x→0+

sinx

x
· sinx = 0.

Tehát lim
x→0+

lnx

ctg x
= 0.

4.143. A lim
x→0

(
ctg x− 1

x

)
határérték kritikus (∞ − ∞ alakú). Írjuk fel a

különbséget hányados alakban:

ctg x− 1

x
=

cosx

sinx
− 1

x
=
x cosx− sinx

x sinx
.
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Erre a hányadosra alkalmazhatjuk a L’Hospital szabályt mert 0/0 alakú.

lim
x→0

(x cosx− sinx)′

(x sinx)′
= lim
x→0

cosx− x sinx− cosx

sinx+ x cosx
=

= − lim
x→0

sinx
sinx

x
+ cosx

= 0.

Tehát lim
x→0

(
ctg x− 1

x

)
= 0.

4.144. Hozzuk az exponenciális kifejezést e alapúra:

(1 + x)
1
x =

(
eln(1+x)

) 1
x

= e
ln(1+x)

x .

Mivel lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1 és az ex függvény folytonos, ezért

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e1 = e.

4.145. A lim
x→0

(
sinx

x

)1/x2

határérték kritikus, mert 1∞ alakú. Alaḱıtsuk át

a kifejezést úgy, hogy alkalmazhassuk a lim
x→0

(1 + x)
1/x

= e nevezetes

határértéket (lásd a 4.144. feladatot):

(
sinx

x

) 1

x2
=

(1 +
sinx− x

x

) x

sinx− x


sinx− x

x3

Ez az exponenciális kifejezés már nem kritikus, mert az
”
új” alap e-hez

tart. (Miért?) Számoljuk ki az
”
új” kitevő határértékét a L’Hospital

szabály seǵıtségével (0/0 alakú):

lim
x→0

(sinx− x)′

(x3)′
=

1

3
lim
x→0

cosx− 1

x2
= −1

6
.

Tehát lim
x→0

sinx− x
x3

= −1

6
, és ezért

lim
x→0

(
sinx

x

) 1

x2
= e−1/6 =

1
6
√
e
.
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4.148. A határérték ∞/∞, alakú, ezért alkalmazhatjuk a L’Hospital szabályt.

lim
x→∞

(lnx)′

(
√
x)′

= lim
x→∞

1

x
1

2
√
x

= lim
x→∞

2
√
x

x
= lim
x→∞

2√
x

= 0.

Tehát lim
x→∞

lnx√
x

= 0.

4.4 Szélsőértékkeresés

4.155. Legyen f(x) = x3 − 12x. Az f(x) függvénynek ott lehet abszolút szél-
sőértéke (maximuma vagy minimuma) ahol a derivált nulla, vagy pedig
a zárt intervallum végpontjaiban. Keressük meg a derivált gyökeit:

f ′(x) = (x3 − 12x)′ = 3x2 − 12 = 0

A két gyök:

x1 = −2 és x2 = 2.

A [−10; 3] intervallum esetén:

f(−10) = −880, f(−2) = 16, f(2) = −16, f(3) = −9

Így tehát a [−10; 3] intervallumon az f(x) = x3−12x függvény abszolút
minimuma −880 az x = −10 pontban, abszolút maximuma pedig 16 az
x = −2 pontban.

A [0; 3] intervallum esetén:

f(0) = 0, f(2) = −16, f(3) = −9.

(Mivel a −2 nem esik bele a vizsgált intervallumba, ezért az itt felvett
függvényértéket nem vesszük számı́tásba!)

Így tehát a [0; 3] intervallumon az f(x) = x3 − 12x függvény abszolút
minimuma −16 az x = 2 pontban, abszolút maximuma pedig 0 az x = 0
pontban.

4.159. Mivel csak a téglalap alakjára (oldalainak arányára) vagyunk ḱıváncsi-
ak, feltehetjük, hogy a befoglaló derékszögű háromszög átfogója 2. Az
ábra jelöléseit használva, fejezzük ki x seǵıtségével a keresett téglalap
T (x) területét illetve k(x) kerületét.

y = 1− x,

T (x) = 2xy = 2x(1− x), k(x) = 2(2x+ y) = 2(1 + x).
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A feltételek szerint 0 ≤ x ≤ 1. Mivel k(x) monoton növő függvény,
ezért maximumát az x = 1 esetben veszi fel, ami egy elfajult téglalap
(y = 0).

A T (x) folytonos függvény maximuma (lásd Weierstrass-tétel) nincs a
széleken, mert T (0) = T (1) = 0, ezért a maximum lokális maximum is,
tehát itt T ′(x) = 0 (lásd a 4.9. tételt).

T ′(x) = 2[(1− x)− x] = 2− 4x = 0,

x =
1

2
,

azaz a téglalap egyik (az ábra szerint v́ız-
szintes) oldala kétszerese a másiknak.

0-1 1

1

P x, y

 

 

Megjegyzés: Az f(x) =
T (x)

2
= x(1 − x) függvény maximuma a

számtani és mértani közepek közötti egyenlőtlenség szerint a (0, 1) in-

tervallumon akkor van, ha x = 1− x, azaz x =
1

2
.

4.163. Jelölje x a háromszög egyik befogóját és y a másikat, z pedig az átfogót.
Akkor az átfogó z = 10− x, és a másik befogó

y =
√

(10− x)2 − x2 =
√

100− 20x = 2
√

25− 5x,

a háromszög területe pedig

T (x) =
1

2
xy = x

√
25− 5x.

Itt 0 ≤ x ≤ 5 lehet, ezért a feladatunk az, hogy megkeressük a T (x)
folytonos függvény abszolút maximumát a [0, 5] zárt intervallumon.
A Weierstrass-tétel szerint van maximum. Mivel T (x) ≥ 0, T (0) =
T (5) = 0, ezért a maximumot a (0, 5) nýılt intervallumon veszi fel a
T (x) függvény. De akkor ez a maximum lokális maximum is, ezért a
4.9. tétel szerint itt a derivált nulla. Keressük meg a T ′(x) gyökeit:

T ′(x) =
√

25− 5x− 5x

2
√

25− 5x
= 0

√
25− 5x =

5x

2
√

25− 5x
⇐⇒ 2(25− 5x) = 5x ⇐⇒ x =

10

3
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Mivel a deriváltnak pontosan egy gyöke van, ezért a (lokális) maximum

csak itt lehet. Így tehát

maxT = T

(
10

3

)
=

10

3

√
25− 50

3
=

50

3
√

3
.

Tehát a terület akkor maximális, ha

x =
10

3
, y =

10√
3

= x
√

3, z =
20

3
= 2x.

Eszerint az adott feltétel mellett annak a derékszögű háromszögnek a

területe maximális, amelyiknek a nagyobbik hegyesszöge
π

3
= 60◦, azaz

a szabályos háromszög fele.

Megjegyzés: A T (x) függvénynek ugyanott van a maximuma, mint
a f(x) = T 2(x) = x2(25 − 5x) függvénynek. Ennek a függvénynek a
maximumát deriválás nélkül is kiszámolhatjuk, ha

”
ügyesen” alkalmaz-

zuk a számtani és mértani közepek közötti egyenlőtlenséget. Tekintsük
ugyanis az (

5

2
x

)2

(25− 5x)

háromtényezős szorzatot a (0, 5) intervallumon. Itt mindegyik ténye-
ző pozit́ıv, összegük pedig 25, nem függ x-től. Ezért a szorzat akkor
maximális, ha a tényezők megegyeznek, azaz

5

2
x = 25− 5x ⇐⇒ 15x = 50 ⇐⇒ x =

10

3
.

4.168. A henger felsźıne és térfogata

F = 2πR2 + 2πmR, V = mR2π.

A térfogat képletéből fejezzük ki m-et és helyetteśıtsük be a felsźın
képletébe:

m =
V

πR2
, F (R) = 2πR2 +

2V

R
.

Az F (R) függvény a (0,∞) nýılt félegyenesen van értelmezve, és itt vé-
gig pozit́ıv, 0-hoz közeli (kicsi), illetve∞-hez közeli (nagy) R-ek esetén
F (R) értéke

”
nagy”, ezért a keresett abszolút minimum egyben lokális

minimum is. Keressük meg tehát az F (R) függvény deriváltjának a
gyökeit:

F ′(R) = 4πR− 2V

R2
= 0, azaz 2πR =

V

R2
, R =

3

√
V

2π
.
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Tehát az adott V térfogatú egyenes körhenger felsźıne akkor minimális,
ha

R =
3

√
V

2π
.

Számoljuk ki az ehhez a sugárhoz tartozó magasságot, illetve a magas-
ság és az átmérő arányát:

m =
V

πR2
=

3

√
4V

π
,

m

2R
= 1.

Tehát annak a hengernek a felsźıne minimális, amelynek az átmérője
megegyezik a magassággal!

Megjegyzés: Annak belátása, hogy az F (R) függvénynek van abszolút
minimuma még hátra van, az erről szóló fenti

”
okoskodás” semmiképp

sem tekinthető bizonýıtásnak. Lássunk tehát egy korrekt bizonýıtást:

Legyen F0 = F (1) = 2π + 2V . Mivel lim
R→0+

F (R) = lim
R→∞

F (R) = ∞,

ezért megadható egy 0 < a < 1, és egy 1 < b úgy, hogy R ∈ (0, a],
illetve R ∈ [b,∞) esetén F (R) > F0. A Weierstrass-tétel szerint az
F (R) függvénynek van minimuma az [a, b] zárt intervallumon. Az a
és b megválasztása miatt ez a minimum az egész (0,∞) félegyenesen is
minimum.

Mivel ez a minimumhely nem lehet az [a, b] intervallum egyik végpontja
sem, ezért ez egyben lokális minimum is. Itt tehát a 4.9. tétel szerint
a derivált nulla. Ilyen R azonban az egész félegyenesen csak egy van,
tehát ez a keresett minimumhoz tartozó sugár.

4.171. Használjuk az ábra jelöléseit. A feladat tehát az O pontból eljutni a P
pontba (a faluba) a Q ponton keresztül a lehető legrövidebb idő alatt.

A partvonal teljes hossza x + y =√
25− 9 = 4, és ı́gy

y(x) = 4− x.

Fejezzük ki x seǵıtségével az O és Q pont,
illetve a Q és P pont távolságát:

OQ =
√

9 + y2 =
√

9 + (4− x)2, QP = x.

A távolságok megtételéhez szükséges idő
órában mérve:

3 km
5 km

xy

PQ

O

t(x) = tf (x) + tb(x) =
x

5
+

1

2

√
9 + (4− x)2.
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A t(x) függvény minimumát keressük 0 és 4 között. Ez vagy a vég-
pontok valamelyikén felvett érték, vagy lokális minimum, ahol tehát a
derivált nulla (lásd 4.9. ).

t′(x) =
1

5
− 1

2

4− x√
9 + (4− x)2

= 0

25(4− x)2 = 4(9 + (4− x)2), 16(4− x)2 = 36

y = 4− x =
3

2
, x =

5

2
.

A monotonitás vizsgálatával megmutatjuk, hogy a t(x) függvénynek az

x0 =
5

2
pontban abszolút minimuma van.

t′(0) =
1

5
− 2

5
= −1

5
< 0, t′(4) =

1

5
> 0.

Mivel a deriváltnak csak az x0-ban van gyöke, ezért a Darboux-tétel
miatt a (0, x0) intervallumon t′(x) < 0, és ı́gy itt t(x) szigorúan csökken.
Hasonlóan kapjuk, hogy t(x) szigorúan növő (x0, 4)-en.

4.5 Függvényvizsgálat

4.175. P ⇐⇒ Q: lásd a 4.8. tételt.

4.179. P 6=⇒ Q: Legyen például f(x) = x4, a = 0.

Q =⇒ P: Lásd a konvexitásról és derivált kapcsolatáról szóló tételeket.

4.185. Keressük meg f ′(x) gyökeit:

f ′(x) = 4x3 − 12x2 + 8x = 4x(x2 − 3x+ 2) = 4x(x− 1)(x− 2) = 0,

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2.

A derivált tényezőinek az előjele, és ı́gy a derivált előjele könnyen kap-
ható az egész számegyenesen:

– Ha x < 0, akkor f ′(x) < 0, és ezért f(x) szigorúan csökken
(−∞, 0)-ban.

– Ha 0 < x < 1, akkor f ′(x) > 0, és ezért f(x) szigorúan nő (0, 1)-
ben.
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– Ha 1 < x < 2, akkor f ′(x) < 0, és ezért f(x) szigorúan csökken
(1, 2)-ben.

– Ha 2 < x, akkor f ′(x) > 0, és ezért f(x) szigorúan nő (2,∞)-ben.

A monoton szakaszok találkozásánál lokális szigorú szélsőérték van,
mégpedig

– 0-ban minimum,

– 1-ben maximum,

– 2-ben minimum.

4.189. y′ = e−x + xe−x(−1) = (1− x)e−x.

Keressük meg a derivált gyökeit. Az (1 − x)e−x = 0 egyenletből kap-
juk, hogy x = 1, ezért a függvénynek csak a c = 1-ben lehet lokális
szélsőértéke.
Mivel y′(x) > 0, ha x < 1, és y′(x) < 0, ha x > 1, ezért a függvénynek
lokális szigorú maximuma van és itt az érték e−1. A függvény további
vizsgálatából az is kiderül, hogy ez egyben abszolút maximuma is a
függvénynek.

4.197. Az f(x) =
x+ 1

1 + x2
értelmezési tartománya R, mindenütt akárhányszor

deriválható.

lim
x→−∞

x+ 1

1 + x2
= lim
x→∞

x+ 1

1 + x2
= 0.

f ′(x) =
1 + x2 − 2x(x+ 1)

(1 + x2)2
=

1− 2x− x2

(1 + x2)2
= − (x− x1)(x− x2)

(1 + x2)2

ahol x1 = −1−
√

2 és x2 = −1 +
√

2 a számláló gyökei.

f ′′(x) =
(−2− 2x)(1 + x2)2 − 4x(1− 2x− x2)(1 + x2)

(1 + x2)4
=

= −2
(1 + x)(1 + x2) + 2x(1− 2x− x2)

(1 + x2)3
=

= 2
x3 + 3x2 − 3x− 1

(1 + x2)3
=

= 2
(x−X1)(x−X2)(x−X3)

(1 + x2)3

ahol X1 = −2−
√

3, X2 = −2+
√

3, X3 = 1 a számláló gyökei növekvő
sorrendben. Az első derivált előjelének vizsgálatával kapjuk, hogy
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– f(x) szigorúan csökken (−∞, x1)-ben,

– x1-ben szigorú minimum van,

– f(x) szigorúan nő (x1, x2)-ben,

– x2-ben szigorú maximum van,

– f(x) szigorúan csökken (x2,∞)-ben.

A második derivált előjelének vizsgálatával kapjuk, hogy

– f(x) szigorúan konkáv (−∞, X1)-ben,

– f(x) szigorúan konvex (X1, X2)-ben,

– f(x) szigorúan konkáv (X2, X3)-ban,

– f(x) szigorúan konvex (X3,∞)-ben,

– X1, X2 és X3-ban inflexió van.

4.206. Az f(x) = 1− 9x− 6x2 − x3 függvény egy harmadfokú polinom, akár-
hányszor deriválható R-en. Mivel a főegyüttható negat́ıv,

lim
x→−∞

1− 9x− 6x2 − x3 =∞, lim
x→∞

1− 9x− 6x2 − x3 = −∞

Számoljuk ki az első és a második derivált
gyökeit:

f ′(x) = −9− 12x− 3x2 = 0,

x1 = −3, x2 = −1.

f ′′(x) = −12− 6x = 0, X1 = −2.

Az ábrából kiolvasható, a deriváltak vizs-
gálatával pedig bizonýıtható, hogy x1-
ben minimum, x2-ben maximum, X1-ben
pedig inflexió van, (−∞,−3]-ban csök-
ken, [−3,−1]-ben nő, [−1,∞)-ben csök-
ken, (−∞,−2]-ben konvex, és (−2,∞)-
ben konkáv a függvény.

 
K3 K2 K1

 

4.6 Elemi függvények

4.227. 2
ln 100
ln 2 = 2log2 100 = 100.

4.229. arcsin

√
3

2
=
π

3
(= 60◦).
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4.231. arccos(cos(9π)) = π (és nem 9π).

4.233. tg(arctg 100) = 100.

4.238. Az f(x) = cos
x

2
+ tg

x

3
periódusa például a p = 12π, mert cos

x

2
-nek a

4π, tg
x

3
-nek pedig a 3π periódusa.
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Az egyváltozós Riemann-integrál

5.1 Határozatlan integrál

5.1. f(x) = x3 − 4x, f(x) : (2), f ′(x) : (E).

f(x) = x3, f(x) : (4), f ′(x) : (C).

f(x) = x+ sinx, f(x) : (5), f ′(x) : (A).

f(x) = tg x, f(x) : (4), f ′(x) : (D).

f(x) = e−x, f(x) : (1), f ′(x) : (B).

5.5. Előbb alaḱıtsuk át az integrandust:

(sinx+ cosx)
2

= sin2 x+ 2 sinx cosx+ cos2 x =

1 + 2 sinx cosx = 1 + sin 2x.∫
(sinx+ cosx)

2
dx =

∫
(1 + sin 2x) dx =

∫
dx+

∫
sin 2x dx =

= x− cos 2x

2
+ C

5.8.

∫
x3/2 dx =

2

5
x5/2 + C

5.10.

∫
−5

x− 7
dx = −5 ln(x− 7) + C

5.12.

∫
sin 2x+ 3 cosx dx = −cos 2x

2
+ 3 sinx+ C

5.14.

∫
e2x−3 dx =

1

2
e2x−3 + C

5.16.

∫
x2

x3 + 1
dx =

1

3

∫
3x2

x3 + 1
dx =

1

3

∫
(x3 + 1)′

x3 + 1
dx =

= 1
3 ln(x3 + 1) + C

5.20.

∫
x√

x2 + 1
dx =

1

2

∫
2x√
x2 + 1

dx =
1

2

∫
(x2 + 1)′√
x2 + 1

dx =

√
x2 + 1 + C
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5.24.

∫
1

2 + x2
dx =

1

2

∫
1

1 +

(
x√
2

)2 dx =
1√
2

arctg

(
x√
2

)
+ C

5.28. Bontsuk parciális törtekre az integrandust:

3

(x+ 3)(x+ 2)
=

A

x+ 2
+

B

x+ 3

Szorozzuk be mindkét oldalt a baloldal nevezőjével:

3 = A(x+ 3) +B(x+ 2)

Az együtthatók összehasonĺıtásával lineáris egyenletrendszert kapunk
A-ra és B-re:

3A + 2B = 3
A + B = 0

A = 3, B = −3

Így tehát∫
3

(x+ 3)(x+ 2)
dx =

∫
3

x+ 2
dx−

∫
3

x+ 3
dx = 3 ln

x+ 2

x+ 3
+ C

5.32. Az integrandus nevezőjének nincs valós gyöke. Első lépésként szaba-
duljunk meg a számlálóban az

”
x”-es tagtól a nevező deriváltjának a

”
becsempészésével”:∫

x− 2

x2 − 2x+ 6
dx =

1

2

∫
(2x− 2)− 2

x2 − 2x+ 6
dx =

=
1

2

∫
2x− 2

x2 − 2x+ 6
dx−

∫
1

x2 − 2x+ 6
dx

A jobboldalon az első integrál f ′/f alakú, és a nevező pozit́ıv, ezért∫
2x− 2

x2 − 2x+ 6
dx = ln(x2 − 2x+ 6) + C.

A második integrált visszavezetjük az

∫
1

1 + t2
dt alapintegrálra a teljes

négyzetté kiegésźıtés módszerével:∫
1

x2 − 2x+ 6
dx =

∫
1

(x− 1)2 + 5
dx =

1

5

∫
1(

x√
5
− 1√

5

)2

+ 1

dx =

=
1√
5

arctg

(
x√
5
− 1√

5

)
+ C.



5. Az egyváltozós Riemann-integrál – Megoldások 276

Így tehát∫
x− 2

x2 − 2x+ 6
dx =

1

2
ln(x2 − 2x+ 6)− 1√

5
arctg

(
x√
5
− 1√

5

)
+ C.

5.36. Írjuk fel az integrandust egy polinom és egy valódi (számláló foka kisebb
a nevező foknál) racionális függvény összegeként a polinomok maradé-
kos osztásának seǵıtségével:

3x3 + 2x− 1

x2 − x− 6
= 3x+ 3 +

23x+ 17

x2 − x− 6
= 3x+ 3 +

23x+ 17

(x− 3)(x+ 2)∫
3x3 + 2x− 1

x2 − x− 6
dx =

∫
(3x+ 3) dx+

∫
23x+ 17

(x− 3)(x+ 2)
dx

A jobboldal második integráljában szereplő racionális függvényt bont-
suk fel parciális törtek összegére:

23x+ 17

(x− 3)(x+ 2)
=

A

x− 3
+

B

x+ 2

23x+ 17 = A(x+ 2) +B(x− 3)

A + B = 23
2A − 3B = 17

Az első egyenlet háromszorosát a másodikhoz adva:

5A = 86

A =
86

5
, B =

29

5∫
3x3 + 2x− 1

x2 − x− 6
dx =

∫
(3x+ 3) dx+

86

5

∫
1

x− 3
dx+

29

5

∫
1

x+ 2
dx =

=
3

2
x2 + 3x+

86

5
ln |x− 3|+ 29

5
ln |x+ 2|+ C

5.40. Bontsuk parciális törtekre az integrandust:

1

x3 + x2
=
A

x
+
B

x2
+

C

x+ 1

1 = Ax(x+ 1) +B(x+ 1) + Cx2
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Ha x helyébe 0-át helyetteśıtünk, megkapjuk B-t, −1-et helyetteśıtve
pedig megkapjuk C-t. Ezek seǵıtségével pedig A-t:

A = −1, B = 1, C = 1∫
1

x3 + x2
dx = −

∫
1

x
dx+

∫
1

x2
dx+

∫
1

x+ 1
dx = ln

∣∣∣∣x+ 1

x

∣∣∣∣− 1

x
+C

5.44. ∫
x+ 2

x− 1
dx =

∫
(x− 1) + 3

x− 1
dx =

∫
dx+ 3

∫
1

x− 1
dx =

= x+ 3 ln |x− 1|+ C

5.48. ∫
x+ 2

x2 + 2x+ 2
dx =

1

2

∫
(2x+ 2) + 2

x2 + 2x+ 2
dx =

=
1

2
ln(x2 + 2x+ 2) +

∫
1

x2 + 2x+ 2
dx =

=
1

2
ln(x2 + 2x+ 2) +

∫
1

(x+ 1)2 + 1
dx =

=
1

2
ln(x2 + 2x+ 2) + arctg(x+ 1) + C

5.50. ∫
sin2 x dx =

∫
1− cos 2x

2
dx =

x

2
− sin 2x

4
+ C

5.54. ∫
5

cos2(1− x)
dx = −5 tg(1− x) + C

5.58. ∫
sin2 2x+ 1

cos2 x
dx =

∫
4 sin2 x cos2 x+ 1

cos2 x
dx = 2x− sin 2x+ tg x+ C

Itt felhasználtuk az 5.50. feladat eredményét.
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5.60. Legyen f(x) = x, g′(x) = cosx. Ezzel a szereposztással∫
x cosx dx = x sinx−

∫
sinx dx = x sinx+ cosx+ C.

5.64. ∫
arctg x dx =

∫
1 · arctg x dx = x arctg x−

∫
x

1 + x2
=

= x arctg x− 1

2

∫
2x

1 + x2
dx =

= x arctg x− 1

2
ln(1 + x2) + C

5.68. ∫
x ln

1 + x

1− x
dx =

1

2
x2 ln

1 + x

1− x
− 1

2

∫
x2

1 + x

1− x

· 2

(1− x)2
dx =

=
1

2
x2 ln

1 + x

1− x
−
∫

x2

1− x2
dx

−
∫

x2

1− x2
dx =

∫
1− x2 − 1

1− x2
dx = x−

∫
1

1− x2
dx

∫
1

1− x2
dx =

1

2

∫ (
1

1− x
+

1

1 + x

)
dx =

1

2
ln

1 + x

1− x
+ C

Felhasználtuk, hogy az eredeti integrandus csak
1 + x

1− x
> 0 esetén ér-

telmes. Így tehát∫
x ln

1 + x

1− x
dx =

1

2
x2 ln

1 + x

1− x
+ x− 1

2
ln

1 + x

1− x
+ C

5.71.

t = x2, dt = 2x dx∫
xex

2

dx =
1

2

∫
2xex

2

dx =
1

2

∫
et dt =

1

2
et + C =

1

2
ex

2

+ C
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5.75.

t = cosx, dt = − sinx dx∫
1

sinx
dx =

∫
sinx

sin2 x
dx = −

∫
− sinx

1− cos2 x
dx =

= −
∫

1

1− t2
dt =

1

2
ln

1− t
1 + t

+ C =
1

2
ln

1− cosx

1 + cosx
+ C

Itt felhasználtuk az 5.68. feladat egy részeredményét és azt, hogy |t| < 1

miatt
1− t
1 + t

> 0.

5.79.

x = sin t, dx = cos t dt, t = arcsinx∫
1

(1− x2)
√

1− x2
dx =

∫
1

(1− sin2 t) cos t
cos t dt =

=

∫
1

cos2 t
dt = tg t+ C =

=
sin t√

1− sin2 t
+ C =

x√
1− x2

+ C

5.83.

t = x2 + x+ 1, dt = 2x+ 1∫
(2x+ 1)ex

2+x+1 dx =

∫
et dt = et + C = ex

2+x+1 + C

5.87.

t = ex, x = ln t, dx =
dt

t∫
ex + 2

ex + e2x
dx =

∫
t+ 2

t+ t2
· dt
t

=

∫
t+ 2

t2(t+ 1)
dt

Bontsuk parciális törtekre az integrandust:

t+ 2

t2(t+ 1)
=
A

t
+
B

t2
+

C

t+ 1

t+ 2 = At(t+ 1) +B(t+ 1) + Ct2

A = −1, B = 2, C = 1∫
t+ 2

t2(t+ 1)
dt =

∫ (
−1

t
+

2

t2
+

1

t+ 1

)
dt = −2

t
+ ln

t+ 1

t
+ C
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Felhasználtuk, hogy
t+ 1

t
> 0. Elvégezve a visszahelyetteśıtést∫

ex + 2

ex + e2x
dx = − 2

ex
+ ln

ex + 1

ex
+ C = −2e−x + ln(1 + e−x) + C

5.91. ∫
1

(x+ 2)(x− 1)
dx =

1

3

∫ (
1

x− 1
− 1

x+ 2

)
dx =

1

3
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 2

∣∣∣∣+ C

5.95. ∫
1

ex + e−x
dx =

1

2

∫
dx

chx
=

1

2

∫
chx

1 + sh2 x
dx =

1

2
arctg shx+ C

5.99. ∫
ln(x2 + 1) dx =

∫
1 · ln(x2 + 1) dx = x ln(x2 + 1)− 2

∫
x2

x2 + 1
dx

∫
x2

x2 + 1
dx =

∫
(x2 + 1)− 1

x2 + 1
dx = x− arctg x+ C∫

ln(x2 + 1) dx = x ln(x2 + 1)− 2x+ 2 arctg x+ C

5.103. ∫
2x sin(x2 + 1) dx =

∫
(x2 + 1)′ sin(x2 + 1) dx = − cos(x2 + 1) + C

5.107. ∫
e2x

1 + ex
dx =

∫
ex

ex + 1
ex dx =

∫
t

t+ 1
dt = t− ln(t+ 1) + C

ahol t = ex. ∫
e2x

1 + ex
dx = ex − ln(ex + 1) + C
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5.111. ∫
(x2 + x) lnx dx =

(
x3

3
+
x2

2

)
lnx−

∫ (
x2

3
+
x

2

)
dx =

=

(
x3

3
+
x2

2

)
lnx− x3

9
− x2

4
+ C

5.115. ∫
3−2x dx =

∫
e(−2 ln 3)x dx = − 1

2 ln 3
e(−2 ln 3)x + C = − 1

2 ln 3
3−2x + C

5.119.

t = tg x, dt =
1

cos2 x
dx, cos2 x =

1

1 + t2
, sin2 x =

t2

1 + t2∫
1

sin2 x cos4 x
dx =

∫
1

sin2 x cos2 x
· 1

cos2 x
dx =

∫
(t2 + 1)2

t2
dt =

=

∫ (
t2 + 2 +

1

t2

)
dt =

t3

3
+ 2t− 1

t
+ C =

=
tg3 x

3
+ 2 tg x− ctg x+ C

5.2 Határozott integrál

5.124. (a) A Φ finomı́tása az F felosztásnak.

(b) A Φ nem finomı́tása F -nek, mert 1, 5 nem szerepel a Φ osztópontjai
között.

Az F sem finomı́tása Φ-nek, mert −1 nem szerepel az F osztó-
pontjai között.

5.125.

SΦ = 6, sΦ = 0

5.128.

SΦ = −1 · 1 + 0 · 1 + 4 · 4 = 15, sΦ = −2 · 1− 1 · 1 + 0 · 4 = −3
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5.131. Igen, mert f(x) folytonos (és monoton).

5.135. Nem, mert f(x) nem korlátos [0, 1]-en.

5.140. Legyen f(x) =
1

x2 + ex
. Ekkor x ∈ [1, 2] esetén 0 < f(x) < 1, és ı́gy a

5.138. feladat szerint

0 = 0 · (2− 1) ≤
2∫

1

1

x2 + ex
dx ≤ 1 · (2− 1) = 1

5.144. Mivel minden integrálfüggvény folytonos, sgnx pedig 0-ban nem foly-
tonos, ezért sgnx nem lehet integrálfüggvény [−1, 1]-en.

A Darboux-tétel szerint sgnx-nek nincs primit́ıv függvénye (−1, 1)-en.

5.146. A σn =
sin

1

n
+ sin

2

n
+ · · ·+ sin

n

n
n

integrálközeĺıtő összege az integrál-

ható sinx függvénynek a [0, 1] intervallum egyenletes felosztásán, ezért

σn =
sin

1

n
+ sin

2

n
+ · · ·+ sin

n

n
n

→
1∫

0

sinx dx = 1− cos 1

5.150.

n

n∑
i=1

i

n2 + i2
=

n∑
i=1

i

n

1 +

(
i

n

)2 →
1∫

0

x

1 + x2
dx =

[
1

2
ln(1 + x2)

]1

0

=
ln 2

2

5.154.

g(x) = G′(x) =


2x sin

1

x
− cos

1

x
ha x 6= 0

0 ha x = 0

Mivel

h(x) = f(x) + g(x) =


2x sin

1

x
ha x 6= 0

0 ha x = 0
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folytonos mindenütt, ezért van primit́ıv függvénye, de akkor az f(x) =
h(x)− g(x) függvénynek is van primit́ıv függvénye.

5.156.

H(x) =

x∫
2

1

ln t
dt, H ′(x) =

1

lnx

5.158. Mivel lim
x→∞

x

lnx
=∞ és lim

x→∞

x∫
2

1

ln t
dt =∞, ezért az

lnx

x

x∫
2

1

ln t
dt =

x∫
2

1

ln t
dt

x

lnx

hányadosra alkalmazhatjuk a L’Hospital szabályt:

lim
x→∞

lnx

x

x∫
2

1

ln t
dt = lim

x→∞

1

lnx
lnx− 1

ln2 x

= lim
x→∞

lnx

lnx− 1
= 1

5.162.

3∫
2

x2 dx =

[
x3

3

]3

2

= 9− 8

3

5.166.

0∫
−2π

sin2 x dx =

0∫
−2π

1− cos 2x

2
dx =

[
x

2
− sin 2x

4

]0

−2π

= π

5.168.

x = sin t, dx = cos t dt,
1

2
= sin

π

6
,

√
3

2
= sin

π

3
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√
3/2∫

1/2

x2

√
1− x2

dx =

π/3∫
π/6

sin2 t√
1− sin2 t

cos t dt =

=

π/3∫
π/6

sin2 t dt =

[
t

2
− sin 2t

4

]π/3
π/6

=
π

12

(lásd az 5.50. feladatot).

5.172.

t = tg x, x = arctg t, dx =
1

dt
, tg

π

6
=

√
3

3
, tg

π

2
=∞

π/2∫
π/6

1

1 + tg x
dx =

∞∫
√

3/3

1

(1 + t)(1 + t2)
dt =

1

2

∞∫
√

3/3

(
1

t+ 1
+

1− t
1 + t2

)
dt =

=
1

2

[
ln

1 + t√
1 + t2

+ arctg t

]∞
√

3/3

= −1

2
ln

1 +
√

3

2
+
π

6

5.3 A határozott integrál alkalmazásai

5.177. Számoljuk ki a parabola és az egyenes két metszéspontját:

x2 = −x+ 2, x1 = −2, x2 = 1

A két metszéspont között a −x+ 2 egyenes a
”
nagyobb”

T =

1∫
−2

(−x+2−x2) dx =

1∫
−2

(2−x−x2) dx =

[
2x− x2

2
− x3

3

]1

−2

= 6+
3

2
+

7

3

5.181.

T =

e∫
1

lnx dx = [x lnx− x]
e
1 = 1
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5.185. A két metszéspont:

1

1 + x2
=
x2

2
, x4 + x2 − 2 = 0, x1 = −1, x2 = 1

T =

1∫
−1

(
1

1 + x2
− x2

2

)
dx =

[
arctg x− x3

6

]1

−1

=
π

2
− 1

3

5.189. Egy ilyen parabolaszeletet kapunk, ha tekintjük az y = m

(
1− 4

h2
x2

)
parabola és az x tengely által határolt śıkidom területét.

T =

h/2∫
−h/2

m

(
1− 4

h2
x2

)
dx = m

[
x− 4

3h2
x3

]h/2
−h/2

= m

(
h− h

3

)
=

2

3
mh

5.192. Itt −π
6
≤ ϕ ≤ π

6
.

T =
1

2

π/6∫
−π/6

cos2 3ϕ dϕ =
1

2

[
ϕ

2
+

sin 6ϕ

6

]π/6
−π/6

=
π

12

5.196.

V = π

π∫
0

sin2 x dx = π

[
x

2
− sin 2x

4

]π
0

=
π2

2

5.200.

V = π

1∫
0

arcsin2 y dy = π

π/2∫
0

x2 cosx dx

Számoljuk ki kétszeres parciális integrálással a

∫
x2 cosx dx határozat-

lan integrált:∫
x2 cosx dx = x2 sinx− 2

∫
x sinx dx =

= x2 sinx+ 2x cosx− 2

∫
cosx dx =

= x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx+ C.
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Ezt felhasználva

V = π

π/2∫
0

x2 cosx dx = π
[
x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx

]π/2
0

=
π3

4
− 2π.

5.204.

V = π

2∫
1

(
e2x − 1

x2

)
dx = π

[
e2x

2
+

1

x

]2

1

= π

(
e2(e2 − 1)

2
− 1

2

)

5.208.

L =

1∫
−1

√
1 + sh2 x dx =

1∫
−1

chx dx = [shx]
1
−1 = 2 sh 1

5.4 Improprius integrál

5.220. Ha c 6= 1, akkor

∞∫
1

1

xc
dx =

[
1

1− c
· 1

xc−1

]∞
1

=


1

c− 1
ha c > 1

∞ ha c < 1

Ha pedig c = 1, akkor

∞∫
1

1

x
dx = [lnx]

∞
1 =∞.

Tehát az

∞∫
1

1

xc
dx improprius integrál akkor és csak akkor konvergens,

ha c > 1.

5.223.
∞∫

3

2−x dx =

[
−2−x

ln 2

]∞
3

=
1

8 ln 2
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5.227. Az 5.220. feladat megoldása szerint

∞∫
1

dx√
x

divergens.

5.231.

1∫
1
2

dx

x lnx
= [ln |lnx|]1

−

1/2 = −∞

5.235.

1∫
0

dx√
1− x2

= [arcsinx]
1−

0 =
π

2

5.239.
∞∫

1

dx√
x+ x2

<

∞∫
1

dx

x2
<∞

(lásd a 5.220. feladatot).

5.243. Az
x2

x4 − x2 + 1
függvény Riemann-integrálható [0, 1]-en (mert a nevező

nem nulla), ezért elég megmutatni, hogy az

+∞∫
1

x2

x4 − x2 + 1
dx impro-

prius integrál konvergens.

Mivel az f(x) =
x2

x4 − x2 + 1
és a g(x) =

1

x2
függvény nagyságrendje

azonos (a két függvény hányadosa tart 1-hez a ∞-ben),

∞∫
1

dx

x2
pedig

konvergens, ezért a nagyságrendi kritérium szerint

+∞∫
1

x2

x4 − x2 + 1
dx

is konvergens.

5.247. Mivel sinx ∼ x a 0-ban,

π/2∫
0

dx

x
pedig divergens, ezért

π/2∫
0

dx

sinx
diver-

gens.
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5.251.
∞∫

0

xe−x
2

dx = −1

2

[
e−x

2
]∞

0
=

1

2
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Numerikus sorok

6.1 Numerikus sorok konvergenciája

6.1. A véges geometriai sor összegképletét használva

sn = 1+
1

2
+

1

4
+· · ·+ 1

2n
=

n∑
k=0

(
1

2

)k
=

1−
(

1

2

)n+1

1

2

= 2

(
1− 1

2n+1

)
−→ 2

6.5.

1

k(k + 3)
=

1

3

(
1

k
− 1

k + 3

)
sn =

n∑
k=1

1

k(k + 3)
=

1

3

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 3

)
=

=
1

3

(
1 +

1

2
+

1

3
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2
− 1

n+ 3

)
−→ 1

3

(
1 +

1

2
+

1

3

)
=

11

18

6.8.

∞∑
n=1

4n + 5n

9n
=

∞∑
n=1

(
4

9

)n
+

∞∑
n=1

(
5

9

)n
=

4

9

1

1− 4

9

+
5

9

1

1− 5

9

=
4

5
+

5

4

6.13. Mivel a tagok nem tartanak 0-hoz, ezért a sor divergens (lásd a tagok
0-hoz tartásáról szóló konvergencia kritériumot).

6.15. Ha A jelöli a végtelen sor összegét sn pedig az első n tag összegét, akkor

sn−→A, sn−1−→A, an = sn − sn−1−→ 0.

6.16. Megmutatjuk, hogy a harmonikus sor nem teljeśıti a Cauchy-kritériumot,

mert az ε =
1

2
esetén nem található

”
jó” küszöbindex:

s2n−sn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
>

1

2n
+

1

2n
+ · · ·+ 1

2n
= n · 1

2n
=

1

2
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6.21. Nem, például a harmonikus sor divergens, de tagjai 0-hoz tartanak.

6.27. A

∞∑
n=1

1

n+ n2
=

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
sor részletösszegei úgynevezett teleszko-

pikus összegek:

sn =

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

n+ 1
−→ 1.

6.31. Mivel az

∞∫
1

dx
3
√
x

improprius integrál divergens, ezért az integrálkritéri-

um szerint a

∞∑
n=1

1
3
√
n

sor is divergens.

Használhatjuk a majoráns-kritériumot is, mivel
1
3
√
n
≥ 1

n
.

6.35.

∞∑
n=1

sin(nπ) =

∞∑
n=1

0 = 0

6.40. Nem, legyen például bn = 0, an = −1.

Ha viszont feltesszük azt is, hogy an > 0, akkor a majoráns-kritérium

”
kontra-pozit́ıv” verziója szerint

∞∑
n=1

bn divergens.

6.2 Pozit́ıv tagú sorok konvergenciakritériumai

6.43. Mivel az integrálkritérium szerint (az
1

x2
-re alkalmazva) a

∞∑
n=1

1

n2
sor

konvergens majoránsa a

∞∑
n=1

1

n2 + 4
sornak, ezért a

∞∑
n=1

1

n2 + 4
sor is

konvergens.

6.45. Lásd a hányadoskritériumot.
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6.48.

an+1

an
=

3n+1(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
· n

n

3nn!
=

3

(1 + 1/n)n
−→ 3

e
> 1.

Ezért a

∞∑
n=1

3nn!

nn
sor divergens.

6.50. Lásd a gyökkritériumot.

6.53.

n
√
an = n

√(
1

2
+

1

n

)n
=

1

2
+

1

n
−→ 1

2
< 1.

A

∞∑
n=1

(
1

2
+

1

n

)n
sor konvergens.

6.58. A

∞∑
n=1

n2 + 4

n4 + 3n
sor nagyságrendje

1

n2
:

n2 + 4

n4 + 3n
:

1

n2
=

(n2 + 4)n1

n4 + 3n
−→ 1,

és a

∞∑
n=1

1

n2
sor konvergens, ezért a

∞∑
n=1

n2 + 4

n4 + 3n
sor is konvergens.

6.62. Nem, még akkor sem, ha f(x) monoton csökken. Legyen például f(x) =

5e−x+1. Ekkor
∞∫

1

5e−x+1 dx =
[
−5e−x+1

]∞
1

= 5,

∞∑
n=1

5e−n+1 = 5
1

1− 1/e
= 5

e

e− 1
6= 5

6.66. Az f(x) =
1

x lnx
függvény deriváltja f ′(x) = − lnx+ 1

x2 ln2 x
< 0, ha x ≥ 2,

tehát f(x) monoton csökken és pozit́ıv az [2,∞) félegyenesen. Alkal-
mazhatjuk erre a függvényre az integrálkritériumot:

∞∫
2

1

x lnx
dx = [ln lnx]

∞
2 =∞,

ezért a

∞∑
n=2

1

n lnn
sor divergens.
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6.68.
∞∑
n=1

1

n+
√
n
>

∞∑
n=1

1

2n
=

1

2

∞∑
n=1

1

n
=∞,

tehát

∞∑
n=1

1

n+
√
n

divergens (majoráns-kritérium).

6.74.

n

√
n2

2n
=

( n
√
n)

2

2
−→ 1

2
< 1,

tehát

∞∑
n=1

n2

2n
konvergens (gyökkritérium).

6.80.
n10

3n − 2n
<

2n10

3n
, ha 2n <

1

2
3n, ami valahonnan kezdve igaz. A

∞∑
n=1

2n10

3n
sorra alkalmazva a gyökkritériumot

n

√
2n10

3n
=

n
√

2 ( n
√
n)

10

3
−→ 1

3
< 1,

ezért a

∞∑
n=1

n10

3n − 2n
sor konvergens.

6.86.
∞∑
n=1

2n + 3n

5n
=

∞∑
n=1

(
2

5

)n
+

∞∑
n=1

(
3

5

)n
=

2

3
+

3

2
<∞

6.92. A sor tagjai nem tartanak 0-hoz (konvergencia kritériumok):

1 +
1

n
−→ 1 6= 0,

tehát a

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)
sor divergens.
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6.3 Feltételes és abszolút konvergencia

6.99. Nem igaz, például legyen an = (−1)n.

6.104. Az 1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
Leibniz-sor, mert

1

n
mono-

ton csökkenően tart 0-hoz, tehát a sor konvergens (de nem abszolút
konvergens).

6.108. A 1− 1√
2

+
1
3
√

3
− 1

4
√

4
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n
1

n
√
n

sor ugyan váltakozó előjelű,

de tagjai nem tartanak 0-hoz (|an| → 1), ezért a sor divergens.

6.114. A

∞∑
n=1

(−1)n
1

2n+ 1
sor konvergens, mert Leibniz-t́ıpusú, de nem abszo-

lút konvergens.

6.120. A

∞∑
n=1

sinn

n2
sor abszolút konvergens, mert

∣∣∣∣ sinnn2

∣∣∣∣ ≤ 1

n2
.
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Függvénysorozatok és sorok

7.1 Pontonkénti és egyenletes konvergencia

7.1. Az fn(x) = xn függvénysorozat a (−1, 1] intervallum pontjaiban kon-
vergens, másutt divergens.

lim
n→∞

xn =

{
0 ha |x| < 1
1 ha x = 1

Minden −1 < a < b < 1 esetén az [a, b] intervallumon egyenletes a
konvergencia, mert

max {|xn| : x ∈ [a, b]} = (max {|a|, |b|})n−→ 0.

Mivel a limesz-függvény nem folytonos (balról 1-ben) a (−1, 1]-ben ezért
a 7.1. tétel szerint a konvergencia nem egyenletes az egész konvergen-
ciatartományban.

7.5. Az fn(x) =
n
√

1 + x2n sorozat pontonként tart az egész számegyenesen
a konstans 1 függvényhez. Minden korlátos [a, b] intervallumon egyen-
letes a konvergencia, mivel 1+x2n korlátos [a, b]-n. Mivel minden n ∈ N
esetén

lim
x→∞

fn(x) = lim
x→∞

n
√

1 + x2n =∞,

azaz fn nem korlátos, ezért fn nem egyenletesen tart a korlátos f(x) ≡ 1
függvényhez R-en illetve [0,∞)-en. Az fn(x) függvények párosak, ezért
a konvergencia a (−∞, 0] félegyenesen sem egyenletes.

7.11. Minden x ∈ R esetén lim
n→∞

fn(x) = 0. Ez a konvergencia egyenle-

tes minden olyan intervallumon vagy félegyenesen, amelyik csak véges

sok
1

n
alakú pontot tartalmaz, de minden b > 0 esetén a (0, b) inter-

vallumon (és minden ilyennél bővebb intervallumon) nem egyenletes a
konvergencia, mert az ε = 1/b-hez nincs jó küszöbindex.

7.18. Igen, legyen például gn(x) = fn(x) + 5, ahol fn a 7.11. feladatban
szereplő függvény.

7.23. (a) f ′(0) = lim
x→0

fn(x)− fn(0)

x
= lim
x→0

√
x2 +

1

n
−
√

1

n
x

=
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= lim
x→0

x√
x2+

1

n
+

√
1

n

= 0.

(b) lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

√
x2 +

1

n
=
√
x2 = |x|.

(c) |fn(x)− |x|| =
√
x2 +

1

n
− |x| =

1

n√
x2 +

1

n
+ |x|

≤
√

1

n
−→ 0.

(d) Mivel a bal- és jobboldali deriváltja nem egyezik meg (−1 illetve
1), |x| nem deriválható 0-ban.

7.25.

|fn(x)| = 1

n2 + n4x2n
≤ 1

n2
,

∞∑
n=1

1

n2 + n4x2n
≤
∞∑
n=1

1

n2
<∞.

7.29. A

∞∑
n=1

(−1)n

x4 + 2n
sor egyenletesen konvergens a Weierstrass-kritérium sze-

rint, mert ∣∣∣∣ (−1)n

x4 + 2n

∣∣∣∣ ≤ 1

2n
,

∞∑
n=1

1

2n
<∞.

7.35. A Weierstrass-kritérium szerint

∞∑
n=1

cosnx

n! + 2n
egyenletesen konvergens R-

en, mert ∣∣∣∣ cosnx

n! + 2n

∣∣∣∣ ≤ 1

n! + 2n
≤ 1

n!
,

∞∑
n=1

1

n!
<∞.

7.2 Hatványsorok, Taylor-sor

7.42. Számoljuk ki a

∞∑
n=0

n!

nn
xn hatványsor R konvergenciasugarát. A 7.3.

tételt használjuk:

an+1

an
=

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
· n

n

n!
=

1(
1 +

1

n

)n −→ 1

e
, R = e.
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Ismert (Stirling-formula), hogy elég nagy n-re n! >
(n
e

)n
, és ezért

a konvergenciatartomány végpontjaiban, e-ben és −e-ben a sor tagjai
nem tartanak 0-hoz:

n!

nn
en = n! ·

( e
n

)n
> 1,

ha n elég nagy.

7.48. n
√
|an| =

n
√
n2 = ( n

√
n)2 → 1, R = 1. A végpontokban divergens,

mert nem tartanak 0-hoz a tagok.

7.54. n

√
1

n2n
=

1

2 n
√
n
−→ 1

2
, R = 2. Tehát a konvergenciatartomány belse-

je a (−7,−3) intervallum. A jobb végpontban divergens (harmonikus
sor), a bal végpontban Leibniz-sor.

7.60. n

√
1

n3n
=

1

3 n
√
n
−→ 1

3
, R = 3. Tehát a konvergenciatartomány bel-

seje a (−3, 3) intervallum. A jobb végpontban divergens (harmonikus
sor), a bal végpontban Leibniz-sor.

7.64.
|an+1|
|an|

=
((n+ 1)!)2

(2n+ 2)!
· (2n)!

(n!)2
=

(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
→ 1

4
. Ezért R = 4.

7.66. A

∞∑
n=0

xn hatványsor konvergenciasugara 1, ezért a tagonkénti integrá-

lásról szóló tétel szerint igaz az álĺıtás.

7.72. A x +
x2

2
+
x3

3
+ · · · =

∞∑
n=1

xn

n
hatványsor konvergencia sugara 1. Je-

lölje f(x) a hatványsor összegfüggvényét a (−1, 1) intervallumon. A
tagonkénti deriválásról szóló tétel szerint

f ′(x) =

∞∑
n=1

n · xn−1

n
=

∞∑
n=1

xn−1 =

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
,

ı́gy tehát f(x) primit́ıv függvénye az
1

1− x
függvénynek, és f(0) = 0,

ezért
f(x) = − ln(1− x), −1 < x < 1.

Megjegyzés: Mivel −1-ben a sor konvergens (Leibniz-sor), ezért az
úgy nevezett Abel-kritérium seǵıtségével belátható, hogy a fenti képlet
−1-ben is érvényes.
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7.76. Felhasználva a geometriai sor összegfüggvényét

∞∑
n=0

(sinx)n =
1

1− sinx
, ha |sinx| 6= 1 , azaz x 6= π

2
+kπ, k ∈ Z

7.80. n

√
1

n(n+ 1)
→ 1, tehát R = 1.

Legyen g(x) = x ·f(x) =

∞∑
n=1

xn+1

n(n+ 1)
. Tagonkénti deriválással g′(x) =

∞∑
n=1

xn

n
.

Újabb deriválással g′′(x) =

∞∑
n=1

xn−1 =

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
.

Ezért g′(x) =

∫
1

1− x
dx = − ln(1 − x), g(x) = −

∫
ln(1 − x) dx =

x+ (1− x) ln(1− x).

Így tehát f(x) = 1 +
1− x
x

ln(1− x), ha |x| < 1.

7.82. n
√
n→ 1, tehát R = 1.

Legyen g(x) =
f(x)

x
=

∞∑
n=1

nxn−1.

Legyen h(x) az a primit́ıv függvénye g(x)-nek, amelyre h(0) = 0. Ezt
a függvényt a hatványsor tagonkénti integrálásával kaphatjuk meg:

h(x) =

∞∑
n=1

xn =
1

1− x
−1 =

x

1− x
. Így tehát g(x) = h′(x) =

1

(1− x)2
,

ezért

f(x) = x · g(x) =
x

(1− x)2
.

7.84. n
√
n(n+ 1)→ 1, tehát R = 1.

Legyen g(x) az a primit́ıv függvénye f(x)-nek, amelyre g(0) = 0. Ezt
a függvényt a hatványsor tagonkénti integrálásával kaphatjuk meg:
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g(x) =

∞∑
n=1

nxn+1 = x

∞∑
n=1

nxn. Az előző feladat eredményét felhasznál-

va g(x) =
x2

(1− x)2
.

Innen már könnyen kapjuk f(x)-et:

f(x) = g′(x) =
2x(1− x)2 + 2x2(1− x)

(1− x)4
= 2

x(1− x) + x2

(1− x)3
= 2

x

(1− x)3

7.87. Helyetteśıtsünk az ex Taylor-sorában x helyébe 2x-et (nevezetes Taylor-
sorok).

e2x =

∞∑
n=0

(2x)n

n!
=

∞∑
n=0

2n

n!
xn, x ∈ R.

7.93.

1

1 + x
=

1

1− (−x)
=

∞∑
n=0

(−x)n =

∞∑
n=0

(−1)nxn, |x| < 1.

7.96. Legyen f(x) = ln(1 + x). Ekkor a 7.93. feladat szerint

f ′(x) =
1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)nxn, ha |x| < 1.

f(x) =

x∫
0

1

1 + t
dt =

∞∑
n=0

(−1)n
x∫

0

tn dt =

∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
=

∞∑
n=1

(−1)n
xn

n

7.99. Bőv́ıtsük a függvényt 1− x-szel:

f(x) =
1− x

(1 + x+ x2)(1− x)
=

1− x
1− x3

.

Felhasználva a geometriai sor összegfüggvényét, x helyébe x3-öt ı́rva

1

1− x3
=

∞∑
n=0

x3n, |x| < 1.

Ezért

f(x) =
1

1− x3
− x 1

1− x3
=

∞∑
n=0

x3n −
∞∑
n=0

x3n+1 =
∞∑
k=0

akx
k,
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ahol

ak =

 1 ha k = 3n
−1 ha k = 3n+ 1
0 ha k = 3n+ 2

7.105.

cos2 x =
1

2
+

1

2
cos 2x =

1

2
+

1

2

∞∑
n=0

(−1)n
(2x)2n

(2n)!
=

= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n22n−1 x2n

(2n)!
, x ∈ R.

7.111. A Lagrange-maradék seǵıtségével becsüljük meg a függvényérték és egy
Taylor-polinom eltérését.

Az f(x) = sinx függvény esetén valamilyen d ∈ [0, 1]-re

|sin 1− T2n(1)| =

∣∣∣∣∣sin 1−
n−1∑
k=0

(−1)k
1

(2k + 1)!

∣∣∣∣∣ =

=
d2n+1

(2n+ 1)!
≤ 1

(2n+ 1)!
< 10−2,

ha n ≥ 2. Ezért

|sin 1− T4(1)| =
∣∣∣∣sin 1− 1 +

1

3!

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣sin 1− 5

6

∣∣∣∣ < 10−2.

Az f(x) = ex függvény esetén valamilyen d ∈ [0, 1]-re∣∣e1 − Tn(1)
∣∣ = e− Tn(1) =

eddn+1

(n+ 1)!
≤ e

(n+ 1)!
< 10−2,

ha n ≥ 5. Ezért

e− T5(1) = e−
(

1 + 1 +
1

2
+

1

6
+

1

24
+

1

120

)
=

= e−
(

2 +
43

60

)
∼ e− 2.716666667 < 10−2

7.117. A keresett derivált az f(x) = ex
2

függvény 0 körüli Taylor-sorában az

x136 hatványhoz tartozó együttható és 136! szorzata.

f(x) = ex
2

=

∞∑
n=0

1

n!
x2n, f (136)(0) =

136!

68!
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7.120. f ′(x) = (tg x)′ =
1

cos2 x

f ′′(x) = (tg x)′′ =

(
1

cos2 x

)′
= 2

sinx

cos3 x

f ′′′(x) = (tg x)′′′ =

(
2

sinx

cos3 x

)′
= 2

cos4 x+ 3 sin2 x cos2 x

cos6 x
=

= 2
cos2 x+ 3 sin2 x

cos4 x
= 2

1 + 2 sin2 x

cos4 x

Tehát f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 2. Tehát a 3-adik
Taylor-polinom

t3(x) = x+
x3

3
.

Mivel tg x páratlan függvény, ezért a negyedik deriváltja a 0-ban 0.
Tehát a fenti polinom egyben a negyedik Taylor-polinom is, t3(x) =
t4(x).

7.125. (a)
1

2 + x
=

1

2

1

1− −x
2

=

∞∑
n=0

(−1)n
1

2n+1
xn, |x| < 2

(b)
1

2 + x
=

1

3 + (x− 1)
=

1

3

1

1− −(x− 1)

3

=

=

∞∑
n=0

(−1)n
1

3n+1
(x− 1)n, |x− 1| < 3

7.3 Trigonometrikus sorok, Fourier-sor

7.126. sin2 x =
1

2
− 1

2
cos 2x

7.128. Mivel sgnx páratlan, ezért minden an = 0.

bn =
1

π

π∫
−π

sgnx sinnx dx =
2

π

π∫
0

sinnx dx = − 2

πn
[cosnx]

π
0 =

=


4

πn
ha n páratlan

0 ha n páros
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Mivel a sgnx függvény szakaszonként folytonosan deriválható és 0-ban
az érték a két

”
féloldali” határérték számtani közepe, ezért a Fourier-

sora előálĺıtja a (−π, π) intervallumon.

sgnx =
4

π

∞∑
k=0

sin(2k + 1)x

2k + 1
ha − π < x < π.

7.134. (a) Ez a függvény páratlan függvény, azaz f(−x) = −f(x), ezért min-
den an = 0.

2π∫
0

π − x
2

sinnx dx =

[
−π − x

2
· 1

n
cosnx

]2π

0

− 1

2n

2π∫
0

cosnx dx =

=

[
x− π

2n
cosnx

]2π

0

=
π

n

Így tehát

bn =
1

π

2π∫
0

π − x
2

sinnx dx =
1

n
.

Mivel az f(x) függvény szakaszonként folytonosan deriválható, azért
(0, 2π)-n, a folytonossági helyein a függvényt előálĺıtja a Fourier-sora.

π − x
2

=

∞∑
n=1

sinnx

n
, ha 0 < x < 2π.

(b) Az előző Fourier-sorfejtésben ı́rjunk x helyébe
π

2
-t.

Mivel sin
(
k
π

2

)
=

 (−1)n ha k = 2n+ 1

0 ha k = 2n
, ezért

π

4
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

2n+ 1
.

7.135. (a) Mivel f páros függvény,

bn =
1

π

π∫
−π

x2 sinnx dx = 0, azaz a bn-ek mind nullák.
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a0 =
1

2π

π∫
−π

x2 dx =
1

2π

[
x3

3

]π
−π

=
π2

3

ha n > 0, kétszer parciálisan integrálva kapjuk, hogy
π∫
−π

x2 cosnx dx =

[
1

n
x2 sinnx

]π
−π
− 2

n

π∫
−π

x sinx dx =

=
2

n2
[x cosnx]

π
−π −

2

n2

π∫
−π

cosnx dx = (−1)n
4π

n2
− 2

n3
[sinnx]

π
−π =

= (−1)n 4π
n2 .

Így tehát n > 0 esetén

an =
1

π

π∫
−π

x2 cosnx dx = (−1)n
4

n2
.

Mivel
∑ 1

n2
konvergens, ezért f Fourier-sora egyenletesen konver-

gens a Weierstrass-kritérium szerint, és mivel f folytonos, a Fourier-
sora előálĺıtja a függvényt.

x2 =
π2

3
+ 4 ·

∞∑
n=1

(−1)n
cosnx

n2
, ha −π ≤ x ≤ π.

(b) Ha az előző Fourier-sorban x helyébe π-t ı́runk, és felhasználjuk,
hogy cosnπ = (−1)n kapjuk, hogy

π2 =
π2

3
+ 4 ·

∞∑
n=1

1

n2
.

Átrendezés után pedig
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

7.142.

ex = a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

Kétszer parciálisan integrálva kapjuk, hogy∫
ex cosnx dx =

cosnx+ n sinnx

n2 + 1
ex + C,
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∫
ex sinnx dx =

sinnx− n cosnx

n2 + 1
ex + C

Ezt felhasználva

a0 =
1

2π

π∫
−π

ex dx =
1

2
· e

π − e−π

π
,

an =
1

π

π∫
−π

ex cosnx dx = (−1)n
1

n2 + 1
· e

π − e−π

π
,

bn =
1

π

π∫
−π

ex sinnx dx = (−1)n+1 n

n2 + 1
· e

π − e−π

π

Behelyetteśıtés után

ex =
eπ − e−π

π

(
1

2
+

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + 1
(cosnx− n sinnx)

)
, −π < x < π
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Többváltozós függvények differenciálása

8.1 Topológiai alapfogalmak

8.2. |p − q | =
√

(−1− 5)2 + (3− (−4))2 + (5− 0)2 =
√

36 + 49 + 25 =√
110

8.5. k = 1 : x2 < r2

k = 2 : x2 + y2 < r2

k = 3 : x2 + y2 + z2 < r2

k = n : x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n < r2

8.8. Ez a halmaz az ábrán látható
nýılt körgyűrű. Nýılt és korlátos
halmaz,
határpontjai az x2 + y2 = 1 és az
x2 + y2 = 4 körvonal pontjai.

 
K2 K1 0 1 2

 

K2

K1

1

2

8.14. H = {x : 0 < x < 1} ⊂ R nýılt (nýılt intervallum), mert ha x ∈ H,
r = min{x, 1− x}, akkor {y : |x− y| < r} ⊂ H.

8.15. Ha H = {(x, 0) : 0 < x < 1} ⊂ R2, akkor ∂ H = {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1}.
A 8.1. tétel szerint H nem nýılt, mert H ∩ ∂ H 6= ∅, és nem zárt, mert
∂ H * H.

8.22. Ha H = {(x, y) : x ∈ Q, y ∈ Q} ⊂ R2, akkor ∂ H = R2, és ezért a 8.1.
tétel szerint H se nem nýılt, se nem zárt.

8.23. A H = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1} ⊂ R2 halmaz nýılt (nýılt
téglalap), mert p = (x, y) ∈ H, r = min {x, 1− x, y, 1− y} > 0 esetén

B(p; r) =
{
q ∈ R2 : |p− q| < r

}
⊂ H.
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8.29.

H = {(x, y, z) : x2+y2+z2 ≤ 1}, intH = {(x, y, z) : x2+y2+z2 < 1},

extH = {(x, y, z) : x2+y2+z2 > 1}, ∂ H = {(x, y, z) : x2+y2+z2 = 1}

8.32. (a) Nem igaz, például H = {0 } , x = 0 .

(b) Igaz, mert intH ⊂ H.

(c) Nem igaz, például H = {0 }.
(d) Nem igaz, például H = {p ∈ Rn : |p| < 1} , x = (1, 0, . . . , 0).

(e) Igaz, például H = Qn.

(f) Igaz, például H = {p ∈ Rn : |p| < 1}.
(g) Igaz, például H = {p ∈ Rn : |p| = 1}.

8.2 Többváltozós függvények grafikonja

8.33. f(p ) = f(2, 3) = 2 + 32 = 11.

8.38. f(x, y) = x− y, f(x, x) = 0, f(x, x2) = x− x2.

8.41. (a) — (B), (b) — (D), (c) — (C), (d) — (F), (e) — (A), (f) — (E)

8.43.

x
K3 K2 K1 0 1 2 3

y

K3

K2

K1

1

2

3

szintvonalak

-3
-2 y

-3

-1

x

-2-10
00

1

5

23
1

10

15

20

2

25

30

35

grafikon
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8.45.

x
K3 K2 K1 0 1 2 3

y

K3

K2

K1

1

2

3

szintvonalak

-3
-2

y
-1 -3

-9,0

-2

x

-6,5

-4,0

-1-1,500

1,0

3,5

1

6,0

2

8,5

3 1
2
3

grafikon

8.47.

x
K3 K2 K1 0 1 2 3

y

K3

K2

K1

1

2

3

szintvonalak

-3
-2 y

-3
-1

x

-2-1
0

0
0,0

1

2,5

5,0

2
1

7,5

3

10,0

2

12,5

15,0

17,5

grafikon
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8.49.

x
K3 K2 K1 0 1 2 3

y

K3

K2

K1

1

2

3

szintvonalak

-3
-2

-9,0

3
y

-6,5

2
-1

-4,0

1
-1,50
0
1,0

x

-1

3,5

-2
1

6,0

-3

8,5

2
3

grafikon

8.61. f(x, y) =
x+ y

x− y
, Df =

{
(x, y) ∈ R2 : x 6= y

}
.

8.3 Többváltozós határérték, folytonosság

8.67. f(x, y) = 7, lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

7 = 7. A függvény minde-

nütt folytonos.

8.73. Az f(x, y) =
sinx− sin y

ex − ey
függvény nincs értelmezve ha x = y, és ı́gy

nincs értelmezve az origó egy pontozott környezetében. Az origóban
ezért nincs határérték. Az f(x, y) függvény folytonos az {(x, y) : x 6= y}
értelmezési tartomány minden pontjában.

8.79.

f(x, y) =

{
x, ha x = y

0, egyébként

A függvény mindenütt folytonos, kivéve a H = {(x, x) : x 6= 0} halmaz
pontjait. Ezért (0, 0)-ban is és (0, 1)-ben is van határérték, mégpedig a
helyetteśıtési érték:

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0) = 0, lim
(x,y)→(0,1)

f(x, y) = f(0, 1) = 0.
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8.4 Parciális és totális derivált

8.85. Legyen például f(x, y) =


2xy

x2 + y2
ha x2 + y2 > 0

0 ha x2 + y2 > 0

.

Mivel f(x, 0) ≡ 0 ≡ f(0, y), ezért az origóban mindkét parciális derivált
létezik és nulla. De mivel f(x, x) ≡ 1 6= 0, ezért még határértéke sincs
f -nek az origóban.

8.90. Ha x 6= y2, akkor az f(x, y) =
x+ y

x− y2
függvény (parciálisan) deriválha-

tó, és

f ′x(x, y) =
(x− y2)− (x+ y)

(x− y2)2
= − y2 + y

(x− y2)2
,

f ′y(x, y) =
(x− y2) + (x+ y) · 2y

(x− y2)2
=
x+ y2 + 2xy

(x− y2)2
.

8.96. A g(x, y, z) = xy
z

függvény értelmezési tartománya a {(x, y, z) ∈ R3 :
x > 0, y > 0} térnegyed. Ennek pontjaiban deriválható, és

∂

∂x

(
xy

z
)

= x(yz−1) · yz, ∂

∂y

(
xy

z
)

= xy
z

· lnx · z · yz−1,

∂

∂z

(
xy

z
)

= xy
z

· lnx · ln y · yz

8.102. Egyik parciális derivált sem létezik az origóban, mert az f(x, 0) =
|x|,illetve f(0, y) = |y| egyváltozós függvények nem deriválhatók 0-ban.

8.108.

g(x, y, z) = 2 + x+ y2 + z3,

g′x(x, y, z) = 1, g′y(x, y, z) = 2y, g′z(x, y, z) = 3z2, g′′xx(x, y, z) = 0,

g′′xy(x, y, z) = g′′yx(x, y, z) = 0, g′′xz(x, y, z) = g′′zx(x, y, z) = 0,

g′′yy(x, y, z) = 2, g′′yz(x, y, z) = g′′zy(x, y, z) = 0,

g′′zz(x, y, z) = 6z
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8.112. A v = (−4, 3) vektor hossza |v | = 5. Mivel az f(x, y) = ex+y ·ln y függ-
vény a p = (0, 1) pontban deriválható ezért ebben a pontban minden
irányban deriválható (lásd a 8.5. tételt), és

∂

∂v
f(0, 1) =

1

5

(
−4

∂

∂x
f(0, 1) + 3

∂

∂y
f(0, 1)

)
.

∂

∂x

(
ex+y · ln y

)
= ex+y · ln y, ∂

∂y

(
ex+y · ln y

)
= ex+y ·

(
ln y +

1

y

)
Behelyetteśıtés után

∂

∂v
f(0, 1) =

3e

5
.

8.119. Egy (sima) felület tetszőleges pontjában az iránymenti deriváltak ab-
szolút értékben a gradiens irányában maximálisak (lásd a 8.5. tételt),
és ezért a golyó ebben az irányban lefelé indul el.

f ′x(x, y) = 3x2 − 9y, f ′y(x, y) = 3y2 − 9x

grad f(1, 2) = (−15, 3), grad f(2, 1) = (3,−15),

grad f(2, 0) = (12,−18), grad f(−2, 1) = (3, 21)

8.127.

f(x, y) =


xy
x2 − y2

x2 + y2
, ha x2 + y2 6= 0

0, ha x2 + y2 = 0

Ha x2 + y2 6= 0

f ′x(x, y) = y
x2 − y2

x2 + y2
+ xy

2x(x2 + y2)− 2x(x2 − y2)

(x2 + y2)2
=

= y
x2 − y2

x2 + y2
+ xy

4xy2

(x2 + y2)2

f ′y(x, y) = x
x2 − y2

x2 + y2
+ xy

−2y(x2 + y2)− 2y(x2 − y2)

(x2 + y2)2
=

= x
x2 − y2

x2 + y2
− xy 4x2y

(x2 + y2)2

(a) f(x, 0) = f(0, y) = 0, f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0

(b) f ′x(0, y) = −y, f ′y(x, 0) = x
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(c) f ′′xy(0, 0) = −1, f ′′yx(0, 0) = 1

(d) Mert a másodrendű parciális deriváltak nem folytonosak az origó-
ban.

(e) Belátjuk, hogy f nem deriválható kétszer, mert f ′x nem deriválható
az origóban. Az eddigi eredményeket felhasználva

f ′x(0, 0) = 0, f ′′xx(0, 0) = 0, f ′′xy(0, 0) = −1

f ′x(x, y)−
[
f ′′xx(0, 0)x+ f ′′xy(0, 0)y + f ′x(0, 0)

]√
x2 + y2

=
f ′x(x, y) + y√

x2 + y2

Megmutatjuk, hogy ez a kifejezés nem tart 0-hoz (0, 0)-ban már
az y = x egyenes mentén sem.

f ′x(x, x) + x√
x2 + x2

=
2x√
2x

=
√

2

8.129. Igen, például az f(x, y) = x sin y megfelel.

8.131. Ha x > 0, akkor

grad f(x, y) = (yxy−1, xy lnx), grad f(2, 3) = (12, 8 ln 2).

Az érintő śık egyenlete

z = 8 + 12(x− 2) + 8 ln 2 · (y − 3).

8.134.

y = n! +

n∑
k=1

n!

k
(xk − k)

8.140. Itt h = g ◦ f : R2 → R, h(u, v) = g(f(u, v)) = g(f1(u, v), f2(u, v))
ahol

f1(u, v) = u2v2, f2(u, v) =
1

uv
.

h′u(u, v) = g′x(f(u, v))(f1)′u(u, v) + g′y(f(u, v))(f2)′u(u, v) =

=
1

u2v2
· 2uv2 + uv ·

(
− 1

u2v

)
=

1

u

h′v(u, v) = g′x(f(u, v))(f1)′v(u, v) + g′y(f(u, v))(f2)′v(u, v) =

=
1

u2v2
· 2u2v + uv ·

(
− 1

uv2

)
=

1

v
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J = (h′u(u, v), h′v(u, v)) =

(
1

u
,

1

v

)
Ellenőrizzük ezt az eredményt úgy, hogy kiszámoljuk a h(u, v) függ-
vényt, majd deriváljuk.

h(u, v) = ln(u2v2) + ln

(
1

uv

)
= 2 lnu+ 2 ln v − lnu− ln v = lnu+ ln v

8.146. Jelölje t az r śıkgörbe változóját. r (t) = (x(t), y(t))

h = f ◦ r , h(t) = f(r (t)) = x(t) + y(t),

h′(t) = h′(r (t)) · r ′(t) = x′(t) + y′(t)

8.5 Többváltozós szélsőérték

8.152. Az f(x, y) = x2 + ey sin
(
x3y2

)
függvény folytonos a kompakt (korlátos

és zárt)

H = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}

halmazon, ezért a Weierstrass-tétel szerint van abszolút maximuma és
minimuma H-n.

8.157. Az f(x, y) = x3y2(1− x− y) függvény mindenütt folytonos, a korlátos
és zárt

H = {(x, y) : 0 ≤ x, 0 ≤ y, x+ y ≤ 1}

halmazon (zárt háromszög) f nem negat́ıv. A háromszög peremén (ha-
tárán) f(x, y) = 0, a belsejében pedig f(x, y) > 0. Ezért az f függvény
maximuma a háromszög belsejében van, és ı́gy ez lokális maximum is.
Számoljuk ki az f függvény stacionárius pontjait, azaz a derivált gyö-
keit (8.7. tétel), ha x, y > 0, x+ y < 1.

f ′x(x, y) = 3x2y2(1− x− y)− x3y2 = 0, 4x+ 3y = 3

f ′y(x, y) = 2x3y(1− x− y)− x3y2 = 0, 2x+ 3y = 2

x =
1

2
, y =

1

3

Mivel csak egy gyököt kaptunk, ezért ez a maximumhely.
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8.163. Az f(x, y) = 3x2 + 5y2 függvény sehol sem negat́ıv, és az origót kivé-
ve minden pontban szigorúan monoton a koordináta-tengelyek mentén,
ezért egyetlen szélsőértéke az origóban van, mégpedig minimum. Ellen-
őrizzük ezt a tényt a derivált vizsgálatával (8.7. tétel).

f ′x(x, y) = 6x = 0, x = 0

f ′y(x, y) = 10y = 0, y = 0

Tehát az origó az egyetlen stacionárius pont.

8.169. Keressük meg az f(x, y) = −y2 + sinx függvény stacionárius pontjait.

f ′x(x, y) = cosx = 0, x = (2n+ 1)
π

2
, n ∈ Z

f ′y(x, y) = −2y = 0, y = 0

Tehát a függvény stacionárius pontjai az x-tengelyen a{
p n =

(
(2n+ 1)

π

2
, 0
)

: n ∈ Z
}

pontok. Vizsgáljuk meg a megfelelő

kvadratikus alakok definitségét (8.7. tétel).

f ′′xx(x, y) = − sinx, f ′′xy(x, y) = f ′′yx(x, y) = 0. f ′′yy(x, y) = −2

A Hesse-mátrixok ezekben a pontokban

Hn =

(
(−1)n+1 0

0 −2

)
A Hn mátrix determinánsa negat́ıv ha n páratlan, ezért ezekben a pon-
tokban nincs szélsőérték.

Ha n páros, akkor f -nek a p n-ben maximuma van, mert f ′′xx < 0 ezek-
ben a pontokban.

8.176. Írjuk fel a két egyenes egy-egy tetszőleges pontjának a távolságát

d(p (t),q (s)) =
√

(2t− 3s)2 + (t− s)2 + (2− t− 2s)2, t, s ∈ R.

A távolságok minimuma ugyanott van, ahol a távolságok négyzetének
a minimuma. Keressük tehát az

f(t, s) = (2t−3s)2+(t−s)2+(2−t−2s)2 = 6t2−10ts+14s2−4t−8s+4

kétváltozós függvény minimumát a śıkon.

f ′t(t, s) = 12t− 10s− 4 = 0, 6t− 5s = 2
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f ′s(t, s) = −10t+ 28s− 8 = 0, −5t+ 14s = 4

t =
48

59
, s =

34

59
, min {f(t, s) : t, s ∈ R} =

4

59

Tehát a két egyenes távolsága
2√
59

.

8.182.

f(x, y) = (x+ y)2, f ′x(x, y) = f ′y(x, y) = 2(x+ y)

Tehát az x+y = 0 egyenes összes pontja kritikus pont. Ezekben a pon-
tokban a függvény értéke nulla, másutt pozit́ıv, tehát f -nek minimuma
van az x+y = 0 pontjaiban. Megjegyezzük, hogy ezekben a pontokban
nem tudunk dönteni a második parciális deriváltak seǵıtségével, mert
a kvadratikus alak szemidefinit:

f ′′xx = f ′′xy = f ′′yy = 2, D =

∣∣∣∣2 2
2 2

∣∣∣∣ = 0.

8.190.

f(x, y, z) = xyz + x2 + y2 + z2

f ′x(x, y, z) = yz + 2x = 0, f ′y(x, y, z) = xz + 2y = 0,

f ′z(x, y, z) = xy + 2z = 0

Az egyenletek átalaḱıtása után

xyz + 2x2 = 0, xyz + 2y2 = 0, xyz + 2z2 = 0

Innen x2 = y2 = z2. Könnyen látható, hogy ha az egyik változó nulla,
akkor a másik kettő is. Az egyik kritikus pont tehát az

a = (0, 0, 0) (origó).

A többi esetet nézve xyz negat́ıv kell, hogy legyen, ezért vagy mindhá-
rom negat́ıv, és akkor

b = (−2,−2,−2)

megoldás, vagy az egyik negat́ıv, a másik kettő pozit́ıv, és akkor a

c 1 = (−2, 2, 2), c 2 = (2,−2, 2), c 3 = (2, 2,−2)

a további három kritikus pont. Mivel a függvény változóinak szerepe
felcserélhető, ezért elég a három utolsó gyök közül az egyiket megvizs-
gálni.

f ′′xx = 2, f ′′xy = f ′′yx = z, f ′′xz = f ′′zx = y, f ′′yz = f ′′zy = x,
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f ′′yy = 2, f ′′zz = 2

A Hesse-mátrix a -ban

Ha =

2 0 0
0 2 0
0 0 2

 .

Mivel a sarok-determinánsok pozit́ıvak, ezért az origóban minimum van.

A Hesse-mátrix b -ben

Hb =

 2 −2 −2
−2 2 −2
−2 −2 2

 .

A kvadratikus alak indefinit, mivel van negat́ıv (−2) és pozit́ıv (4) sa-
játértéke is. Tehát a q = (−2,−2,−2) pontban nincs szélsőérték. Ezt
beláthatjuk úgy is, hogy megmutatjuk, hogy a q ponthoz akármilyen
közel az f felvesz f(−2,−2,−2) = 4-nél nagyobb és kisebb értéket is.
Ugyanis a g(x) = f(x, x, x) = x3 + 3x2 függvénynek szigorú lokális ma-
ximuma van −2-ben, a h(x) = f(x,−2,−2) = x2 + 4x+ 8 függvénynek
pedig szigorú minimuma.

Végül pedig például c 1-ben nincs szélsőérték, mert a
g(x) = f(x,−x,−x) = x3 + 3x2 függvénynek szigorú lokális maximu-
ma van −2-ben, a h(x) = f(x, 2, 2) = x2 + 4x + 8-nek pedig szigorú
minimuma.

8.197. A Lagrange-multiplikátor módszer szerint keressük az

L(x, y) = 30− x2

100
− y2

100
+ λ(4x2 + 9y2 − 36)

kritikus pontjait a 4x2 + 9y2 = 36 feltétel mellett.

L′x(x.y) = − x

50
+ 8λx =

(
8λ− 1

50

)
x = 0

L′y(x.y) = − y

50
+ 18λy =

(
18λ− 1

50

)
y = 0

4x2 + 9y2 = 36

A háromismeretlenes egyenletrendszer megoldásai

x1 = 0, y1 = 2, λ1 =
1

18 · 50
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x2 = 3, y2 = 0, λ2 =
1

8 · 50

Mivel a feltételt kieléǵıtő pontok egy kompakt halmaz (zárt körvonal)
pontjai, ezért itt F -nek van maximuma és minimuma is. Mivel a zárt
körvonalnak nincs

”
pereme”, ezért a szélsőértékek a fenti két pontban

vannak, lokális szélsőértékek.

F (0, 2) = 30− 4

100
, F (3, 0) = 30− 9

100
, F (0, 2) > f(3, 0)

Tehát az ösvény legmagasabb pontja (0, 2) felett, legalacsonyabb pontja
pedig (3, 0) felett van.

8.202. Mivel f(x, y, z) minden változójában páratlan, ezért a minimum érté-
kek a maximumok negáltjai. Elég tehát az xyz függvény maximumát
keresni az

x > 0, y > 0, z > 0, x2 + y2 + z2 = 3

feltételek mellett. A mértani és a négyzetes közepek közötti egyenlőt-
lenséget használva

xyz ≤

(√
x2 + y2 + z2

3

)3

= 1

és egyenlőség pontosan akkor van, ha x = y = z. De akkor x = y =
z = 1.

8.208. Ha a tégla térfogata V , akkor tehát keressük a

F (x, y, z) = 2(xy + xz + yz)

függvény minimumát az

xyz = V, x > 0, y > 0, z > 0

feltételek mellett. Ez nyilván ugyanott van ahol az f(x, y, z) = xy+xz+
yz függvénynek. A Lagrange-multiplikátor módszer szerint keressük az

L(x, y, z) = xy + xz + yz + λ(xyz − V )

függvény kritikus pontjait.

L′x(x, y, z) = y + z + λyz = 0
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L′y(x, y, z) = x+ z + λxz = 0

L′z(x, y, z) = x+ y + λxy = 0

Az első egyenletet yz-vel, a másodikat xz-vel, a harmadikat xy-nal oszt-
va kapjuk, hogy

1

z
+

1

y
=

1

z
+

1

x
=

1

y
+

1

x
= −λ,

ahonnan x = y = z =
3
√
V .
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Többváltozós Riemann-integrál

9.1 Jordan-mérték

9.1. H = {(x, y) : 0 ≤ x < 1, 0 < y ≤ 1}, t(h) = 1.

9.2.

H = {(x, y) : x ∈ Q, y ∈ Q, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1},

intH = ∅, H = N = [0, 1]× [0, 1].

Az 9.1. tétel szerint b(H) = 0 6= 1 = k(H), és ı́gy H nem Jordan-
mérhető.

9.8. Lásd a 9.2. feladatot.

9.12. H = {(x, y, z) : x ∈ Q, y ∈ Q, z ∈ Q, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}
Hasonlóan a 9.2. feladathoz b(H) = 0, k(H) = 1.

9.18. Nem, lásd a 9.2. feladatot.

9.24. Minden n ∈ N+ esetén a Kn =

{
p ∈ R2 : |p | = 1

n

}
körvonal null-

mértékű. Megmutatjuk, hogy a H =

∞⋃
n=1

Kn halmaz is mérhető és

null-mértékű. Ehhez elég megmutatni, hogy H külső mértéke nulla.
Legyen ε > 0 tetszőleges, r > 0 esetén Gr =

{
p ∈ R2 : |p | < r

}
az

origó középpontú r sugarú nýılt körlap,

Hr = Gr ∪
⋃{

Kn : r ≤ 1

n

}
.

Ekkor Hr véges sok mérhető halmaz diszjunkt uniója, ezért mérhető.
Mivel minden r > 0 esetén H ⊂ Hr, ezért

k(H) ≤ k (Hr) = t (Hr) = t (Gr) = πr2 < ε,

ha r elég kicsi.

9.30. Felhasználjuk, hogy minden (nem elfajuló) tégla tartalmaz gömböt, és
minden gömb tartalmaz (nem elfajuló) téglát. Legyen tehát A ⊂ Rn
tetszőleges korlátos halmaz.
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b(A) = 0 akkor és csak akkor, ha A nem tartalmaz téglát,

akkor és csak akkor, ha A nem tartalmaz gömböt,

akkor és csak akkor, ha int(A) = ∅.

9.2 Többváltozós Riemann-integrál

9.34.

f(x, y) =

{
|x|, ha y ∈ Q
0, ha y /∈ Q

g(y) =

1∫
−1

f(x, y) dx = 0,

1∫
0

 1∫
−1

f(x, y) dx

 dy =

1∫
0

g(y) dy = 0.

Bontsuk ketté a H halmazt:
H1 = {(x, y) ∈ H : x ≤ 0} és
H2 = {(x, y) ∈ H : x > 0}.
Ekkor H1-en minden felső összeg nulla, és H2-n minden felső összeg
legalább 1/2, és ı́gy ∫

H

f ≥
∫
H1

f +

∫
H2

f ≥ 1

2
.

Mivel H-n minden alsó összeg nulla, ezért a Darboux-integrálok nem
egyeznek meg, ∫

H

f = 0 <
1

2
≤
∫
H

f,

tehát f nem integrálható H-n.

9.40. LegyenA =

{
(x, y) ∈ N : x ≥ 1

2

}
, B = N\A =

{
(x, y) ∈ N : x <

1

2

}
.

Mindkét halmaz mérhető (téglalapok), és rajtuk az

f(x, y) =

{
1, ha x ≥ 1/2

2, ha x < 1/2

függvény konstans. Így tehát f integrálható N -en, és∫∫
N

f(x, y) dx dy =

∫∫
A

1 dx dy +

∫∫
B

2 dx dy =
1

2
+ 1 =

3

2
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9.43. Mivel f(x, y) nem korlátos, ezért nem integrálható. Másrészt minden
v́ızszintes és függőleges egyenesen a függvény véges sok hely kivételével
nulla.

Megjegyzés: Megadható korlátos példa is. Legyen ugyanis

H =

{
(x, y) ∈ N : x, y ∈ Q, x =

px
q
, y =

py
q
, (px, q) = (py, q) = 1

}
.

Kissé pongyola módon, H azon racionális pontpárokból áll, amelyeknek

”
közös a nevezőjük” (egyszerűśıtés után).

Legyen f(x, y) a H halmaz karakterisztikus függvénye, azaz

f(x, y) = χH(x, y) =

{
1 ha (x, y) ∈ H
0 egyébként

.

9.46.

∫∫
N

sin(x+ y) dx dy =

1∫
0

 1∫
0

sin(x+ y) dx

 dy =

=

1∫
0

[− cos(x+ y)]
1
x=0 dy =

=

1∫
0

(cos y − cos(1 + y)) dy = [sin y − sin(1 + y)]
1
0 =

= 2 sin 1− sin 2

9.52. ∫∫
N

ex+2y dx dy =

 1∫
0

ex dx

 ·
 1∫

0

e2y dy

 = (e− 1)
e2 − 1

2

9.58.

∫∫
T

(x+ y) dxdy =

3∫
1

 1∫
0

(x+ y) dx

 dy =

3∫
1

[
x2

2
+ xy

]1

x=0

dy =

=

3∫
1

(
1

2
+ y

)
dy =

[
y

2
+
y2

2

]3

y=1

= 5
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9.60. ∫∫
T

ex+y dxdy =

 1∫
0

ex dx

 ·
 1∫

0

ey dy

 =

 1∫
0

ex dx

2

=

=
(

[ex]
1
0

)2

= (e− 1)
2

9.69. Alkalmazzuk a körlapokra vonatkozó transzformációs képletet:

∫∫
T

xy dxdy =

2∫
0

 2π∫
0

r(r cosϕ+ 1)(r sinϕ− 1)dϕ

 dr =

=

2∫
0

 2π∫
0

(
r3 sin(2ϕ)

2
+ r2(sinϕ− cosϕ)− r

)
dϕ

 dr =

=

 2∫
0

r

2

3
dr

 2π∫
0

sin(2ϕ) dϕ

+

+

 2∫
0

r2 dr

 2π∫
0

(sinϕ− cosϕ) dϕ

−
−

 2∫
0

r dr

 2π∫
0

1 dϕ

 =

= −

 2∫
0

r dr

 2π∫
0

1 dϕ

 = −4π

Felhasználtuk, hogy a sin(2ϕ) és a (sinϕ − cosϕ) függvények primi-
t́ıv függvényei 2π szerint periodikusak, ezért megváltozásuk a [0, 2π]
intervallumon 0.
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9.74.

∫∫∫
T

(x+ y + z) dx dy dz =

3∫
0

 2∫
0

 1∫
0

(x+ y + z) dx

 dy

 dz =

=

3∫
0

 2∫
0

[
x2

2
+ xy + xz

]1

x=0

dy

 dz =

=

3∫
0

 2∫
0

(
1

2
+ y + z

)
dy

 dz =

=

3∫
0

[
y

2
+
y2

2
+ yz

]2

y=0

dz =

3∫
0

(3 + 2z) dz =
[
3z + z2

]3
0

= 18

9.82. Jelölje H az y = x2, y = 2x2, xy =
1, xy = 2 görbék által határolt śıkidomot.
Tekintsük azt a

Ψ : R2 → R2, Ψ(u, v) = (x(u, v), y(u, v))

transzformációt, amelyet az

y = ux2, xy = v

egyenletrendszer határoz meg, azaz

x = u−1/3v1/3, y = u1/3v2/3.
 

 

A H śıkidom

Erre a Ψ transzformációra teljesülnek az integráltranszformációról szóló
tétel feltételei. A H halmaz a T = [1, 2]× [1, 2] négyzet transzformáltja,
H = Ψ(T ). Számoljuk ki a Ψ Jacobi-determinánsát.

Ψ′(u, v) =

(
− 1

3u
−4/3v1/3 1

3u
−1/3v−2/3

1
3u
−2/3v2/3 2

3u
1/3v−1/3

)
, J = − 1

3u
, |J | = 1

3u

t(H) =

∫∫
H

dx dy =

∫∫
T

1

3u
du dv =

1

3

 2∫
1

1

u
du

 2∫
1

dv

 =
ln 2

3
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9.88. f(x, y) = 1− x2

2
− y2

2
, H = [0, 1]× [0, 1],

N = {(x, y, z) : (x, y) ∈ H, 0 ≤ z ≤ f(x, y)}

t(N) =

∫∫∫
N

dx dy dz =

=

∫∫
H

 f(x,y)∫
0

dz

 dx dy =

=

∫∫
H

(
1− x2

2
− y2

2

)
dx dy =

=

1∫
0

 1∫
0

(
1− x2

2
− y2

2

)
dx

 dy =

=

1∫
0

(
5

6
− y2

2

)
dy =

2

3

1−
x2

2
−
y2

2
alatti test.

9.94. H =
{

(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1− x2 − y2
}

.

t(H) =

∫∫∫
H

dx dy dz =

=

∫∫
x2+y2≤1

 1−x2−y2∫
0

dz

 dx dy =

=

∫∫
x2+y2≤1

(
1− x2 − y2

)
dx dy =

=

1∫
0

 2π∫
0

r(1− r2) dϕ

 dr =

= 2π

[
r2

2
− r3

3

]1

0

=
π

3

1− x2 − y2 alatti test.
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9.100. %(x, y) = x2, H = [0, 1]× [0, 1]

M =

∫∫
H

%(x, y) dx dy =

1∫
0

 1∫
0

x2 dx

 dy =
1

3

Sx = 3

1∫
0

 1∫
0

x3 dx

 dy =
3

4
, Sy = 3

1∫
0

 1∫
0

x2y dx

 dy =
1

2

9.106. Az y = 0, x = 2, y = 1, y = x egyenesek által határolt H śıkidom egy
trapéz, amelyik egy normáltartomány az y-tengely mentén.

H = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ 2}

Ha %(x, y) = y, akkor

M =

∫∫
H

y dx dy =

1∫
0

 2∫
y

y dx

 dy =

1∫
0

y(2− y) dy =
2

3

Sx =
3

2

∫∫
H

xy dx dy =
3

2

1∫
0

 2∫
y

xy dx

 dy =

=
3

2

1∫
0

y

(
2− y2

2

)
dy =

3

2
· 7

8
=

21

16

Sy =
3

2

∫∫
H

y2 dx dy =
3

2

1∫
0

 2∫
y

y2 dx

 dy =

=
3

2

1∫
0

y2 (2− y) dy =
3

2

(
2

3
− 1

4

)
=

5

8
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Vonalintegrál és primit́ıv függvény

10.1 Śık és térgörbék

10.1.

 

 

r = t · i + t2 · j
t ∈ [0, 4]

10.7.

 

 

r = cos t · i + sin t · j
t ∈ [0, 2π]
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10.13.

 

 

r = t cos t · i + sin t · j
t ∈ [0, 6π]

10.19.

r = 2 sin t · i − t2 · j +cos t ·k
t ∈ [2, 6π]

10.25. A x2 − xy3 + y5 = 17 śıkgörbe a P (5, 2) pont körül meghatároz egy
implicit y(x) függvényt. Ennek a függvénynek keressük az érintőegye-
nesét a P pontban. Az implicit egyenlet deriválásával megkapjuk az
érintő meredekségét:

2x− y3 − 3xy2y′ + 5y4y′ = 0, y′ =
y3 − 2x

5y4 − 3xy2
=

8− 10

80− 60
= − 1

10
.

Így tehát az érintő egyenlete a P (5, 2) pontban

y = − 1

10
(x− 5) + 2, vagy normál alakban x+ 10y = 25.
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10.27. Számoljuk ki az érintőegyenes v irányvektorát, azaz a görbe derivált-
vektorát a t = 2 paraméterérték esetén:

r (t) = (t− 3)i + (t2 + 1)j + t2k

ṙ (t) = i + 2tj + 2tk

Az irányvektor: v = ṙ (2) = i + 4j + 4k .

Az érintési pont: r 0 = r (2) = −i + 5j + 4k .

Az érintő irányvektoros alakja:

r 0 + v t = (t− 1)i + (4t+ 5)j + (4t+ 4)k .

10.29. Az 10.2. képletek szerint a ciklois ı́vhossza

L =

2π∫
0

√
ẋ2 + ẏ2 dt =

2π∫
0

√
r2(1− cos t)2 + r2 sin2 t dt =

= r

2π∫
0

√
2− 2 cos t dt = r

2π∫
0

√
4 sin2 t

2
dt =

= 2r

2π∫
0

sin
t

2
dt = 4r

[
− cos

t

2

]2π

0

= 8r.

10.2 Skalár-, és vektormezők, differenciáloperátorok

10.35. Legyen például

f(x, y) = cos(2πx) · i + sin(2πx) · j ,
(x, y) ∈ H = {(x, y) : 0 < x ≤ 1, y = 0}.

Ekkor Rf = K = {(x, y) : x2 + y2 = 1}.

10.39. f(x, y) = x4 − 6x2y2 + y4,

grad f =
∂

∂x
f · i +

∂

∂y
f · j = (4x3 − 12xy2) · i + (4y3 − 12x2y) · j

10.43. f(x, y, z) = x+ xy2 + x2z3, p = (2,−1, 1)

grad f(x, y, z) = (1 + y2 + 2xz3) · i + 2xy · j + 3x2z2 · k

grad f(2,−1, 1) = 6i − 4j + 12k
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10.47.

gradU(r ) = ∇U(r ) = ∇
(

r 2 +
1

r 2

)
= 2

(
1− 1

r 4

)
r

10.50. A z = f(x, y) = x2 + y2 függvény grafikonjának érintőśıkja az x = 1,
y = 2 pont felett

z = f(x0, y0)+f ′x(x0, y0)(x−x0)+f ′y(x0, y0)(y−y0) = 5+2(x−1)+4(y−2)

10.51.

r = u cos v · i + u sin v · j + u · k , A = [0, 1]× [0, π]

r ′u = cos v · i + sin v · j + k , r ′v = −u sin v · i + u cos v · j

r ′u × r ′v =

∣∣∣∣∣∣
i j k

cos v sin v 1
−u sin v u cos v 0

∣∣∣∣∣∣ = −u cos v · i − u sin v · j + u · k

|r ′u × r ′v| =
√
u2 cos2 v + u2 sin2 v + u2 = u

√
2

A felsźın kiszámolásáról szóló tétel szerint

S =

∫∫
A

|r ′u × r ′v| du dv =
√

2

π∫
0

 1∫
0

u du

 dv =

√
2

2
π.

10.3 Vonalintegrál

10.55. A vonalintegrál kiszámolásáról szóló tétel szerint∫
Γ

(x+ y) dx+ (x− y) dy =

=

π∫
0

[(cos t+ sin t)(− sin t) + (cos t− sin t) cos t] dt =

=

π∫
0

(cos 2t− sin 2t) dt =

[
sin 2t

2
+

cos 2t

2

]π
0

= 0
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Megjegyzés:

Mivel a v = (x+ y) · i + (x− y) · j vektormező egy primit́ıv függvénye

U(x, y) =
x2

2
+xy− y

2

2
, ezért a konzervat́ıv erőtér integrálja a primit́ıv

függvény megváltozása:∫
Γ

v dr = U(−1, 0)− U(1, 0) = 0

10.61. A Γ1 görbe egy parametrizálása x = t, y = t, a Γ2 görbének pedig

x = t, y = t2, ahol 0 ≤ t ≤ 1. A v = y · i + x · j vektormező integráljai

∫
Γ1

y dx+ x dy =

1∫
0

2t dt = 1,

∫
Γ2

y dx+ x dy =

1∫
0

3t2 dt = 1.

Megjegyzés:

A v = y · i + x · j vektormező konzervat́ıv U(x, y) = xy primit́ıv
függvénnyel.

10.67. A vonalintegrál nem létezik, mert v nincs értelmezve az origóban, a Γ
görbe pedig átmegy az origón.

10.70. ∫
Γ

(x+ y) dx+ (y + z) dy + (z + x) dz =

=

π∫
0

[(cos t+ sin t)(− sin t) + (sin t+ t) cos t+ (t+ cos t)] dt =

=

π∫
0

(− sin2 t+ t cos t+ t+ cos t) dt =

=

[
− t

2
+

cos 2t

4
+ t sin t+ cos t+

t2

2
+ sin t

]π
0

=

= −π
2

+ 0 + 0− 2 +
π2

2
+ 0 =

π2

2
− π

2
− 2
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10.77. A Γ görbe paraméteres alakja:

r (t) = t · i + t2 · j , −1 ≤ t ≤ 1

azaz

x = t, y = t2, dx = ẋ(t) = 1, dy = ẏ(t) = 2t, −1 ≤ t ≤ 1.

A vonalintegrál kiszámolásáról szóló képlet szerint∫
Γ

(x2 − 2xy) dx+ (y2 − 2xy) dy =

=

1∫
−1

[
(t2 − 2t3) · 1 + (t4 − 2t3) · 2t

]
dt =

=

1∫
−1

(t2 − 2t3 − 4t4 + 2t5) dt =

[
t3

3
− 2t4

4
− 4t5

5
+

2t6

6

]1

t=−1

=

=
2

3
− 8

5
= −14

15

10.78. Az ellipszis természetes paraméterezéseként válasszuk az

x = a cos t, y = b sin t, 0 ≤ t ≤ 2π

paraméterezést. Ekkor dx, illetve dy helyébe

dx = −a sin t, dy = b cos t

kerül. Így az integrál visszavezethető egyváltozós Riemann-integrálra:∮
Γ

(x+ y) dx+ (x− y) dy =

=

2π∫
0

[−a(a cos t+ b sin t) sin t+ b(a cos t− b sin t) cos t] dt =

=

2π∫
0

(−ab sin2 t+ ab cos2 t− a2 sin t cos t− b2 sin t cos t) dt =

=

2π∫
0

(ab cos 2t− a2 + b2

2
sin 2t) dt = 0
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Megjegyzés:

Könnyen látható, hogy az U(x, y) =
x2

2
+ xy − y2

2
függvény primit́ıv

függvénye az integrandusnak, ezért a körintegrál értéke 0.

10.84. Igen, a v = (x+ y) · i + (x− y) · j vektormező primit́ıv függvényei:

U(x, y) =
x2

2
+ xy − y2

2
+ C.

10.90. Nincs primit́ıv függvény, mivel a keresztbe vett deriváltak nem egyeznek
meg:

∂

∂y
(cosxy) = −x sinxy 6= ∂

∂x
(sinxy) = y cosxy

10.95. A v =
y

x2 + y2
· i − x

x2 + y2
· j vektormező keresztbe vett deriváltjai

megegyeznek:

∂

∂y

(
y

x2 + y2

)
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
,

∂

∂x

(
− x

x2 + y2

)
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Mégsincs primit́ıv függvény, mert ha Γ : x = cos t, y = sin t, 0 ≤ t ≤ 2π
a zárt egység-körvonal, akkor

∮
Γ

y

x2 + y2
dx− x

x2 + y2
dy =

2π∫
0

(− sin2 t− cos2 t) dt = −2π 6= 0.

A problémát az okozza, hogy v nincs értelmezve az origóban, a Γ görbe
pedig megkerüli az origót.

10.101. Az E = (y + x) · i + x · j erőtér konzervat́ıv, primit́ıv függvénye

U(x, y) =
x2

2
+ xy, potenciálja Φ(x, y) = −U(x, y) = −x

2

2
− xy.

10.107. Mivel nincs értelmezve az origóban, ezért nincs potenciálfüggvénye az

egész śıkon. Viszont a pontozott śıkon, R2 \ {0 }-n már van:

Φ(x, y) =
1

(x2 + y2)1/2
.
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10.108. A v = yz · i + xz · j + xy · k vektormező rotációja nulla a tér minden
pontjában,

∂

∂y
(yz) =

∂

∂x
(xz) = z,

∂

∂z
(yz) =

∂

∂x
(xy) = y,

∂

∂z
(xz) =

∂

∂y
(xy) = x,

ezért van primit́ıv függvénye, U(x, y, z). Mivel U ′x = yz, ezért

U(x, y, z) =

∫
yz dx = xyz + f(y, z).

U ′y =
∂

∂y
(xyz + f(y, z)) = xz + f ′y(y, z) = xz.

Innen f ′y(y, z) = 0, azaz f(y, z) nem függ y-tól, f(y, z) = g(z).

U ′z =
∂

∂z
(xyz + g(z)) = xy + g′(z) = xy,

és ı́gy g′(z) = 0, azaz a g függvény konstans. Tehát U(x, y, z) = xyz+C,
ahol C tetszőleges konstans lehet.

Persze az xyz primit́ıv függvényt minden számolás nélkül is elég könnyű
megtalálni.

10.113. A v = 3xy3z4 · i +3x2y2z4 ·j +x2y3z3 ·k vektormezőnek nincs primit́ıv
függvénye, mivel például

∂

∂y
(3xy3z4) = 9xy2z4 6= ∂

∂x
(3x2y2z4) = 6xy2z4.

10.118. Keressünk egy olyan z(x, y) kétváltozós függvényt, amelyre

z′x(x, y) = p(x, y) = x2 + 2xy− y2, z′y(x, y) = q(x, y) = x2 − 2xy− y2

z(x, y) =

∫
p(x, y) dx =

∫
(x2 + 2xy − y2) dx =

x3

3
+ x2y − xy2 + g(y)

Itt g(y) egyelőre ismeretlen (deriválható) függvénye y-nak. Erre a
z(x, y) függvényre teljesülnie kell, hogy

z′y(x, y) = x2 − 2xy + g′(y) = q(x, y) = x2 − 2xy − y2.

Ebből az egyenletből

g′(y) = −y2, ezért g(y) = −y
3

3
+ C.
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Így tehát az összes primit́ıv függvény

z(x, y) =
x3

3
+ x2y − xy2 − y3

3
+ C.

10.123.

u′x(x, y, z) =
x+ y

x2 + y2 + z2 + 2xy
,

u(x, y, z) =

∫
x+ y

x2 + y2 + z2 + 2xy
dx =

=
1

2
ln
∣∣x2 + y2 + z2 + 2xy

∣∣+ f(y, z)

u′y(x, y, z) =
x+ y

x2 + y2 + z2 + 2xy
+ f ′y(y, z) =

x+ y

x2 + y2 + z2 + 2xy
,

tehát f(y, z) = g(z).

u′z(x, y, z) =
z

x2 + y2 + z2 + 2xy
+ g′(z) =

z

x2 + y2 + z2 + 2xy
,

ezért g′(z) = 0, g konstans.

u(x, y, z) =
1

2
ln
∣∣x2 + y2 + z2 + 2xy

∣∣+ C

az összes primit́ıv függvény.
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Komplex függvények

11.3. z2 = (x2 − y2) + 2xyi, tehát ux = vy = 2x és vx = −uy = 2y.

11.6.

1

z2 + 1
=

1

x2 − y2 + 1 + 2xyi
=

x2 − y2 + 1− 2xyi

(x2 − y2 + 1)2 + 4x2y2
=

=
x2 − y2 + 1− 2xyi

(x2 − y2 + 1)2 + 4x2y2
.

u(x, y) =
x2 − y2 + 1

(x2 − y2 + 1)2 + 4x2y2
, v(x, y) = − 2xy

(x2 − y2 + 1)2 + 4x2y2

A parciális deriváltak kiszámolása után látható, hogy teljesülnek a
Cauchy-Riemann differenciálegyenletek, ha z2 + 1 6= 0.

11.7.

Re f(z) = u(x, y) =
√
|xy|, Im f(z) = v(x, y) = 0

Mivel u(x, 0) = 0 = v(0, y) és u(0, y) = 0 = v(x, 0), ezért u′x(0, 0) =
0 = v′y(0, 0) és u′y(0, 0) = 0 = v′x(0, 0), ezért ux(0, 0) = uy(0, 0) = 0,
tehát a Cauchy-Riemann differenciálegyenletek teljesülnek z = 0-ban.
Ugyanakkor az y = x egyenes mentén f(z) = (|x|)2, tehát az f(z)
függvény az origóban nem differenciálható.

11.8.

u(x, y) = 2x2 + 3y2 + xy + 2x, v(x, y) = 4xy + 5y.

A Cauchy-Riemann differenciálegyenletek szerint

4x+ y + 2 = 4x+ 5, és 6y + x = −4y

minden olyan pontban, ahol f deriválható. Az egyenletrendszer csak
x = −30, y = 3 esetén teljesül, tehát a függvény máshol nem differen-
ciálható.

11.9.

∂

∂x
(xy) = y,

∂

∂y
(y) = 1,

∂

∂y
(xy) = x,

∂

∂x
(y) = 0

Ezért a Cauchy-Riemann differenciálegyenletek csak a z = i pontban
teljesülnek.
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11.10. Írjuk fel a Cauchy-Riemann differenciálegyenleteket:

∂u

∂x
= 4x = 2y =

∂v

∂y

pontosan akkor, ha y = 2x, továbbá

∂u

∂y
= −1 = −2x = −∂v

∂x

pontosan akkor, ha x =
1

2
. Ezért a függvény egyedül az

1

2
+ i pontban

differenciálható.

11.11. A Cauchy-Riemann differenciálegyenleteknek teljesülniük kell, ezért

v′y(x, y) = u′x(x, y) = 2x+y, v(x, y) =

∫
(2x+y) dy = 2xy+

y2

2
+g(x)

v′x(x, y) = 2y + g′(x) = −u′y(x, y) = 2y − x,

g′(x) = −x, g(x) = −x
2

2
+ C

f(z) = (x2 − y2 + xy) + i

(
2xy − x2

2
+
y2

2
+ C

)
Mivel f(0) = 0, ezért C = 0

f(z) = (x2 − y2 + xy) + i

(
2xy − x2

2
+
y2

2

)

11.13. R = 1

11.14. R =
1

2

11.15. lim
n→∞

n
√
n2 = 1, ı́gy R = 1

11.20. A gyökkritérium felhasználásával:

lim
n→∞

n

√√√√∣∣∣∣∣
(

in

n+ 1

)n2
∣∣∣∣∣ = lim

n→∞

(
1 +

1

n

)−n
=

1

e
, ı́gy R = e.
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11.21.
∞∑
n=1

zn =
z

1− z
, R = 1

11.22. A gyökkritérium felhasználásával: lim
n→∞

n
√
|in| = 1, ı́gy R = 1.

∞∑
n=0

inzn =

∞∑
n=0

(iz)
n

=
1

1− iz

11.23.
∞∑
n=0

(n+ 1)zn =

(
1

1− z

)′
=

1

(1− z)2
, R = 1

11.24.
∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)zn =

(
1

1− z

)′′
=

2

(1− z)3
, R = 1

11.29. Használjuk fel az ex+iy = ex · eiy = ex · (cos y + i sin y) összefüggést!

11.31.
∫
Γ

f(x+ iy) dz = iπ 11.32.
∫
Γ

f(x+ iy) dz = −π

11.33.
∫
Γ

f(x+ iy) dz = 2iπ 11.34.
∫
Γ

f(x+ iy) dz = 0

11.35. Paraméterezzük a görbét: z(t) = eit, t ∈ [0, 2π]. Ekkor
dz

dt
= ieit. Így

∫
Γ

1

z
dz =

2π∫
0

ieit

eit
dt = i

2π∫
0

dt = 2πi

11.36.

∫
Γ

1

z2
dz =

2π∫
0

ieit

e2it
dt =

2π∫
0

ie−it dt =
[
−e−it

]2π
0

= −1− (−1) = 0

11.37.

3π/2∫
π

∣∣e−it∣∣ (−i)e−it dt = i+ 111.38.

0∫
−1

|t| dt+

1∫
0

|it| dt = 0

11.39.

(3.2)∫
(1,1)

(x2 − y2) dx− 2xy dy =

[
x3

3
− xy2

](3,2)

(1,1)

= −7

3
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11.40.

3+2i∫
1+i

(x2−y2) dx−2xy dy = Re

3+2i∫
1+i

z2 dz = Re

(
(3 + 2i)3

3
− (1 + i)3

3

)
=

−7

3

11.41.

∫
Γ

3z2 dz =
[
z3
]1+i

1
= −3 + 2i

11.42.

1+i∫
1

1

z
dz = [Log z]

1+i
1 =

1

2
ln 2+ i

π

4

11.43.

1+i∫
1

ez dz = [ez]
1+i
1

11.44.

1+i∫
1

zez
2

dz =

[
ez

2

2

]1+i

1

11.65. Alkalmazzuk a reziduumtételt:

∮
|z|=4

f(z) dz = 2π·i·Res

(
ez cos z

z − π
, π

)
=

2π · i · eπ cosπ.

11.67.

∫
Γ

z2 dz =

[
z3

3

]1+i

0

=
(1 + i)3

3

11.68.

1+i∫
0

ez dz = [ez]
1+i
0 = e1+i − 1

11.73. Legyen g(z) = 10 − 6z, f(z) = z6 − 6z + 10. Ha z az egységkörvonal
tetszőleges pontja, azaz |z| = 1, akkor

|f(z)− g(z)| =
∣∣z6
∣∣ = 1, |g(z)| = |10− 6z| ≥ 10− 6 = 4,

teljesülnek a Rouché tétel feltételei. Mivel a g(z) = 10−6z függvénynek
nincs gyöke az egységkörben, ezért az f(z) = z6− 6z+ 10 függvénynek
sincs.

11.75. A keresett

∞∫
−∞

1

(x2 + 1)
2 dx konvergens, ezért

∞∫
−∞

1

(x2 + 1)
2 dx = lim

R→∞

R∫
−R

1

(x2 + 1)
2 dx.

Legyen ΓR = ΦR + ΨR az a zárt görbe, amelyre ΦR a valós tengely
[−R,R] szakasza, ΨR pedig az R sugarú, origó középpontú körvonal
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felső félśıkba eső része. Ha f(z) =
1

(z2 + 1)2
, akkor a residuum tétel

szerint∮
ΓR

f(z) dz =

∮
ΓR

dz

(z2 + 1)2
= 2πiRes(f, i) =

∮
|z−i|=1

dz

(z2 + 1)2
=

=

∮
|z−i|=1

1

(z + i)2
· dz

(z − i)2
= 2πi · g′(i) = −4πi

1

(2i)3
=
π

2
.

Itt a Cauchy integrálformulát használtuk az i-ben reguláris g(z) =
1

(z + i)2
függvényre. A felső félkörön |f(z)| < 1

R2
, ha R elég nagy,

ezért lim
R→∞

∫
ΨR

1

(z2 + 1)2
dz = 0.

π

2
= lim
R→∞

∫
ΓR

dz

(z2 + 1)2
= lim
R→∞

∫
ΦR

dz

(z2 + 1)2
+ lim
R→∞

∫
ΨR

dz

(z2 + 1)2
=

=

∞∫
−∞

1

(x2 + 1)
2 dx
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