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1. fejezet

Alapfogalmak, valés szamok

Biztatasul kozlom, hogy tévesnek bizonyult a cafolata annak a
hiresztelésnek, mely szerint mégsem hazugsag azt tagadni, hogy lesz
olyan vizsgazé, akinek egy analizis tétel bizonyitasiat sem kell tudnia

ahhoz, hogy ne bukjon meg.
(Baranyai Zsolt)

1.1. Az A C R halmazt korldtosnak nevezziik, ha van olyan K € R valds
szdm, hogy minden a € A esetén |a| < K.

Az A C R halmaz feliilrdl korlatos, ha van olyan M € R valds szém (fels6
korlat), amelyre minden a € A esetén a < M.

Az A C R halmaz alulrél korldtos, ha van olyan m € R valds szam (alsé
korlét), amelyre minden a € A esetén a > m.

1.2. Cantor-axiéma: Egymasba skatulyazott korldtos zart intervallumso-
rozat metszete nem tires.

1.3. Fels6 hatar, szuprémum: Ha az A halmaznak van legkisebb felsé
korlatja és ez a szam M, akkor ezt az M szamot a halmaz fels6 hataranak
vagy szuprémumanak nevezziik és M = sup A-val jeloljiik.

1.4. Teljességi tétel: Ha A C R feliilrél korldtos nem iires halmaz, akkor
van legkisebb fels¢ korlatja.

1.5. Bernoulli-egyenl6tlenség: Ha n € N és z > —1, akkor
lI+z)">14n-=z.

Egyenloség akkor és csak akkor van, ha n =0 vagy n =1 vagy = = 0.
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1.1. Elemi feladatok

Abrézoljuk a szamegyenesen a kdvetkez6 egyenlGtlenségek megol-
dashalmazat!

o5 <3 5 al <3
|z -5l <1 5 — 2| <0.1

Oldjuk meg az alabbi egyenl6tlenségeket!

596162_1 622 + 72 — 20 > 0
1022 + 172 +3 < 0 622+ 82 —2>0
822 — 30x 425> 0 1.10. | —422+42-2>0
1.11. | 922 — 2424+ 17> 0 1.12. | —1622+242x—11<0

1.13. | Hol a hiba?
log21 §10g21 és 2<4
2 2
Osszeszorozva a két egyenlStlenséget:
2log, % < 4log, %
A logaritmus azonossagait hasznalva:

1\* 1\*
log, 3 < log, 3

A log, x fiiggvény szigoriian monoton né, tehat:



1. ALAPFOGALMAK, VALOS SZAMOK 9 U

1 1

— < —_—
4 16
Atszorozva az egyenlGtlenséget:

16 < 4.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket és egyenl6tlenségeket!

|z + 1|+ ]z —2| <12 V+3+Vz—-5=0

el 1 1.17. | 20— 1| < |z — 1
20+ 1

2
ViF3+lr—2=0 Vit3+le -2/ <0

1.16.

1.2. Logikai alapfogalmak

Minél egyszerfibben mondjuk ki az aldbbi allitésok tagaddsat:

(a) Minden egér szereti a sajtot.
(b) Aki méasnak vermet s, maga esik bele.

(c) Minden asszony életében van egy pillanat
Mikor olyat akar tenni, amit nem szabad.

(d) Van olyan a, hogy minden b-hez egyetlen x tartozik, melyre
at+x=0>b

(e) 3 nem nagyobb, mint 2, vagy 5 osztéja 10-nek.
(f) Nem zorog a haraszt, ha a szél nem fuijja.

(g) Ha a nagynénémnek kerekei volndnak, 6 lenne a miskolci gyorsvo-
nat.

1.21. | Egy udvarban van 5 kecske és 20 bolha. Tudjuk, hogy van olyan kecske,
amit minden bolha megcsipett. Kovetkezik-e ebbol, hogy van olyan
bolha, amelyik minden kecskét megcsipett?

1.22. | Fogadjuk el igaznak a kovetkezd dllitdsokat:
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1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

(a) Ha egy éllat eml8s, akkor vagy van farka, vagy van kopoltytja.
(b) Egyik allatnak sincs farka.

(c) Minden &llat vagy emlds, vagy van farka, vagy van kopoltyija.

Kovetkezik-e ebbdl, hogy minden allatnak van kopoltyuja?

Balkezes Bendeguz, aki valoban balkezes, a bal kezével csak igaz Aal-
litasokat tud leirni, a jobb kezével pedig csak csak hamis &llitasokat.
Melyik kezével irhatja le a kdovetkezé mondatokat?

(a) Balkezes vagyok.

(b) Jobbkezes vagyok.

(c) Balkezes vagyok és Bendegiz a nevem.

(d) Jobbkezes vagyok és Bendegiz a nevem.

(e) Balkezes vagyok vagy Bendegiz a nevem.

(f) Jobbkezes vagyok vagy Bendegiiz a nevem.

(g) A 0 se nem péros, se nem paratlan.

Azt mondjdk, a fekete macska szerencsétlenséget hoz. Melyik mondat-
tal tagadhatjuk ezt?

(a) A fekete macska szerencsét hoz.

(b) Nem a fekete macska hoz szerencsétlenséget.

(c) A fehér macska hoz szerencsétlenséget.

(d) A fekete macska nem hoz szerencsétlenséget.

Legyen A a pozitiv egészek halmaza. Jelentse a|b azt az éllitdst, hogy a
osztbéja b-nek. Dontsiik el, hogy mely allitasok igazak az alabbiak koziil:

(a) Yae AJbe Aaldb (b) Yae AVbe Aalb

(c) Jac AVbe Aalb (d) 3aec AJbe Aalb

Matematika orszagban a bird csak a bizonyitékoknak hisz. Példdul, ha
F azt allitja, hogy van fekete oroszlan, akkor allitdsanak helyességérol
meggybzheti a birdt azzal, ha mutat neki egy fekete oroszlant.

(a) F azt allitja, hogy minden oroszlén fekete. Elég bizonyiték-e, ha
mutat a birénak egy fekete oroszlant?



1. ALAPFOGALMAK, VALOS SZAMOK 11 U

1.27

p—
® :

2

1.29.

1.30.

(b) F azt &llitja, hogy minden oroszlan fekete, G pedig azt allitja, hogy
F téved. Hogyan bizonyithatnd G az allitasat?

(c) F azt §llitja, hogy minden 2-re végz8dd négyzetszém oszthatd 3-
mal. G szerint F téved. Hogyan bizonyithatnd G az allitasat?
F-nek vagy G-nek van igaza?

(d) F azt allitja, hogy ha egy derékszogli hdromszog befogdi a és b, &t-
fogéja ¢, akkor a? + b? = ¢2. Hogyan bizonyithatnd F az &llitdsat?

(e) F azt éllitja, hogy egy mésodfoki egyenletnek lehetnek negativ
gyokei. Hogyan bizonyithatna F az allitasat?

(f) F azt 4llitja, hogy egy mdsodfoku egyenletnek lehet 3 gyoke. G
szerint F téved. Hogyan bizonyithatna G az allitdsat?

:-) ,Minden mohikdn hazudik”, mondta az utolsé mohikdn. Igazat
mondott?

:-)| 1) A 3 primszém.
2) 4 oszthaté 3-mal.
3) Ebben a keretben pontosan 1 igaz &llitds van.

Hény igaz allitas van a keretben?

Egy 13 jegyt kédszamban barmely 3 szomszédos szamjegy Gsszege 11.
A kéd maésodik jegye 6, a tizenkettedik jegy pedig 4. Mi a 13-adik
Jegy?

Fogadjuk el igaznak, hogy ki kordn kel, aranyat lel. Melyik allitas
igazsaga kovetkezik ebbdl?

(a) Aki késén kel, nem lel aranyat.

(b) Aki aranyat lelt, az koran kelt.

(c) Aki nem lelt aranyat, az késén kelt.

Ha kedd van, akkor Belgiumban vagyunk. Melyik allitas kovetkezik
ebbdl?

(a) Ha szerda van, akkor nem Belgiumban vagyunk.

(b) Ha Belgiumban vagyunk, akkor kedd van.

(c) Ha nem Belgiumban vagyunk, akkor nincs kedd.

Mi a logikai kapcsolat az allitasok kozott? (Melyikbdl kovetkezik a
masik?)
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Aiz>5 B: 42 > 25
AV =5 <3 B:a2—5<9
1.34. | A:V22—-5>—4 B:2?2-5>16
1.35. | A:z2—z—-6=0 B:x=2
1.36. | A:22—2—-6>0 B:z>2
1.37. | A:7=38 B:3=3
A:7=38 B:3=14
Az <Tésy<3 Biz—y<4

1.40. | A:|jz—5/<0,1és|y—5|<0,1 B: [z —y|<0,2

Tagadjuk a kovetkez6 allitasokat! Dontsiik el, hogy igaz-e az allitas!
Igaz-e a tagadasa?

1.41. | Vn e NT 2|n 1.42. | Jk e Nt 2|k

1.43. | Yne Nt 3k e Nt pjk [ 1-44. | ke NT Vn e N* nfk

1.45. | Pistike azt mondta reggel az anyukdjdnak, hogy ha a hé miatt nem
jar a busz, nem megy iskoldba. A busz jart, Pistike mégsem ment
iskolaba. Hazudott-e reggel Pistike, amikor a mar emlitett mondatot
mondta?

Hény olyan részhalmaza van a H = {1,2,3,...,100} halmaznak,
amelyre igaz, és hany olyan, amelyre nem igaz, hogy

1.46. | az 1 benne van a részhalmazban;

1.47. | az 1 és a 2 benne van a részhalmazban;
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1.48.

!

1.4

az 1 vagy a 2 benne van a részhalmazban;

az 1 benne van a részhalmazban vagy a 2 nincs benne a részhalmaz-
ban;

1.50. | ha az 1 benne van a részhalmazban, akkor a 2 benne van a részhalmaz-
ban?
Hény olyan H részhalmaza van az A, = {1,2,...,n} halmaznak,

amelyre teljesiil, hogy

1.51.

1.53.

Ve<n(zeH=—z+1[ 152 | Vo (x€ H = z+1¢ H)

Ve(re HANx+1€ H = z+2€ H)

frjuk le logikai jelekkel az alabbi allitasokat!

1.54.

1.55

1.56.

1.60.

1.62.

1.63.

1.64.

Nem igaz, hogy P vagy Q.

Sem Q, sem P.

Nem P, ha nem Q. 1.57. | P pedig nem is Q.
Csak akkor P, ha Q. 1.59. Sem P, sem Q.

Q, feltéve, hogy P. 1.61. | Nem P, mégis Q.

P vagy Q, de nem mindketto.

Nem igaz, hogy ha P, akkor egyuttal Q is.

Irjuk fel logikai kvantorokkal a kvetkez$ mondatot:

»2Minden tengerész ismer olyan kikét6t, ahol van olyan kocsma, ahol
még nem jart.”

frjuk fel a mondat tagadasat szoveggel és logikai kvantorokkal is!



1. ALAPFOGALMAK, VALOS SZAMOK 1u U

1.65. | Van egy zacské cukorka és a tanul6csoport hallgatéi. Melyik 4llitdsbol
kovetkezik a masik?

(a) A csoport minden hallgatdja szopogatott cukorkat (a zacskébdl).

(b) Van olyan cukorka (a zacsk6bdl), amit minden hallgaté szopoga-
tott.

(c) Van olyan hallgatd, aki minden cukorkat szopogatott (a zacskd-
bdl).
(d) Minden cukorkat (a zacsk6bdl) szopogatta valamelyik hallgato.

1.3. Bizonyitasi modszerek

Bizonyitsuk be, hogy

V/3 irracionélis; 1.67. ﬁ irraciondlis;
3

241
V2rl g

1.68. 2# + 5 irraciondlis!

1.69. | Tudjuk, hogy x és y raciondlis szamok. Bizonyitsuk be, hogy
(a) z+y (b) z—y
, T
(c) zy (d) y #0 esetén —
Yy
is racionalis!
1.70. | Tudjuk, hogy z raciondlis szdm, y pedig irracionslis.
(a) Lehet-e x + y racionélis? (b) Lehet-e x — y racionélis?

(c) Lehet-e zy racionélis? (d) Lehet-e % racionalis?
Y

1.71. | Tudjuk, hogy z és y irracionalis.
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1.72.

1.73.

1.74.

1.75.

(a) Lehet-e x + y racionélis? (b) Lehet-e xy raciondlis?

Igaz-e, hogy ha

(a) a és b raciondlis szdmok, akkor a + b is raciondlis?
(b) a és b irraciondlis szdmok, akkor a + b is irraciondlis?
(c) a raciondlis szdm, b pedig irracionélis, akkor a + b raciondlis?

(d) a raciondlis szam, b pedig irraciondlis, akkor a + b irracionalis?

Adédmnak 2 fiile volt. Ha egy apanak 2 fiile van, akkor a fianak is 2 fiile
van.

(a) Kovetkezik-e a fenti két allitdsbdl, hogy minden ma €16 embernek
2 fiile van?

(b) Kikrél tudjuk biztosan &dllitani a fenti két &llitds alapjan, hogy 2
fuliikk van?

(c) Mire kovetkeztethetiink, ha a két allitdsbol az elsét elhagyjuk, és
csak a masodikat hasznaljuk fel?

(d) Mire kovetkeztethetiink, ha a két allitasbdl a mésodikat elhagyjuk,
és csak az elsOt hasznaljuk fel?

Tétel: Az 1 a legnagyobb szam.

Bizonyitas: indirekt mddszerrel. Tegyiik fel, hogy nem 1 a legnagyobb
szdm, hanem A. Ekkor A > 1. Mivel A > 1, ezért A > 0 is teljesiil,
tehat ha az A > 1 egyenlStlenséget megszorozzuk A-val, az A2 > A
egyenldtlenséget kapjuk. Ez az egyenlétlenség viszont ellentmond an-
nak, hogy A a legnagyobb szam. Tehat az 1 a legnagyobb szam.

J6 ez a bizonyitas? Ha nem, akkor hol a hiba?

Legyen Aq, As, ... allitdasok egy sorozata. Mi kovetkezik az alabbiakbol?

(a) A; igaz. Ha Ay, As,..., A, mind igaz, akkor A, 11 is igaz.
(b) A; igaz. Ha A, és A, 41 igaz, akkor A, is igaz.

(c) Ha A, igaz, akkor A, i is igaz. Agn hamis minden n-re.
(d) Ajgo igaz. Ha A, igaz, akkor A, is igaz.

(e) Aigo igaz. Ha A,, hamis, akkor A, is hamis.

(f) A; hamis. Ha A,, igaz, akkor A, is igaz.

(g) A; igaz. Ha A, hamis, akkor A,,_; is hamis.
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7 Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges n € N esetén 16|57+ — 4n — 5.
Bizonyitsuk be, hogy tg 1° irraciondlis.

1 n
7 Bizonyitsuk be, hogy ha n € N*, akkor n! < (71—2}—) .

o o o o
~J
= g Al g

7 Legyen a; = 0,9, any1 = a, — a?. Igaz-e, hogy van olyan n, amelyre
a, <1076 ?

1.80. | Irjuk fel a kovetkezd kifejezéseket n = 1,2,3,6,7,k és k + 1 esetén

(a) vn
(b) VI+vV2+V3+--+Vn
() 12+22+3%+.-- 4 n?

1 1 1 1
d — 4+ — 4+ — .y -
@5t tgat TS
() 1-44+2-743-10+---4+n(3n+1)

(F) 1-2+2-3+43-44---+n(n+1)

1.81. | Az elsd néhdny tag kiszdmitdsa utdn sejtsiilk meg, milyen egyszeriibb
kifejezéssel egyenl az aldbbi Gsszeg, majd a sejtést bizonyitsuk be teljes
indukciéval!

(b) 14+3+...+(@2n—1)

Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szamra igazak a ko-
vetkez6 azonossagok:

1.82 a® — p" = (a _ b)(an—l 4 an—2b+ S abn—2 + bn—l)

1
1.83. 1+2+...+nzw

1.84. | 1249224 ... 42 =
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2

13—1—23—1—'”—1—’17,3: <n(n2+1)>
1 1 1 1 1 1
1.86. 1— 42— = R
2+3 2n n—|—1+n—|—2jL +271

Fejezziik ki egyszeriibb alakban a kévetkez6 kifejezéseket:

1 1 1
1.87. | — 4+ — 4+...4p — —
1~2+2-3Jr Jr(n—l)-n
1 1 1
1.88.
123 234 T mr) - m+2)

1.89. | 1-24+2-34+---+n-(n+1)

1.90. | 1-2:34+2-3-4+--+n-(n+1)-(n+2)

1.91.

Egy gazdanak van egy par nyula. Minden nyilpar 2 hénapos koratol
minden hénapban egy Gjabb parnak ad életet. Hany péar nyul lesz a 2.,
3., 4., 5. és 6. hénapban?

Legyen (u,) a Fibonacci-sorozat, azaz ug = 0, u; = 1ésn > 1

esetén un41 = Uy + Up—_1.

1.92. | Bizonyitsuk be, hogy u,, és u,+1 relativ prim szdmok.

1.93 Bizonyitsuk be, hogy

n
)

<u, <1,7" (n>0).

1.94. | Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossigokat:

(a) ur +ug+- 4 up = Upyo — Ib) Ui — Up—1Up+1 = (—1)n+1

() uf +uj+ - +ul = uptpp

1.95. | Hozzuk egyszer(ibb alakra a kivetkezd kifejezéseket:
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(@) sn=up+ug+---+uzp  (b) sp=ur+uz+ - +ump

(€) sp=uo+uz+ - +us, (d) s = wjus + uguz + -+ +
U2n—1U2n

1.96. | Tétel: Minden 16 egyszinii.

Bizonyitas: Teljes indukciéval belatjuk, hogy barmely n 16 egyszini.
n = l-re az allitds nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy igaz m-re, és ebbdl
fogjuk n + 1-re beldtni: adott n+ 1 16 koziil az indukcids feltevés miatt
az1.,2.,...,n.isegyszintiés a 2.,...,n., (n+1). is egyszinil, tehdt mind
az n + 1 egyszind.

Jé ez a bizonyitas? Ha nem, akkor hol a hiba?

1.97. | Tétel: Nincs jézan tengerész.
Bizonyitas: Teljes indukciéval. Tegyiik fel, hogy az allitds igaz n
tengerészre, és ebbdl fogjuk n + 1 tengerészre belatni. Adott n + 1
tengerész koziil az indukcids feltevés miatt az 1.,2.,...,n. tengerész
nem jézan, és a 2.,...,n.,(n+ 1). tengerész sem jézan, tehdt mind az
n + 1 részeg.

Jé ez a bizonyitas? Ha nem, akkor hol a hiba?

1.98. | Bizonyitsuk be a szdmtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenséget az
n = 2 specidlis esetben!

1.99. | Bizonyitsuk be, hogy az a1, as,...a, pozitiv szdmok szdmtani, mérta-
ni és harmonikus kézepe a szamok legkisebbike és legnagyobbika kozé
esik!

Tudjuk, hogy a,b,c > 0 és a+ b+ c = 18. Hatarozzuk meg a,b és c
értékét gy, hogy a kivetkezd kifejezések értéke maximalis legyen:

ab + be + ac

Tudjuk, hogy a,b,c > 0 és abc = 18. Hatarozzuk meg a,b és c
értékét ugy, hogy a kovetkezo kifejezések értéke minimalis legyen:
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1.104. | a+b+c 1.105. | 2a+b+c

1.106. | 3q 4+ 2b+c 1.107. | a2 +0b%2 4+ 2

1.108. | Tudjuk, hogy hdrom pozitiv szdm szorzata 1.

(a) Legaldbb mennyi lehet az dsszegiik?
(b) Legfeljebb mennyi lehet az osszegiik?
(c) Legaldbb mennyi lehet a reciprokosszegiik?

(d) Legfeljebb mennyi lehet a reciprokosszegiik?

1
1.109. | Bizonyitsuk be, hogy ha a > 0, akkor a + — > 2.
a

b
1.110. | Bizonyitsuk be, hogy ha a, b és ¢ pozitiv szdmok, akkor % 248 > 3.
c a

2n
1
1.111. | Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-re (1 + ) > 4.
n

1.112. | Egy motorcsénak motorja a csénakot 4llévizben v sebességgel hajtja.
A csénak az u sebességii folyéban s utat tesz meg a folyas iranyaban,
majd visszamegy a kiinduldsi helyéhez. Mennyi lesz az atlagsebessége
a teljes uton v-hez képest: wv-vel egyenld, v-nél nagyobb vagy v-nél
kisebb?

1.113. | Egy kereskeddnek nem pontos a kétkard mérlege, mert a karok hossza
nem egyenl6. Miutan tudja ezt, minden vasarléndl az aru egyik felét a
mérleg egyik serpenyGjében, a masik felét a mérleg masik serpeny6jé-
ben méri, gondolvan, hogy ezzel kikiiszoboli a mérleg pontatlansigat.
Valéban ez a helyzet?

1.114. | Hatérozzuk meg az f(z) = z(1—z) fiiggvény legnagyobb értékét a [0, 1]
zart intervallumon!

Hol van és mennyi a minimuma az alabbi fiiggvényeknek, ha x > 07
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1.115.

1.117.

1.118.

1.119.

1.120.

1.121.

1.122.

1.123.

1.124.

4 22 —-3x+5
= = 1.116. - ==
f@) =+ 9(x) .

Hatérozzuk meg az x2(1 — x) fiiggvény legnagyobb értékét a [0, 1] zart
intervallumon.

Mennyi a maximuma a g(z) = x(1 — z)? fiiggvénynek a [0, 1] interval-
lumon?

Mennyi a minimuma az f(z) = 2% + + 5 fiiggvénynek?

x2+1
1

Azy= ZIQ parabola melyik pontja van a legkdzelebb a (0, 5) ponthoz?

Melyik az egységkorbe irhaté maximélis teriileti téglalap?

Melyik az egyenes koérkupba irhaté maximalis térfogatd henger?

Melyik az egységgombbe irhaté maximélis térfogati egyenes korhen-
ger?

Legyen egy téglalap két éle a és b, atléja pedig c. Ekkor a téglalap
teriilete T = ab, és a téglalap keriilete K = 2(a + b).

. T ab
Tehat: K_m
2 2
oy oo _ab e
o K V3 atb 2
2T c ab c
Mivel 0 < a < ¢, ezért: )< /- —
v a < c, ezér a(K \/5) C<a+b ﬂ)
2Ta  ac abc 2

Beszorzas utan: ek

<7_
K 2 a+b 2

242b b
T és K helyébe frjunk ab-t és 2(a+ b)-t: ﬁ _ % < aa+cb _

2a2b B abc <£
2a+b) a+bd 2

Rendezés utén:

Q Q
O | L ) | B
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c
Ki lés utén: - — (a —
iemelés utan a—i—b(a c)<ﬂ(a c)
Osztunk (a — ¢)-vel, de a — ¢ < 0: Lb>i
’ ' a+b” 2
a® a2
Né seté =aésc= 2: —
égyzet esetén b = a és ¢ av/2 % o)
Egyszeriisités és rendezés utan: 1>2
Hol a hiba?
1.4. Halmazok
1.125. | Melyik allitds nem igaz?
(a) A\B={z:2€ AVvazgB}(b) AA\B=ANB
(c) AA\B=(AUB)\B (d) A\B=A\(ANB)
1.126. | Melyik halmazzal egyenld A U B?
(a) {zr:x ¢ AVva ¢ B} (b) {z:z ¢ ANz & B}
(c) {r:z€ Avx e B} (d) {x:z€ Anz € B}
Melyik halmazzal egyenlé AN (BUC)?
(a) Au(BnQ) (b) (ANnB)UC
(c) (AuB)NnC (d) (AnB)U(ANC)

Allapitsuk meg, hogy az aldbbi allitasok koziil melyek igazak és
melyek hamisak. Ha egy allitas igaz, bizonyitsuk be, ha hamis,
adjunk ellenpéldat!
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1.128. | A\B=ANB (AUB)\B=A
1.130. | (A\B)U(ANB)=A A\B=A\ B
1.182.] (AUB)\A- B (AUB)\C=AU(B\C)

1.134.| (A\B)NC=(ANC)\B

1.135. | A\ B=A\(ANB)

Legyenek A, B, C halmazok. Irjuk fel A, B, C és a halmazmiiveletek
segitségével, azaz olyan jellegili formulaval, mint példaul (A\B)UC,
az alabbi halmazokat!

1.136. | Azon elemek halmaza, amelyek A-ban benne vannak, de B-ben és C-
ben nincsenek benne.

1.137. | Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C koziil pontosan egyben van-
nak benne.

1.138. | Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C koziil pontosan kett6ben
vannak benne.

1.139. | Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C koziil pontosan hdromban
vannak benne.

1.140. | Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A, B halmazokra AU B = ANB.

1.141. | Bizonyitsuk be a De Morgan azonossagokat:

3

n n

Ai:mE és Ai:oii
; 1 i=1

1 =1 %

K2

1.5. A valos szamok axiomarendszere

1.142. | Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges a, b valds szamokra



1. ALAPFOGALMAK, VALOS SZAMOK 23 U

1.143.

1.144.

1.145.

(a) |al+ [b] = [a+ 0| (b) la| —[b] < la —b| < |a| + [b]
Bizonyitsuk be, hogy tetszileges ai,as,...,a, valdés szamokra igaz,
hogy

faal +laz] 4 -+ lanl 2 a1 + a2 4+l
Igaz-e, hogy ha
(a) = < A, akkor |z| < |4] (b) |z| < A, akkor |2?| < A?

Igaz-e minden a1, ag, . ..a, valés szamra, hogy

(@) la1 +az+ - +an| < la| + laz| + - - + |an|
(b) lar +ag + -+ an| > |ar| + |az| + - - + |an]
(c) a1 +az+ -+ an| < la1| + |az] + -+ + |ay]
() |a1 +ag + -+ an| > |at| + |aa] + -+ + |an]

Igaz-e minden a, b valés szamra, hogy
(a) la+b[ = [af — |b] (b) |a+b| < [a] — [0

(c) la—b] < |laf — [l (d) fa— bl < laf —[b|

Legyen H a valds szamok egy nem {ires részhalmaza. Mit jelentenek a
kovetkezo allitasok?

(a) Ve e HIye H (y < x) (b) Vwe HIz e H (y < x)

(c) e HVye H (y<uz) (d) Iye HVz € H (y < x)

Legyen Hi ={h € R: -3<h<1}é Hy={heR:-3<h<1}
Melyik allitds igaz, ha H = Hy vagy H = Hy?

(a) Ve€e HIye H (y < x) (b) Vye HIz e H (y < x)

(c) 3xe HYy e H (y < x) (d) 3ye HVz € H (y < x)

Legyen A={aeR:-3<a<1}ésB={beR:-3<b< 1}
Melyik allitas igaz?
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(a) Vac AFbeBb<a (b) IbeBVYacAb<a

(c) VbeBJacAb<a (d) Jac AVbe Bb<a

Legyen H C R. frjuk fel az alabbi allitasokat logikai formulakkal,
irjuk f6l a tagadasukat, tovabba adjunk példat (ha van) olyan H-ra
amelyikre teljesiil, és olyanra is amelyikre nem!

1.150. | H-nak van legkisebb eleme.

1.151. | H bérmely két (kiilonboz6) eleme kozott van (mindketttol kiilonbozé)
H-beli elem.

Hatarozzuk meg a kévetkezd szamhalmaz-sorozatok metszetét!
1 1
1.152. | A, ={acQ:——<a< -}
n n
1 1
1.153. | B, ={beR\Q: ——<b< —}
n n
1 1
1.154. | C,={ceQ:V2—=-<c<V2+=}
n n
1.155. | D, ={deN:-n<d<n}

1.156. | B, ={eceR:-n<e<n}

1.157. | Legyen H C R. Irjuk fel a kivetkezé allitds tagadésat:

Vee HIyc H (z>2 = y < a?)

Hatdrozzuk meg a kdvetkezd intervallumsorozatok metszetét! (Pél-
daul rajz segitségével sejtsiik meg a metszetet! Ha a sejtés szerint
a metszet M, akkor bizonyitsuk be, hogy Vx € M esetén teljesiil,
hogy Vn z € I,,, toviabbd ha y ¢ M akkor 3k y ¢ I. ( Itt k és n
pozitiv egész szamok.)
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1.158.

1.160.

1.162.

1.164.

1.166.

I, =[-1/n,1/n] 1.159. | I, =(-1/n,1/n)
I,=[2-1/n,341/n] |1.161.| [, =(2-1/n,3+1/n)

I, =[0,1/n] 1.163. | 1, =(0,1/n)

I, =[0,1/n) 1.165. | 1, = (0,1/n]

Melyik allitds igaz? (A vélaszt mindig indokoljuk!)
(a) Ha egy egymadsba skatulydzott intervallumsorozat metszete nem
iires, akkor az intervallumok zéartak.

(b) Ha egy egymaésba skatulydzott intervallumsorozat metszete iires,
akkor az intervallumok nyiltak.

(c) Egy egymésba skatulydzott, zart intervallumsorozat metszete egyet-
len pont.

(d) Ha egy egymésba skatulydzott intervallumsorozat metszete iires,
akkor van az intervallumok kozott nyilt.

(e) Ha egy egymadsba skatulydzott intervallumsorozat metszete iires,
akkor van az intervallumok koz6tt nem zart.

(f) Ha egy zart intervallumsorozat metszete nem iires, akkor az inter-
vallumok egymaésba vannak skatulydzva.

A kovetkezd feladatokban is indokoljuk meg a valaszokat!

1.167.

1.168.

1.169.

1.170.

Lehet-e egy egymasba skatulyazott intervallumsorozat metszete iires?

Lehet-e egy egymadsba skatulydzott, zart intervallumsorozat metszete
iires?

Lehet-e egy egymasba skatulyazott, zart intervallumsorozat metszete
egyetlen pont?

Lehet-e egy egymasba skatulyazott, nyilt intervallumsorozat metszete
nem iires?



1. ALAPFOGALMAK, VALOS SZAMOK 2 U

1.171.

1.172.

1.173.

1.174.

1.175.

1.176.

1.177.

1.178.

1.179.

1.180.

1.181.

1.182.

1.183.

1.184.

Lehet-e egy egymasba skatulyazott, nyilt intervallumsorozat metszete
iires?

Lehet-e egy egymasba skatulyazott, zart intervallumsorozat metszete
valédi intervallum (nem csak egy pont)?

Lehet-e egy egymasba skatulyazott, nyilt intervallumsorozat metszete
valdodi intervallum?

Lehet-e egy egymasba skatulyazott, zart intervallumsorozat metszete
valédi nyilt intervallum?

Lehet-e egy egymasba skatulyazott, nyilt intervallumsorozat metszete
valodi nyilt intervallum?

A valés szamok axiémai koziil melyek teljesiilnek és melyek nem a racio-
ndlis szdmok halmazéra (a szokdsos miiveletekkel és rendezéssel)?

Bizonyitsuk be az Archimédeszi axiémébdl, hogy (Vb,c < 0) (In €
N) nb < ¢!

Bizonyitsuk be, hogy barmely két valds szam kozott van véges tizedes
tort!

Bizonyitsuk be, hogy barmely két valds szdm kozott van racionélis szam!

Mi a kapcsolat a véges tizedestort alakban felirhaté szamok halmaza és
a racionalis szdmok halmaza kozott?

Bizonyitsuk be, hogy egy valds szam tizedestort-alakja akkor és csak
akkor periodikus, ha a szam raciondlis.

Forditsuk le a végtelen tizedestortekrél tanultakat kettes szamrendszer-

re, azaz definidljuk a véges és végtelen bindris (kettedes) torteket és
mondjuk ki a tételeink megfelel&it!

Ellenérizziik, hogy a Cantor-axioma allitisa nem marad igaz, ha bar-
melyik feltételét elhagyjuk.

Igazoljuk a testaxidmak segitségével a kovetkezd azonossagokat:
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(a) —a=(-1)-a (b) (a—b)—c=a—(b+c)
c) (—a)-b=—(a-b L0
(¢) (~a)-b=—(a-b) @ -2

1.6. A szamegyenes

Szemléltessiik a kdvetkez6 szamhalmazokat szamegyenesen! Dont-
siik el, hogy melyik intervallum, és melyik nem az! Az intervallu-
mok esetében dontsiik el, hogy melyik zart, melyik nyilt, és melyik
se nem zart, se nem nyilt!

A={1,2,3} B = {2.6)

C={reR:2<z<6} [1188.] D={reN:2<2 <6}
E={reR:2<2 <6} [1190.] F={zcR:2<s<6}
G={reR:2<s<6} (L192.] H={recQ:2<2<6)

Dontsiik el az alabbi halmazokrdl, hogy alulrdl korlatosak-e, feliil-
r6l korlatosak-e, korlatosak-e, és hogy van-e legkisebb illetve leg-
nagyobb elemiik?

1.193. | primszémok halmaza 1.194. | pozitiv szdmok halmaza
1

1.195. | [-5,-2) 1.196. | ¢ —:neN*t

(98] | :n

(zeR:z <73} {zreQ:x <73}
{zreR:2x <2} {reQ:z<V2}

1.201. | {n € N:n primszédm An + 2 primszam}
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1.202.

1.203.

Mi a kapcsolat az alabbi két allitas kozott, azaz melyikbdl kovetkezik
a masik?

P: Az A halmaz véges (azaz véges sok eleme van).
Q: Az A halmaz korlatos.

Van-e olyan aq, ag, .. . szdmsorozat, amelyre az {a1, ag, .. .} halmaz kor-
l4tos, de nincs se maximuma, se minimuma?

frjuk fel logikai jelekkel az alabbi allitasokat!

1.204.

1.206.

1.207.

1.208.

1.209.

1.210.

1.211.

Az A halmaz korlatos. 1.205. | Az A halmaz alulrél nem korlatos.

Az A halmaznak nincs legkisebb eleme.

Egy szamhalmaznak hany maximuma, illetve fels6 korlatja lehet?
Mi a kapcsolat az alabbi két allitas kozott, azaz melyikbdl kovetkezik
a masik?

P: Az A halmaznak van legkisebb eleme.
Q: Az A halmaz alulrél korlétos.

Legyen AN B # (. Mit tudunk mondani sup A, sup B,sup(A U B),
sup(A N B) és sup(A \ B) kapcsolatardl?

Legyen A = (0,1), B =[-v/2,V2] és C = {an + 2% in,m € N*}.

Hatarozzuk meg - amennyiben léteznek - a fenti halmazok szuprému-
mat, infimumat, maximumat és minimumat.
Legyen A egy tetszbleges szamhalmaz, tovabba

B:{—a:aeA},C:{l:aeA,a#O}.
a

Milyen kapcsolat van a fels6 és alsé hatarok kozott?

Hatarozzuk meg a kévetkezé halmazok minimumat, maximumat,
infimumat és szuprémumat, ha vannak!
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1.212. | [1,2] (1,2)
:nEN+} Q

1.214.
{2n -1

1.216. {1+1;neN+} {Vg:nENJF}

no n

1.218.] {z:z€(0,1)NQ} {1—|—k:n,kz€N+}
n

1.220. | {/n+1—+/n:nkeNt}

1.221. {n+ 1 ‘n € N+}
n

1.222. {(l/i:nel\ﬁ} {mZHEN}

1.224. | Legyen H a valds szdmok egy nem iires részhalmaza. Mi a kovetkez6

allitasok logikai kapcsolata?

(a) H alulrél nem korldtos. (b) H-nak nincs legkisebb eleme.

(c) Vee H3y € H (y < x). (d) Yye H3x € H (y < x).

1.225. | Tudjuk, hogy c fels6 korldtja H-nak. Kovetkezik-e ebb6l, hogy sup H =

c?

1.226. | Tudjuk, hogy H-nak nincs c¢-nél kisebb felsd korlatja.

ebbdl, hogy sup H = ¢?

Kovetkezik-e

1.227. | Legyenek A és B a valds szdmok nem iires részhalmazai. Bizonyitsuk

be, hogy ha
Va € A3db e B(a <),

akkor sup A < sup B.

1.228. | Bizonyitsuk be, hogy alulrdl korldtos, nem iires halmaznak van alsé

hatéral
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Legyenek x,y, A, B tetszdleges valds szdmok, € pedig pozitiv valés
szam. Mi a P és Q Aallitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl
kovetkezik a masik?

1.229. | P: |z —A|<e Q:A—-c<z<A+e
1.230. | P: |z —y| < 2¢ Q:lz—Al<eés|ly—Al<e
1.231. | P:|z|<Aés |yl < B Q:|z|—-|y<A-B
1.232. | P:|z|<Aés|y| < B Q: |z|+|y <A+ B

1.233. | P:|a| < Aés |yl <B Q:[z[— |yl <A+ B

1.234. | Adjunk példdt olyan nem iires valds szémhalmazra, amelyik korlatos,
de nincs legkisebb eleme!

1.235. | Tegyiik fel, hogy a H C R halmaz nem iires. Mi a kovetkezd allitdsok
logikai kapcsolata, azaz melyikbol kovetkezik a mésik?

P: H-nak nincs minimuma. Q:VaeRT"Ibe H b<a



2. fejezet

Szamsorozatok konvergenciaja

2.1. Az (a,) sorozat konvergens és tart a b € R szdmhoz, ha
Ve > 0 Ing Vn > no(Jan, — b] < €).

Egy adott e-hoz tartozd ng természetes szamot kiisz6bindexnek nevezziik.
Ha az (a,) sorozat tart a b szamhoz, ezt a kovetkezSképpen jelolhetjiik:

lim a, = b vagy lima,, = b vagy a, — b, ha n — oo vagy a,, — b.
n—oo

Ha az (a,,) sorozat nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat
divergens.

2.2. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke oo, vagy (a,) tart
végtelenhez, ha
VP € R 3ng Yn > ng(a, > P).

Ennek jele

lim a, = oo vagy lima, = oo vagy a, — 00, ha n — oo vagy a, — oo.
n—oo

2.3. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke -oo, vagy (a,) tart
minusz végtelenhez, ha

VP € R dng Vn > ’I’Lo(an < P)
Ennek jele

lim a, = —oo0 vagy lima, = —oo vagy a, — —oo,
n—oo

ha n — oo vagy a, — —oc.

2.4. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat oszcilldlva divergens, ha nincs
sem véges, sem végtelen hatarértéke.
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2.5. Renddr-szabdly. Ha valahonnan kezdve a,, < b, < ¢, 1étezik az (a,)
és a (¢, ) sorozat hatdrértéke és

lim a, = lim c¢,,
n—oo n— oo

akkor a (b,) sorozatnak is létezik a hatarértéke és

lim a, = lim b, = lim c¢,,
n—oo n— 00 n—oo

2.1. Sorozatok hatarértéke

Legyen az (a,) sorozat a kovetkez6képp megadva: a,, = 1+ —. A

n

feladatokban szerepld n és ng jelek pozitiv egész szamokat jel6lnek.

Adjunk meg olyan ng szdmot, hogy Vn > ng esetén teljesiiljon, hogy

(@) |an —1] < 0,1

Van-e olyan ng szam, hogy Vn > ng esetén teljesiil, hogy

lan — 2| < 0,001?

Igaz-e, hogy

(a) Ve >0

(b) Ing Ve >0

(c) Fe>0
(d) Fe>0
(e) Ve>0
(f) Ve>0

3710

377/0
3’)10
377,0

E'no

(b) |an — 1| < 0,01

Yn>ng (Ja, — 1] <e)
Yn >ng (Ja, — 1| <e¢)
Yn>ng (Ja, — 1| <e)
vn>ng (Ja, — 1] > ¢)
Vn<ng (Jan, —1] <e¢)
Yn <ng (Ja,—1|>¢)

Adjunk meg olyan N kiiszobindexet, ahonnan kezdve az egyik so-
rozat nagyobb, mint a masik!

b, = n?

.5. ap =4n® —3n? -7 b, = 10n + 30

n = 1002 4 25
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1

2.10. | ¢, =vVn+1—vn b, = —
n

2.11. | g, =2" b, =n3
n 1

2.12. | a, = 0,999 by = —
n

2.13. | aq, =107 b, = n!

Keressiink olyan IN szamot, hogy Vn > N esetén teljesiiljon, hogy

1

2.14. 1,01™ > 1000; 2.15. "< —
0,9" < =

2.16. | {2<1,01 W/n < 1,0001.

2.18 n? > 6n+ 15 2.19. | n3 > 6n%+ 15n + 37

2.20. | n3—4n+2>6n%— 151437

2.21. | nd—4n?+2>6n—15n+37

Mutassuk meg, hogy van olyan ng szam, amire igaz, hogy minden
n > ng esetén

m Vn+1-4/n<0,01 Vn+3—4/n<0,01

Bizonyitsuk be az alabbi egyenlGtlenségeket!
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Vn > 10 esetén 2" > n?; \/ﬁ§1+\%+...+%<2\/ﬁ.

Melyik 4llitésbol kovetkezik a masik?

P: Az (a,) sorozatban van legnagyobb és legkisebb tag.

Q: Az (ay,) sorozat korlatos.

Igaz-e, hogy b pontosan akkor hatarértéke az (a,) sorozatnak, ha

(a) barmely ¢ > O-ra az a,, sorozatnak végtelen sok tagja van e-ndl
kozelebb b-hez?

(b) bérmely € > 0-ra az a, sorozatnak csak véges sok tagja van b-t6l
legalabb e tavolsdgban?

(c) van olyan £ > 0, amelyre az a,, sorozatnak végtelen sok tagja van
e-nal kozelebb b-hez?

(d) van olyan € > 0, amelyre az a,, sorozatnak végtelen sok tagja van
b-t6l legaldbb e tdvolsdgban?

Mit mondhatunk a (—a,,) sorozat hatarértékérél, ha

2.30.

2.32.

lim a, =a (a € R); 2.31. lim a, = oo;

n—oo n—oo

lim a, = —oo? 2.33. | a, oszcilldlva divergens?
n—oo

Mi az aldbbi két allitds logikai kapesolata?

P: lim a, = >
n— oo

Q: (an) alulrdl korldtos, de feliilrél nem korldtos.

Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatarértékét, és adjunk meg
egy e-tdl fiiggd kiiszobindexet:
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2.35.

2.37.

2.39

2.47.

2.50.

2.51.

2.52.

2.53

2.54.

S 2.36. | L
n Vn
1+vn 2.38. n
n n—+1
5n —1 6 5
2.40. 2n° 4+ 3n
™+ 2 b — 2
1
n+1
1
vn?24+1—n 2.44.
n—
14+

Jn
...+n
/ 1
n2 2.46. n< 1_|__1>
n

Vn2+14++vn2—1-2n Vn+2—+3n-2

Konvergensek-e vagy divergensek-e a kovetkezd sorozatok? Hatarozzuk

meg a hatarértékeket, ha vannak!

3, han paros 3, han <100
(a) ap = . (b) an =

4, ha n péaratlan 4, han > 100
() an — 3n,2 han pa:Lros (d) an — n, han pzilros

4n”, ha n péaratlan 0, ha n pératlan

1
Bizonyitsuk be, hogy az — sorozat nem tart 7-hez!
n
. . nl
Bizonyitsuk be, hogy a (—1)"— sorozat nem tart 7-hez!
n
Bizonyitsuk be, hogy a (—1)" sorozat nem tart 7-hez!

Bizonyitsuk be, hogy a (—1)™ sorozat divergens!

Bizonyitsuk be, hogy konvergens sorozatnak mindig van legkisebb vagy

legnagyobb tagja.
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2.55.

2.56.

2.57.

Adjunk példat arra, hogy a,, — b, — 0 de Z—" -1

n

Bizonyitsuk be, hogy ha (a,) konvergens, akkor (|a,|) is. Igaz-e az
allitas megforditasa ?

Abbdl, hogy a? — a? kivetkezik-e, hogy a,, — a?
Es abbél, hogy a2 — a® kovetkezik-e, hogy a, — a?

Bizonyitsuk be, hogy ha a,, — a > 0, akkor /a,, — \/a.

Melyik allitasbdl kovetkezik, hogy a,, — oco?

2.59.

2.60.

2.62.

2.63.

VK esetén a (K, o00) intervallumon kiviil az a, sorozatnak csak véges
sok tagja van.

VK eseten a (K, 00) intervallumban az a,, sorozatnak végtelen sok tagja
van.

Tegyiik fel, hogy lim a, = oco. Melyik allitds igaz erre a sorozatra?
n—oo

Melyik allitdsbol kovetkezik, hogy lim a, = oo?
n—oo

(a) Az a, sorozatnak nincs legnagyobb tagja.
(b) Az a, sorozatnak van legkisebb tagja.

(c) A (3,00) intervallumon kiviil az a,, sorozatnak csak véges sok tagja
van.

(d) VK esetén a (K, 00) intervallumon kiviil az a, sorozatnak csak
véges sok tagja van.

(e) A (3,00) intervallumban az a,, sorozatnak végtelen sok tagja van.

(f) VK eseten a (K, o0) intervallumban az a,, sorozatnak végtelen sok
tagja van.

Igaz-e, hogy ha egy sorozatnak van (véges vagy végtelen) hatdrértéke,
akkor a sorozat alulrdl vagy feliilrol korlatos?

Mi az A és a B allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbol kovetkezik
a masik?

P: Az (a,) sorozat szigortian monoton nd.

Q: Az (ay,) sorozat tart a végtelenhez.
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Lehet-e az a,, sorozat hatarértéke —oo, oo vagy egy valés szam, ha

N

ot
=)
AR

6

=~

2.67.

2.70.

2.71.

a sorozatnak végtelen sok 3-nal nagyobb tagja van?
a sorozatnak végtelen sok 3-nal kisebb tagja van?

a sorozatnak van legnagyobb tagja?

a sorozatnak van legkisebb tagja?

a sorozatnak nincs legkisebb tagja?

a sorozatnak nincs legnagyobb tagja?

Van-e olyan oszcilldlva divergens sorozat, amelyik

(a) korlatos (b) nem korlatos?

Egy sorozatnak végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ tagja van.
Lehet-e a sorozat konvergens?

A kovetkez6, végtelenbe tarté sorozatokhoz keressiink kiiszébinde-

Xe

N

e !
5 !

72

7

2.76.

I

78

2.79.

o+

1+2+---+n
273, | =T TR
vn -

V1+ \f+ 4 /n n? —10n
o 100

n |

2" 2.77. | &

n 2n

3
|

2

Tetszbleges a valds szam esetén hatarozzuk meg — an hatarér-

tékét.

Tetsz8leges a valés szam esetén hatirozzuk meg vVn? —n + 1 — an ha-
tarértékét.
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Tetsz6leges a, b valés szdmok esetén hatarozzuk meg v/ (n + a)(n + b) —
n hatarértékét.

Bizonyitsuk be, hogy ha an+1 — an, — ¢ > 0, akkor a,, — oo.

e
[04]
-

Bizonyitsuk be, hogy ha a,, > 0, It — ¢ > 1, akkor a,, — oc.
Qnp
2.83. | Melyek azok az x valés szdmok, amelyekre a tizedestort jegyeibdl 4ll6

sorozat oszcillalva divergens?
2.2. A hatarérték tulajdonsagai

Meg lehet-e mondani az adott egyenlGtlenségek alapjan, hogy a
b, sorozatnak van-e hatarértéke, illetve meg lehet-e hatdarozni a
hatarértéket, ha van? Ha igen, hatarozzuk meg b,, hatarértékét!

< b, <

Sl

2.84. | 1oy 22 2.85. | _
n n

Ly, <y 2.87. | n<b,
n

2.88. | b, < —1,01" by < 12

Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,) sorozatnak nincs végtelenhez tarté
részsorozata, akkor a sorozat feliilrol korlatos.

2.91. | Bizonyitsuk be, hogy ha (az2), (a2n+1), (a3n) konvergensek, akkor (a,)
is az.

2.92. | Lehetséges-e, hogy az (a,) sorozatnak nincs konvergens részsorozata,
de (Jan|) konvergens?

Legyen a egy valés szam és a,, — a. Bizonyitsuk be, hogy
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2.93. |ha a > 1, akkor a) — cc. ha |a| < 1, akkor a;; — 0.

N

©

2.97.

2.9

Qo

9

©

2.100.

2.101.

2.102.

2.103.

5. |ha a > 0, akkor {/a, — 1. ha a < —1, akkor a;, divergens.

Bizonyitsuk be, hogy ha (a, + b,) konvergens és (b,,) divergens, akkor
(an) divergens.

Igaz-e, hogy ha (a, - b,) konvergens és (b,) divergens, akkor (a,) is
divergens?

Igaz-e, hogy ha (a,/b,) konvergens és (b,) divergens, akkor (a,) is
divergens?

Bizonyitsuk be, hogy ha lim In =~ _ 0, akkor (a,) konvergens és

lima, = 1. "

Tegyiik fel, hogy az (a,) sorozatra teljesiil, hogy In =9 _, 3 Bizo-
an+3 13

nyitsuk be, hogy a,, — 10.

Tegyiik fel, hogy az (a,) sorozatra /a, — 0,3. Bizonyitandd, hogy
a, — 0.

p(n+1)
p(n)

Legyen p(z) egy polinom. Bizonyitsuk be, hogy — 1.

Tegyiik fel, hogy az a,, sorozatnak van hatarértéke. Mi a kévetkezo
allitasok logikai kapcsolata?

2.104.

2.105.

2.106.

2.107.

1
P: Minden elég nagy n-re — < a,, Q: lim a, >0
n

n—roo

1
P: Minden elég nagy n-re — <a, Q: lim a, >0
n

n—oo

1
P: Minden elég nagy n-re — < a, Q: lim a, >0
n

n—oo

1
P: Minden elég nagy n-re — < a,, Q: lim a, >0
n

n—roo

Tegyiik fel, hogy az a,, és b, sorozatnak van hatarértéke. Mi a
kovetkez6 allitasok logikai kapcsolata?
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2.108. | P: Minden elég nagy n-re a, <b, Q: lim a, < lim b,
n— oo

n—oo

2.109. | P: Minden elég nagy n-re a, <b, Q: lim a, < lim b,

n—o0 n—0o0

Melyik allitasokbdl kévetkezik, hogy az a,, sorozatnak van hatarér-
téke? Melyik allitasokbdl kévetkezik, hogy a,, konvergens? Melyik
allitasokbdl kovetkezik, hogy a,, divergens?

2.110. | b, konvergens és a,, > b, minden elég nagy n-re.

2.111. | lim b, = oo és a, > b, minden elég nagy n-re.
n—oo

2.112. | lim b, = —oc és a, > b, minden elég nagy n-re.
n—oo

2.113. | b, és ¢, konvergens és b, < a,, < ¢, minden elég nagy n-re.

2.114. | lim b, = oo és a, < b, minden elég nagy n-re.
n—oo

Korlatosak-e feliilr6l a kovetkez6 sorozatok? Hatarozzuk meg a
hatarértékeket, ha vannak!

1+2+---+n 14+2+---+n
2.115. | 2T TR 2.116. | — =T 07

VI+V2+-+/n VI+V2+-+/n
2.117. 2.118.

Konvergensek-e vagy divergensek-e a kovetkezs sorozatok? Hata-
rozzuk meg a hatarértékeket, ha vannak!
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2.125.

2.127.

2.129.

2.131.

2.133.

2.135.

2.137.

2.139.

2.141.

1-24+3—--—2n
n?+1

nd—n2+1

n%4+1+100n2 +n+1

L2 +n2+1
3n4+nd34+1

.

1+

S|

N

1
n3
n
n+1

n+1/n
n+1

3nT +4
—5n2 +2
3n°/% 4 ny/n
n/4 4+ /n

2.126.

2.128.

2.130.

2.132.

2.134.

2.136.

2.138.

2.140.

2.142.

n—1\"
3n
n3—n2+1

\/n6 +100n%2 +n+1

n2 + (_1)71,
3n?+1

5 —1
™+ 2

2n0 + 3n®
né — 2

n® + 2
bn —1

2" 4 3"
n — 2n3
3n3 +18n% — 9

Mi a kovetkezo allitasparok logikai kapcsolata?

2.143.

2.144.

2.145.

2.146.

2.147.

2.148.

P: a, konvergens és b, konver- Q: a, + b, konvergens

gens

P:a, +b, >
P:a, +b, >
tap-b, —0

: a, ¢s b, korlatos

: a, és b, korlatos

O L& L& L& &

ta, — o0 és b, - 0

: an, — 00 vagy b, — oo
ta, — 0vagy b, =0

: a, + b, korlatos

: a, - b, korldtos
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2.149.

2.150.

2.151.

2.152.

2.153.

2.154.

2.155.

2.156.

Mutassunk példékat az a,, + b, sorozat lehetséges viselkedésére, ha

lim a, = o0 és lim b, = —oc0.
n—oo n—oo

Mutassunk példakat az a,, - b, sorozat lehetséges viselkedésére, ha

lim a, =0 és lim b, = oo.
n—oo n—o0

a
Mutassunk példékat az b—n sorozat lehetséges viselkedésére, ha
n

lim a, =0¢és lim b, =0.
n—oo n—oo

a . L
Mutassunk példékat az b—n sorozat lehetséges viselkedésére, ha
n
lim a,, = o0 és lim b, = co.
n—oo n—oo

Tegyiik fel, hogy a b, sorozat egyetlen tagja sem 0. Mi a P és a Q
allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbol kovetkezik a mésik?

P: b, > x Q:%—)O

n

Mi a P és a Q allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kovetkezik a
masik?

P:Z—n—>1 Q:a, —b, >0

Tegyiik fel, hogy a, — o0 és b, — co. Mi a P és a Q allitasok logikai
kapcsolata, azaz melyikbdl kovetkezik a méasik?

P:Z—n—>1 Q:a, —b, >0

Tegyiik fel, hogy a,, — 0 és b, — 0. Mi a P és a Q Allitdsok logikai
kapcsolata, azaz melyikbdl kovetkezik a masik?

P:Z—"—>1 Q:a, —b, >0

2.3. Monoton sorozatok

Legyen (a,) és (b,) két monoton sorozat. Mit tudunk mondani
a monotonitds szempontjabol a koévetkezd sorozatokrdl? Milyen
tovabbi feltételek mellett lesznek monotonok?
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2.157.

2.159.

2.161.

2.162.

2.163.

2.164.

(an + bn) (4 — bn)
(an - bn) <Zn>

n

Legyen a; =1, és n > 1 esetén a,1 = V2a,. Bizonyitsuk be, hogy az
a,, sorozat monoton novo!

1
Legyen a1 = 3 ésn > 1 esetén apy1 = 1 —+/1 — a,. Bizonyitsuk be,

hogy a sorozat minden tagja pozitiv, tovabba, hogy a sorozat monoton
csokkend!

Legyen a; = 0,9, és n > 1 esetén a,4+1 = a, — a2. Bizonyitsuk be,

hogy a sorozat minden tagja pozitiv, tovabba, hogy a sorozat monoton
csokkend! Mutassuk meg, hogy van olyan n € N*, amelyre igaz, hogy
a, < 107%, és adjunk példat ilyen n szamra!

An+41

Legyen a; > 0, és minden n € NT esetén > 1,1. Mutassuk meg,

Qn
hogy van olyan n € N*, amelyre igaz, hogy a,, > 105, és adjunk példat
ilyen n szamral!

Mi a kovetkez6 allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kévet-
kezik a masik?

2.165.

2.166.

2.167.

2.168.

P: Az a,, sorozat monoton nd.
Q: Az a,, sorozat végtelenhez tart.

P: Az a,, sorozat monoton csokken.
Q: Az a, sorozat minusz végtelenhez tart.

Tegyiik fel, hogy az (a,) sorozat tagjai n > 1 esetén kielégitik a a, <

ap—1+a Y . . ;
i egyenlétlenséget. Bizonyitsuk be, hogy az (a,) sorozat

nem lehet oszcilldlva divergens.

1
Legyen a3 = a > 0 tetszoleges, a,41 = 5 (an + a). Mutassuk meg,

n

hogy a, — v/a.
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Hatarozzuk meg a kovetkez6 rekurziv sorozatok hatarértékét, ha
van! A rekurziv képletekben n > 1.

2ay,
2.169. a; = 27 An41 = 1 fa2 2.170. a1 = 175’ Ap41 = —0p +1
n

5
Op + —

2.171. | a; =3, any1 = — n | 2172, | a) =6, apyy = — n
1
2.173. a; = 07 Apt1 = 2+ an 2.174. a; = O7 Ap+1 = 54
n

1
1+a,

1
2.177. ar =1, pt1 = Gp + — 2.178. a; = 0797 Opt1 = Qp — afb

n

2.179. ap = ]_7 Ap4+1 =V 2an 2.180. ap = 17 Ap4+1 = Qp + 3 1<F 1
an,

2.175. | a; =

a1 =0, apy1 =

Ap+1 =
" 4—ay,

=
—
N
-
N
[=2]

Korlatosak-e, illetve monotonok-e a kdvetkez6 sorozatok? Hata-
rozzuk meg a hatarértékeket, ha vannak!

1 n 1 n+1
2.181. (1 + ) 2.182. (1 1 )
n n

1\" 1\"
2.183. 1—= 2.184. 1+ —
n 2n

2.4. A Bolzano-Weierstrass-tétel és a Cau-
chy-kritérium

2.185. | Irjuk fel a Cauchy-kritérium tagaddsét egy (an) sorozatral Mi a felirt
allitds logikai kapcsolata az ,,(a,) divergens” &llitdssal?

Mi a kovetkezd allitasparok logikai kapcsolata?

2.186. | P: ay, 6s agyy1 konvergens Q: a,, konvergens



2. SZAMSOROZATOK KONVERGENCIAJA 45 U

2.187. | P: ag,, ao,41 65 as, konvergens Q: a,, konvergens

2.188. | P:ao, — 5 Q:a, —5

Kovetkezik-e valamelyik allitasbél, hogy a sorozat konvergens?

2.189. | a1 —a, —0,han— oo

2.190. | |ap —am| < minden n, m-re
m

n

Dontsiik el az alabbi sorozatokrdl, hogy van-e konvergens részsoro-

zatuk!
" 1
(-1 .
Vi o

2.195. | Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,) sorozatnak nincs konvergens részsoro-
zata, akkor |a,| — oo.

2.196. | Bizonyitsuk be, hogy ha (a,) korldtos és minden konvergens részsoro-
zata a-hoz tart, akkor a, — a.

2.197. | Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,) sorozatnak nincs két, kiilonbsz8 ha-
tarértékhez tartd részsorozata, akkor a sorozatnak van hatarértéke.

2.198. | Bizonyitsuk be, hogy ha |a,+1 — an| < 27" minden n-re, akkor az (ay,)
sorozat konvergens.

2.199. | Tegyiik fel, hogy a,41—a, — 0. Kovetkezik-e ebbél, hogy as,—a, — 0?7

2.5. Sorozatok nagysagrendje

2.200. | Bizonyitsuk be, hogy n! < n™ igaz!
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2.201. | Tegyiik az aldbbi sorozatokat nagysdgrend szerint sorba!

(n? +2m), (100y/n), (T(;)

—~
S
-3
~—

2.202. | Tllessziik be az n <n2 <n3 <+ <2" <3" < ... <nl <n" sorba a
megfeleld helyre v/n-ct, /n-et, ... , &/n-et!

2.203. | Keressiikk meg az aldbbi sorozatok kozott az Osszes aszimptotikusan
egyenl6 part!

(n), ("), (l+n"), (Vn), (¥n), (Va+1), (V2)

Konvergensek-e vagy divergensek-e a kévetkez6 sorozatok? Hata-
rozzuk meg a hatarértékeket, ha vannak!

n 4\ "
) (-4)
sor .
T o
%ﬂ 0,99"n?
= V1
—

o+ (T
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2.6. Vegyes feladatok

2.222.

2.223.

2.224.

2.225.

2.226.

2.227.

2.229.

1 1 1
Legyen a, = —+—+---+ — (n tagi az 6sszeg). Mivel a tagokat alkotd
n n

sorozatok 0-hoz tartanak, ezért az a, sorozat tart 0-hoz. Masrészt

minden n-re a, = n-— = 1, ezért a, — 1. Melyik kovetkeztetés a

n
hibas, és mi a hiba benne?

1 1 n
Tudjuk, hogy 1+ — — 1, tovdbbd 1" = 1, ezért (1 + ) 1.
n n

Masrészt a Bernoulli-egyenl6tlenség felhasznélasaval bizonyithatjuk, hogy

" "

(1 + ) > 2, tehat (1 + ) hatarértéke nem lehet kisebb 2-nél.
n n

Melyik kovetkeztetés a hibas, és mi a hiba benne?

Tegyiik fel, hogy /a, — 2. Mit mondhatunk a lim a, hatarértékrol?

n—o0

1
Tegytik fel, hogy /a, — 3 Mit mondhatunk a lim a,, hatarértékrol?

n—oo
Tegyiik fel, hogy {/a, — 1. Mit mondhatunk a lim a,, hatarértékrol?
n—oo
Tegytik fel, hogy a, — 2. Mit mondhatunk a lim a], hatarértékrol?
n—oo
Tegyiik fel, hogy a, — 3 Mit mondhatunk a lim a; hatérértékrol?
n—oo

Tegyiik fel, hogy a, — 1. Mit mondhatunk a lim a] hatarértékrol?
n—oo

Mutassunk példat olyan a, sorozatra, amelyre igaz, hogy

lim

An41

=1, és

n—oo @,

2.230.

2.232.

i = 2.231. i =
A dn =1 A @ = 00
lim a, =0 2.233. n]1_>n;o an =17

n—oo



3. fejezet

Valés fiiggvények hatarértéke, foly-
tonossaga

3.1. Jensen-egyenl6tlenség. Az f fiiggvény akkor és csak akkor konvex
az (a,b) intervallumon, ha barhogy megadva véges sok 1, s, ..., 2, € (a,b)
n

szamot és t1,ts,...,t, > 0 stulyokat gy, hogy Zti =1
i=1

f (Z tﬂ‘i) < th(%%
i=1 i=1

més szoval a silyozott kozépen vett fliggvényérték kisebb vagy egyenld a
fliggvényértékek silyozott kdzepénél.

3.2. Hatarérték és egyenlotlenségek kapcsolata.

— Ha a egy kornyezetében f(z) < g(x), f-nek és g-nek létezik a hatarér-
téke a-ban, akkor
lim f(z) < lim g(x).

r—a r—a

— Ha f-nek és g-nek 1étezik a hatarértéke a-ban és

lim f(z) < lim g(x),

r—a r—a
akkor a egy kornyezetében f(z) < g(x).

— Rendé6r-szabdly. Ha f(z) < g(z) < h(z) a egy kornyezetében, f-nek
és h-nak létezik a hatarértéke a-ban,

lim f(z) = lim h(z),

T—ra Tr—ra

akkor a g fiiggvénynek is létezik a hatarértéke a-ban és

lim f(z) = lim g(x) = lim h(x).

Tr—ra Tr—ra r—a
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3.3.

3.4.

3.5.

,»0-szor korldtos az 0”. Ha lim f(z) = 0 és g(z) korldtos, akkor
r—a

lim f(z)g(z) = 0.

r—a

Folytonossag és hatarérték kapcsolata.

Az f fuggvény akkor és csak akkor folytonos az a pontban, ha az a
pontban létezik a fiiggvény hatdrértéke és az megegyezik az f(a) he-
lyettesitési értékkel.

Az f fiiggvény akkor és csak akkor folytonos jobbrdl az a pontban, ha
az a pontban létezik a fiiggvény jobboldali hatarértéke és az megegyezik
az f(a) helyettesitési értékkel.

Az f fiiggvény akkor és csak akkor folytonos balrél az a pontban, ha
az a pontban létezik a fiiggvény baloldali hatarértéke és az megegyezik
az f(a) helyettesitési értékkel.

Korlatos zart intervallumon folytonos fiiggvények.

Weierstrass tétele: Korlatos zart intervallumon folytonos fiiggvény-
nek van legnagyobb értéke, azaz maximuma, és van legkisebb értéke,
azaz minimuma.

Bolzano tétele: Ha az f(z) fiiggvény folytonos az [a, b] korldtos zért
intervallumon, akkor a fiiggvény f(a) és f(b) kozott minden értéket
felvesz.

Inverz fiiggvény folytonossaga: Korlatos zart intervallumon folyto-
nos és invertalhaté fiiggvény értékkészlete egy korlatos zart intervallum,
és ezen a fliggvény inverze folytonos.

Egyenletes folytonossag.

Heine-Borel tétele: Korlatos zart intervallumon folytonos fiiggvény
egyenletesen folytonos.

Az f(x) fiilggvény akkor és csak akkor egyenletesen folytonos a korlatos

nyilt (a,b) intervallumon, ha folytonos (a, b)-n és léteznek és végesek a
lim f(z), lim f(z) hatdrértékek.

z—at z—b—

Ha f(x) folytonos az [a, c0)-en, derivdlhaté (a, 00)-en és a derivalt kor-
latos, akkor f(x) egyenletesen folytonos [a, 00)-en.
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3.1. Fiiggvények globalis tulajdonsagai

Jelolje [z] az x szdm egészrészét, azaz azt a legnagyobb egész szdmot,

amelyik nem nagyobb, mint x. Abrézoljuk a kovetkez§ fiiggvényeket!

(a) [z] (b) [-2]

(c) [z+0,5] (d) [2z2]

Jelolje {z} az 2 szém tortrészét: {z} = x—[z]. Abrézoljuk a kovetkezd
fliggvényeket!

(a) {z} (b) {—=}
(¢) {z+0,5} (d) {2z}
Fiiggvényt ad-e meg a kovetkezd képlet?
1 hazeQ
D(x) =
0 hazé¢Q

Adjuk meg a kovetkez6 fiiggvények képleteit a grafikonjaik alapjdn!

(a) (b)

14 17
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(c)

(d)

o J

Hatarozzuk meg a valés szamok legb6vebb részhalmazat, ahol a
kovetkez6 fiiggvények értelmezve lehetnek!

7 Vsinx

i

Pérositsuk a fliggvényeket és a fiiggvénygrafikonokat!
(@) (x—1)2-4

(c) (z+2)°+2

(A)

6}

54

8. logy (—2)
V—z

(b) (z—2)%>+2
(d) (z+3)2*-2

(B)
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(©) (D) \

3.10. | Az aldbbi dbrakon az y = —z? fiiggvény négy eltoltjanak a grafikonjat
abrazoltuk. frjuk fel a grafikonoknak megfelel6 képleteket!

(a) q /\ (b) /\
o

(c) ‘ ()

3.11. | Vannak-e egyenlSk a kdvetkezd fiiggvények kozott?
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(a) file) =z (b) fao(z) = Va?
(¢) fa(x) = (Va)® () fa(z) =Ine”
(e) folw) =" (f) folw) = (V=2)’

3.12. | Hatdrozzuk meg a fiiggvényértékeket, ha f(z) =z +5 és g(x) = 2* — 3.

(a) f(9(0)) (b) 9(f(0))
(¢) flyg()) (d) 9(f(x))
(e) f(f(=5)) (f) 9(9(2))
(g) f(f(x)) (h) g(g(x))
3-13. | Hatdrozzuk meg a fiiggvényértékeket, ha f(r) =z —1¢és g(x) = Jlr -
(a) fg(1/2)) (b) 9(f(1/2))
(¢) flg()) (d) 9(f(z))
(e) f(£(2) (f) 9(9(2))
(g) f(f(x)) (h) g(g(z))

Melyik fiiggvény paros, melyik paratlan, melyik se nem paros, se
nem paratlan, melyik paros is, és paratlan is?

3.14. | 23 3.15. | z*

3.16. sinzx 3.17. COS X

2+ sinx 3.19. 24 cosz

3.20. | 3 3.21. | (z+1)
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0 3.23. | |23

2 ()

Tegyiik fel, hogy f és g mindeniitt értelmezett valds fiiggvények.
Dontsiik el az alabbi k6vetkeztetésekrdl, hogy igazak-e. A valaszo-
kat indokoljuk!

3.26.

&
N

2

3.28.

3.29.

3.30.

3

[

3

24

3

3.34.

Ha f pératlan, akkor f(0) = 0.

Ha f(0) = 0, akkor f pératlan.

Ha f péros, akkor f(—5) = f(5).

Ha f(—5) = f(5), akkor f péros.

Ha f és g péros, akkor fg péros.

Ha f(—5) # —f(5), akkor f nem pdratlan.

Ha f és g paratlan, akkor fg paros.

Ha f és g péaratlan, akkor fg paratlan.

Abrézoljuk a kovetkezo fiiggvények grafikonjat! Szinezziik be pirossal
az z-tengelyen azokat az intervallumokat, ahol a fliggvény monoton

csOkken. Van-e olyan fliggvény ezek kozott, amelyik az egész értelmezési
tartomanyan monoton csokken?

(a) sinz (b) cosz
(c) o* (@ -

(e) |2 (£) |22 2|
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(g) tgw (h) ctgz
3.35. | Van-e olyan fiiggvény, amely R-en monoton né és monoton csékken?
Ha van, akkor adjuk meg az 6sszes ilyen fiiggvényt!
Valaszoljunk az alabbi kérdésekre. A valaszokat indokoljuk!

3.36. | Lehet-e két szigortian monoton nové fiiggvény dsszege szigortian mono-
ton csokkend?

3.37. | Lehet-e két szigorian monoton nové fiiggvény szorzata szigortian mo-
noton cstkkend?

o
&

3 Igaz-e, hogy két szigorian monoton csckkené fiiggvény Osszege szigo-
rdan monoton csokkend?

3.39. | Igaz-e, hogy két szigorian monoton cstkkend fiiggvény szorzata szigo-
ridan monoton cstkkend?

Jelslje D(f) az f fiiggvény értelmezési tartomanyat, R(f) pedig
az értékkészletét. Van-e olyan monoton névé fiiggvény, amelyikre
igaz, hogy

3.40. | D(f)=(0,1) és R(f) = [0,1]

3.41. | D(f)=1[0,1] és R(f) = (0,1)
3.42. | Irjuk fel logikai jelekkel, hogy egy fiiggvény korlétos!
Adjunk meg alsé, illetve fels6 korlatokat a kdvetkezo6 fiiggvények-

hez, ha vannak! Melyik fiiggvény korlatos?

3.43. | 22 3.44. | sinz

3.45. ] {z} 3.46. | [
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3.47. | sin’z 3.48. | 2-=
3.49. | 1o 3.50 1
. . xr . .
g? 1 +.’E2

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény mindeniitt értelmezett. frjuk fel
logikai jelekkel és adjunk példat arra, hogy az f fiiggvénynek

3.51. | 3-ban maximuma van! 3.52. | a maximuma 3.

3.53. | van maximumal 3.54. | nincs minimumal

Mi a kovetkezo allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kévet-
kezik a masik?

3.55. | P: Az f fiiggvénynek van maximuma.
Q: Az f fiiggvény feliilrdl korldtos.

3.56. | P: Az f fiiggvénynek nincs minimuma.
Q: Az f fiiggvény alulrél nem korlatos.

Adjuk meg a kovetkez6 fiiggvények m minimumat és M maximu-
méat a megadott intervallumokon, ha vannak!

o (~o0,50) g 1,3
x> [-1,1) 3.60. | sinx (—m,m)
3.61. | cosz (=m, ) 3.62. | [z] [-1,1]

3.63. | [z] (-1,1) m {z} [—1,1]

Mutassunk példat olyan mindeniitt értelmezett fiiggvényre, ame-
lyik

3.65. | sem alulrdl, sem feliilrél nem korldtos.
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3.66.

korlatos, de nincs sem minimuma, sem maximuma.

Mutassunk példat olyan fiiggvényre, amelyiknek az értelmezési tar-
tomanya a [—1, 1] intervallum, és a fiiggvény

3.67.

3.68.

sem alulrél, sem feliilr6l nem korlatos.

korlatos, de nincs sem minimuma, sem maximuma.

Van-e olyan fiiggvény, amelyik

3.69.

3.71.

3.72.

3.73.

szigoruan monoton cs6kken (—oo, 0)-ban, szigorian monoton né (0, 0o)-
en, és 0-ban nincs minimuma?

monoton csdkken (—oo,0]-ban, monoton né [0, c0)-en, és O-ban nincs
minimuma?

nem korlétos [0, 1]-en?
korlatos [0, 1]-en, de nincs sem maximuma, sem minimuma [0, 1]-en?

pozitiv R-en, de nincs minimuma?

Adjuk meg a kévetkez6 fiiggvények legkisebb pozitiv periédusat!

g
~J
s

g
g
e

g9
J
0

3.80.

3.81.

sin x 3.75. | sin(2z)
sin z 3.77. tgx
2
. . T
sinx +tgx 3.79. | sin2z +tg =

2

Bizonyitsuk be, hogy ha egy fiiggvény p szerint periodikus, akkor p
minden pozitiv egész t6bbszorose szerint is periodikus!

Periodikus-e az f(x) = 3 fiiggvény? Ha igen, akkor adjuk meg az dsszes
olyan szdmot, amely szerint periodikus!
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3.82.

3.83.

Van-e minden nem konstans periodikus fiiggvénynek legkisebb pozitiv
periédusa?

Periodikus-e a
1 hazeQ
D(z) =
0 hazé¢Q

Dirichlet-fiiggvény? Ha igen, akkor adjuk meg az Osszes olyan sza-
mot, amely szerint periodikus!

Dontsiik el, hogy konvex-e illetve konkav-e az adott fiiggvény

(0, 00)-ben!
3.84. | «» 3.85. | 22
NG 3.87. | —a®
3.88. | sinz 3.89. | [4]
3.90. | Legyen f valés fiiggvény a (0, 10) intervallumon. Mi a P és Q allitdsok

3.91.

I

92

3.93.

logikai kapcsolata, azaz melyikbol kovetkezik a mésik?

P: f konvex az (3,8) intervallumon.
Q: f konvex az (5,7) intervallumon.

Adjuk meg az 6sszes olyan fiiggvényt, amelyik egyszerre konvex és kon-
kdv az (1,2) intervallumon! Van-e ezek kozt szigorian konvex vagy
szigorian konkav?

Tegyiik fel, hogy f értelmezve van a (—1,3) intervallumban. Mi a ko-
vetkez§ allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbol kovetkezik a masik?

2
P g1 < L0 1
Q: f konvex a (—1,3) intervallumban.
Déntsiik el, hogy konvex-e illetve konkdv-e a /z fiiggvény a [0, 00)

intervallumban! frjuk fel a megfelel6 Jensen-egyenlOtlenséget. t; =

1
...=1t, = — sulyokkal!
n
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3.94.

3.95.

3.96.

Viazoljuk az 2! fiiggvény grafikonjat, és az [1,2] intervallum feletti

hurjat! Irjuk fel az 20 fiiggvény [1,2] intervallum feletti hirjdnak az
egyenletét! Bizonyitsuk be, hogy '° < 1023z — 1022 minden z € [1,2]-
re!

frjuk fel az sinx fiiggvény [%, g} feletti hirjanak egyenletét!
sin(m/6) + sin(w/2) T/6+7/2,
2 2 '

Melyik nagyobb: vagy sin

Irjuk fel az log,z fiiggvény [2,4] feletti hirjdnak egyenletét!

log; 2 4+ log, 4?

Melyik nagyobb: log, 3 vagy 5

Rajzoljunk fiiggvénygrafikont tgy, hogy a fiiggvény legyen

9

9

Qo

9

3.100.

3.101.

3.102.

© ¢ N

monoton névo [1,2]-ben és monoton csokkend [3,4]-ben
monoton névé [1,4]-ben és monoton csokkend [3, 5]-ben
konvex [1, 4]-ben és konkav [4, 5]-ben
konvex [1, 4]-ben és konkdv [2,5]-ben

szigorian monoton névy [1, 2]-ben, szigortian monoton csokkend [2, 4]-
ben, és legyen maximuma 2-ben

szigorian monoton névy [1, 2]-ben, szigortian monoton csokkend [2, 4]-
ben, és legyen minimuma 2-ben

Rajzoljunk fiiggvénygrafikont tigy, hogy a fiiggvényre teljesiiljon,

hogy

3.103.

3.104.

3.105.

3.106.

Vry € [1,2) AVas € [1,2]  f(x1) = f(x2)
Vop € [L,2] AVzy € [1,2] (1> 20 = f(z1) > f(z2))

Vo € [1,2] AVzy € [1,2] (z1 > 20 = f(21) < fa2))

f(z1) + f(z2)

Vi € [1,2] AVzg € [1,2] de € [x1,22] flo) = 5
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3.107. | oy e (1,2 ATmm e [1,2]  Vee[l,2] flz)# w
3.108. | Vi € [1,2] AVas € [1,2] f (xl —;—m) S f(an)‘;f(m)

3.109.| Vo, € (1,2 AVas € [1,2] f (ixl + z@) < if(acl) 4 %f(@)

3.110. | 3zp € [1,2] Vz e [1,2] f(z) < f(xo)

3.111. (V.l?l S [1,2] dxs € [1,2] f(xl) < f(.L“Q)) N (V.l?l S [1,2] dxs € [1,2]
f(z1) > f(z2))

3.112. | Melyik fiiggvény egy-egy értelmii rdképezés (bijekcid) az egész szédm-

egyenesen?

(a) = (b) 2°

(c) a° (d) vz

(e) vz () Vlzl

®  fa)={ 1) et

3.113. | Adjuk meg a kovetkez6 fiiggvények inverzeit! Rajzoljuk fel egy koordi-
néatarendszerbe az inverz parokat!

(a) «* (b) 23 +1
(c) 2 (d) 22 -1
Adjunk meg olyan intervallumokat, ahol a fiiggvény egy-egy értel-

mii (injekcié)! Hatdrozzuk meg a fiiggvények inverzét ezeken az
intervallumokon!

3.114. | 42 3.115. | /7
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3.116. | sinx 97

3.118. | Keressiink olyan fiiggvényeket, amelyek egyenlék az inverziikkel!

3.119. | Mi a kovetkezd két 4llitds logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kévetkezik
a masik?

P: Az f fiiggvény szigoriian monoton.
Q: Az f fiiggvénynek van inverze.

3.120. | Mutassuk meg, hogy az

_Jz, hazecQ
f(x)_{—mhaxgé(@

fliggvény semmilyen intervallumon sem monoton, de a fiiggvénynek van
inverze!

3.121. | Keressiink inverz parokat a grafikonok kézott!

(a) (b)

NI
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(c) (d)

(e) (f)

(2) (h)

NS

3.122. | Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelynek a grafikonja
szimmetrikus az

(a) x tengelyre? (b) y tengelyre?

3.123. | Mi a kovetkezd édllitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kovetkezik
a masik?
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3.124.

3.125.

3.126.

3.127.

3.128.

P: Az f fiiggvény monoton né R-en.
Q: Minden z € R esetén f(x +1) > f(x)

1
Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = — + fiiggvény a (0,1) interval-
x

x—1
lumban minden értéket pontosan egyszer vesz fel!
1+ f(x)

Bizonyitsuk be, hogy ha minden z € R esetén f(z + 1) = 17]”()7
— f(z

akkor az f fiiggvény periodikus!

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény paros. Lehet-e f-nek inverze?

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény paratlan. Kovetkezik-e ebbol, hogy
f-nek van inverze?

Abrézoljuk a kovetkezo f és g fiiggvényeket! Hatarozzuk meg a g o f
fiiggvényt! Igaz-e, hogy a g fiiggvény az f fliggvény inverze?

x, haz <0 x, haz <0
flz)=1<1/2 ha =0 és gx) =40 ha0<z<1
z+1 haz>0 r—1 hax>1

3.2. A hatarérték

3.129.

Az dbrén lathaté f(x) fiiggvény grafikonja alapjan dontsiik el, hogy
léteznek-e az aldbbi hatarértékek, és ha igen, adjuk meg ezt az értéket!

SN

/«f‘ b

(2) lim /() (b) lim f(x) (c) lim f(x)
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3.130. | Az 4bran lathaté f(x) fiiggvény grafikonja alapjén dontsiik el, hogy

léteznek-e az alabbi hatdrértékek, és ha igen, adjuk meg ezt az értéket!

(a) lim_f(x) (b) lim f(x) (c) lim f(x)

3.131. | Mely é4llitdsok igazak az dbran lathaté f(x) fiiggvény grafikonja alap-

jan?

(a) lim f(x) létezik. (b) lim f(z) =0 (c) lim f(z) =1
(d) lim f() =1 (e) lim f() =0

(f) Az f(z) fiiggvénynek a (—1, 1) nyilt intervallum minden pontjaban
van hatarértéke.

3.132. | Mely 4llitdsok igazak az dbran ldthaté f(x) fiiggvény grafikonja alap-
jan?
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R

(a) lim f(z) nem létezik.
T2

(b) lim f(z) =2

T—2

(c) lim f(x) nem létezik.
z—1

(d) Az f(z) fiiggvénynek a (—1, 1) nyilt intervallum minden pontjiban
van hatarértéke.

(e) Az f(x) fiiggvénynek az (1,3) nyilt intervallum minden pontjéban
van hatarértéke.

3.133. | Mely 4llitdsok igazak az dbrén lathaté f(x) fiiggvény grafikonja alap-

jan?

(a) lir{1+ flz)=1 (b) 111(1)17 flz)=0

(&) Jim fr)=1 (@ Tim )= lm f()
(e) ilg% f(z) 1étezik. (£) aljll)r(l) flz)=0

(g) lim f(z) =1 (h) lim f(z) =1

rz—1
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(i) i f(x) =0 () lim 1) =2
(k) hr{l— f(z) nem létezik. 1) lirgl+ f(z)=0

3.134. | Irjuk fel logikai jelekkel az alabbi allitasokat! Adjunk példat olyan fiigg-

vényekre, amelyekre igazak az allitasok!

(a) lim f(z) =4 (b) lim f(z) =00  (c) lim f(z) = —o0

z—3 r—5

(d) lim f(x)=4 (e) lim f(z) =00 (f) IIE?+ flx)=—o0

z—3t r—3t1
(&) Jm f@)=4 (B) lm f(#)=c0 () lm f(r)= o

() lim f(z)=4 (k) lim f(z)=00 (1) lim f(z)=—o0

T—r 00 r—00 Tr— 00

(m) lm f(z)=4 (n) lm_f(z)=oco (o) lim_f(x)=—oa

T—>—00

3.135. | Keressiik meg azokat a fiiggvényeket, amelyeknek létezik és ugyanaz a
hatérértéke 3-ban!

(a) 5 (b) 6
5, ha x # 3 5 haxeQ
(©) {6, ha o = 3 (@) {6, haz ¢ Q
1 1
© T )
1 1
(&) sin(x — 3) () r—3

Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket behelyettesitéssel!
3.136. | lim 5z 3.137. | lim 5z
r—3 z—0
. -2
3.138. lim (72 —3 3.139. i
m, ( ) P
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3.140.

3.142.

lim 32%(7x — 3)

r——1

lim xsinzx

Tr—T

/2

3.141.

3.143.

lim
z—1

lim
Tr—rT

322
Tx—3

COoS T

1—m

Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket a tortek egyszeriisitése
utan!

3.144.

3.146.

3.148.

3.150.

3.152.

3.154.

Hatarozzuk meg a kdvetkez6 trigonometrikus hatarértékeket!

3.156.

3.158.

3.160.

3.162.

Hatarozzuk meg a kévetkez6 hatarértékeket, ha léteznek!

lim
x—5

lim

r—>5
z2 — 25

z2 + 3z — 10

r——5 x+5

lim
x—0

lim
=0

lim

y—0

lim
x—0

t2+t—2

t2—1

sinx

T

sin(9v/2)
V2
sin 3y
4y

tg 2z

T

3.145.

3.147.

3.149.

3.151.

3.153.

3.155.

3.157.

3.159.

3.161.

3.163.

lim

-3 32 +4x+3

lim
T—2

lim

z+3

x2 — Tz + 10

r— 2
2 +3t+2

t—>—1 t2 —t—2

I 4z — 22

im ———
14)427\/5

. V224 8-3
lim ————
r——1 .’E+].

VA Ry — |
lim ——M—
x—0 :L’2

lim
z—0

lim
t—0

lim
h—0

1 —cosx
72
sin kt
t

sin 3h
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lim x sinx
x—0

3.165.

.1
lim sin —
x—0 x€X

Hatarozzuk meg a kovetkez6 fiiggvények hatarértékeit a oo-ben és
a —oo-ben!

3.166.

3.168.

3.170.

2x+ 3
br +7

223 — Tx
3+ 1
2% — Tx
3+ 1

3.167.

3.169.

3.171.

202 —Tr+1
Vrz+1+1
2r + 3
522+ 7
x_1+x_5

-2 — -3

Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvények (véges illetve végtelen) ha-

tarértékét a oco-ben!

3.172.

3.174.

3.176.

2vr + a7t

3x— 7
223 — Tx
2 +1
202 —Tr+1
Vet +1+1

3.173.

3.175.

2+
2—a

22 —Tr+1
Vi +34+7

V22 +1+1
Vz+1+1

Szamitsuk ki a kovetkezd féloldali hatarértékeket! Mindegyik fel-

adatnal szamoljuk ki a masik oldali hatarértéket is!

3.178.

3.180.

3.182.

3.184.

. 1
lim —
z—0+ 3T

li
:Izigl* xr—2
2x

im
z——8+t T+ 8

4

lim

a7+ (X —T)2

3.179.

3.181.

3.183.

3.185.

. 5
lim —
z—0— 2T

. 1
lim
z—=3+ T — 3
. 3z
im
z——5— 2T + 10

-1

lim

z—0- 22 (x + 1)

Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértékeket!
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sinx e’
3.186. i 3.187. im —
am (3.187.] lim z
Inx x?
s iy o0 i 2

z—o00 e

Legyen k egy rogzitett pozitiv egész szam. Szamitsuk ki a kovet-
kez6 hatarértékeket:

o i

Van-e hatarértéke 0-ban a kdvetkez6 fiiggvényeknek? Van-e félol-
dali hatarértékiik ugyanitt?

g )
1, h Q , h Q
T frimeed

3.196. | Mutassunk példat olyan mindeniitt értelmezett fiiggvényre, amelyiknek
pontosan 2 pontban van hatéarértéke!

3.197. | Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyiknek végtelen sok
pontban végtelen a hatarértéke?

3.198. | Bizonyitsuk be, hogy ha f nem konstans, periodikus fiiggvény, akkor
f-nek nincs hatarértéke végtelenben!

Van-e hatarértéke végtelenben a kévetkezo6 fiiggvényeknek?

) fa}
sinz tgx

Mi a logikai kapcsolata a kévetkez6 allitasoknak, azaz melyikbdl
kovetkezik a masik?
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3.203. | P: lim f(z)=5 Q: lim f*(z) =25
T—00 T—00

3.204. | P: lim f(z)=-5 Q: lim [f(z)[=5
T—00 T—00

1
3.205. | P: lim f(z) =00 Q: lim —— =0

3.206. | Van-e hatarértéke az

(a) a, =sin(nn) sorozatnak?  (b) f(x) = sinz fiiggvénynek végte-
lenben?

(c) a, = [712} sorozatnak? (d) f(z) =[] fiaggvénynek 0-ban?

Mi a logikai kapcsolata a kovetkez6 allitasoknak, azaz melyikbdl
kovetkezik a masik?

3.207. | P: Az f(n) sorozat hatdrértéke 5. Q: lim f(z) = 5.

Tr—r00

1
3.208. | P: Az f <) sorozat hatarértéke Q: lin}) f(z)=5.
n z—
5.

3.209.

3.210.

)

: Jim (f(2) +g(2)) = oo

Q: lim f(z) = o0 vagy lim g(x) = o0
T—00 T—00

3.211.

T

2 lim f(a)g(z) = oo
Q: lim f(z) = oo vagy li_>m g(z) = o0

Tr—r00

8

HD—‘
$E
=

&

_|_

= o
&

Il

3

3.212. | Legyen f mindeniitt értelmezett fiiggvény! Mi a
P: lim f(z)=0 Q: Az f(n) sorozat hatarértéke 0
T—r 00

allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbol kovetkezik a masik, ha
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(a) f tetszOleges? (b) f folytonos?

(c) f monoton? (d) f korlatos?

3.3. Folytonos fiiggvények

3.213. | [rjuk fel logikai jelekkel, hogy az f fiiggvény folytonos 3-ban!
Mi a kovetkezd allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kovet-
kezik a masik?

3.214. | P: Az f fiiggvénynek van hatdrértéke 3-ban.
Q: Az f fiiggvény folytonos 3-ban.

3.215. | P: Az f fiiggvénynek nincs hatdrértéke 3-ban.
Q: Az f fiiggvény nem folytonos 3-ban.

3.216. | Folytonosak-e O-ban a kovetkezd fiiggvények?

1, hazeQ
0, haz ¢ Q

x, hax e€Q

(a) D(as){ e

(b) f(z) = {

3.217. | Mutassunk példat olyan fiiggvényre, amelyik pontosan 2 pontban foly-
tonos!

3.218. | Az f, g : R — R fiiggvények egy pontban eltérnek, mindenhol méshol
megegyeznek. Lehet-e mindkét fiiggvény mindenhol folytonos?

3.219. | Tegyiik fel, hogy az f, g : R — R fiiggvényeknek minden pontban
van véges hatarértékiik és a hatarértékek meg is egyeznek. Kovetkezik-
e ebbdl, hogy f = g mindenhol? Mi a helyzet akkor, ha f is, g is
folytonos?

3.220. | Mi a kovetkezd allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kévetkezik
a masik?

P: Az f és g fiiggvények folytonosak 3-ban.
Q: Az f + g fiiggvény folytonos 3-ban.

3.221. | Tegyiik fel, hogy f folytonos, g pedig nem folytonos 3-ban. Lehet-e
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(@) f+yg (b) fg

folytonos 3-ban?

3.222. | Tegyiik fel, hogy sem f, sem g nem folytonos 3-ban. Kovetkezik-e ebbol,
hogy

(@) f+yg (b) fg

sem folytonos 3-ban?

3.223. | Tegyiik fel, hogy f is, g is folytonos 3-ban. Kovetkezik-ebbdl, hogy az

i fliggvény is folytonos 3-ban?
g
Hol folytonosak a kévetkezd fiiggvények?
2 —4 23 —1
3.225.
o r—
3.226. | /z 3.227. | Yz

3.224.

3.228. | Adjunk példét olyan f : R — R fiiggvényre, amelyik sehol nem folyto-
nos, de | f| mindeniitt folytonos!

Milyen ¢ szam megadasa esetén lesznek a kovetkezs fiiggvények
folytonosak a 0-ban?

2
3.229. (I)_{ z°+2 haz20

mx+c¢ hax<0

sinx

hax #0

3.230

c haz=0

3

+z+1 ha x>0
3.231. - 7
- f(z) {ax2+bx—|—c haz <0
3.232 {

vr+2 hax>0
(r+c¢)? haz<0
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3.233. | Bizonyitsuk be, hogy minden 3-adfokd polinomnak van valds gyoke!

3.234. | Tegyiik fel, hogy az f pozitiv fiiggvény folytonos [a, b]-ben. Bizonyitsuk
be, hogy van olyan ¢ € [a, b], amelyre igaz, hogy

(a) f@):M (b) f(e) = v/F(@ ()

3.235. | Tegyiik fel, hogy f folytonos [a,b]-ben, tovdbba f(a) > a és f(b) < b.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ € [a, b], amire f(c) = c.

3.236. | Tegyiik fel, hogy f és g folytonosak [a, b]-ben, tovdbbd f(a) > g(a) és
f(b) < g(b). Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ € [a,b], amire f(c) =
g(c).

3.237. | Tegyiik fel, hogy f és g folytonosak [a,b]-n, és minden x € [a, b] esetén
f(z) < g(z). Bizonyitsuk be, hogy van olyan m > 0 szdm, hogy minden
x € [a,b] esetén g(z) — f(x) > m.

3.238. | Adjunk példét olyan f :[0,1] — R fiiggvényre, amely egy pont kivéte-
lével folytonos és

(a) nem korldtos. (b) korldtos, de nincs legnagyobb
értéke.

Mi a kovetkez6 allitasparok logikai kapcsolata, azaz melyikb6l ko-
vetkezik a masik?

3.239. | P: f folytonos [1,2]-n Q: f-nek van maximuma és minimuma [1, 2]-n
3.240. | P: f folytonos (1,2)-n Q: f-nek van maximuma és minimuma (1,2)-n

3.241. | P: f korldtos (1,2)-n  Q: f-nek van maximuma és minimuma (1,2)-n

3.242. | P: f korldtos [1,2]-n Q: f-nek van maximuma és minimuma [1, 2]-n

Van-e olyan fiiggvény, amelyik

3.243. | nem folytonos [0, 1]-en, de [0, 1]-en van maximuma is és minimuma is?
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3.244. | folytonos (0,1)-en, és (0,1)-en van maximuma is és minimuma is?

3.245. | folytonos (0,1)-en, de (0,1)-en nincs sem maximuma, sem minimu-
ma?

3.246. | folytonos [0,1]-en, de [0, 1]-en nincs sem maximuma, sem minimuma?

Van-e maximuma a kovetkez6 fiiggvényeknek a [77, 888] intervallu-
mon?

3.247. | 3 Ssing + /x 3.248. | sin(2z) + cos(3x)
3.249. | [z] 3.250. | {x}

Jelslje D(f) az f fiiggvény értelmezési tartomanyat, R(f) pedig az
értékkészletét! Van-e olyan fiiggvény, amelyikre igaz, hogy

3.251. | D(f)=(0,1) és R(f) = [0,1]

3.252. | D(f)=[0,1] és R(f) = (0,1)

3.253. | D(f)=[0,1] és R(f) = [3,4] U[5,6]

Van-e olyan monoton név6 fiiggvény, amelyikre igaz, hogy
3.254. | D(f)=(0,1) és R(f) =[0,1]
3.255. | D(f)=10,1] és R(f) =(0,1)

3.256. | D(f) =[0,1] és R(f) = [3,4] U[5,6]

Van-e olyan folytonos fiiggvény, amelyikre igaz, hogy

3.257. | D(f)=(0,1) és R(f) = [0,1]

3.258. | D(f)=1[0,1] és R(f) = (0,1)
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3.259. | D(f)=1[0,1] és R(f) = [3,4] U[5,6]

3.260. | Bizonyitsuk be, hogy (korldtos) zart intervallumon folytonos fiiggvény
értékkészlete (korlatos) zdrt intervallum.

3.261. | Bizonyitsuk be, hogy ha az f fiiggvény folytonos R-en, tovdbb4 a hatar-
értéke végtelenben is, és minusz végtelenben is nulla, akkor f korlatos!

3.262. | Bizonyitsuk be, hogy ha az f fiiggvény folytonos R-en, tovdbbé a ha-
tarértéke végtelenben is, és minusz végtelenben is végtelen, akkor f-nek
van minimumal

3.263. | Bizonyitsuk be, hogy az xsinz = 100 egyenletnek végtelen sok gydke
van!

Hol folytonosak jobbrdl, hol folytonosak balrdl, illetve hol folyto-
nosak a kovetkez6 fiiggvények?

3.264. | [z] 3.265. | [—a]

3.266. | [z]+ [—x] 3.267. | [z] — [—2]

Hol folytonosak a kévetkezd fiiggvények?

1
cos—, hax#0
3.268. | f(z)= v

0 haz=0

1
rsin—, haxz#0
x

3.269. | f(x)=

0 haz=0

Egyenletesen folytonosak-e a kévetkezd fiiggvények az adott inter-
vallumokban?

fo)mr (ool (22, (2

W=7 O, L2 12 (1)



4. fejezet
A differencialszamitas és alkalma-
zasai

4.1. Az f fiiggvénynek pontosan akkor van érint6je az a pontban, ha itt
derivalhat6. Ekkor az érinté egyenlete

y=f'(a)(x —a)+ f(a)

4.2. Ha az f(z) fiiggvény derivilhaté az a pontban, akkor a fiiggvény foly-
tonos az a pontban.

Ez a tétel nem fordithaté meg: példaul az f(x) = |z| fliggvény folytonos
0-ban, de itt nem derivélhatd!

4.3. Derivalasi szabalyok. Ha f és g derivdlhaté a-ban, akkor

— tetszbleges ¢ € R esetén c- f derivalhaté a-ban és
(c-f)(a) =c- f'(a);
— f + g derivélhat6 a-ban és
(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a);
— f - g derivalhaté a-ban és

(f-9)'(a) = f'(a) - gla) + f(a) - ¢'(a);

— g(a) # 0 esetén ! derivélhaté a-ban, és
g
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4.4. Lancszabdly. Ha g derivdlhaté a-ban, f derivalhaté g(a)-ban, akkor
f o g derivalhaté a-ban és

(fog)(a) = f'(9(a)) - g'(a).

4.5. Inverz fiiggvény derivaltja. Ha f folytonos és invertalhato a koriil,
a-ban derivalhaté, és f'(a) # 0, akkor f~! derivdlhaté f(a)-ban és

4.6. Kozépértéktételek.

— Rolle tétele. Ha f folytonos az [a,b] zdrt intervallumon, derivdlhatd
az (a,b) nyilt intervallumon és f(a) = f(b), akkor van olyan ¢ € (a,b),
amelyre f'(c) = 0.

— Lagrange-kozépértéktétel. Ha f folytonos az [a,b] zdrt interval-
lumon, derivélhaté az (a,b) nyilt intervallumon, akkor van olyan ¢ €
(a,b), amelyre

f’(c) _ f(bz : Z(a)

A tétel geometriai jelentése az, hogy minden hurhoz taldlhaté vele pér-
huzamos érint6.

— Cauchy-kézépértéktétel. Ha f és g folytonos az [a, b] zart interval-
lumon, derivélhaté az (a,b) nyilt intervallumon, és = € (a,b) esetén
g'(z) # 0, akkor van olyan ¢ € (a,b), amelyre

f'(e)  f(b) = f(a)
g'(c) g)—gla)

— Az integralszamitds alaptétele. Ha f és g folytonos az [a, b] zért
intervallumon, derivélhaté az (a,b) nyilt intervallumon és x € (a,b)
esetén f'(x) = ¢'(x), akkor f — g konstans fiiggvény.

4.7. Darboux-tétel. Ha f derivilhaté (a,b)-ben, a-ban jobbrdl, b-ben
balrél derivalhaté, akkor az f'(x) derivaltfiiggvény minden f! (a) és f’ (D)
kozotti értéket felvesz.
4.8. Monotonitas és derivalt kapcsolata. Legyen f(z) folytonos [a, b]-n
és derivalhaté (a,b)-n.
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— Az f(x) fiiggvény monoton nd [a, b]-n, akkor és csak akkor, ha minden
x € (a,b) esetén f'(x) > 0.

— Ha minden z € (a,b) esetén f’(z) > 0, akkor f(z) szigorian monoton
né [a, b]-n.

Ez az 4llit4s nem fordithaté meg, példaul f(z) = 22 szigortian monoton
né de f'(0) = 0.

— Az f(x) fiiggvény szigorian monoton nd [a,b]-n akkor és csak akkor,
ha minden = € (a,b) esetén f'(x) > 0 és minden a < ¢ < d < b esetén
f'(z)-nek csak véges sok gyvke van (¢, d)-ben.

4.9. Lokalis széls6érték és a derivalt kapcsolata. Tegyiik fel, hogy f(x)
derivalhaté a-ban.

— Ha f(z)-nek lok4lis szélséértéke (maximum vagy minimum) van a-ban,
akkor f’(a) = 0.

— Ha f(z) derivdlhaté a egy kornyezetében, f'(a) = 0 és f'(x) el&jelet
vélt a-ban, akkor f(x)-nek lok4lis szélséértéke van a-ban, mégpedig
— lokélis (szigort) maximuma, ha a-t6l balra (f'(x) > 0) f'(x) > 0,
és a-t6l jobbra (f'(x) < 0) f'(z) <0,
— lokélis (szigord) minimuma, ha a-tél balra (f'(z) < 0) f'(z) <0,
és a-tdl jobbra (f'(z) > 0) f'(x) > 0.

— Ha f(z) kétszer derivdlhat6 a-ban, f/'(a) = 0 és f’(a) # 0, akkor f(z)-
nek lokalis szélséértéke van a-ban, mégpedig
— lokalis szigord maximuma, ha f”(a) < 0,
— lokélis szigord minimuma, ha f”(a) > 0.

4.10. Konvexitas és a derivalt kapcsolata. Tegyiik fel, hogy f(z) deri-
vélhaté (a,b)-ben.

— f(z) akkor és csak akkor (szigorian) konvex (a, b)-n, ha f'(z) (szigoru-
an) monoton névé (a, b)-n.

— f(x) akkor és csak akkor (szigortan) konkav (a,b)-n, ha f’(z) (szigo-
rian) monoton csokken (a, b)-n.

— f(x)-nek a c € (a,b) inflexiés pontja akkor és csak akkor, ha f’'(x)-nek
c-ben lokdlis széls6értéke van.

4.11. L’Hospital szabaly. Tegyiik fel, hogy f és g derivalhaté a egy pon-
tozott kornyezetében, f-nek és g-nek van hatarértéke a-ban és vagy mindkét
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hatarérték 0 vagy mindkét hatérérték oo, azaz a két fiiggvény hanyadosa-

/
nak hatérértéke kritikus. Ekkor ha létezik a lim f/EI; hatarérték, akkor
z—a g'(T
létezik a lim M hatarérték is, és
z—a g(x)

lim f(z) = lim F'@)

—ag(a)  eag(@)

A fenti tétel a (pontozott) kornyezet értelemszerti médositdsaval érvényes
marad akkor is, ha a hatarértéket valamelyik végtelenben, illetve valamelyik
oldalrdl vizsgaljuk.

4.1. A derivalt fogalma

Szamitsuk ki a definicié szerint /z és ¢z differencidlhdnyadosdt az
x = a pontban! Hol van értelmezve, hol folytonos és hol differencidlhatd
a /T és a ¥z fiiggvény? Adjuk meg a derivéltfiiggvényeket!

Tegyiik fel, hogy
o @) = £3)

x—3 x73

=4.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy az f fliggvény folytonos 3-ban?
Tegyiik fel, hogy az f fliggvény folytonos 3-ban. Kovetkezik-e ebbdl,

hogy a
i 1@ = £3)
r—3 r—3

hatarérték 1étezik és véges?

Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértékeket!

. (z+h)?—2? Vr+h—x
4.4. lim —%F——— 4.5. i
4t ] g S B
. 1f(x+h)—-1/z (z+h)> — a3
4.6. lim —~— 4.7. im ——~2
46 ] Jim SRET AT ] gm B
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2 2 —
T—xo X — X T—T0

r — X
410, | G YE-lm 411, | fim B0
T—T0 T — g T—To X — X

Hol folytonosak, és hol differencidlhaték a kovetkez6 fiiggvények?

4.12. | |z| 4.13. | |28

2~ 1] Ve

Milyen b és c esetén lesznek a kdvetkez6 fiiggvények differencialha-
ték 3-ban? Adjuk meg a derivaltakat!

x ha z > 3
1@ ={ o iy

x? hax <3
b—cx hax>3

[ 1-=z)2—2z) haz>-3
418 | h(@) { br +c ha z < —3

Hol differencialhaték a kovetkezé fiiggvények? Hol folytonosak a
derivaltfiiggvények?

L1
f(w)z{“mx hao#0

0 haz=0

f(x):{ xQSin% ha z # 0

0" haz=0
fla) = [a?]

f(z) = {} sinme

() = [] sin? ma
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—22 haz<0
4.24. f(x):{ 40

1—x hax <1
f@)={(1-2)2-2) hal<z<2
—(2—x) ha2 <z

2
1
4.26. | f(z)= ({m} — 2> , ahol {z} az = tortrészét jelsli.

4.27. | f(z) = [z]sin7x, ahol [z] az © egészrészét jeldli.

4.28. | Melyik grafikon az f(z) = sin®z fiiggvényé és melyik a g(z) = |sin z|
fliggvényé?

(a) (b)

V\/\M

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények els6, masodik, ..., n-edik
derivaltjat!

4.2. Derivalasi szabalyok

Mi a kovetkezo allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kévet-
kezik a masik?

4.33. | P: Az f fiiggvény péros. Q: ' pératlan.

4.34. | P: Az f fiiggvény pératlan. Q: [’ péros.
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Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény differencialhaté. Mi a k6évetkezd
allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikb6l kévetkezik a masik?

4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

P: Az f fiiggvény periodikus. Q: Az [’ fiiggvény periodikus.

P: lim f(z)=0 Q: lim f'(z)=0

P: lim f(z) =0 Q: lim f'(z) =

P: f differencidlhaté a-ban Q: lim LT @M
h—0 2h

Keressiik meg azokat a helyeket, ahol a sin x fiiggvény érintdje par-
huzamos az

4.39.

S

'S S 'S ke S
1N 'S S 'S
N o o Ll I =

S
N
%

x tengellyel; 4.40. | az y = x egyenessel.

Adjuk meg cosx grafikonjanak = = g pontbeli érint&jét!

Irjuk fel az f(z) = 2® — 22 4 32 + 4 fiiggvény érintbjének az egyenletét
az (1;6) pontban!

Hol vizszintes a 2z — 622 + 8 fiiggvény grafikonjanak az érintéje?

Adjuk meg 223 — 622 + 8 grafikonjanak azokat az érintSit, amelyek az
z-tengellyel 45 fokos, illetve 30 fokos szbget zarnak be!

Milyen szogben metszi az x? fiiggvény grafikonja az y = 2x egyenest,
azaz mekkora a kozos pontokban az érinté és az egyenes szoge?

Bizonyitsuk be, hogy az 22 — y?> = a és 2y = b gorbék merélegesen
metszik egymdst, azaz a metszéspontokban az érinték merélegesek.

Hol fiiggSleges az érintéje a v/sinx fiiggvény grafikonjinak?

A kovetkezd két dbra egyikén a tg x, a mésikon az 3 fiiggvény szerepel.
Melyik rajzhoz melyik fiiggvény tartozik?
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4.49.

4.50.

() (b)

Egy auté 1t — idé fiiggvényét az s(t) = 3t> + 5t + 8 fiiggvény adja meg.
Hatarozzuk meg az auté pillanatnyi sebességét a ¢ = 3 pillanatban!
Adjuk meg az auté sebesség — id6 fliggvényét!

Egy auté sebesség — id6 fiiggvényét a v(t) = bt + 3 fiiggvény adja meg.
Hatarozzuk meg az auté pillanatnyi gyorsuldsat a t = 7 pillanatban!
Adjuk meg az aut6 gyorsulds — id6 fliggvényét!

Egy rezgd test kitérés — id6 fiiggvénye: y(t) = 5sin ¢t. Adjuk meg a test
sebesség — id6 fliggvényét! Adjuk meg a test gyorsulas —id6 fiiggvényét!

Hatarozzuk meg a kévetkezo6 fiiggvények értelmezési tartomanyat!
Derivéaljuk a kovetkezo fiiggvényeket, és hatarozzuk meg a derival-
tak értelmezési tartomanyat!

3 5r + 3
4.52. 8 _ 226409 4.53.
R 9z — 1
1 3
4.54. | z+ —+ N 4.55. | 322 — \f +7

Jorfove T \fo+ o va

4.58.

4.60.

sinx + cosx
3

!

4sinx 4.5

sin (IQQ) 4.61. | (sin x)22



4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ES ALKALMAZASAI 84

4.62.

4.64.

4.66.

4.68.

4.70.

4.72.

J

S

; - t“ B -
N N ]
S © % & -

8

o

4.82.

4.84.

4.86.

4.88

4.90.

4.92.

sinx — x cosx

- 4.63.
cosST +xsinx
S 4.65.
CcOoS T
rsinx 4.67.
v
x T 4.71.
Va2 +1 4.73.

In(Inz)

1n(a;+ x2+1), (x> 1)

In (ez +V1+ 62”2)

I

4shx 4.8
sh (2°?) 4.83.
shx —xchzx 4.85.
chz +zshx

shz 4.87.
chzx

logs x - cosx 4.91.
z2e® — 3% Inx + cos 4.93.

2 +1

4.77.

4o tg(x? + 1)

sin —
T

(325 + 1) cos x

log, 4

1. =z+1
n
2 -1

shax +chx
3

(shz)??

423 th(z? + 1)

1
sh —

x
(32° + 1) chz

sinz +2lnzx

Vr+1

In (sin x + cos? :c)
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_cos(3) +5 4.95.
In(sin x) + x2

cos T

4.94. (sinz)

In(sin z) 4.97. | '&”

Mutassuk meg, hogy a kovetkezé fiiggvények invertalhatéak egy al-
kalmas intervallumon, és szamitsuk ki az inverz derivaltjat a meg-
adott helyen!

4.98. | r+4sinz, a=1+m7/2
4.99. | 30344, a=4
4.100. | f(z)=2"+2* (x>0), a=2

4.101. | —2:3 4z, a=—1

Hatarozzuk meg a kévetkez6 trigonometrikus fiiggvények inverze-
inek a derivaltjat!

4.102. | arcsinz 4.103. | arccosz

4.104. | arctgz 4.105. | arcctgx

Hol derivalhaté és mi a derivaltja a kovetkez6 fiiggvényeknek?

4.106. | arcsin(cosx) 4.107. | sin(arccosx)

4.108. | arctg(sinz) 4.109. | tg(arcsinz)

4.110. | arsh(chz) 4.111. | sh(archz)

4.112.| arth(shz) 4.113. | th(arshz)

Szamitsuk ki a kdovetkez6 hatarértékeket, ha léteznek!
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2sinz — 1 . sinz —2/(nx)
4.114. li it 4.115. lim ————=
z—1>21/6 6x — - z—7/2 cosST
cosx et —1
4.116. li _— 4.117. | 1
Jim (a7 ]t

Szamitsuk ki a kovetkez6 sorozatok hatarértékét, ha léteznek!

. 1
4.118. lim n (\/m_ 1) 4.119. n]g{;on (COS — 1)
n—00 n

4.120. | lim ne'/™ —1 4.121.| lim nZsin 1 (\"/E — 1)
n

n— 00 n—o00

Szamoljuk ki a kdvetkez6 fiiggvények masodik derivaltjat:

4.122. | 341222 1241 4.123. | sinc

1
4.124. | Incosx 4.125. arctg —
xr

4.3. Kozépértéktételek, L’Hospital szabaly

4.126. | Van-e olyan fiiggvény, amelyiknek a derivdltja a [—3,5] intervallumon
[x], azaz = egész része?

4.127. | Van-e olyan fiiggvény, amelyiknek a derivaltja nem folytonos?

+i és h(z) = f(z) — g(x). Bi-

1
4.128. | Legyen f(z) = arctgz, g(z) = arctg 7
zonyitsuk be, hogy h'(x) = 0. Kovetkezik-e ebbdl, hogy h(x) konstans
fiiggvény? Szamitsuk ki h(0)-t, és a lim h(z) hatdrértéket! Magyardz-

r—00

zuk meg az eredményt!

4.129. | Tegyiik felhogy f és g differencidlhatd fiiggvények, tovabba f(0) >
g(0), és hogy minden = € R esetén f'(x) > ¢'(z). Bizonyitsuk be, hogy
ekkor f(z) > g(z), ha x > 0.

Hany gyoke van a kévetkez6 egyenleteknek?
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4.130. | 3 4+22+4=0 4.131. | > —5x+2=0

4.132.| e =24 42 4.133.| sinz — g

Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértékeket!

T

4.134. | lim =z (g — arctg x) 4.135. | lim

Tr—r00

. 1 —sinx
lm —
z—r/2 1+ cos 2z
. Inx
lim
z—0+ ctgx

. r+1
lim

r——00 e~ T

=0 In(1 + x)
lim —
im
z—0+ sin \/x

. x4+ Inz
lim ——
. sinz—=x
lim —
z—=0 tgxr — @

T rctgar —1 1
m ——-—-—-- 1 R
x—0 1:2 ili% (Ctgl’ l‘)
. 1/
lim (1+ g:)l/z lim sinx
z—0 xz—0 €T
x\ ctgx 3 2 1
4.146. | lim <1 te ) 4.147.] fim T2
z—0 2 T—00 et
Inz . .
148. | lim =% 4.149.| 1 s
cha — cosz 1t arcige

4.150. im —————— 4.151. li
rlli% x2 xglgo shz +chz

111 T

4.152. | Szdmoljuk ki a lim i

hatérértéket!
z—=0x + 1

Megoldas: A L’Hospital-szabaly alkalmazdsaval:

. sinxzx . cosx
lim = lim =1
z—=0x + 1 z—0 1

Mi a hiba?
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1
4.153. | Szamoljuk ki a lim ——— hatérértéket!
z—0 21 + 2

Megoldas: A L’Hospital-szabaly alkalmazasdval:
z+1 I 1 1

1m = lim — = —
z—02x+2 z—02 2

Mi a hiba?

4.154. | Szémoljuk ki a lim BTy atdrértéket!
Tr—00 X

Megoldas: A L’Hospital-szabaly alkalmazaséval:

. sinx . CcosT .
lim = lim = lim cosz.
r—oo I T—00 T— 00
Ez a hatarérték nem létezik.

Mi a hiba?
4.4. Szélsoértékkeresés

Hatarozzuk meg kovetkezs fiiggvények abszolit szélsGértékeit a
megadott intervallumokon!

4.155. | 2% — 122  [-10;3], [0;3]

4.156. | 23 +22°  [—1,4], [2,5], [-7,3]

4.157. | A vékony lencsék leképezési torvénye szerint

ahol f a lencse fékusztavolsaga, ¢ a targy tavolsaga a lencsétdl és k a
képtavolsag. Adott f fokusztavolsdg esetén mennyi legyen a targyta-
volsdg, hogy t + k maximalis, illetve minimalis legyen?

4.158. | A ferde hajitdsndl a f6ldrél a szégben vy kezd8sebességgel kilétt test a
kilovés helyétol

208 .
— sinacos

tavolsdgra ér foldet, ha a kozegellendllastol eltekintiink. Milyen szogben
16jiik ki a testet, hogy a lehetd legmesszebb repiiljon?
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4.159. | Az egyenld szért derékszogli haromszogbe frhaté téglalapok koziil me-
lyiknek a teriilete a legnagyobb? Na és melyiknek a keriilete a legna-
gyobb?

Itt beirt téglalapon olyan téglalapot értiink, amelynek két szomszédos
csucsa az atfogon, a tobbi csicsa a befogdkon van.

4.160. | Hatirozzuk meg egy adott a alkotéju egyenes korkip alapkorének R
sugarat és m magassdagat ugy, hogy a kip térfogata maximalis legyen!

4.161.| A 16cm? teriiletli téglalapok koziil melyiknek a keriilete minimélis?
Mekkorak ennek az oldalai?

4.162. | A 8 egység keriiletli téglalapok koziil miért a négyzetnek legnagyobb a
tertilete?

4.163. | Legfeljebb mekkora lehet a derékszogii hdromszog teriilete, ha az egyik
befogdjanak és az atfogdjanak az Gsszege 10 cm?

4.164. | Egy téglalap egyik oldala az x tengelyen fekszik, két fels6 cstcsa pe-

dig az y = 12 — 22 paraboldan. Mikor maximaélis a teriilete egy ilyen
téglalapnak?

4.165. | 8 x 15 dm-es kartonlapbdl téglalap alakd, nyitott dobozt készitiink gy,
hogy a kartonlap sarkaibdl egybevagd négyzeteket vagunk ki, majd fel-
hajtjuk az oldalakat. Milyenek legyenek a doboz méretei, ha azt sze-
retnénk elérni, hogy a lehetd legnagyobb legyen a térfogata? Mekkora
lesz a maximalis térfogat?

4.166. | Hozzunk létre egy hdromszoget a koordindta-rendszer elsé stknegyedé-
ben ugy, hogy az z-, illetve y-tengely (a,0), (0,b) koordindtdju pontjait
egy 20 egység hosszu egyenes szakasszal Osszekotjilk. Mutassuk meg,
hogy a kozbezart haromszog teriilete akkor lesz a legnagyobb, ha a = b.

=
—
=2}
X

Egy farmon az allatok szamara el kell keriteni egy téglalap alakd kara-
mot. A teriiletet egyik oldalrdl foly6 hatérolja, a masik harom oldalon
egyszélas vezetéket kell kifesziteni, amelybe aztan dramot vezetnek. A
rendelkezésre all6 800 méternyi vezetékkel mekkora teriiletet lehet el-
keriteni, és milyen méretii lesz a maximaélis teriileti kardm?

4.168. | Hatdrozzuk meg egy adott V térfogati egyenes kérhenger alapkorének
R sugarat és m magassagat ugy, hogy a henger felszine minimalis le-

gyen!
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4.171.

4.172.

Egy borséiiltetvény 216 m2-es téglalap alaki részét be kell keriteni,
majd a kerités egyik oldaldval parhuzamosan két egyenld részre kell
osztani. Mekkorak legyenek a kiils6 téglalap oldalai, hogy a leheto
legkevesebb keritésfonatot kelljen felhasznalni? Milyen hosszi keritésre
van sziikség?

Egy fliggblegesen mozgo test magassagat az

5= —4,9t% 4+ 30t + 34

fliggvény adja meg, ahol s-t méterben, t-t masodpercben mérjiik. Mek-
kora lesz

(a) a test sebessége a t = 0 idépontban;

(b) a legnagyobb magassiga, és mikor éri azt el;

(c) a sebessége, amikor s = 07

Janka a parttol 3 kilométerre egy csénakban {il, és szeretne eljutni a tole
légvonalban 5 kilométerre 16v6 part menti faluba. 2 km/h sebességgel
tud evezni és 5 km /h sebességgel gyalogolni. Hol szélljon ki a csénakbdl,
hogy a lehetd legrovidebb id6 alatt érjen a faluba?

Két részecske helyzetét az s-tengelyen az s; = cost és sy = cos(t+7/4)
figgvények irjék le.

(a) Mekkora a részecskék legnagyobb tavolsiga?
(b) Mikor iitkoznek ossze?

4.5. Filiggvényvizsgalat

Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté R-en. Mi a kovetkez6 allitasok
logikai kapcsolata, azaz melyikb6l kévetkezik a masik?

P: f'(a)=0 Q: f-nek lokalis szélséértéke van a-ban
P: f'(a)#0 Q: f-nek nincs lokélis szélséértéke a-ban
P: f/(x) >0 (3,5)-ben Q: f monoton né (3,5)-ben
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4.176. | P

: f'(x) >0 (3,5)-ben Q: f szigorian monoton né (3, 5)-ben

Tegyiik fel, hogy f kétszer differencidlhaté R-en. Mi a kdvetkez6
allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikb6l kévetkezik a masik?

4.177.| P

4.178. | P:

4.179. | P

4.180. | P

4.181. | P

4.182. | P

: f"(a) >0 Q: f-nek lokdlis minimuma van

a-ban
f'(a)=0¢és f"(a) >0 Q: f-nek lokdlis minimuma van

a-ban

: f"(a)=0 Q: f-nek inflexiés pontja van a-
ban

: f"(a)=0 Q: f-nek inflexiés pontja vagy lo-
kalis széls6értéke van a-ban

: f"(x) >0 (3,5)-ben Q: f konvex (3,5)-ben

: f"(z) >0 (3,5)-ben Q: f szigorian konvex (3,5)-ben

Milyen intervallumokon névekszik, illetve csbkken, hol van lokalis
széls6értéke a kovetkezd fiiggvényeknek?

4.183. | f(z) = —2% — 3z +23

4.184. | f(z) =22 — 18z + 23

4.185. | f(z) = 2* — 42® + 42 + 23

4.186.

4.188.| f(z) =

I
4.187.| f(z)==

x) =xv9 —a?
T 25 —x
2 -9
xr — 2

Keressiik meg a kovetkezo fiiggvények lokalis szélsGértékeit, és ha-
tarozzuk meg a tipusaikat!
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4.191. | y=2 622+ 9 —4

4.190. | y =2+ — 2>
4.192. | y=ux +sinx

Végezziik el a kovetkezo fiiggvények teljes fiiggvényvizsgalatat!

1
X
4.195.| f(z)= ——
1+ 22
4197 | fa)= 2L
1+ 22
3
X
4.199. _
(4199.] f(0) =

1 1
4.201. | f(x) = — — e

1
4.194. | f(x)=v—
T
4.196. =
(4196 ] f(a) =
3
xr
4.198. =
(4198 ] f() = "~

Abrazoljuk a kévetkezd fiiggvényeket!

(z) =6 — 22 — 2?
(@) = (6 - 20)°
@) =@-2"+1

4.204. | f(z)=2"—-32+3
f(z)=1-92 —62% — 2®
() =1 +17

4.6. Elemi fiiggvények

Végezziik el a kovetkez6 fiiggvények teljes fiiggvényvizsgalatat!

4.209. 5[,‘2“’ n € Nt

4.210. | g2+l p e Nt
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2= peN* p-@nH) e N+
a®, (a>1) a®*, (0<a<1)
log,z, (a>1) log,z, (0<a<1l)
sin tgx

arcsin x arctg x

arsh z arch x

Szamitsuk ki a kovetkez6 értékeket!

1 100 1\ s 7
)
arcsin ? arctg(—1)
arccos(cos(97)) sin <arcsin ;)
tg(arctg 100) arcsin(sin 3)

Periodikusak-e a kdvetkez6 fiiggvények? Ha igen, adjunk meg egy
periédust!

4.235. tg(le) 4.236. Ctg(ﬂ'[]j)

. T
4.237. | sin 3 4.238. | cos % +tg g
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4.239. | A kovetkezd fiiggvények koziil dbrdzoltunk néhdnyat, keressiik meg a
grafikonokhoz tartozo képleteket!

shx, chx, e, e* logzw, logysw, In(-z), 2°, =

oy
/\
\

(e) (f)

\
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4.240. | A kovetkezd fiiggvények koziil dbrdzoltunk néhdnyat, keressiik meg a
grafikonokhoz tartozo képleteket!

sinz, cos2x, 2sinz, sin(z—2), -—cosz,

tgx, ctgx, sin’z, |cosz|

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

N
N
-

4.241. | A kovetkezd fiiggvényeket abrazoltuk, keressiik meg a grafikonokhoz
tartozé képleteket!

arcsinz, arccosz, arctgx, arcctgx

sin(arcsinz), arcsin(sinz), tg(arctgz), arctg(tgz)
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(a) (b)

o=

(c) (d)

(2) (h)

4.242. | A kovetkezé fiiggvényeket abrazoltuk, keressiik meg a grafikonokhoz
tartozé képleteket!
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sin(arccosz), arccos(sinz), cos(arcsinz), arcsin(cosz)

tg(arcctgx), arcctg(tgz), ctglarctgx), arctg(ctgx)

(a) (b)

o=
a

-2 -1 o 1 2

-3

of

o=

(c) (d)

(e) (f)

/

(g)




5. fejezet

Az egyvaltozos Riemann-integral

5.1. Alapintegralok

1 1
/J:‘deczim‘”l—i—c (o # /fdm:1n|a:|+0
x

a—+1
_1)

/ag”dxziaz—l—C (a#1) /ewdm:el—&—C’

Ina

/cosxdx =sinz +C

1
/ s—dr=tgz +C
cos?

dr = arcsinx + C

1
/\/1—1‘2
/chzdx:shx+0

dr = arshx + C

=

5.2. Integralasi szabalyok

/sinxdx =—cosz+C

1
/de:fctngrC

sin“ x

1
/mdz:arctgx+c

/sh:cd:rzchachC’

1
/md:carchz+c

— Ha f-nek és g-nek van primitiv fiiggvénye, akkor f + g-nek és c¢- f-nek

is van, nevezetesen

/(f+g)=/f+/g,

for=efs

— Ha F primitiv fiiggvénye f-nek, akkor minden a,b € R, a # 0 esetén

/f(am+b)dm

1
=—Flaz+b)+C
a
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— Ha f derivalhaté és mindeniitt pozitiv, akkor

feri(z)

a1 +C (a#-1)

/ 7o (@) () da =

— Ha f derivalhatd, és sehol sem nulla, akkor

P
[ faa =i+

— Parcialis integralas:

Ha f és g derivélhatd, és fg¢’-nek van primitiv fiiggvénye, akkor f’g-nek

is, és
/f’g:fg—/fg’

— Integralas helyettesitéssel:

Ha g(z) derivalhatd, f(y) értelmezett g(x) értékkészletén, és itt van
primitiv fiiggvénye, akkor az f(g(z)) - g'(x) Osszetett fiiggvénynek is
van primitiv fliggvénye és

[ o6 (x)do = Figla)) + C.
ahol F(y) az f(y) fiiggvény egyik primitiv fiiggvénye.
5.3. Newton-Leibniz formula. Ha f integrdlhaté az [a,b] zdrt interval-

lumon, létezik az F primitiv fiiggvénye az (a,b) nyilt intervallumon, és F'
folytonos az [a, b] zart intervallumon, akkor

b
[ f@ydo = F®) - Fla)

azaz az integral megegyezik a primitiv fliggvény megvaltozdsaval.

5.4. Integraltranszformdcié. Ha f folytonos az [a,b] intervallumon, g :
[e,d] — [a,b] folytonosan derivalhaté fiiggvény és g(c) = a, g(d) = b, akkor
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A fenti képlet elénye, hogy nem kell ismerniink a ¢ helyettesito fiiggvény
inverzét, elég ha a ¢ és d pontokat meghatarozzuk.

5.5. A hatarozott integral alkalmazasai.

— Fiiggvénygorbe alatti teriilet. Ha f : [a,b] — R integrélhatd, és
sehol sem negativ, akkor az

A={(z;y):x €[a,b],0 <y < f(x)}

sikidomnak van teriilete, és
b
t(A) = /f(:z:) dz.

— Normaltartomany teriilete. Ha f és g két integralhaté fiiggvény
[a,b]-n, z € [a,b] esetén g(x) > f(zx), akkor a

N =A{(z;y) : xz € [a,b], f(x) <y < g(x)}

normdltartomdnynak van teriilete és

— Szektorszerii tartomany teriilete. Ha az S tartomédnyt a polarko-
ordindtédkkal megadott r = r(g), ¢ € [a, f] sikgorbe és az origébdl a
gorbe két végpontjiba huzott szakaszok hataroljak, és r(¢) integralha-
té, akkor az S sikidomnak van teriilete, és

— Fiiggvénygrafikon ivhossza. Ha az f fiiggvény az [a,b] intervallu-
mon folytonosan derivalhaté, akkor a fiiggvény grafikonjanak van iv-
hossza, és

b
L:/\/l—&—(f’(:n))? da.
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— Forgastest térfogata. Ha f : [a,b] — R integrdlhaté és sehol sem
negativ, akkor az

A={(z;y;2) ra<z <b, y*+2° < fP(2)}

forgastestnek van térfogata és

b
Vv :w/fQ(z)d:c

5.6. Majorizacids-elv vagy sszehasonlité kritérium. Ha f és g integ-
ralhaté [a, 00) mlndcn korlatos zart rcszmtcrvalluman és x € [a,00) esetén

|f(2)] < g(x) és / () dx konvergens, akkor / f(x) dzx is (abszolit) konver-

a
gens.
5.7. Nagysagrendi kritérium vagy hatarérték Osszehasonlito krité-
rium. Ha f és g pozitiv és integrélhatd [a,c0) minden korldtos zart részin-
tervallumén,
x
lim f(@)

z—oo g(x)

létezik, és 0 < L < oo, akkor az

7f(x) dx és /g(x) dx

a

improprius integralok egyszerre konvergensek vagy divergensek.

A két fenti konvergencia-kritérium értelemszeriien megfogalmazhaté korlétos
intervallumokon vett improprius integralok esetén is.
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5.1. Hatarozatlan integral

A kovetkez6 fliggvényeket a baloldali oszlopban, derivéltjaikat a jobb-
oldali oszlopban abrézoltuk. Keressiik meg 6ket!

3 — 4z, 23, x+sinz, tgz, e °
(1) (A)
(2) B) :
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(4) (D)

N

Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarozatlan integralokat!

/sin(m+3) dx /(1+x+5x2) dx
/\/m dx /(sinx +cosz)? dx
/(aj_;'_12)3 dx /629”3 du

Alapintegralokra valé visszavezetéssel. illetve linearis helyettesités
alkalmazasaval szamitsuk ki a kovetkez6 hatarozatlan integralokat!
Az eredményt minden esetben ellendrizziik derivalassal!
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J e /(wﬂi) dz
/x_—57dx /x5—3x;+x_2dx
/Sin2x+3cosmdx 5.13. /2xdx

/e%_gdx 5.15. /e’erSCosgdx

’
Hatarozzuk meg a kévetkezd / ';_ vagy / f®f’ alaktra visszave-

zethetd hatarozatlan integralokat! Az eredményt minden esetben
ellendrizziik derivéalassal!

/x‘fil dx 5.17. /anx . % dx

/% dx /x\/QTJrldx
Va2 +zx

/\/%ﬁdx 5-21. /:clilxdm

/(1+x2;arctgxdw /cozi;;f;xdm

A kovetkezo hatarozatlan integralok nevezdjében masodfoki kifeje-
zések vannak. A megoldasban segithet a parcialis tértekre bontas,

’
az — alakok felismerése, illetve visszavezetés az / dx alap-

2
x
integralra. Az eredményt minden esetben ellendrizziik derivalassal!

5.26. /4_1x2d1‘ /ﬁdm
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3
. S 5.29. /—d:}:
-/ x+2) (x+3)(2—=x)
1 1
5.30. [ 5.31. [
/10—x2d13 /10+m2dz
xr — 2 T
- . e -5.33. " d
2:32 /$2*2x+6dx /x2—233+6 v
2 +1 x© —1
5.34.
/xzildw - /u,,ﬂ+1
33 +2m—1 3z +2x—1
4 _
.T2—|-1 2 -1

Integraljuk a kévetkez6 raciondlis tortfiiggvényeket!

/ﬁdw 5.41. /x?’i—xdz
5.42. /ﬁmdx 5.43. /Mﬁd:c
[ (s ] [T 20
(a0 ][5t AN
- /x2j—_2|_x2+2d /(xfl)zdx

’
Alapintegralokra valé visszavezetéssel, / ff vagy / f'f* alakok

felismerésével, illetve trigonometrikus azonossagok felhasznalasaval
szamitsuk ki a k6vetkez6 hatarozatlan integralokat! Az eredményt
minden esetben ellendrizziik derivalassal!
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/siandx 5.51. /cos2 2xdx
3
I (558 [ oy
/cos?(i—x)dz /tgmdw
- / bln.%‘-i—COb.T)de - / san;O—SQCObx)Q i

SlIl T

- /sm 22—1—1 /\/mda@
Cos

Hatarozzuk meg parcidlis integraldssal a kovetkez6 hatarozatlan

integralokat!
5.62. /em sinz dx 5.63. /3326_“C dx

/arctgxdx 5.65. /xarctga:dx
5.66. rshzxdx 5.67. z1n® z dx

/ /

fols

5.69. /sin 3x - cosdxr dx

5.70. | Helyes-e a kovetkezd parcidlis integralds? Ha igen, akkor 0 = 17?

Hatarozzuk meg a kévetkez6 hatarozatlan integralokat a javasolt
helyettesitésekkel!
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/mexzdx, t = a2
/xQ\/IBJrldz, t=vz3+1

22
—d
/\/1—1‘2 v
1 .
/md$7 r =sin’t
sinx

1
5.76. ——d t=+t
/1+cos2x “ &%

1+sm :c

-/ dx, T =sint
1—302

/;fdx,
(14 22)vV1+ 22

1

5.81. —dz, x =sht
/(1+x2)\/1—|—x2

1

x—2) x —2

Szamoljuk ki a kévetkez6 hatarozatlan integralokat helyettesitések-
kel!

/(2x+ Der ot gy /cosa: ST g
/\/% /ﬁdm
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. . —dx

- /ez+621 - et e T
27+ 3 1

5.89. /2z+221 d:E /COS$dI

Szamoljuk ki a kévetkez6 hatarozatlan integralokat!

[eroemn e 522 [areme
/cos3xsin2x dz 5.94. /Zzliz: dz
/eu% i 5.96. /xsin(:r2+1) do
5.97. /1+1\/5 dx 5.98. /ln:r do
/ln(x2+l)dx /mdw
/2xsin(x2+1)dm (5.104.| / "= 2sin(3z — 2) da
/(2m+2)(9c2+2x)222d3c /ctgxdx
/\/mda:
/x21nxdx
/(:172+:E)1nxdx /(3\‘75:+2) dz
/sinx-cos?’oooxdx /xhlaxd;v
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JERRE Rt
/cosx~eSi“dx m /COSJJ

s T

5.119. / da 5.120. /COb T
Sin- xr

sin® x cos4

1
5.121. /cos4ac dx 5.122. /cosxsinzxdx

5.2. Hatarozott integral

5.123. | Ellenérizziik, hogy a [—2, 4] intervallumban megadott pontok megfelelnek-
e a Riemann-integral definiciéjaban szerepld felosztasnak? Ha igen, ha-

tarozzuk meg a felosztds finomsdgat!
(a) xo=—-2,29 = —1,20 = 0,23 = %,u =4
(b) mo=—-1,21 =2,20 =4

(c) zo=—-2,21 =4

(d) z0=-2,21 =20+ 1,20 = 1 —|—1

SR
(e) x0=—2,1:1 = —1,5,1‘2 23,1‘3 =4

5.124. | Finomitdsai-e egymdsnak a kovetkezo felosztésok a [—2, 4] intervallum-

ban?

1
(a) F={-2;-1; 0; 4} ©={-2-10 534}
(b) F={-2;-1,5; 3; 4} d ={-2;-1;0;3;4}

Hatarozzuk meg a kovetkez6 fiiggvények alsé és fels6 Gsszegét az
adott felosztds esetén a [—2, 4] intervallumban!

=i rge 0=t
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a?, ®={-2,-1,0,4} a?, @ ={-24}
[z], ®={-2,-1,0,4} [z], ®={-2,1,5,4}

5.130.

Hatarozzuk meg az

f()

1
0, ha0§x<§

1
1, ha§§x§1

fiiggvény alsé és felsd Osszegeinek halmazét a [0, 1] intervallum esetén!
Adjuk meg az alsé dsszegek szuprémumét és a felsd 0sszegek infimumét!

Riemann-integralhaték-e a kovetkezo fiiggvények a megadott I in-
tervallumokban?

5.131.

5.133.

5.135.

5.136.

5.137.

5.138.

(@)=5 I=10,1]

() =[z] I=1[2,4]

%,hax;«éO

flz) =
0, haz=0
)1, hazeQ
D(x){o, ha z ¢ Q
(2) = x, hazx eQ
g = —z, haz ¢ Q

(@)= —4 I=(-1,2)
@ =l| I=[-21

I1=10,1]

I=3,5]

I=3,5]

Bizonyitsuk be, hogy ha minden z € [a,b] esetén teljesiil, hogy m <
f(z) < M, tovébbd f integralhatd [a, b]-n, akkor

b

m(b— a) S/f(ac)deM(b—a).

a
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5.139. | Bizonyitsuk be, hogy ha minden z € [a,b] esetén teljesiil, hogy f(z) <

g(x), tovdbbd f és g integralhaté [a, b]-n, akkor

b b
[ @< [ gla)as.

Bizonyitsuk be a kévetkez6 egyenlGtlenségeket!

2 5
1
5.140. og/mdxgl 5.141. 1§/\/1nx+072dx§2
1 4

Legyen

f(t) =sent és G(z) = /f(t) dt (x> —6).
Z6

Hatérozzuk meg G(—4), G(0), G(1), G(6) értékét! Hatarozzuk meg G(x)

derivaltjat!
5.143. Legyen
I, hat=2 (neNt) [
fy=3¢ Mg ésG(w)z/f(t)dt (x> 0).
0 egyébként

0

Hatérozzuk meg a G(x) és G’ (x) fiiggvényeket!

5.144. | Lehet-e sgnx valamilyen fiiggvénynek az integralfiiggvénye [—1,1]-en?
Van-e sgn z-nek primitiv fiiggvénye (—1,1)-en?

5.145. Legyen

2 h 0 F’ h 0
Flz) = x*, ha x # 6 g(z) = (), ha z #
0, haz=0 1, haz=0

Van-e g-nek primitiv fiiggvénye? Integralhaté-e a g fliggvény? Derivalhato-
e a g fliggvény?
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Szamitsuk ki a kovetkez6 sorozatok hatarértékét!

1 . .n
sin — +sin — + -+ - 4 Sin —
5.146. lim n n

n—oo n

5.147. | lim VIFVIE 4

n—00 n\/ﬁ

N N/ e 3
5.148. lim Vit V2t +Vn
n—00 n%

n SN 2 n )
5.149. nlgngon; <;) nlirgon;m

n

5.151.] lim 3 (ln Yn¥i-ln \/ﬁ)
n—o0 4

i=1

5.152. | Legyen f korldtos fiiggvény [0, 1]-ben, és tegyiik fel, hogy

@)

n— 00 n

=9.

1
Kovetkezik-e ebbél, hogy f integrélhaté [0, 1]-ben, és hogy /f(x) dx =57
0

5.153. | Mi a kovetkezé két 4llitds logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kévetkezik
a masik?

P: Az f fiiggvény integralhaté [a, b]-n.
Q: Az |f] figgvény integralhaté [a, b]-n.

5.154. | Szamitsuk ki a
1

x%sin—, haz #0
x

0, haxz=0

G(z) =
fiiggvény derivéltjat! Bizonyitsuk be ennek segitségével, hogy az

1

cos—, haz #0
x

0, haz =0

fz) =
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fliggvénynek van primitiv fiiggvénye!

5.155. | Tudjuk, hogy az

1

cos—, hax #0
x

0, haz=0

fz) =
fliggvénynek van primitiv fiiggvénye. Lehet-e primitiv fiiggvénye a

1

cos—, hax #0
x

1, haxz=0

g(z) =

fiiggvénynek?

Hatarozzuk meg a kévetkez6 fiiggvények derivaltjat!

T h
H(x):/mdt L(z) = C/xlnltdt.
2 2

Hatarozzuk meg a kévetkez6 hatarértékeket!

chz

Inz Inz
(5158.] 1im 22 [ L 159. e
it /lnt w159 ] i 55 [ e

2

Legyen f integralhaté [—a, a]-n. Bizonyitsuk be, hogy ha f

5.160. | pdros fiiggvény, akkor /f(x) dx = 2/f(;1c) dx
—a 0
5.161. | pdratlan fiiggvény, akkor /f(ac) dr = 0.
—a

Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarozott integralokat!
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3 6
I =
2 4
x 4
/sinxda: /lenxdx
0 3

0
/ sin’ z dx / 3x4+iﬂ27+*12$+1 d
2

-2

Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarozott integralokat a javasolt he-

lyettesitésekkel!
V3/2
-5 168 / T, x =sint
1/2

5
/$2\/$3+1d$, t=vad+1
2

Hatarozzuk meg a kévetkez6 hatarozott integralokat helyettesité-
sekkel!
1

3 +2
5. 170 / T 3296 5.171. /arctgx Vzdz

0

/2 2,
[ i

/6

2
5.174. | Szamitsuk ki az /sin9 z-e® dr integralt!
22
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5.3. A hatarozott integral alkalmazasai

5.175. | Hatarozzuk meg a —x2 + 3 fiiggvény grafikonja alatti teriiletet!

5.176. | Hatdrozzuk meg a sin® z fiiggvény egy ,huplija” alatti teriiletet!

Hatarozzuk meg az f és g fiiggvények grafikonja altal bezart tar-
toméanyok teriiletét!

f@)=a%  gla)=-a+2

Hatarozzuk meg az adott gorbék altal bezart teriiletet!

x tengely, In x grafikonja, © = e egyenes
x tengely, tg x grafikonja, © = /4 egyenes
y tengely, 22 grafikonja, y = 3 egyenes
y tengely, e” grafikonja, y = 5 egyenes
L grafikonja, x—Q grafikonja
1+ 22 2
2?2 grafikonja, y = x egyenes, y = —x + 1 egyenes
2?2 grafikonja, 222 grafikonja, y = = egyenes

1
5.188. | — grafikonja, y = x egyenes, y = —2x + 4, 5 egyenes
x
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5.189. | Bizonyitsuk be, hogy az dbrdn ldthaté parabolaszeletnek a teriilete,
amelyiknek a magassdga m, és amelyet h hosszisaga hur hatérol, T =

Hatarozzuk meg a kévetkezd, polarkoordinatakkal megadott gor-
bék altal hatarolt sikidomok teriiletét!

T = Cos r = CcOS 2¢p
r=cos3<,0 r:%, Oggogg
1+§cosgp

Forgassuk meg a kovetkez6 fiiggvények grafikonjait az x tengely
koriil a megadott I intervallumok felett! Szamitsuk ki a keletkezett
forgastestek térfogatat!

5.194. | e~ I =10,1] 5.195. | /xr I=10,1]
1
5.196. | sinx I =[0,7] 5.197. . I=11,4]

Forgassuk meg a kodvetkez6 fiiggvények grafikonjait az y tengely
koriil a megadott intervallumokban! Szamitsuk ki a keletkezett
forgastestek térfogatat!

5.198. | ¢ 2¢€(0,1] 5.199. | z z€[0,1]

1
5.200. | sinz x € [0,7/2] 5.201. p x € [1,4]
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Forgassuk meg f és g grafikonjat az = tengely koriil az [r1,x2]
intervallumban, majd szamoljuk ki azoknak a forgastesteknek a
térfogatat, amelyeket a megforgatott grafikonok, illetve az * = x;
és x = x, sikok hatarolnak!

5.202. (x) = —224+4 g(x) =272 +38 T =-2 x9=2

5.203. () =sinz g(z) = —4a* + 4 r1=0 x29=1
1

5.204. (1‘) = et g(;L') = — =1 x29=2
X

5.205. (x) =lnx g(l‘) =chz r1=1 x9=2

Szamitsuk ki a kovetkezs fiiggvénygrafikonok ivhosszat a megadott
I intervallumokon!

Vi, T=10,1] 5.207. | Inz, I=[/3,V58

5.208. | chx, I=[1,1] 5.209. | z°/%, I =10,4]

Hatarozzuk meg az egyenesvonali palyan mozgé pont altal megtett
utat az adott idéintervallumokban, ha a mozgé pont sebessége az
id6 fiiggvényében

o) =52 te[0,2] [5.211.] o(t)=3sin2t e 0,2n]

Egy testet az x tengelyen az x tengely irdnyaban haté F(x) erd
mozgat az x; pontbdl az x; pontba. Mekkora munkat végez az
er6?

F(z) = 2, [x1,22] = [0,2]
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F(z) =3sinz, [z1, 2] = [0,7/4]

Egy 1 méter hossziisagi rudat az x tengelyre helyeziink tigy, hogy
a rid bal végpontja az origé. Mekkora a rud témege, ha a stirtisége
az origétdl x tavolsagra o(x)?

2
olzr)=2+=x 5.215. | o(z) =2+ 15300

Hatarozzuk meg az el6zé feladatban a rudak tomegkozéppontjat!

Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban a rudak y tengelyre vonatkozé
tehetetlenségi nyomatékat!

Mekkora munkat kell végezniink ahhoz, hogy az x tengely xy pontjaban
1év6 q toltést az = tengely mentén a 2xy pontba vigyiik, ha az origéban
egy @ toltést rogzitettiink?

Egy homogén rud [ hosszisagu, m tomegii. A rudat az z tengelyre
helyezziik ugy, hogy a rud bal végpontja az origd. Mekkora erdvel
vonzza ez a rid a (0,yo) pontban 1é6v6 M tomegli anyagi pontot?

5.4. Improprius integral

)
Milyen c esetén konvergens az / % dx improprius integral?
1
1
Milyen ¢ esetén konvergens az / % dx improprius integral?

0

(o)
Melyik &llitdsbdl kovetkezik, hogy az | f(x) dz improprius integral kon-
1

vergens vagy az, hogy divergens?
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(a) Ve e [Loo) [f@)] <5 (b) fla)>

(©) ¥relo) [f@l>1 () Veelloo) |f@)] <t

Konvergensek-e, és ha igen, mennyi az értékiik az alabbi improprius
integraloknak!

[ =
3 0
2 0

00 1

[ e

@ /xlnm /3311133
2

[5.231.] /xlnx = 232 /xmx
0
(5.233. ] 7a:fm\/§ 5.234. /H\[
1
5.235. /1\/1”“72 5.236. /01 Inz dz
-z
0

w/2 +o00
I ==
0 —00

Dontsiik el az alabbi improprius integralokrdl, hogy konvergensek,
abszoliut konvergensek vagy divergensek!
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o] 1
d
5.239. 1/\/%1:2 5.240. 0/\/;1””2
5.241. !Iiﬁxdx 5.242. 1/\/%

+o00
O/mz;_x;ﬂdx 1/\/%‘1”3
oo 1
+1 d
1/;3+xd$ O//l,iixg

/2 s

[ [
0 0

[ [
1 1

/Ooace_”;2 dx 709026_””2 dx
0 0

—+oo

IE [

0 1




6. fejezet

Numerikus sorok

6.1. Konvergenciakritériumok.

— Ha Z a,, konvergens, akkor a,, — 0.

n=1

oo
— Sorok Cauchy-kritériuma. A Z an, numerikus sor akkor és csak

n=1
akkor konvergens, ha

m

>

k=n

Ve > 03ngVn,m (ng <n<m— <e).

— Majordns kritérium. Ha véges sok kivétellel minden n € NT esetén

[ee] oo
lan| < by, és E b, konvergens, akkor a E ay, sor abszoltt konvergens.

n=1 n=1

— Nagysagrendi kritérium vagy hatarérték 6sszehasonlité krité-

o0 oo
rium. Ha E an és E b, két pozitiv tagid sor, valamint 1étezik a
n=1 n=1

. a a2 2 ;
lim - = c hatarérték és 0 < ¢ < oo, akkor a két sor egyszerre kon-
n—oo n

vergens vagy divergens.

. Hényadoskritérium. Ha lim 1241l
n—oo |a,n|

létezik és értéke q, akkor g < 1
o0
esetén a Z a, sor abszolit konvergens, ¢ > 1 esetén pedig divergens.

n=1
q = 1 esetén a hanyadoskritériummal nem tudjuk eldénteni, hogy a sor

konvergens vagy divergens.
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—  Gyokkritérium. Ha lim {/|a,| létezik és értéke ¢, akkor ¢ < 1

n—oo
o0
esetén a E a, sor abszolut konvergens, ¢ > 1 esetén pedig divergens.
n=1

q = 1 esetén a gyokkritériummal nem tudjuk eldonteni, hogy a sor
konvergens vagy divergens.

Integralkritérium. Ha f egy monoton csokkend pozitiv fiiggvény
o0

n=1

az [1,00) félegyenesen, akkor a Zf(n) végtelen sor és a /f(x) dx
1

improprius integral egyszerre konvergens vagy divergens.

o0
Leibniz-kritérium. A Z(—l)"an numerikus sort Leibniz-tipusi sor-
n=1
nak vagy réviden Leibniz-sornak nevezziik, ha az (a,,) sorozat monoton
cs6kkenden nullahoz tart.
A Leibniz-tipustu sorok konvergensek.

6.1. Numerikus sorok konvergenciaja

frjuk fel a kévetkezo sorok n-edik részletdsszegét! Hatarozzuk meg
a részletdsszegek hatarértékét! Adjuk meg a sorok Gsszegét!

1
Lb g+ttt

TR N S

10 ' 100 10
S PP
1.2 23 ko (k+1)
Loy : -
1-4 4.7 (3k—2)- (3k+1)
SR IR S
1425 k- (k+3)

Hatarozzuk meg a kévetkez6 sorok sszegét, ha konvergensek!
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oo
4n
KX o= 7
n=1

T

E I
M8
S| 3

n=1
= = (2"
6.10. 6.11.
2 e 25
e 3n e 4m
6.12. — 6.13.
2 2t

o0
1 Konvergens-e a Z(—l)" sor?

n=1

o
L

o0
6.15. | Bizonyitsuk be, hogy ha Z ay konvergens, akkor lim a, = 0 (ldsd a
el n—oo
tagok 0-hoz tartdsarol szolé konvergencia kritériumot).

o0
1
6.16. | Bizonyitsuk be, hogy a E — harmonikus sor divergens.
n

n=1

Valtozhat-e egy végtelen sor konvergenciaja, illetve Gsszege, ha

6.17. | a sorba 1j zardjeleket tesziink?
6.18. | a sorba véges sok 1j tagot illesztiink?
6.19. | a sorbdl zdrdjeleket vesziink ki?

6.20. | a sorbdl véges sok tagot elhagyunk?

Igaz-e, hogy ha

o0
6.21. | a, — 0, akkor Z an konvergens?

n=1
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6.23.

6

i
I

oo

Z an konvergens, akkor a, — 07
oo

a, — 1, akkor Z an divergens?
n=1

(o]
Z a, divergens, akkor a, — 1?7

n=1

Hova tartanak a kovetkez6 sorok tagjaib6él &allé sorozatok?
Konvergensek-e a sorok?

6.25.

=}

o g
© :

2

J

2

6.31.

6.33.

6.35

6.37.

6.38.

oo

1 > 1
=1 =2
z_:ln+n2 6.28. Z_:lﬁ
=1 =1

- 6.30. —
n=13n nzzjl\/ﬁ

=1
Z 7 6.32.

M8
|-

3
Il
—
3
Il
-

6.34.

NE
3 -
(e
et
hE
=

3
Il
-
3
I
-

oo
Z sin(nm) 6.36. Z cos(nm)
n=1

Bizonyitsuk be, hogy ha minden n pozitiv egész esetén a,, > 0, a,, <

b, < ¢y, tovabba Z ap, =7 és Z cn, = 10, akkor Z b,, konvergens!

n=1 n=1 n=1
Bizonyitsuk be, hogy ha minden n pozitiv egész esetén a,, > 0, akkor

Z a, konvergens vagy végtelen.

n=1
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o0
6.39. | Tegyiik fel, hogy Zan konvergens, és hogy minden pozitiv egész n

n=1
[eS)

szam esetén b, < a,. Kovetkezik-e ebbdl, hogy Z b,, konvergens?
n=1
o0
6.40. | Tegyiik fel, hogy Z a,, divergens, és hogy minden pozitiv egész n szdm

n=1

o0
esetén b, > a,. Kovetkezik-e ebbdl, hogy Z b, divergens?

n=1

6.2. Pozitiv tagu sorok konvergenciakritéri-
umai

Dontsiik el a majorans kritérium segitségével, hogy konvergensek-e
a kovetkez6 sorok!

oo

6.43. 2_3171214 Z_:zl

6.45. | Tegyiik fel, hogy minden pozitiv egész n-re a,, > 0. Mit dllithatunk a

oo

Z an sor konvergenciajat illetéen biztosan, ha
n=1
a a a
(a) lim = > 1, (b) im = <1;  (c) lim 2 =17
n Qnp Qnp

Dontsiik el a hanyadoskritérium segitségével, hogy konvergensek-e
a kovetkez6 sorok!

00 x 2
[eas) 525 (oar.] S0

n=1
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= 3"n! = 2"p!
2l il

n=1 n=1

6.50. | Tegyiik fel, hogy minden pozitiv egész n-re a,, > 0. Mit dllithatunk a

E an sor konvergenciajat illetéen biztosan, ha

n=1

(a) lim /a, >1  (b) lim ¢/an <1  (c) lim ¢/a, =1

Dontsiik el a gyokkritérium segitségével, hogy konvergensek-e a
kovetkez6 sorok!

oo oo
n 2" +1
6.51. — -6.52.
n=1 2 nz::l 3"
6.53. — 4+ = 6.54. - - =
G - (3eh) Cem) (3
6.55. | Tegyiik fel, hogy b, #0 (n =1,2,3,...), tovdbbd lim Z—n =c>0.
n—oo n
oo
Mit allithatunk a Z an sor konvergenciajat illetéen biztosan, ha
n=1
(a) Z b, konvergens. (b) Z b, divergens.
n=1 n=1

6.56. | Tegyiik fel, hogy by #0 (n =1,2,3,...), tovabba lim “® = 0. Mit
n—o0 by,

allithatunk a Z an sor konvergenciajat illetéen biztosan, ha

n=1
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(a) Z b, konvergens. (b) Z b, divergens.

n=1 n=1

6.57. | Tegyiik fel, hogy b, £0 (n=1,2,3,...), tovabba lim ZL‘ — 0. Mit

n—oo n
oo
allithatunk a Z a, sor konvergenciajat illetéen biztosan, ha
n=1
o0 o0
(a) Z by, konvergens. (b) Z by, divergens.
n=1 n=1

Dontsiik el ismert sorok nagysagrendjével valé 6sszehasonlitassal
(1d. nagysdgrendi kritérium), hogy konvergensek-e a kévetkezd so-

rok!
o g o0 3
oo o 3

Tegyiik fel, hogy / f(x)dz = 5. Kovetkezik-e ebbél, hogy Z f(n) =57
1

n=1

6.63. | Tegyiik fel, hogy az / f(z) dx improprius integral konvergens. Kovetkezik-
1

e ebbdl, hogy Z f(n) konvergens?

n=2

6.64. | Tegyiik fel, hogy f

—~

x) > 0, és f(x) monoton cstkken az (1, 00) interval-

f(z) dz = 5. Kovetkezik-e ebbél, hogy Z f(n) =57

n=2

lumban, tovdbba

»—t\g
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6.65.

Tegyiik fel, hogy f(z) > 0 és f(x) monoton csokken az (1,00) in-

o0
tervallumban, tovdbba az / f(z) dz improprius integrdl konvergens.
1
oo

Kovetkezik-e ebbél, hogy Z f(n) konvergens?

n=2

Dontsiik el az integralkritérium segitségével, hogy konvergensek-e

=1

a kovetkezd sorok!

= 1
Z nlnn
n=2

Dontsiik el, hogy konvergensek-e a kovetkez6 sorok!

6.70

6.72.

6.74.

6.76.

6.78.

6.80.

6.71.

6.73.

6.75.

6.77.

6.79.

6.81.

> 4
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n + 200
6.84. -
g (a2)
6.86. 2"+3
5n

NE

8

9

o o
Lo ¢

6.98.

6.83.

6.87.

6.89

6.91.

6.93.

6.95

6.97.

Tegyiik fel, hogy Zan =A€eRés Z b, = B € R, valamint ¢ egy

valds szam. Kovetkeznek—e ebbdl az alabbl allitasok?

(a) ioan:oA
n=1

(¢) > (an
n=1
T

A

B

I
Sy

(bn # 0)

(b) Z(an + bn)

—A+B

n=1

(£) D laal = 14|
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6.3. Feltételes és abszolut konvergencia

Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok eldjele valtakozik, akkor a
sor konvergens?

6.100. | Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagokbdl 4llé sorozat monoton
csokken, akkor a sor konvergens?

6.101. | Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok eldjele valtakozik, és a
tagok abszolit értékeibdl &ll6 sorozat monoton csokken, akkor a sor
konvergens?

6.102. | Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagokbdl &ll6 sorozat monoton
csokkenve 0-hoz tart, akkor a sor konvergens?

6.103. | Igaz-e, hogy ha egy végtelen sorban a tagok eldjele valtakozik, és a tagok
abszolit értékeibdl all6 sorozat 0-hoz tart, akkor a sor konvergens?

Melyik sor Leibniz-sor? Melyik sor konvergens?

1-s+z-g+
1*%+if%+.
1—%+%7%+..
- st rs g

Dontsiik el, hogy konvergensek-e, illetve abszoliut konvergensek-e a
kévetkez6 sorok!
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i(—l)” i(—m"
() s
§<—1>"2n1+1 Ti(—l)”M
i(—l)”nﬂ, i(—l)” 7
e > v

o0 iy o0 . 2
6.120. Zsmn 6.121. Z(Sm”)

6.122. | Valtozhat-e egy pozitiv tagi végtelen sor konvergencigja, illetve 6ssze-
ge, ha
(a) a sorba 1j zérdjeleket tesziink?
(b) a sorbdl zardjeleket vesziink ki?

(c) a sor tagjainak a sorrendjét dtrendezziik?



7. fejezet

Filiggvénysorozatok és sorok

7.1. Az egyenletes konvergencia tulajdonsagai.

— Folytonossag. Folytonos fiiggvények egyenletesen konvergens soroza-
tdanak hatarértéke folytonos.

— Derivalhatdésdg. Ha a derivalhaté fiiggvényekbél 4116 f,, sorozat pon-
tonként tart az f fiiggvényhez, f/ pedig egyenletesen tart egy g fiigg-
vényhez az (a,b) intervallumon, akkor ezen az intervallumon f derival-
haté és f' = g, azaz

!/
lim f = ( lim fn) —f
n—oo n—oo

— Integralhatésag. Ha a Riemann-integralhaté fiiggvényekbdl allo f,
sorozat egyenletesen tart az f fliggvényhez az [a, b] intervallumon, ak-
kor az f fiiggvény is integralhatd, és integrélja megegyezik a sorozat
integraljainak hatarértékével, azaz

b b b
Jim f fo (@) da = / (nlggo fn(ff)) dr = /f(:v) dx
7.2. Egyenletes konvergencia Weierstrass-kritériuma. Ha a Z fn(x)
n=1

fliggvénysornak van a H halmazon konvergens numerikus majoransa,
azaz van olyan (M,,) sorozat, hogy minden n € N és « € H esetén

()| < M, és > M, < oo,
n=1

oo
akkor a Z fn(x) fiiggvénysor abszolit és egyenletesen konvergens H-n.

n=1

7.3. Hatvanysorok konvergenciatartomanya.
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o0
— A Z an(z — ¢)" hatvdnysor konvergenciatartomdanya egy olyan inter-

n=0
vallum, amelyik az esetleges végpontokat kivéve szimmetrikus a hat-

vanysor kdzéppontjara, c-re.
A fenti tételbe beleértendd az az eset, amikor ez a tartomény az egész
szamegyenes, illetve az egyediil a ¢ pontbdl all6 halmaz.

|ant1]
|an|

— Konvergenciasugar. Ha limsup {/|a,| = L, illetve ha lim sup

= L, akkor a konvergenciasugar

1

7 ha 0 < L < o0
R= oo halL=0

0 halL=o00

— A konvergenciatartomany belsejében minden zart intervallumon egyen-
letes a konvergencia és igy lehet tagonként derivélni és integrélni.

7.4. Ha f akarhanyszor derivalhaté a ¢ pontban, akkor a

% £(n) (.
Z f n'( )(LC _ C)n
n=0 .

hatvanysort az f fiiggvény ¢ pontbeli Taylor-soranak nevezziik, a fenti sor-
ban szerepl6
F™(e)

n!

Gp =
egylitthatokat pedig Taylor-egyiitthatéknak.

7.5. Lagrange-maradék. Legyen az f fiiggvény n + 1-szer derivédlhato a
[c, ] intervallumon. Ekkor van olyan d € (¢, z) szam, amelyre

(k) (n+1)
Zf :c—c) +f(n+1())(xc)”+1.

Ha az f fiiggvény n + l-szer derivalhaté az [z, ¢] intervallumon, akkor van
olyan d € (z,¢) szdm, amelyre a fenti egyenldség teljesiil.

” s

7.6. Egyenletesen korlatos derivaltu fiiggvényt el6allit a Taylor-sora, azaz ha
az (a,b) intervallumon az f fiiggvény akdrhdnyszor derivalhatd, és megadhatd
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egy M szam gy, hogy tetszéleges n € N és x € (a, b) esetén ‘f(") (m)‘ <M,
akkor minden ¢ € (a, b)-re a c-hez tartoz6 Taylor-sor eldéllitja a fliggvényt az
egész (a,b) intervallumon.

7.7. Nevezetes Taylor-sorok.

xr __ - :L'n .
e¥ = Z T ha x € R;
n=0
oo 220+l oo a2
smmznzzo(— ) Gn 1) cosx:nZ:O(—l) @)l
ha z € R; ha r € R;
e $2n+1 e 1'2"
hz = hz = Y
shz 7;(271-1—1)' chz ,;)(Qn)!
ha z € R; ha z € R;
1 oo
—— = T;)x” ha |z| <1 (Geometriai sor);
%) . :L’n+1 0 N x2n+1
In(1+x) = Z(fl) i arctgz:Z(fl) o1
n=0 n=0
ha |z| < 1; ha |z| < 1.

7.8. Fourier-sor.

— Ha f : R — R periodikus 27 szerint és Riemann-integrélhaté a [0, 27]-n,

akkor az

oo
ap + Z(an cos nx + by, sin nx)

n=1

trigonometrikus sort az f fiiggvény Fourier-soranak nevezziik, ahol

27
1

2

w0= 5 [ f@)dn, an=2 [ ) cosnadr, b= % [ 1@)sinne s

2w
0

0

az f figgvény Fourier-egyiitthatoi.
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— Cantor tétele. Ha f(z) = ap + Z(an cosnz + by, sinnz) [0, 27]-n,

n=1
akkor az ag, a, és b, egylitthatok egyértelmiien meghatarozottak, az-
az egy figgvényt csak egyféleképpen lehet trigonometrikus sorral elo-
allitani. Ha a konvergencia egyenletes, akkor f(z) folytonos, és ez a
trigonometrikus sor az f Fourier-sora.

— Pontonkénti konvergencia. Ha az f(z) fiiggvény 27 szerint periodi-
kus és szakaszonként folytonosan derivélhatd, akkor az f(z) fiiggvény
Fourier-sora mindeniitt konvergens, az f(z) fiiggvény folytonossigi he-
lyein a Fourier-sor eléallitja a fiiggvényt, a szakadasi helyeken pedig
a fiiggvény bal-, és jobboldali hatarértékének a szamtani kozepe, azaz
minden z € R esetén

fat)+ f@7)

oo
ag + Z(an cosnzx + by, sinnz) = 5

n=1

7.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia

Hol konvergensek és mi a pontonkénti hatarértékiik az alabbi fiigg-
vénysorozatoknak? Milyen intervallumokban egyenletes a konver-
gencia?

1 fnlz) =2 2. Falz) = 2 — g™+
3 fn(z) =

5. | fu(e)= V1+an 6. | fulx)= V]|

fn(l'):\/l’+% .8. fnlz) = z2+%

~ < R ~

>

N
S

S~—
I

S

3|5

NERNEN R
o M| B ||

sinx T
9 = 7.10. = sin =
fn(x) - fn(x) =sin -

1, h —i 1, ha 0 < <l

71, | fo(z)=¢ > T 712, | fo(a)=¢" VST

n
0, egyébként 0, egyébként
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Mi a kovetkez6 allitasparok logikai kapcsolata, azaz melyikbdl ko-
vetkezik a masik?

7.13.

p—
S

N
o

: X X
p—
& o :

7.17.

7.18.

7.20.

7.21.

P:Vz €la,b] lim f,(z)=5
n—oo
Q:VneN li_>m fo(z) =5

P: Vz € [a, )] nh—>H;o fn(z) = f(2)
Qs v € fat] T (fale) — 7)) =0

P: f,, pontonként konvergal I-n. Q: f,, egyenletesen konvergdl I-n.

Bizonyitsuk be, hogy az f,(z) = cos nz fiiggvénysorozat konvergens
az x = 2kr (x € Z) pontokban. Konvergens-e a fliggvénysorozat az
x=kr (v € Z) pontokban?

Adjunk meg 3 kiilonboz6 fliggvénysorozatot gy, hogy mindhérom fligg-
vénysorozat konvergaljon az azonosan 5 fiiggvényhez [0, 1]-en!

Megadhaté-e olyan fiiggvénysorozat, amelyik [0, 1]-en az azonosan 5
fliggvényhez konvergdl, és a fiiggvénysorozat egyetlen tagja sem folyto-
nos [0, 1]-en?

Adjunk példat olyan fiiggvénysorozatra, amelynek minden tagja min-
den pontban szakad a [0, 1] intervallumban, de a fiiggvénysorozat egyen-
letesen tart egy [0, 1]-ben folytonos fiiggvényhez!

Adjunk példat olyan fiiggvénysorozatra, amelynek minden tagja min-
den pontban folytonos, és a fliggvénysorozat az

1, haz=5
flx) = s
0, egyébként

fiiggvényhez tart! Lehet-e a konvergencia egyenletes?

Adjunk meg 3 kiilonbozé fliggvénysorozatot gy, hogy mindhdrom fiigg-
vénysorozat egyenletesen konvergaljon a

D(a:):{l’ haz e Q

0, egyébként
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Dirichlet-fiiggvényhez [0,1]-en! Allhatnak-e az elébbi fiiggvénysoroza-
tok csak folytonos fliggvényekbdl?

7.22. | Legyen f,(x) =n?(z""! — 2™). Bizonyitsuk be, hogy

(a) Yz €[0,1] nlggo fa(z) =0

1
(b) lim [ fu(x) dz#0
TL*)OO\O/

(c) [0,1]-en az f, fiiggvénysorozat nem tart egyenletesen az azonosan
0 fiiggvényhez.

1
7.23. | Legyen f,(x) =4/22 + —. Bizonyitsuk be, hogy
n

(a) Vn fn(z) differencidlhaté 0-ban.
(b) lim fu(x)=al
(c) fn egyenletesen konvergal |x|-hez.

(d) |z| nem differencidlhaté 0-ban.

Melyik fiiggvényhez konvergdl az f,(z) = 2™ — 2" fiiggvénysorozat a

[0,1] intervallumon? Egyenletes-e a konvergencia?

Alkalmazzuk a Weierstrass-kritériumot, azaz keressiink olyan kon-
vergens numerikus sorokat, amelyek tagonként nagyobbak a fiigg-
vénysor tagjainak abszolit értékénél, és ezzel bizonyitsuk, hogy a
fiiggvénysorok egyenletesen konvergensek!

n= n=

Konvergensek-e, illetve egyenletesen konvergensek-e R-en a koévet-
kezo fiiggvénysorok?
oo

7.27. Z Wlﬁ Z:l(l,n _ znfl)
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7 3 Z (arctg(n + 1)z — arctg (nx))

b
!
]2
8~
=17
+l=
[N}
::

oo .
7.31. Z SN NT

IR
w
£l|8 |8
gk
[N}

3
&

3

> 1 sinnx
7.33. 3
nz::l n?[1 + (nz)?] — n2
=\ cosnz 1
7.35. 7.36. -

37

I
3
8
i
IS
S
+ &%
[\
3
\]
w
Qo
78
BT
+l=
w
3 3

o0
7.39. | Hol konvergens a Y. z™ fiiggvénysor? Egyenletes-e a konvergencia a
n=1
konvergenciatartomanyban?

sin(2n — 1)z

7.40. | Egyenletesen konvergens-e a Z > 1
n—

n=1

fliggvénysor?

7.2. Hatvanysorok, Taylor-sor

o0
7.41. | Konvergens-e 2(2” + 3")2" hatvdnysor x =
n=0
z =1 esetén?

Milyen x esetén konvergensek a kiévetkez6 hatvanysorok?

9] | 0o n
SR Sy
00 n? o0
i) $2() e S
n n=1
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Hatarozzuk meg a kévetkez6 hatvanysorok konvergenciasugarat!

.48. .49.

I
M2
S
5
\]
[Ne)
]38
:w‘ &:

3
Il
o
3
Il
-

WK
=
|
=
D
|
@
3

7.50. | Y 1000 (z—2)" 7.51.

3
Il
_
3
Il
_

.52. .53.

I
]2
N
Hﬁ
I
NE
D
+
o’

3

) S et ron ] S0 0"

n=1 2" n=1 n!
7.56. | S nl(@+ 1) 757 | Y 1"
n=1 n=1 \/ﬁ

=, 1000™ 23
7.60. i”x;” 7.61. izz

.62. 6

i
™
™3
H}
=
w
M8
L
Sa
3

7.64. i("!)Qﬂ 7.65. inw
' n=0

Igazak-e a kdovetkez6 allitasok?

0,3 o o 0,3
[ () w3 [
0,2 n=0 n=1 \_p 2
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7(%&) dx:i jx"dx

9 \n=0 n=1 9
) /
7.68. | Vz € R —re Z 1 2" = !
=n +1 1—=z

=1 / 1
7.69. | Viz|<1—re (Z m"“) =
n:0n+1 1—2x

Hatarozzuk meg a kévetkez6 hatvanysorok konvergenciasugarat! A
konvergenciatartomany belsejében adjuk meg az 6sszegfiiggvénye-

ket!
7.70. | 14+ax+a?+2®+- 7L | 1—gz+22 -2+
a2 2 4 6 8
T.72. x—|—?+§+ 7.73. l—z 42— +2°—---
at @ 2 3
7.74. x+§+g+ 7.75. x4+ 2x°+3x° +---

Hol konvergensek a kovetkezd fiiggvénysorok? Adjuk meg az
osszegfiiggvényeket!

Szamitsuk ki a kovetkez6 hatvanysorok konvergenciasugarat és
Osszegét:
oo

Ut Znn—|—1 7-81. Znﬁ—l

n=1 n=0
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)
(@)

=
w
M8
3l\D
8
3

8

na"

M

1

3
Il
-

n

2n+1
n(n+ 1)z" 7.85. i

(]
¥
_|_

-

3
I
o

M

1

3
Il

Adjuk meg a kovetkez6 fiiggvények a = 0 koriili Taylor-sorat! Ha-
tarozzuk meg a konvergenciatartomanyokat! Eldallitja-e sor a fiigg-
vényt a konvergenciatartomanyban?

7.86. e® 7.87. &2

8

Qo
[N
|
8
EN|
Qo

©
I
)
=
8

9 e T

9 shx

N |
! SEE

92 ! 7.93. 1
1-=z 1+2z
7.96. | In(1+x) arctg x
798 | 7.99.) f(0)= s
sin x cos T
sin(2x) cos x°
sin’ x cos® x

Legyen f : R — R, 0-ban akarhanyszor differencialhaté fiigg-
vény. Igazak-e a kdvetkez6 allitdasok? A valaszt minden esetben
indokoljuk meg!
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7.106. | f Taylor-sora mindig felirhatd.

7.107. | f Taylor-sora minden valds x helyen konvergens.

7.108. | Ha f Taylor-sora konvergens egy xo pontban, akkor abban a pontban

a Taylor-sor 6sszege f(xo).

oo
7.109. | Ha egy > a,z™ sor elbéllitja az f fiiggvényt, akkor ez a hatvénysor
=0

megegyezi_k f Taylor-soraval.

o0
7.110. | Ha f(x) Taylor-sora . a,z™, akkor minden valds = esetén > a,z" =

n=0

f().

7.111. | Szamitsuk ki 10~2 pontossaggal sin 1 illetve e értékét!

2 .4 6 on
7.112. | Szamitsuk ki az 1 — % I % _ % b (-1 (gn)! +... &sszeget!
.3k
7.113. | Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = Z B! filggvény kielégiti az f"'(z) =

k=0
f(x) egyenletet!

x

7.114. | Irjuk fel az f(z) = /e*t2 dt Taylor-sorat! Szamitsuk ki

0
értékét két tizedesjegy pontossiggal!

7.115. | Bizonyitsuk be, hogy az e szdm irraciondlis!

Szamitsuk ki a keresett derivaltakat az x = 0 helyen!

(135) (136)
7.116. (11) 77| ()

T

7.118. (arctg 1’)(356) 7.119. (arctg x)(357)

_ 2
e ® dx
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7.120. | Irjuk fel az f(z) = tga fiiggvény harmadik Taylor-polinomjét a 0-
ban.

7.121. | A fonalinga mozgdsit leiré térvényben a sinz fiiggvényt az x fiige-
vénnyel kozelitik. Mekkora lesz legfeljebb az elkévetett hiba, ha a kité-
rés szoge legfeljebb 5° < 0,1 radidn?

7.122. | Hény tagot vegyiink figyelembe sinz Taylor-sordbdl, ha azt akarjuk,
hogy |z| < 0,1 esetén a hiba legfeljebb 1076 legyen?

7.123. | Hény tagot vegyiink figyelembe sinz Taylor-sorabol, ha azt akarjuk,

hogy
lz] <1< g(: 60°) esetén a hiba legfeljebb 1072 legyen?

7.124. | Fejtsiik hatvdnysorba az f(x) = 2% + 2 + 1 fiiggvényt

(a) 0-koriil; (b) 1-kériil.
7.125. | Fejtsiik hatvdnysorba az f(z) = a2 fiiggvényt
(a) 0-koriil; (b) 1-koriil.

7.3. Trigonometrikus sorok, Fourier-sor

Allitsuk el8 az al4abbi fiiggvények Fourier-sorat!

7.126. Sin2 € 7.127. COS2 T

Fejtsiik Fourier-sorba a (—m, ) intervallumon az aldbbi fiiggvénye-
ket:

7.128. (z) =sgnzx —r<z<T
1 hal0<ax<m

7.129. =

- (2) {O ha —m<2x<0
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7.130. (x) = |sgnz| —rT<r<T

A fenti hdrom fiiggvény megegyezik a (0, 7) intervallumon!

7.131. (x) == —rT<x<m
7.132. (x) = |z] —T<r<T

Az el8z8 két fiiggvény megegyezik a (0, 7) intervallumon!

x? had<ax<m
7.133. (m):{ —22 ha —7w<z<0

7.134. | Legyen most f(x) az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyikre f(z) =
WT_QS7 hax € (0,27) és f(0) = 0. Ezt a fiiggvényt flrészfog-figgvénynek
is nevezik.

(a) Fejtsiik Fourier-sorba az f(z) fiiggvényt a (0, 27) nyilt intervallu-
mon.
1
2n+1

numerikus sor Osszegét.

(b) Szémoljuk ki a Y (~1)"
n=0

7.1385. | Legyen f az a periodikus fiiggvény, amelyre f(z) = 22, ha = € [—7, 7).
(a) Fejtsiik Fourier-sorba az f(x) fiiggvényt a [—m, 7| intervallumon.

— 1
(b) Szédmoljuk ki a Z —; numerikus sor Gsszegét.
n

n=1

Kirajzoltuk néhany el6z6 feladat fiiggvényeit és a 10-edik ( egynél
az 5-6dik ) Fourier kozelitéseit. Melyek ezek a fiiggvények?
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137.

7.13
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T

123 4 4 f3-2 4 12 44
Fejtsiik Fourier-sorba a kdvetkezd fiiggvényeket a (—m, ) interval-
lumban!

7.142. | = 7.143. | 22

7.144. | shzx 7.145. | sh3z

7.146. | chzx 7.147. | chdx



8. fejezet

Tobbvaltozos fiiggvények differen-
cialasa

8.1. Euklideszi terek topoldégiaja.

— A G C R” halmaz nyilt akkor és csak akkor, ha egyetlen hatarpontjat
sem tartalmazza.

— Az F C R™ halmazra a kovetkezd allitasok ekvivalensek:

- Az F halmaz zart.
- Az F halmaz tartalmazza minden hatarpontjat.

- Nem lehet F-bdl kikonvergdlni, azaz ha
{pn :n €N} C F, és p,, — p, akkor p € F.

— A K C R"™ halmazra a kovetkezd allitdsok ekvivalensek:

- A K halmaz kompakt.
- A K halmaz korlatos és zart.

- Minden K-beli sorozatnak van K-beli ponthoz konvergalé részso-
rozata.

8.2. Tobbvaltozés Bolzano-Weierstrass-tétel. Korldtos pontsorozat-
nak van konvergens részsorozata.

8.3. Tobbvaltoziés Weierstrass-tétel. Kompakt halmaz folytonos képe
kompakt. Specidlisan kompakt halmazon folytonos fiiggvénynek van maxi-
muma (és minimuma).

8.4. Tobbvaltozés Bolzano-tétel. Osszefiiggé halmaz folytonos képe
Osszefiiggo.
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8.5. Tobbvaltozos derivalt.

— Ha az f fiiggvény (totélisan) derivdlhaté a p pontban, akkor itt foly-
tonos, minden parcialis derivaltja létezik, és a derivalt koordinatéi a
megfelel6 parcialis derivaltak.

— Ha az f fiiggvény parcialis derivaltjai léteznek a p pont egy kornyeze-
tében, és ezek p-ben folytonosak (folytonosan derivdlhaté p-ben),
akkor f derivalhaté p-ben.

— Ha az f fiiggvény (totélisan) derivélhaté a p pontban, akkor itt minden
v # 0 irdny mentén derivéilhaté, és

7f(p)=|71|v -grad f(p)

Ennek kovetkezményeként

max{’aif(p)‘ v = 1} = |gradf(p)|2

— Haaz f:R" — R fiiggvény derivalhaté a p pontban, akkor grafikon-
janak van érint6 hipersikja a p pont felett, és ennek egyenlete

y=f(p)+egradf (x —p).

8.6. Young-tétel. Ha az n-valtozds f fiiggvény kétszer folytonosan deri-
valhaté a p pont egy kornyezetében, akkor minden 1 < 4,7 < n esetén

8.7. Tobbvaltozos szélsbérték.

— Ha az f : R® — R n-valtozés fiiggvénynek lokalis szélsGértéke van
az értelmezési tartomény p belsd pontjdban, és p-ben (parcidlisan)
derivélhato, akkor grad f(p) =0.

— Tegyiik fel, hogy az f : R” — R fiiggvény kétszer folytonosan derivalha-
t6 a p pontban és grad f(p) = 0. Jeldlje H az f méasodrendii parciélis
derivaltjaibol allé szimmetrikus Hesse-matrixot a p pontban, valamint
Q(x) =x - Hx a H-hoz tartozé kvadratikus leképezést. Ekkor

- ha @ pozitiv definit, akkor p-ben lokalis minimum van;
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- ha @Q negativ definit, akkor p-ben lokdlis maximum van;
- ha @ indefinit, akkor p-ben nincs szélséérték (nyeregpont);

- ha @ szemidefinit, akkor p-ben ez a préba nem donti el, hogy
van-e szélséérték.

Specialisan kétvaltozés fliggvény esetén ha

1 1
Tx Ty

D =detH =

" "
yx yy

a Hesse-matrix determindnsa a p pontban, akkor

- minimum van, ha D > 0 és f/ > 0;

- maximum van, ha D > 0 és f/ < 0;

- nincs széls6érték, ha D < 0;

- ez a préba nem donti el, hogy van-e szélséérték, ha D = 0.

8.8. Feltételes szélstérték, Lagrange-féle multiplikator médszer. Ha
az f : R™ — R fiiggvénynek lokélis szélséértéke van aza pontban a g(x) =
0, £ =1,2,...,p feltételek mellett, akkor megadhaték olyan Ai, Aa,..., A,
valés szamok, hogy

8.1. Topoldgiai alapfogalmak

Irjuk fel a megadott pontok tavolsagat!

8.1 P>q4 ERQ p:(_laS) q:(57_4)
p,qGRB p:(_17375) q:(57_470)

8.3 P.q €ER" p = (p,p2,---Pn) A =(q1,G2,---Gn)

8.4 Irjuk fel az origd kézéppontd, 1 sugard (nyilt) gémbét meghatérozé

egyenlétlenséget R*-ban, ahol k = 1,2,3,n.
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8.5 frjuk fel a ¢ kozépponti, r sugari (nyilt) gombot meghatdrozé egyen-
16tlenséget R¥-ban, ahol k = 1,2, 3, n.

Rajzoljuk le az alabbi halmazokat, hatarozzuk meg a bels6-, kiils6-
és hatarpontjaikat, és dontsiik el mindegyik halmazrdl, hogy nyilt-
e, zart-e, és hogy korlatos-e!

{heR:-3<h<5}

{(z,y) e R%: 22 + ¢y =1}

o

g %
& N

{(z,y) eR?: 1 < 22+ 9% < 4}
{(z,y) eR?: =3 < x <5}
8.10. | {(z,y) e R?: 2%+ 42 >4}
811. | {(z,y)eR?: —1< 2,y <1}
8.12. | {(x,y) € R?: 22+ 4% >0}

8.13. | {(z,y) e R?: 22 +y% < —4}

Melyik halmaz nyilt, melyik zart, melyik nyilt is, zart is, és melyik
se nem nyilt, se nem zart? Indokoljuk a valaszokat! A feladatokban
x és y valds szamokat jelolnek.

H={r:0<z<1} H={(2,0):0<z<1}
(816. | H={s:0<s<1} H={(2,0):0<z<1}
m H={z:0<z<1} H={(z,0):0<2 <1}
(820 ] H={(.y) a2ty <1}
m H = {(x,y,0): 22 +y? < 1}
H={(@y):ccQyeQ)
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H={(z,y):0<z<1,0<y<1}

Adjuk meg a kévetkezd sikbeli halmazok bels6é pontjait, kiilsé pont-
jait és hatarpontjait!

H:{(x,y):Ogmgl,OSxﬁl}
H:{(x,y):0§x<1,0<y§1}
H={(r,y):2€QyeQ0<z<1,0<y<1}
H={(z,y):0<z<1,y=0}

Adjuk meg a kivetkez6 térbeli halmazok belsé pontjait, kiilsé pont-
jait és hatarpontjait!

H={(z,y,2) : 2? +y?> + 22 < 1}
H={(z,y,2): 0% +1% + 22 <1}
H={(x,y,2):2€QuyeQ,2eQ,0<2<1,0<y<1,0<2<1}
H:{(x,y,z):xe(@,0<x<1,y:z:0}

8.32. | Legyen H C R". Igazak-e a kovetkezd allitdsok?

(a) Ha z € H, akkor = belsé pontja H-nak.

(b) Ha z ¢ H, akkor x nem lehet belsé pontja H-nak.

(c¢) Ha x € H, akkor z nem lehet hatdrpontja H-nak.

(d) Ha = ¢ H, akkor  nem lehet hatdrpontja H-nak.

(e) Van olyan halmaz, amelynek minden pontja hatérpont.
(f) Van olyan halmaz, amelynek minden pontja belsd pont.

(g) Van olyan halmaz, amelynek nincs belsé pontja.
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8.2. Tobbvaltozos fiiggvények grafikonja

Szamitsuk ki a kdvetkez6 fiiggvények helyettesitési értékét a meg-
adott p pontokban!

flay)=z+y* p=(273)

m f(z,y) = arctgx + arcsinzy p = (7/4,0)
m Flr,y,2) =2 p =(4,3,2)

(35 s »=hs

Adjuk meg a kovetkez6 fiiggvények helyettesitési értékét a meg-
adott gorbék pontjaiban!

8.40.

8.41.

T =22 442 =z, illetve 22 + 2 =1
f(z,y) Y, y =, y
f(z,y) =2 —y, y =z, illetve y = 22
f(z,y) =sinz, x=7/4, illetve y = 7/4
f(z,y) = sinay, x=m/4, illetve y = 7/4

Keressiik meg a kovetkez6 kétvaltozos fiiggvények grafikonjait az dbrak
kozott!

(a) 2% +y (b) (z+)* (c) 2%~y

(d) zy (e) sinz +siny (f) sinzsiny
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(A) (B)
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Az el6z6 fiiggvényeknek kirajzoltuk a szintvonalait is. Keressiik meg a
rajzokhoz tartozd képleteket!
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Abrézoljuk a kovetkez6 fiiggvények szintvonalait! Készitsiink a
fiiggvények grafikonjardl térbeli rajzot!

(@t v VAR

8.45. | 1y 8.46. | (z—y)?

2
P
ge

8.47 z2 + y27 8.48. ||

8.49. x2 — y2 ‘fC + yl

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények szintfeliileteit!

8.51. f(x,y,z):x+y+z f(x7yaz):x2+y2+22
8.53. | flz,y,2)=z+y flz,y,2) =y

Dontsiitk el az aldbbi térbeli halmazokrél, hogy lehetnek-e
grafikonjai-e valamilyen kétvaltozos fiiggvénynek! Ha igen, akkor
adjunk meg ilyen fiiggvényt!

8.55. | sik 8.56. | gombfeliilet
8.57. | kuppaldst 8.58. | hengerpalést
8.59. | félhenger paldstja 8.60. | félgomb feliilete

Hatarozzuk meg a kévetkez6 fiiggvények lehetséges legb6vebb ér-
telmezési tartomanyat!

- fx,y) = x+y @ flr,y)=vV1—22+/y2 +1
(863 jen =i fay) = VI—? =
865 |

f(z,y,2) —cosy
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8.66. r

Y

z

[y, 2) = —

T+ z

$2_y2

8.3. Tobbvaltozos hatarérték, folytonossag

Van-e a kovetkezd tobbvaltozds fiiggvényeknek hatarértéke az
adott pontokban? Ha igen, mennyi? Hol folytonosak ezek a fiigg-

vények?
flz,y) =7 p =(0,0)
fay) =a+y p = (3,5)
T
8.69. | f(x,y) = v p =(3,0)
sin xy
=2 -0
sin xy
8.71. = =(0,3
fz,y) taory p =(0,3)
sinx — siny
8.72. | f(z,y) = —2 p =(0,0)
r—y
sinxz — siny
8.73. =—“ = (0,0
(8T8 ] fay) =T P = (0,0)
8.74. | Jr+y—1 p = (0,0)
zyIn(2? + y?) p = (0,0)
1, haz#0ésy#0
8.76. f(may) = p = (070)7 q = (07 ]-)
0, hax=0vagyy=0
1, haz#0
8.77. | fla,y) = p =(0,0), @ =(0,1), r =(1,0)
0, haxz=0
1, ha 2?2 +4%2 #£0
8.78. f(x,y) = 4112 P = (070)5 q = (07 1)
0, egyébként
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8.79. | f(x,y) = {

8.80.

8.81.

8.82.

8.83.

8.84.

r, harz=y
—(0,0), q =(0,1
0, egyébként p=(00, a=01

1, haz=y
9 = = 07 0 B = 0, 1
f(z,y) {07 ey éblént p =(0,0), a=(0,1)

Legyen f(z,y) = % Léteznek-e a kovetkez6 hatarértékek?

@) 00TV @) 1y (1 )
(¢) lim (lim f(z.)) (d) lim f(z,2)

1 1

Legyen f(z,y) = (z + y) sin — sin —. Léteznek-e a kovetkezd hatdrérté-
T Y

kek?

a lim f(z,y . .
®) )oY (b) lim (;13}) (%y))
(¢) lim (lim f(z.y)) (d) lim f(,2)
Legyen
2zy
, h 2_|_ 2 0
fagy) =2zt T #0
0, egyébként

Bizonyitsuk be, hogy a g(z) = f(z,0) és a h(y) = f(0,y) fiiggvények
folytonosak & = 0-ban, illetve y = 0-ban! Bizonyitsuk be, hogy az
f(z,y) filggvény nem folytonos (z,y) = (0,0)-ban!

Bizonyitsuk be, hogy ha f(x,y) folytonos a sikon, akkor

(a) aG={(z,y) : f(z,y) > 0} halmaz nyilt;
(b) az F = {(x,y) : f(z,y) > 0} halmaz zart!
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8.4. Parcialis és totalis derivalt

Mutassunk példét olyan kétvaltozos fiiggvényre, amelynek mindkét par-
cialis derivéltja létezik az origéban, de a fiiggvény nem folytonos az

origéban!

Hatarozzuk meg a kévetkezo6 fiiggvények parcidlis derivaltjait!

Qo
[0.9]
=]

f(z,y) = wsiny

8 f(x,y) = sin(zy)

Qo

ARE AR
© ¢ N

8

Qo

flz,y) = (x + 2y) sin(z + 2y)
89. | f(r,y) = 32" —4

Tty
T — 92

8.90. flz,y) =

9 flx,y) = 5z +y?)< T3

%
P

g(x,y,2z) =sinz - (cosz)™Y

8.94. | f(a,y) =2’ +xy+y°

8.95. f(;p’y) =TV

9 g(z,y,2) =2V

9 ( ) zarctg xzy
T,Y,z) =
haits 1+ In(zy® + 22+/2)

Qo

¢ ® e
¢ N g

98. | fle.y.2) = sin(e® + y* + =)

1—=x
= arct
f(z,y) arctg —

%
©
©
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8.100. f(m7y) =z¥ 4y

8.101. | f(=z,y,2)=aY*

8.102. | Parcidlisan derivélhaté-e f(z,y) = |x| + |y| a (0,0) pontban?

8.103. | Mi a kovetkezd két 4llitds logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kévetkezik
a masik?
P: f(z,y) folytonos (0,0)-ban
Q: f(z,y) parciélis derivaltjai léteznek (0,0)-ban

8.104. | Tudjuk, hogy f(1,2) = 3, tovabba hogy minden (z, y) pontban f.(z,y) =
0és fy(z,y) = 0. Mennyi lehet f(5,10) ?

8.105. | Hol folytonosak az

1

(x+y)sin—siny, haz#0ésy#0
T

0, haxz=0vagyy=20

fz,y) =
fiiggvény parcialis derivalt fiiggvényei?

Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények masodik parcialis deri-
valtjait!
8.106. | g(x,y,2) = zy’*sinz

x
y+z

8.107. | g(z,y,2) =

8.108. | g(z,y,2) =2+z +y*+2°

8.109. g(x, Y, z) = ln(x + y2 + 23)

frjuk fel a kovetkez6 fiiggvények iranymenti derivaltjait az adott
pontokban az adott iranyban!

8.110. | f(z,y) =z + 1> p=(23), v=(34)
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8.111. | f(z,y) =sinzy p =(0,0), v=(1,-1)
8.112. | f(z,y) =" Iny p=(0,1), v=(-43)

flaey) =7 p=(1), v=(-1-1)

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények a = 30°-os szdghéz tar-
tozé irdanymenti derivaltjat a (3,5) pontban!

fay) =a® — hz,y) = we?

Milyen iranyban lesz az iranymenti derivalt maximalis, illetve mi-
nimadlis a (—4,2) pontban?

2
flay) = @)’ o(o.y) =% + —

Ty

Egy terepasztal feliiletét az f(x,y) fiiggvénnyel adjuk meg. Milyen
iranyban indul el a feliilet adott A = (1,2), B = (2,1), C = (2,0)
és D = (—2,1) pontjai f6lé helyezett goly6?

8.118. | e~ (=+v") 8.119. | 23 + 43 — 9zy

8.120. | Egy buckds domb feliiletét az f(z,y) = —2% +siny fiiggvény adja meg,
ha -2 <z <2,-10 < y < 10. Milyen irdnyban induljon el a siel§ a
p = (1,7/3) pontbdl, ha a lehet6 legmeredekebb palydn akar lecstiszni?

8.121. | Legyen f(x,y) = /1 — a2 — 2. Irja fel az (1/2,1/2) ponton athaladé
szintvonal egyenletét, valamint a szintvonal érint8jét az (1/2,1/2) pont-
ban! Irjuk fel a fiiggvény gradiensét az (1/2,1/2) pontban! Mekkora
szoget zar be a szintvonal érintdje a gradienssel?

8.122. | Adjunk példét olyan f(z,y) fiiggvényre, ahol a gradiens létezik, de nem
meroleges a szintvonal érint&jére!

Segitség: vizsgaljuk az
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0, ha(zx—172%2+y*=1
flxy)=qy, haz=06y#0
r  egyébként

fliggvényt az origéban!

8.123. | Legyen f(z,y) = /1 — 22 — y2. Ellendrizziik, hogy az (1/2,1/2) pont-

ban a fliggvény gradiense meréleges a szintvonal érintéjére!

8.124. | Irjuk fel az f(z,y) = sgnasgny fiiggvény gradiensét azokban a pon-

tokban, ahol 1étezik!

Egy terepasztal feliiletét az f(x,y) fiiggvény adja meg. Tegyiik fel,
hogy az x tengely kelet felé, az y tengely pedig észak felé mutat.
Hatarozzuk meg a p ponton atmend, észak-északnyugati irdnyban
indulé 6svény meredekségét a p pontban!

8.125. | f(z,y)=22—132 p =(1,2,-3)
8.126. | #3443 —9zy p =(2,0,8)

z x2+y2’
8.127. | Legyen f(x,y) =

0, ha 22 +4%2 =0

(a) Mennyi f;(0,0) és f,(0,0)?

(b) Mennyi f;(0,y) ha y # 0 és mennyi f;(x,0) ha x # 07
(c) Mennyi f; (0,0) és f,7.(0,0)?

(d) Miért nincs ez ellentmondédsban Young tételével?

(e) Differencidlhaté-e kétszer f a (0,0)-ban?

8.128. | Legyen f : R™ — R fiiggvény. Melyik &llitas igaz és melyik hamis az
aldbbiak koziil? Ha egy allitds hamis, adjunk ellenpéldat!

(a) Ha f folytonos a p pontban, akkor ott differencidlhato.
(b) Ha f differencidlhaté a p pontban, akkor f a p pontban folytonos.
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(c) Ha f-nek léteznek a parcidlis derivéltjai a p pontban, akkor f a
p pontban folytonos.

(d) Ha f-nek léteznek és folytonosak a parciélis derivaltjai a p pont-
ban, akkor f a p pontban differencidlhato.

(e) Ha f-nek léteznek és folytonosak a parcidlis derivéltjai a p pont-
ban, akkor f a p pontban folytonos.

(f) Ha f differencidlhat6 a p pontban, akkor f-nek p-ben léteznek a
parcidlis derivéltjai.

(g) Ha p-ben f-nek léteznek a méasodrendii parcidlis derivaltjai, akkor
f 2-szer differencialhaté p-ben.

(h) Ha p-ben f-nek léteznek és folytonosak a médsodrendii parcidlis
derivaltjai, akkor f 2-szer differencidlhaté p-ben.

(i) Ha f a p pontban 2-szer differencidlhatd, akkor p-ben léteznek f
masodrendii parcialis derivaltjai.

(j) Ha f a p pontban 2-szer differencidlhatd, akkor p-ben léteznek f
parcidlis derivéltjai, és a parcialis derivaltak p-ben folytonosak.

Van-e olyan f : R2 — R fiiggvény, amelyre
8.129. | [/ (x,y) =siny, f,(z,y) = xcosy
8.130. f;(xa y) = ea:y’ f;(xay) = COS(:E - y)

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvényeket a megadott pontokban
érints sikok illetve hipersikok egyenletét!

flz,y) =Y p=(23)
fz,y) = sin(zy) p =(1/2,m)
fla,y,2) = xy? = 2° p =(3,2,1)
fley,...,zpn) =122+ ...-xy, p=(1,2,...,n)

Irjuk fel a G(t) = F (r (t)) 6sszetett fiiggvényt! Hatarozzuk meg
G’ (t)-t kozvetleniil a képletbdl, és a lancszabdly segitségével is!
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8.135. | F(z,y) = 2> +4° r(t) =cost-i+sint-j t € (0,27

8.136. | F(z,y) =2>—19° r(t) =cost-i+sint-j t € [0,27]

8.137. F(x,y):x2+y2 r(t):t~i—|—3t'j tE[O,lO]

frjuk fel a k6vetkez6 Osszetett leképezések Jacobi-matrixat.
8.138. | ¢(t) = (sint,cost), f(z,y)=x+y, h=fogy.

8.139. | f(u,v) = (sinuv,cosuv), g(x,y)=2>+y* h=gof

1
8.140. f(u,v>—(u2v2,), g(,y) =Inz+lny, h=gof.
uv

>
&
=

=

meg a kovetkezd sikbeli leképezések Jacobi-matrixat!

8.141. | v =sinzy-i +xcosy-j

Ty . T

8.142. = .
v 1+ 22 1+:172+y

5 )
8.143. | v = (Inz+1Iny) i +2%-j
8.144. vV = Sin(x + 3y2) . i + exy .j

8.145. | Legyen F(x,y) = xy, és legyenek f : R? — R, g : R? — R differenci-

4lhaté fiiggvények! Irjuk fel az F(f,g) osszetett fiiggvény derivéltjat a
ldncszabaly segitségével!

8.146. | Legyen r : R — R? differencidlhaté, és legyen f(z,y) = 2 +y. Irjuk fel
f or derivaltjat a ldncszabaly segitségével!

frjuk fel a kovetkez6 fiiggvények P ponton athaladé szintvonalainak
érintGjét a P pontban!

8.147. | f(z,y) = a, P(3,5)
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8.148. | f(x,y) = 2% —4? P(5,3)

8.5. Tobbvaltozos szélsoérték

Van-e abszolut széls6értékiik a kbvetkezo fiiggvényeknek az adott
halmazokon? Indokoljuk a valaszokat!

1

flw) =~ H={(x): 2 # 0}

() = sin® Va3 H={():zeR}

fay) =2 H = {(w.y) 2 £0)

fz,y) = 2* + ¢¥sin (z°y?) H = {(z,y) : 2” +y* < 1}
flay) =a+y  H={(y):a?+y* <1}

Flay) =z +y H={(z,y):0<e<1,0<y<1}

flz,y) =y H={(zy):0<2<10<y<1}

Fla,y,2) = zy H={(z,y,2) : (1—1)+(y+2)>+(2-3) < 4}

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények abszolut szélsGértékeit a
megadott halmazokon!

8.157. | f(z,y) =2**(1 -z —y) H={(z,y):0<2,0<yz+y<
1}

8.158. | f(z,y)=2>+y>+ (z4+y+1)? H=R?

8.159. | f(z,y)=z—y—3 H={(z,y):2* +y> <1}

1 1
8.160. f(x,y):lnx-lny+§lnx—|—§lny

1 1
H:{(x7y)g§m§e7g§y§e}
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8.161.

~

) =sinz +siny + sin(z + y)
T 71'

0z < -,0<8y < —
(#,y):0sz<5,0sy< 3}

(,

<

8
<

)

=
[

==
e
N

8.162. y) = —2zy 4+ 2y — 2z + 4y

(z,y) |2 <3, ]yl <3}

—~

Keressiik meg a kovetkez6 fiiggvények lokalis széls6értékhelyeit, ha
vannak!

8.163. | f(x,y) = 322 + 5y

8.164. | f(x,y) = (22 — 5y)?

8.165. | f(x,y) = 222 — 3y?

8.166. | f(z,y) =22 —y® +4a+4y—3
8.167. | f(x,y)=a2>+1y*>—6x+8y+35
8.168. | f(z,y)=3—+/2— (2?2 +y?)
8.169. | f(r,y) = —y? +sinz

8.170. | f(z,y) =e @ +v)

8.171. | f(z,y) = (v - y*)(2z — ¢?)

8.172. | f(x,y) = —22% — 2zy — 2y? + 36z + 42y — 158

8.173. | Van-e olyan egyvdltozos polinom, amelynek értékkészlete (0,00)? Ha
igen, adjunk ra példat! Van-e olyan kétvaltozds polinom, amelynek
értékkészlete (0,00)? Ha igen, adjunk ré példat!

8.174. | Adjunk meg olyan kétvaltozds fiiggvényt, amelyiknek végtelen sok szi-
goru lokalis maximuma van, de nincs lokalis minimumal/!

8.175. | Hatdrozzuk meg a 2z + 3y + 4z fiiggvény maximumédt és minimumat az
origd kozépponti 1 sugart gomb felszinén!
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8.176. | Hatdrozzuk megap(t)=2t-i+t-j+(1—t)-k ésaq(t)=3t-1 +
t-j+ (2t —1) -k egyenesek tavolsigat!

8.177. | Igazak-e a kovetkezd allitdsok?

(a) Ha f.(zo,y0) = 0, akkor f-nek az (xq,yo) pontban lokdlis szélss-
értékhelye van.

(b) Ha f;(z0,y0) = 0 és f,(w0,y0) = 0, akkor f-nek az (zo,yo) pont-
ban lokalis szélséértékhelye van.

(c) Ha f7 (z0,90) = 0 és f,,(z0,y0) = 0, akkor f-nek az (xo,yo)
pontban lokalis szélséértékhelye van.

(d) Ha f1,(x0,50)fpy (0, 50) — (fy(x0,50))*> < 0, akkor f-nek az
(20, yo) pontban nincs lokélis széls6értékhelye.

(e) Ha f7.(z0,50)fyy(z0:y0) — (f1y(0,y0))* < 0, akkor f-nek az
(0, y0) pontban nincs lokélis szélséértékhelye.

(f) Ha f/ (x0,y0) < 0, akkor f-nek az (z¢,yo) pontban nincs lok4lis

minimumbhelye.

Mely (z,y) € R2? pontokban nulla az f(x,y) fiiggvény mindkét
parcidlis derivaltja? Mely (z,y) € R? pontokban van az f(z,y)
fiiggvénynek lokalis széls6értékhelye?

8.178. f(xvy) = g3 8.179. f(;p7y) = 72
8.180. f(ggy) =% _ y2 8.181. f(x7y) =2+ y2
8.182. | f(z,y) = (z+y)? 8.183. | f(z,y) =2+
8.184. | f(z,y) =e @+ 8.185. | f(x,y) =a2+siny

2
8.186. | f(z,y) = 322 + 5y° 8.187. | f(x,y) = §x3 +yt + oy

8.188. | f(z,y) =y 8.189. | f(z,y)=ev"

8.190. | f(z,y,2) = xyz +a® +y° + 22

8.191. | f(z,y) =2° — 3
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8.192.

8.194.

flz,y) = 2* + 4 Fla,y) = —222 — y*
fla,y) = (20— 5y)° flx,y) = (1 +eY)cosz — ye¥

2 2

x
Egy hegy feliiletét az F(xz,y) = 30 — — — 100 fiiggvény irja le.

Adjuk meg a kirandul6 6svény legmagasabb pontjat, ha az 6svény
pontjainak koordinatai kielégitik a kovetkezo feltételeket:

8.196. |3z 4+ 3y = wsinx + wsiny | 8.197. | 422 + 9y% = 36

(8107
8.198. |y — Hle 24yt — 25

Hatarozzuk meg f maximumaét a megadott feltétel mellett!

8.200.

8.201.

8.202.

8.203.

8.204.

8.205.

8.206.

8.207.

f(z,y) =y, 24yt =1

f(z,y,2) =2 —y+ 3z, x2+y;+§=1

f(z,y,2) = wyz, 24yt 4+22=3

f(z,y) = zy, r+y+z=5

f(z,y) = zyz, zy+yz+x2 =38

f(z,y) = 2yz, zy+yz+22=8, z,9,2>0

Egy részecske az 22 + y? = 25 korpalyan mozoghat azon a sfkon, ahol
az (r,y) pontban az energidja E(z,y) = x® +24xy +8. Van-e a részecs-
kének stabil egyensiilyi helyzete?

Egy iizemben a gyartott termék mennyisége az = és y paraméterektol
fligg:

M(z,y) = zy. A termelési koltség C(z,y) = 2z + 3y. Legfeljebb
mennyi terméket gyarthat az iizem, ha C(z,y) = 10 egységnyi pénze
van a termelés koltségeire?
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Adott térfogati téglak koziil melyiknek a legkisebb a felszine?

Hatarozzuk meg annak a haromszognek a szogeit, amelynek a keriilete
K, és a teriilete maximalis!

Hatérozzuk meg a 322 +2y2 + 22 = 9 egyenletii ellipszoidot az (1, —1,2)
pontban érinté sik egyenletét!

Legyen P = (3,-7,-1), Q = (5,—3,5), S pedig az a @-n dtmen§ sik,
amelyik merdleges a P(Q) szakaszral

(a) Irjuk fel az S sik egyenletét!

(b) Irjuk fel a stk egy pontjanak és az origénak a tavolsagét!

(c) Melyik pontja van az S siknak legkozelebb az origdéhoz?

(d) Mutassuk meg, hogy az el6bb kapott pontot az origéval 6sszekotd
szakasz meréleges az S sikral Magyardzzuk meg geometriailag is,
hogy ez miért van igy!



9.

fejezet

Tobbvaltozés Riemann-integral

9.1.

9.2.

Jordan-mérheté halmazok tulajdonsagai.
Ha A C R™ korlétos, akkor b(A) = b(int A), k(A) =k (4).

Az A C R"™ korlatos halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérhetd, ha
hatara nullmértéki.

Ha A C R™ Jordan-mérhetd, és f : A — R korlatos, akkor f pontosan
akkor integralhaté, ha graf f C R™™! nullmértékfi.

Az integral tulajdonsagai.
Ha A Jordan-mérheté halmaz, akkor t(A) = /XA7 ahol x4 az A hal-
A

maz karakterisztikus fiiggvénye,

() = 1 hazeA
XA)=10 haxé¢A

Ha A és B két korldtos halmaz, int A Nint B = () (egymdasba nem
nyulé halmazok), f integralhaté A-n és B-n is, akkor f integrélhatd
a C = AU B halmazon és

Jrofref

Meérhet6 zart halmazon folytonos fiiggvény integralhaté.

Ha f és g egy nullmértékii halmazt kivéve megegyezik a mérheté A
halmazon, és f integralhaté A-n, akkor g is integralhaté A-n, és

ot
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— Ha f és g integrédlhaté az A halmazon, ¢ pedig egy tetszOleges valds

9.3.

szam, akkor f 4 g és c¢- f is integralhatd, és
Juro=[r+[a  [en=c[r
A A A A A

Integralasi moédszerek.

Szukcessziv integralas - Fubini-tétel.

Legyen A C R"~! egy zart Jordan-mérhetd halmaz, B = [a,b] x A C R"
és f: B — R folytonos, akkor

b

[ t@wdsay= [ | [ remiy) o
B a A

Integralas normaltartomanyon.

Legyen A C R"! egy zart Jordan-mérhetd halmaz, ¢ : A — R, 9 :
A — R két folytonos fiiggvény, ¢ < 1 az A pontjaiban,

N={(z,y):x €A px)<y<d@)}cR", f:N—=R
folytonos fiiggvény. Ekkor N Jordan-mérhetd, f integralhaté N-en, és

¥(z)

//f(a:,y)dxdy:/ flz,y)dy | dx.
N A

p(x)

Integraltranszformacio.

Legyen A C R™ zart Jordan-mérhet6 halmaz, ® : A — R folytonos,
int A-n egy-egy értelmii és folytonosan derivalhaté, B = {®(z) : z € A}
= U(A), valamint f : B — R folytonos fiiggvény. Ekkor B (zirt)
Jordan-mérheté halmaz, és

/ f(y)dy = / 7] F(0() da,
B A

ahol J = det(¥’) a ¥ leképezés Jacobi-determindnsa.
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9.1. Jordan-mérték

Van-e teriilete a kovetkez6 sikbeli halmazok hataranak? Ha igen,
hatarozzuk meg a teriiletét!

H={(z,y):0<z<1,0<y<1}
H={(r,y):7€QyeQo<as<1,0<y<1}

Van-e térfogata a kovetkez6 térbeli halmazok hatidranak? Ha igen,
hatarozzuk meg a térfogatat!

H={(z,5,2):0<2<1,0<y<1,0<2<1}
H={(r,y,2):7€QyeQz€Q0<2<1,0<y<1,0<z<1)

Hatarozzuk meg a kdvetkez6 sikbeli halmazok kiilsé és belsé terii-
letét! Melyik halmaz mérhet6?

H={(z,y):0<2<1,0<y <1}
H=A{(z,y):0<2x<1,0<y <1}
H={(z,y):0<2<1,0<y<a}
H={(r,y) v cQyecQ0<a<1,0<y<1)

Hatarozzuk meg a kovetkezs térbeli halmazok kiils6 és bels6 mér-
tékét! Melyik halmaz mérhet6?

H:{(Jc,y,z):OSJJSLOSySLOSZSl}
H:{(x,y,z):0§x<1,0<y<1,0<z<1}
H=A{(z,y,2):0<z<1,0<y<1,0<z<z+y}
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9.12. H:{(may72)me@7ye(@aze(@70§x§1a0§y§170§2§1}

©

¢ ©
o
f bl

S

1

9.15.

9.16.

9.17.

1

(0]

1

©

¢ © =
' © g

2

=

9.22,

Bizonyitsuk be, hogy egy korlatos halmaz pontosan akkor mérhetd, ha
a hatardnak a mértéke 0.

Bizonyitsuk be, hogy ha a H; és Hs halmazok mérhetdk, akkor a Hy U
H,, Hy \ H2, H; N Hy halmazok is mérhetdk!

Van-e olyan korlatos A és B sikbeli halmaz, amelyikre teljesiil, hogy

(a) b(AUB) > b(A) +b(B)?  (b) k(AU B) < k(A) + k(B)?

Van-e olyan korldtos és diszjunkt A és B sikbeli halmaz, amelyikre
teljesiil, hogy

(a) B(AUB) > b(A) +b(B)?  (b) k(AU B) < k(A) + k(B)?

Tegyiik fel, hogy a korlatos H halmaz hataranak a teriilete 0. Kovetkezik-
e ebbdl, hogy a H halmaz belseje iires?

Tegyiik fel, hogy a korlatos H halmaz belseje iires. Kovetkezik-e ebbdl,
hogy a H halmaz mérhet4?

Legyen R egy tengelyparhuzamos tégla, és legyen H C R tetszdleges
halmaz. Bizonyitsuk be, hogy b(H) 4+ k(R \ H) = t(R)!

Legyen R egy tengelyparhuzamos tégla, és legyen H C R tetszOleges
halmaz. Bizonyitsuk be, hogy H pontosan akkor mérheté, ha k(H) +
E(R\ H) =t(R)!

Van-e olyan korlatos H halmaz, amelyikre teljesiil, hogy

(a) k(H) > b(H) (b) k(H) <b(H)

(c) t(OH) > b(H) (d) tHOH) > k(H)?

Van-e olyan mérheté H halmaz, amelyikre teljesiil, hogy



9. TOBBVALTOZOS RIEMANN-INTEGRAL 173 U

9.24.

9.25.

i

26

9.27.

9.28.

9.29.

9.30

9.31.

9.33.

(a) k(H) > b(H) (b) tHOH) =17

Tegyiik fel, hogy H korlatos halmaz. Igaz-e, hogy ha H mérhetd, akkor
H UO0H is mérhet6?

Legyen K,, az origd koézépponti, 1/n sugari kérvonal a sikban! Hatd-

o0
rozzuk meg az U K, halmaz teriiletét!

n=1

Legyen K, az (1/n,1/n) kézéppontd, 1/n sugari kérvonal a sikban!
Hatdrozzuk meg az | J,- , K, halmaz teriiletét!

Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, és Gy = {(z,y) : a < x <
b,y = f(x)}, a fiiggvény grafikonja. Bizonyitsuk be, hogy Gy pontosan
akkor Jordan-mérhetd, ha f integralhatd!

Szamoljuk ki az egységnégyzet racionalis pontjaibol 4ll6 halmaz belso,
illetve kiils$ mértékét.

Adjunk meg a sikban egy korlatos nyilt halmazt, amelynek nincs Jordan-
teriilete.

Adjunk meg a sikban korldtos zart halmazt, amelynek nincs Jordan-
teriilete.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges korldtos A C R™ halmazra

b(A) =0 < int A= 0.

Bizonyitsuk be, hogy ha A C R™ Jordan-mérhetd, akkor Ve > 03 K C
A zért, és 3 G D A nyilt mérhet6é halmaz tgy, hogy

HA) — e < t(K) < H(A) < H(G) < t(A) +«.

Legyen C' C R a Cantor-halmaz. H = C x [0,1] C R?. Jordan-mérhet6-
e H, és ha igen, mennyi a teriilete?

Legyen H = |J;—; K,,, ahol K,, az orig6 kdzépponti, 1/n sugari kor-
vonal.
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(a) Mérhetd halmaz H?
(b) Van-e olyan S C R? (mérhets) halmaz, amelyre 9 S = H?
(c) Van-e olyan S C R? (mérhet8) halmaz, amelyre .S D H?

9.2. Tobbvaltozos Riemann-integral

9.34. | Legyen H =[—1,1] x [0,1], és

)z, hayeQ
f(’rvy)* {0) hay%@

Mutassuk meg, hogy / ( f(z,y)dz | dy =0, és hogy f nem integ-

ralhaté H-n!

9.35. Legyen H = {x2 + y2 < 1}, és

1, haz>0
fa,y) = {1, haz <0

Szamitsuk ki f alsé és felsé integraljat a H halmazon! Integralhaté-e f
a H halmazon?

Integralhatdk-e az N = [0,1] X [0, 1] egységnégyzeten a kivetkezd
fiiggvények? Ha igen, szamitsuk ki az integral értékét!

N

hay <x
1, hay>=x

(937 ] sy =
0, hay<z
0, hazy#0
(938 ] sy = .
1, hazy=0

1, haz,yeQ

egyébként
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1 h >1/2
P
2, hazx<1/2
1 h >1/2
P
2, hay<1/2

1 ha t
f(z,y) = D(z)D(y), ahol D(t) = {0’ hz : ; g a Dirichlet-fiiggvény.

n hax+ :1n7n€N+
9.43. Legyen f(x,y) = { 0 egyébkéynt / .

Mutassuk meg, hogy f nem integralhaté az N egységnégyzeten, de

1/ 1 1/ 1
0/ O/f(a?,y)dx dy:OésO/ O/f(x,y)dy dx = 0.

Szamitsuk ki az N = [0,1] X [0,1] halmazon a k&vetkezd teriileti
integralokat! Alkalmazzuk Fubini tételét!

//sinxdxdy //sinyd:cdy
N N
//Sin($+y)dﬂsdy //Si”ydxdy
N N
[ e [ visa
N N

Legyen N = [0,1]2 C R? az egységnégyzet. Integraljuk N-en a
kévetkez6 f(x,y) fiiggvényeket:

) =z fa) =2 2Py + i
fla,y) =™ f(z,y) = xe™
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1 haz= 1 haz=
e ={ ) 12520 (om0 go={ L e
1 haz+y=1
9.56. -
f@y) {0 egyébként
1 haz=1/n, neNT
9.57. - ’
f(z,y) {o egyébként

Hatarozzuk meg a kovetkezd teriileti integralokat a megadott tég-
lalapokon:

//(x—l—y)dmdy T:0<z<1,1<y<3
T

//xydxdy T: 0<zx<1,1<y<3
T

//ef”ydxdy T: 0<z<1,0<y<1
T

//xeydxdy T: 1<x<2,3<y<4
T

//fdxdy T:1<2<2 3<y<4
v Y

//xsinydxdy T:0<z<1 2<y<3
T

Szamitsuk kia H = {(z,y) : 0 <z < 7/2,0 < y < sinz} halmazon
a kovetkez6 teriileti integralokat! Alkalmazzuk Fubini tételét!

//(w—y)dwdy //xydxdy
H H

[f e /e
H H

Hatarozzuk meg a kovetkezs teriileti integralokat a megadott hal-
mazokon:
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//(:c—i—y)dxdy T: 22 +y* <1
T

//fﬂydwdy T: (x—1)2+(y+1)*<4

T

9 9 s [
0.70. (=12 4yt =1 korok altal hatarolt

// wydx dy T: (x—2)2%4+y*=4 tartomany.

T
//(x—xy)dxdy T: (x—2)°+(y+3)*<4

T

T: 0<z<1,0<y<z

[f
T

([ sy e <
T

Legyen T = [0,1] x [0,2] X [0,3] C R3. Szdmoljuk ki a kévetkezd
térfogati integralokat a T téglan:

///(x+y+z)dmdydz ///xyzdacdydz
T T
///em+y+zdmdydz ///(xz+y2)da:dydz
T T

Hatarozzuk meg a kovetkez6 gorbék altal hatarolt sikidomok terii-
letét!

9.78. Yy = $27 T = y2 9.79. Y= 2r — x2 y = 562

9.80
y=2a" y=22% zy=1, xy =2

9.83. | 22 —yP=1, 22—y =4, zy=1, zy=2
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9.84.

9.85.

9.86.

9.87.

Hatérozzuk meg a H = {(z,y) : —1 <2 < 1,0 <y < /1 — 22} halmaz
teriiletét!

Szamoljuk ki az y = 22, y = 222 paraboldk és az x = 1 egyenes 4ltal
hatarolt sikidom teriiletét.

Szamoljuk ki az 22 4+ y? = 1 hen-
gerpalast és az z+y+2 =2,2=0
sikok altal hatarolt test térfoga-
tat. A keresett test:

Szamoljuk ki az 22 + y? = 1 hen-
gerpalast ésaz x+y+z=1,2=0
stkok altal hatarolt test térfoga-
tat. A keresett test:

2 2
Szamitsuk ki az f(z,y) =1 — o y? fiiggvény grafikonja alatti test

térfogatét a H halmaz felett, ha H = [0, 1] x [0, 1]!

Szamitsuk ki az f(z,y) = x+y fiiggvény grafikonja alatti test térfogatat
a H halmaz felett, ha H={0<z+y <1,0<z,0 <y}!

Rajzoljuk le azt a testet, amelyiknek a térfogatiat az adott integ-
rallal szamolhatjuk ki! Szamitsuk ki a térfogatokat!
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l1—z

// (z* +9%) dyda /1 /($2+y2) dy | do

| +lyl<1 ;

Szamitsuk ki a kovetkezo feliiletek altal hatarolt testek térfogatat!

9.92 r+y+z2=6 =0 2=0, z+2y=4

II

9.93 r—y+2=6, z+y=2, xz=y, y=0, z=0
9.94. | :=1-2"—y* 2*+y*<1

9.95. Z = COS X COS Y, \x+y|3g7 z=0

Szamitsuk ki a kovetkezs testek térfogatat!

gdémb 9.97. | ellipszoid

9.98. | korhenger forgaskuip

Tegyiik fel, hogy a H sikbeli tartomanyt o(x,y) sliriiségii anyag
tolti ki. Ekkor a test tomege:

M = l/ o(z,y) dr dy,

a test tomegko6zéppontjanak a koordinatai pedig

1 L[
Se= - // ze(z,y)dedy, Sy = - // yo(z,y) dz dy.
H H

Hatarozzuk meg a témegkozéppont koordinatait, ha H = [0,1] X
[0,1] és,

oz, y) = 2 ow,y) =z +y
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9.102. Q(;p,y) =y 9.103. Q(.’E, y) = 1-2 + y2

Hatarozzuk meg annak a kétdimenziés testnek a tomegkozéppont-
jat, amelyiket az y = 0, * = 2, y = 1,y = x egyenesek hatarolnak,
és amelyiknek a siirlisége

ofay) =1 olay) =
olz,y) =y o(x,y) = xy
o) = s o) = et

Az xy sikban lev6 test tehetetlenségi nyomatéka a z tengelyre nézve

e = // r?(z, y)o(x, y) dz dy,
H

ahol r(xz,y) az (z,y) pont tivolsiga a z tengelytél. Hatarozzuk
meg a g suruségi, egységoldala négyzet z tengelyre vonatkozé te-
hetetlenségi nyomatékat, ha a négyzet egyik csicsa ér hozza a z
tengelyhez!

9.110. Q([Ij7y) =1 9.111. Q(LL’, y) =1xy

9.112. | Hatdrozzuk meg az el6z6 két feladatban szerepld négyzetek tehetetlen-
ségi nyomatékat az z tengelyre vonatkozoan, ha a négyzet egyik olda-
ldnak a felezOpontja ér hozzd a z tengelyhez!

9.113. | Egy vékony lemezt az y = 0,z = 1 és az y = 2z egyenesek hatdrolnak.
A lemez stirlisége
o(x,y) = 6z + 6y + 6. Hatdrozzuk meg a test tomegét és tomegkozép-
pontjanak koordindtait!

9.114. | Egy test az els6 térnyolcadban van, a koordindtasikok és az z+y+z = 2
stk hatdrolja, a stirisége pedig o(x,y, z) = 2z. Hatdrozzuk meg a test

tomegét és tomegkozéppontjanak koordinatait!
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9.115. | Egy 1 méter mély godorbdl a felszinre szivattyuzzuk a vizet. Mennyi
munkat végziink a gravitacié ellenében, ha a godor

(a) kocka alaku, (b) félgomb alaku?



10. fejezet

Vonalintegral és primitiv fiiggvény

10.1. Erint8egyenes. Az r (t) térgdrbe érintéjének egyenlete az ro = r (to)
pontban
r=rog+v-t,

ahol v =1 (t9) az érintSegyenes irdnyvektora.
10.2. Sik és térgorbe ivhossza.

— Ha az r : [a,b] — R? sikgorbe folytonosan derivalhaté, akkor rektifi-
kalhato, és ivhossza

b b
L:/|f|dt:/\/¢2+y2dt.
a a

— Ha f : [a,b] — R folytonosan derivélhatd, akkor grafikonja rektifikdl-
haté, és ivhossza

b
L :/\/1+ ()2 da.

— Ha az r : [a,b] — R? térgérbe folytonosan derivalhaté, akkor rektifi-
kélhaté, és ivhossza

b b
L:/\f\ dt:/\/d:Q—i—yQ—Fé:th.

10.3. Erint8sik. Azr (u,v) feliilet érintésikjanak egyenlete azr o = r (ug, vo)
pontban
n-r=mn-ry

ahol n = r’ (ug,vo) X r’,(ug,vo) az érintésik normé4lisa.
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Specidlisan a z = f(z,y) grafikonjanak érintdsikja az (xo,yo) pont felett

z = f(x0,90) + fr(x0,y0)(z — x0) + f,(0,%0) (¥ — vo)

10.4. Felszin. Ha az r : A — R3 feliilet folytonosan derivalhaté, akkor a
feltiletnek van (véges) felszine, és

S = //|r’u x| dudv.
A

Specidlisan a z = f(z,y) folytonosan derivilhaté fiiggvény grafikonjdnak
felszine az A mérhetd sikidom felett

S = //\/1+ 2)? d dy.

10.5. Vonalintegral kiszamolasa. Ha v = vi(x,y, 2) -1 +va(z,y,2) - j +
vs(z,y,2) - k vektormezd folytonos a G tartomdnyon, r : [a,b] — G, r(t) =
z(t)-14y(t)-j +2(t)-k folytonosan derivalhatd, akkor v vonalmenti integrélja
létezik a I' : r (t) gorbe mentén, és

b
F/vdr :a/v(r(t))~1"(t)dt.

Koordinatakkal kiirva

/vl(z,% z)dx + va(x,y, 2) dy + v3(2,y, 2) dz =
N
b

= / [vi(z,y, 2)& + va(x, y, 2)y + v3(z, Y, 2)Z] dt.

a

Hasonldan, sikbeli vektormezo6 és gorbe esetén

b
/ 1(z,y) dz + va(z,y) d /leyx—i—vg(x y)y] dt.
r
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10.6. Konzervativ vektortér.

— A v vektormezd pontosan akkor konzervativ a G tartomanyon, ha min-

den G-ben fekvo zart rektifikalhato I' gorbén

j{vdr:O,

r
azaz minden korintegral nulla.

Newton-Leibniz-formula vonalintegralokra.

Ha a v vektortér konzervativ a G tartomdnyon és U(r) egy primitiv
fiiggvénye G-n, I' egy folytonosan derivdlhaté G-beli gorbe az a kezd6
és b végpontokkal, akkor

/V dr =U(b)—-U(a).

r

Ha a v vektormez6 konzervativ és folytonosan derivalhaté a G tarto-
manyon, akkor
rotv =0,

azaz a keresztbe vett derivaltak megegyeznek, 6rvénymentes a vek-
tormezo.

Ha a v vektormez6 folytonosan derivalhaté az egyszeresen 6sszefiig-
g6 G tartoméanyon, és G pontjaiban rot v = 0, akkor v konzervativ.

10.1. Sik és térgorbék

Abrézoljuk a kovetkez6 sikgorbéket!

10.1.

10.3.

r=t-i+t2 ] 10.2. | r=#2-i+1-]
te0,4] t € [0,16]
= Vi-i4t-] 104, | v =t-1i4+Vi-j

t € [0,16] t€[0,4]
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10.5. | r =2¢-i +4t%-j 10.6. | r =¢*>-i +t2-j

te0,2] t€0,4]

0 r =cost-i+sint-j 10.8. | r =cost-i +sint-j

t e [0,2n] t € [0,7]

te[-n/2,7/2] t €0, 27]

10.11. | r =4cost-i +2sint-j | 10.12. | r =cost-i +¢sint -

telmr/2,3m/2] t €0, 27]

10.13. | r =tcost-i +sint - j 10.14. | r =¢cost-i +tsint-j

= =
e S
© X

t €0, 67] t €0,4n]

Abrazoljuk a kdvetkezd térgorbéket!

10.15. | r =¢-i +2t-j +3t-k
t € [2,4]

10.16. | r = —2t-i+t-j — (t/3) -k
t€[2,4]

10.17. | r =cost-i +sint-j +t-k
t € [0,6m)

10.18. | r =¢-i +sint-j +cost-k
t €0, 67]

10.19. | r =2sint-i —t*-j +cost -k
t € [2,6m)

10.20. | r =tcost-i +tsint-j +t-k
t € [2,6m7]

r =cost-i+sint-j 10.10. | r =2cost-i +4sint-j



10. VONALINTEGRAL ES PRIMITIV FUGGVENY 186 U

10.21. | Adjunk meg olyan gorbét, amelyik

(a) egy hengerre felcsavarodé spirdl;

(b) egy kupra felcsavarodé spiral!

10.22. | Szamoljuk ki az el6z8 gorbék ivhosszat, ha adott a henger, illetve kiip
alapkorének a sugara, tovabba a henger és a kip magassagal

Vizoljuk a kovetkezd sikgorbéket! Irjuk fel az érint8k egyenletét
t = m/4-ben!

10.23. | r(t) =2cost-i+ 3sint-j t € [0,8n)

10.24. | r(t) =tcost-i +tsint-j t €0, 87]

frjuk fel a k6vetkez6 sikgorbék érint6it a megadott P pontokban!

10.25. | 2% —zy® +4° =17 P(5,2)

10.26. | (22 +y?)? = 32%y — 3 P(0,0)

Szamoljuk ki a kovetkez6 térgorbék érintdinek egyenletét a meg-
adott helyeken:

10.27. | r(t) = (t—3)-i+(t*+1)-j+t>k t =2

1
10.28. | r(¢) =sint-i+cost-j+— -k p=j +k
cost

Hatarozzuk meg az alabbi sikgdrbék ivhosszat:

10.29. | (ciklois)

x =r(t—sint) 0<t<2rm
y=7(1— cost)

10.30. | (arkhimédészi spirélis)
r=ay 0<p<2r
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10.2. Skalar-, és vektormezok, differencial-
operatorok

10.32. | Milyen geometriai transzformécionak felel meg a sikon az

(= Y
f(.’E,y)— ($2+y2’ $2+y2>

leképezés?

Adjunk meg olyan f : R? — R? leképezéseket, amelyeknek H az
értelmezési tartomanya, és K az értékkészlete!

10.33. | H={(z,y):0<2x<1,0<y<1}
K={(z,y):0<z<20<y<4}

10.34. | H={(z,y):0<z<1,0<y<lzc4+y<1}
K={(r,y):0<2xz<1,0<y<1}

10.35.

H=A{(z,y):0<2<1,y=0}
K ={(z,y): 2* +y* =1}
H={
K=A{

(,y):0<x<1,0<y<2}
(z,y) : 2* +y* < 1}

Hatarozzuk meg grad f = V f-et, ha

10.37. f(x7y) =72 — y2 10.38. f(gj7y) = 72 + y2
10.39. f(x,y) — gt 6x2y2 + y4 10.40. f(;1;7y) = \/x2 + y2

frjuk fel a kovetkezo fiiggvények gradiensét a megadott pontokban!

f(z,y) = 2?siny p = (7/3,—7/4)
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10.42. | f(z,y) = Vzlnzy p = (e ¢?)

10.43. | f(z,y,2) =z + a2y + 222° p=(2-11)

10.44. | f(x,y,2) = xsiny + 2% cosy p = (7/2,7/6)

Szamoljuk ki a kovetkez6 skalarmezdk gradiensét, itt ’a’ egy rog-
zitett allandoé vektort jelsl, ’r’ pedig egy térbeli vektorvaltozot:

Ulr) = ax U(r)=la xx|
U =12+ Ue) =2

Hatarozzuk meg az aldbbi feliiletek érintdsikjat az adott helyeken:

10.49. | r = (v —v) i+ (u—1%)-j — (u+v)k; u=1 v=2

10.50. | z = 2% + % r=1y=2

Szamoljuk ki az alabbi feliiletdarabok felszinét:

10.51. | r =ucosv-i +usinv-j+u-k 0<u<; 0<v<T
22

10.52. 222— 0<z<;1<y<2
Y

10.3. Vonalintegral
Legyen v = (z+vy) i + (z —y) -j. Szamitsuk ki v vonalintegraljat
a kovetkez6 sikgrbéken!

10.53. | I':¢-i t€10,1]

t-i+(t+1)-j, hate[-1,0]
t-i+(—t+1)-j, hate(0,1]

10.54. | T': {
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10.55. | T':cost-i +sint-j t € 10,7

(14cost)-i +sint-j, hate 0,7

10.56. | T:0;_
7T~i, ha t € (m, 27|
T

Legyen v = (22 — 2zy) -i + (y? — 2zy) - j. Szdmitsuk ki v vonal-
integraljat a kovetkez6 gorbéken!

10.57. | T:t-i+1t2-j te[-1,1]

10.58. | T:t-i+j te[-1,1]

Legyen a I'y; gorbe az A(0,0) és B(1,1) pontokat 6sszekstd egyenes
szakasz, I's pedig az A(0,0) és B(1,1) pontokat 6sszeksté parabo-
laiv, mégpedig az y = 22 fiiggvény grafikonja 0 és 1 kézott. Szamit-
suk ki ezeken a gorbéken a kdvetkez6 leképezések vonalintegraljat!

10.59. | v =(z—y)-i+(x+y)-j
10.60. | v =x-i +y-j

1061. | v —y-i+z-j

10.62. | v = (22 +4%)-i + (2% —¢?) -

Legyen a I" gbrbe az A(0,0), B(1,0) és a C(0,1) pontokat 6sszekdtd
torottvonal. Szamitsuk ki ezen a gorbén a kévetkez6 leképezések
vonalintegraljat!

10.63. v=—-2x-14+y-] 10.64. v:i+q;2-j
10.65. | v =421 —j 10.66. | v =ay-i + (v +vy)-]j
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10.67. | Legyen a I' gorbe az A(—2,0) és a B(1,0) pontokat dsszekdtd egyenes
szakasz. Szamitsuk ki ezen a gérbén az

2% — 3z . 1
= -1
$L'2+y2 $2+y

2'j

leképezés vonalintegraljat!

Legyen v = (x+y) i +(y+2)-j +(z+x)-k. Szdmitsuk ki v
vonalintegraljat a kovetkezs gorbéken!

10.68. | T:¢t-i+2t-j+3t-k t€0,1]

10.69. | T:t-i+-j tel,2]

10.70. | T':cost-i +sint-j +t-k t€[0,7]

10.71. | T :cost-i +sint-j +t-k t € [m,2n]

Legyen a T’ gérbe az A(0,0,0) és B(1,1,1) pontokat 6sszekstd egye-
nes szakasz. Szamitsuk ki ezen a gérbén a kovetkezd leképezések
vonalintegraljat!

10.72. v:xzi+yzj+:1?yk
10.74. v=xy-it+yz-j+zz-k

1075 v:y2.i—|—22-j—|—gj2-k

10.76. | Legyen a I gérbe az A(—2,0,1) és a B(1,0, 3) pontokat 6sszekdtd egye-
nes szakasz. Szamitsuk ki ezen a gorbén a

T z
$2+y2+z2 +$2+y2+22 ‘]+$2+y2+22

leképezés vonalintegraljat!
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Hatarozzuk meg az alabbi vonalintegralokat:

/(x272zy)dx+(y2—2xy)dy I:y
c

j{(w+y)d$+(w—y)dy
C

/yd;c—f—zdy—i—xdz
C

Van-e a kovetkez6 sikbeli vektormez6knek primitiv fiiggvénye? Ha
igen, hatarozzuk meg 6ket!

10.80.

10.81.

10.82.

10.83.

10.84.

10.85.

10.86.

10.87.

10.88.

10.89.

10.90.

10.91.

\%

A%

A%

A%

A%

A%

A%

A%

=y-i+xz-j

=x-i4+y-j
=@-y-i+ty—2)]

= (2 +4xy®) i + (62%y* —
=@+y)-it+(z—y)-j
=e"-i+e¥:j

=eY i+e"-j

=e®cosy-i —e“siny-j
=(@®+y)-i+(z+ctgy) -]
=siny-i +sinx-j
=coszy-i+sinxy-j

=ysinxy-i +zsinxy - j

2 2
Yy
xr =acost
C:{y—asint
z =10t

5y") - j

0<t<2rm
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10.92.

10.93.

10.94.

10.95.

10.96.

10.97.

z . Y

v = -1+ -J
$2+y2 x2+y2 J

x . Yy .

vV = 1 — .
x2+y2 x2+y2 J

v = i i x j

.1_|_ ]
x2+y2 l’2+y2

v=—9 g%
$2+y2 $2+y2
Y . T .
vV = -1+ -]
(@ +92)° (@ +y2)
Y . T .
vV =— -1+ -]
(2 +y2)” (2 +y2)°

Szamitsuk ki a 10.80. és 10.97. kozotti feladatokban szerepld leké-
pezések vonalintegraljat

10.98.

10.99.

az origd koriili egységsugart koron pozitiv irdnyban haladva;

azon a négyzeten, amelynek csicspontjai A(—1,-1), B(1,-1),C(1,1)
és D(—1,1), pozitiv irdnyban haladva végig a négyzet teljes keriiletén.

Konzervativak-e kovetkez6 erdterek az egész sikon? Ha igen, ad-
junk meg egy potencialfiiggvényt!

" [ = [ [ — un
e e e 1 e e e
= = — = = = —
o o o o [en) o o
e o t'* ® N = e

E =9,81-j

E=y+a)i+x-j

E=(y+sgnz)-i+z-j

E=(@+y)-i+@+[y)-]

E=x-i+2y-j

E = (22 —2zy)-i + (v? — 22y) - j
Y s €

E =— . ]
x2+y2 1+12+y2 J
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10.107.| E = z 4 Y

(22 +y2)*/? (22 +y?)

32 Y

Van-e a kovetkezo térbeli vektormezdknek primitiv fiiggvénye? Ha
igen, hatarozzuk meg 6ket!

10.108.| v =yz-i+zz-j+axy-k
10.109.| v —zy-i +yz-j + 22 -k

10.110. (x+y)-i+(z—y)-j+zz-k

<
I

e 22?2?24 gy 2

10.111. = . . .
v $2+y2+22 1 $2_|_y2_|_22 J x2+y2+22

10.112.) v =22y32% -1 + 32%%2 - +42%y32%  k

10.113.| v = 31‘y324 1+ 3m2y224 j + x2y323 -k

10.114.| v =siny-i +xcosy-j +22-k

10.115.] v =e"zsiny-i +e*zcosy-j +e¥siny -k

10.116.] A 10.108. és 10.115. kozotti feladatokban szereplé leképezések koziil
melyeknek lesz biztosan 0 a vonalintegralja barmely (3,4, 5) kozéppon-
td, 1 sugara koérvonalon?

10.117.] Hatérozzuk meg az aldbbi vonalintegrilt, és ellendrizziik, hogy a ke-
resztbe vett derivdltak megegyeznek:

yde —ady .2 2 _ p2

C

Hatdrozzuk meg a z(x,y) primitiv fliggvényt:

10.118.| dz = (2% + 22y — y?) dx + (22 — 22y — y°) dy

ydr —x dy

10.119.| dp= L~ 79
* 312 — 2xy + 3y2
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(22 + 2xy + 5y?) dz + (2 — 2zy + 4%) dy

10.120.] d» —
(z +y)?

Hatarozzuk meg az u(x,y, z) primitiv fiiggvényt:

10.121.| du = (2 — 2y2)dx + (y* — 222) dy + (2 — 22y) d=

1
10122, du=(1-~+2)de+ (Z+ ) ay- Y a2
y oz z oy 22
(z+y)de+ (x+y)dy + zdz

10.123.| du =
72 4+ 32 + 22 + 2xy

Az origéban elhelyezett M témegpont az (xz,y, z) pontban levé m

tomegpontra
Mm

C—
2 + ,y2 + 22

gravitaciés vonzdéerdvel hat, ahol c egy allandé. Az erd iranya meg-

egyezik az (z,y,z) pontbdl az origéba mutaté vektor irdnyaval.

Szamitsuk ki a gravitaciéos er6 munkajat, ha az m tomegii test a
kovetkez6 gborbéken mozog:

10.124.| T :cost-i +sint-j t€][0,2n]
10.125.| T':cost-i+sint-j te[0,n]

10.126.| T:t-i+2t-j+3t-k te(0,1]

10.127.| T : az a négyzet, amelynek cstcspontjai A(—1,—1,0), B(1,—1,0),
C(1,1,0), D(—1,1,0) pozitiv irdnyban végighaladva a négyzet teljes
keriiletén.

10.128.| Hatdrozzuk meg az el6z6 feladatokban szereplé gravitdcids erd poten-
cidlfiiggvényét!

Az origéban elhelyezett Q pontszerii t6ltés az (x, y, z) pontban levd,

q pontszeri toltésre
Mm

C—
2 + y2 + 22

taszit6 er6vel hat, ahol ¢ egy allandd, és az erd iranya ellentétes az

(x,y, z) pontbdl az origéba mutaté vektor iranyaval.
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Mekkora munkat végez ez az elektrosztatikus erd, amikor a g toltést az
(1,2,3) pontbdl az (5,6,7) pontba viszi? Fiigg-e a végzett munka az
utvonaltol?

Mekkora munkat végez ez az elektrosztatikus erd, amikor a g toltést az
(1,2, 3) pontbdl a végtelen tavoli pontba viszi? Fiigg-e a végzett munka
az utvonaltol?

T

Hatarozzuk meg az el6z6 feladatokban szereplo elektrosztatikus erd po-
tencialfiiggvényét!

Az asztal lapjén cstszé m tomegl testre az asztal lapja ¢ - m surloda-
si erdvel hat, ahol ¢ egy dlland6. Az erd irdnya mindig ellentétes az
elmozdulds irdnydval. Mekkora munkéat végez a surlédasi er6, amikor
a testet a (0,0) pontbdl egy egyenes szakasz mentén a (3,4) pontba
csusztatjuk? Mekkora munkat végez a surlodasi erd, amikor a testet
a (0,0) pontbdl elészor egy egyenes szakasz mentén a (3,0), majd egy
csatlakozo6 egyenes szakasz mentén a (3,4) pontba csisztatjuk? Fiigg-e
végzett munka az utvonaltol?

Van-e az el6z6 feladatban szerepld surlédasi erének potencialfiiggvénye?



11. fejezet
Komplex filiggvények

11.1. Cauchy-Riemann differencidlegyenletek. Ha az f(z) = f(z +
1y) = u(z,y) + i - v(z,y) derivdlhaté a zg = xg + iyo pontban, akkor

ulx(xOvyO) = v;(anyO)v u;(l'O?yO) = —’U;(Cﬂo,yo).

Megforditva, ha teljesiilnek a fenti egyenletek az (z,yo) pontban és ebben
a pontban u és v totdlisan derivdlhaté (mint kétvaltozds valds fiiggvények),
akkor az f(z) komplex fiiggvény (komplex értelemben) derivalhaté zg-ban.

11.2. Cauchy-féle integraltétel. Ha f analitikus a I" egyszerii zart gorbe
belsejében, Q2-ban, a I' pontjaiban folytonos, akkor

%f(z)dz =0.

11.3. Cauchy-féle integralformulak. Ha f analitikus a-ban, I' pozitiv
irdnyitasd zart korvonal a koriil az f regularitasi tartomanyaban, akkor

|
N

11.4. Holomorf fiiggvények.

— Maximum elv. Egyszeresen Osszefiiggé tartoményon holomorf fligg-
vény abszolut-értékének nincs (lokdlis) maximuma a tartomdny pont-
jaiban.

— Liouville tétele. Az egész komplex sikon holomorf korlatos fiiggvény
konstans.

— Rouché tétele. Legyen I' egyszerti zart gdrbe a komplex sikon, belseje
Q, f és g két folytonos komplex fiiggvény Q@ = QUI-n, f és g holomorf
Q-n, valamint tegyiik fel, hogy minden z € I esetén

l9(2)] > [f(2) — g(2)] .
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11.5.

11.1.

11.2.

Ekkor a két fiiggvénynek, multiplicitassal szamolva, ugyanannyi gyoke
van ()-ban.

Meromorf fiiggvények.

Ha f(z) Laurent-sorba fejthet a koriil,

o0

)= Y alz—a)",

akkor

)

1
Res(fv a) =0-1= 5— f(Z) dZa
/

ahol I' egy pozitiv irdnyitasi koérvonal a koriil, amelynek sugara kisebb
a Laurent-sor konvergenciasugaranal.

Residuum tétel. Ha D C C egyszeresen Gsszefiiggd tartomény, f me-
romorf D-ben, I' pedig D-beli egyszerii zart gérbe pozitiv irdnyitdssal,
amely nem megy at péluson, akkor

-7{]”(2) dz = 27riZ{Res(f,a) ta€Q}
r

ahol © a I gorbe belseje.

Bizonyitsuk be, hogy a z komplex szam konjugéltjanak reciproka meg-
egyezik z reciprokdnak konjugaltjaval!

Tegyiik fel, hogy |z| < 1 és |a] < 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
z—a«

<1

1—za

Ellendrizziik, hogy teljesiilnek-e a Cauchy-Riemann differencial-
egyenletek a kévetkez6 komplex fiiggvények esetében!

() = 2 fz)=2" ment
1
Q=3 =40 &)= 7o
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11.7 Teljesiilnek-e a Cauchy-Riemann differencidlegyenletek az f(z) = /|zy|
fliggvényre, ahol =z a z komplex szdm valds, y pedig a képzetes része?
Differencialhaté-e az el6z6 fiiggvény z = 0-ban?

11.8. | Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = 222 + 3y? + 2y + 22 + i(4day + 5y)

fiiggvény a sik egyetlen tartoményan sem differencialhato!

Keressiik meg azokat a pontokat, ahol f differencialhatd!

11.9. | f(z+iy) =zy+iy

110 (o +iy) = (207 —y) +i (2 + )

Hatarozzuk meg a differencidlhaté f(x + iy) = u(zx,y) + tv(x,y)
fiiggvényt a kovetkezs feltételek mellett!

11.11. | w(z,y) =2 —y2+ay, f(0)=0

JJQ

—_, 0
§C2+y2

11.12. | o(z,y) =

f2)

Hatarozzuk meg a kévetkezd hatvanysorok konvergenciasugarat!

o0 1 o0
11.13. “(z—9)" 11.14. 2m i)™
,;1 n(z i) ; (z+1)
11.15 inZ(z—Q—Qi)n 11.16. i (n=D!
= n!
n=1 n=1

11.17. Z ?z

11.18. | 3 “In(n!)z"
n=1

2

2" 11.20. in n
> (725) -

n=0

8
&}
N
3

S|

n=0
o
11.19. Z
n=1

Adjuk meg a kovetkez6 hatvanysorok konvergenciasugarat és
Osszegfiiggvényét!
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n=1 n=0

oo oo

S (n 1)z S (0 +2)(n + 1)z
n=0 n=0

Bizonyitsuk be a megfelel6 hatvanysorok felhasznaldasaval az Euler-
féle Gsszefiiggéseket:

11.25.

11.27.

11.29.

11.30.

e* =cosz +isinz 11.26. | ¢ %* =cosz —isinz

cos z = (eiz + e‘iz) 11.28. | sinz = % (eiz — e_iz)

| =

Bizonyitsuk be az Euler-féle osszefiiggések segitségével, hogy az e* ex-
ponencidlis fliggvény 274 szerint periodikus!

Bizonyitsuk be, hogy a sin z és cos z fliiggvényeknek pontosan ugyanazok
a zérushelyei, mint a valés sinx és cos z fiiggvényeknek!

LegyenT a |z| = 1 kérvonal, és integraljuk a zart kérvonalon pozitiv
iranyban a kovetkez6 fiiggvényeket!

11.31. | f(z+iy) =2 11.32. | f(z+iy) =y
Legyen T' a |z| = R korvonal, és integraljuk a zart kérvonalon

pozitiv iranyban a kévetkezd fiiggvényeket!

f) = fe) =

z z

Integraljuk az f(z) = |z| fiiggvényt a kévetkez8, z; = —1-bél ki-
indulé, z; = i-be érkezd gorbéken! Fiigg-e az integral értéke az

utvonaltol?
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= {e:te[r3n/2]}
T—{t:te[-10}Ufit:te 0,1}

11.39. | Szamitsuk ki a /(m2 — 5?) dx — 2xy dy vonalintegralt az 1 4 i pontbél

kiindul6 és a 3 + 2i pontba érkezd szakaszon (valds) primitiv fiiggvény
segitségével!

11.40. | Szamitsuk ki a /(:c2 — 9?) dx — 2xy dy vonalintegralt az 1 4 i pontbél

kiindulé és a 3 + 2i pontba érkezd szakaszon a Cauchy-féle integraltétel
segitségével!

Legyen I : z(t) = 1+it,t € [0,1]. Integraljuk a I" gérbén a Cauchy-
féle integraltétel segitségével a kovetkezo fiiggvényeket!

£(2) =322 £ =2
f(z)=¢* f(z) = ze?

1
Hatarozzuk meg az / ﬁ dz integralt a kovetkez6 zart gorbé-
z

r
ken!

(1145.] T 2] =1)2 (1146.] 1. | =3
F:|z—i|:1 F:|z—|—i\:1

frjuk fel a kovetkezo fiiggvények adott a pont koriili hatvanysorat!

ﬁv a=3 m @=5
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1 3z—06
11.51.| — — =0 11.52. | —— — =10
e e

Szamitsuk ki az f(z) fliggvény zo = 0 pontbeli reziduumat!

e? CcoS z
11.53. = 11.54. =
=5 )= 5

1
Szamitsuk ki az f(z) = = fiiggvény zg pontbeli reziduumaét!
z

11.55. | 23 =0 11.56. | 23 =1
11.57. zo=—1 11.58. 20 =1

I\ |
N
I I N

Szamitsuk ki az f(z) = W fiiggvény zo pontbeli reziduumaét!
z

o =i 11.60. | 25— —i

+

Hatdrozzuk meg az ]{ f(2) dz kérintegralt, ahol

|z|=4

O =%
0= ==
O 0= 5

Legyen T' : z(t) = t + it,t € [0,1]. Integrdljuk a I gorbén a kovet-
kez6 fiiggvényeket!
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fla) == fla) =

Legyen I' az |z — 2| = 1 korvonal, és pozitiv koriiljarasi irdnyban
integraljuk a T' gérbén a kévetkez6 fiiggvényeket!

1

11.69. = 22 11.70. ==

(1169 ] f() = (1170 ] () = -
1 1
11.71. =224 = 11.72. = -
LT g = + - 1172 f(e) 2+ -

Héany gyodke van a kovetkezd egyenleteknek az |z| < 1 koérben?
(Segitség: alkalmazzuk Rouché tételét.)

26— 624+10=0 2t —=5241=0

1
11.75. | Szamitsuk ki az / W dz integrélt a komplex szamsikon gbrbe
e+

menti integraldssal!

b
11.76. | Hova képezi az f(z) = az_—i'_— pi fliggvény az origd kozépponti, egységsu-
cz

gard kort?

11.77. | Adjunk meg olyan komplex fiiggvényt, amelyik a felsd félsikot az origd
kozépponti, egységsugart korbe viszi!

Milyen gorbéket vagy tartomanyokat hataroznak meg a kévetkezd
feltételek?

22 < 2] <
Im§:2 Rez=Imz

A w = f(z) fiiggvény a z = x + iy sikot a w = u + v sikba képezi
le. Hatarozzuk meg az adott T tartomanyok képét!
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11.82. | w=22, T={z+iy:z>0,y>0}

11.83. | w =2, T:{x+iy:0<y<g}



Megoldasok

Alapfogalmak, valés szamok

1.1 Elemi feladatok

A megoldashalmaz a (2, 8) nyilt intervallum.
|

‘ 2 5 8

Ugyanaz, mint az el6z6 feladatban.

A megolddshalmaz a (4,6) nyilt intervallum.
|

‘ 4 5 6

Az eredeti egyenl6tlenség:

L
5 +6

Szorozzuk at az egyenlOtlenséget bx + 6-tal. Két esetet kell megkiilon-
boztetniink:

L. eset: 5z + 6 > 0, azaz x > —6/5. Ekkor az ij egyenl6tlenség:
1>—(bx+6), dbx>-7 x>-7/5

A vizsgélt esetben ez csak akkor lehetséges, ha x > —6/5.

II. eset: 52 4+ 6 < 0, azaz * < —6/5. Ekkor az 1j egyenlStlenség
megfordul:
1<—0br+6), dbx<-7 =x<-7/5

A vizsgélt esetben ez csak akkor lehetséges, ha x < —7/5.

Tehat az 0sszes megoldas egy zart és egy nyilt félegyenes unidja:

x € (—o0,—=T7/5] U (—6/5,00)

Az eredeti egyenl6tlenség:

10224+ 172+ 3<0
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1.11.

A baloldalon szereplé mésodfoki polinom féegytitthatdja pozitiv, ezért
a parabola pontjai a két gyok altal kapott intervallumban vannak az x
tengely alatt. Szamoljuk ki a két gyokot:

1022 +172+3=0
3
2

1
T1= =3 552:*5

Tehat a megoldasok halmaza:

x € [-3/2,—-1/5]

Az eredeti egyenlGtlenség:
82 — 30z 425 >0
Szamoljuk ki a masodfoki egyenlet gyokeit:
82 — 30z +25=0

30 + /900 — 800 . 5 5
16 ’ -

1,2 =

Mivel a f6éegyiitthaté pozitiv, ezért a masodfokd polinom a két gyock
altal meghatarozott intervallumon kiviil pozitiv, tehat a megoldasok

x € (—00,5/4) U[5/2,00)

Az eredeti egyenl6tlenség:
927 — 242 + 17> 0
Szamoljuk ki a masodfoku egyenlet gyokeit:
92% — 24a + 17 =0
Ennek az egyenletnek a diszkrimindnsa negativ (—36), ezért a mdsodfo-
ki polinom sehol sem nulla. Mivel a féegyiitthato pozitiv, ezért minden

z € R esetén
92% — 242+ 17> 0

Tehat az egyenl6tlenségnek minden z € R megoldasa.
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Milyen = € R esetén lesz |z + 1|+ |z — 2| <12 7

Hérom esetet kiilonboztethetiink meg aszerint, hogy (x 4 1) és (x — 2)

1.16.

milyen el6jeli.

I. eset: z < —1, azaz mindkét tag negativ.

11
—(z+1)—(x—2) <12, —2z <11, xzf?

Ebben az esetben a megoldasok:

z € [-11/2;-1)

II. eset: —1 < x < 2, azaz az els tag nem negativ, a masodik negativ.

(x4+1)—(x—2) <12, 3<12, =z tetszbleges

Ebben az esetben a megoldasok:
x €[-1;2)

III. eset: x > 2, azaz egyik tag sem negativ.

13
(x+1)+(x—2) <12, 22 <13, mS?

Ebben az esetben a megoldasok:
x € [2;13/2]
Osszesitve a hdrom esetet
x € [-11/2;13/2]
az 0sszes megoldas.

z+1 1?

2z + 1 >2'

I. eset: ©z < —1, azaz a szdmléld és a nevezo is negativ.

Milyen x € R esetén lesz

r+1 >1
2v+1" 2’

2rz+1)<2z+1, 2<1

Ebben az esetben nincs megoldés.

IT. eset: > —1/2, azaz a szdmldlé és a nevezd is pozitiv.

r+1 1
- 2 1 2 1, 2>1
2x+1>2, (x+1)>2x+1, >
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1.18.

Ebben az esetben a megoldasok:

x € (—1/2;00)

III. eset: —1 < = < —1/2, azaz a szadmlalé pozitiv a nevezd pedig
negativ. A negativ nevezovel atszorozva megfordul az egyenlGtlenség:

3
—2(z+1)<2z+1, 4z > -3, z> -

1
2’

3:+1’ r+1

w1l 2wl

Ebben az esetben a megoldasok:

x € (—=3/4;,-1/2)

Ha a nevez6 pozitiv, akkor a szamlalo is az, ezért tobb eset nincs. Igy
az 0sszes megoldas:

x € (=3/4;-1/2) U (—1/2;0)

Ve+3+]r—2/=0

Két nem negativ szam 6sszege csak gy lehet nulla, ha mindkettd nulla.
Tehat
r+3=0és2x—-2=0

Ez a két egyenlet semmilyen z-re sem teljesiil egyszerre, ezért az egyen-
letnek nincs megoldasa.

1.2 Logikai alapfogalmak

1.20.

(a) Van olyan egér, amelyik nem szereti a sajtot.
(b) Valaki mdsnak vermet dsott és nem esett bele.
(c) Van olyan asszony, aki csak olyat akar tenni, amit szabad.

(d) Minden a-hoz van olyan b, hogy az a+x = b legalabb két kiilonboz6
z-re teljesiil.

(e) 3 nagyobb, mint 2, és 5 nem osztéja 10-nek.
(f) Zorog a haraszt és nem fiij a szél.

(g) A nagynénémnek kerekei vannak, mégsem 6 a miskolci gyorsvonat.
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1.22.

1.25.

1.29.

=
=

3

Igen:

(b)+(c) = Minden allat vagy emlds, vagy van kopoltyija.
(b)+(a) = Ha egy allat emlés, akkor van kopoltyija.
Tehat egy allatnak akar emlés akar nem, van kopoltyija.

Csak a (b) 4llitds hamis, a tobbi igaz.

Ehhez a ,Minden mohikan hazudik” mondathoz nem lehet igazsagérté-
ket rendelni, ha csak egy mohikan van.

Ha a mondat igaz lenne, akkor az utolsé mohikan is hazudott, tehat
nem igaz a mondat.

Ha a mondat hamis lenne, akkor van igazmondé mohikan. De ha csak
egy mohikan van, akkor ¢ az igazmondd. Ezért igaz amit mondott,
tehat igaz a mondat.

Jelolje © az elsd, y pedig a harmadik szamjegyet. A feltevés miatt
x +y = 5. Most mar az Gsszes szamjegy felirhato = és y segitségével:

x’ 6’y7 x767 y? x’ 6’y7 x767 y7 X
A 12. jegy y = 4, és ezért x = 1. Tehat a kdod:
1641641641641

Azaz a 13-adik jegy 1.

Csak a (c) 4llitas kovetkezik, s6t a két allitds ekvivalens:
(A= B) < (=B = —4)

A = B (mert 5 pozitiv), de B =& A ha példdul x = —6.

B = A, mert az A allitds mindig igaz (ha értelmes a gy6kos kifejezés).
Forditva nem igaz a kovetkeztetés, példaul ha = = 3.

Egyikbdl sem kovetkezik a mésik (mert 2 — x — 6 gyokei —2 és 3).
Példdul ha x = —3 akkor A igaz de B nem, ha pedig x = 3 akkor A
hamis és B igaz.

Mindkét allitds hamis, ezért mindegyikbdl kovetkezik a méasik (és bar-
mely egyéb &llitds).
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1.40.

1.42.

'
g

4

1.45.

1.47.

1.49.

1.51.

1.52.

A = B, mert a két egyenlGtlenséget Gsszeadva, felhasznalva a harom-
sz0g egyenlOtlenséget:

0,2=0,1+0,1> |z —5|+|y—5/ =]z —5|+[5—y|>
>z —5—y+5=|z—y

B =5 A, példdul hax =y =0

Jk € NT 2|k jelentése: van pdros pozitiv egész szdm, ez igaz.

Tagadédsa: Vk € NT 24k, azaz minden pozitiv egész paratlan. Ez nem
igaz, példaul k = 2-re.

Vn € Nt 3k € Nt n|k jelentése: minden n pozitiv egésznek van t6bb-
szorose. Ez igaz, minden n € NT esetén legyen k =2 - n

Tagaddsa: In € NT Vk € NT n | k, azaz van olyan n € Nt amelyik
egyetlen pozitiv egésznek sem osztéja. Ez nem igaz (mert az eredeti
allitas igaz).

Nem hazudott. Akkor hazudott volna, hogyha a h6 miatt nem jart a
busz, Pistike mégis elment az iskolaba.

298 részhalmaz esetén igaz, 2190 — 298 = 3. 298 esetén pedig nem.

1 benne van: 2% részhalmaz.

299

2 nincs benne: részhalmaz.

298

1 benne van és 2 nincs benne: részhalmaz.

1 benne van a részhalmazban vagy a 2 nincs benne: 2% 2% — 2% —
3. 998

A komplementer esemény:
benne van.

298 részhalmaz esetén 1 nincs benne és 2

Az {ires halmaz ilyen. Ha H # ), legyen k = min H. De akkor H =
{i:k <i<mn}. Tehdt n+ 1 ilyen halmaz van.

Jelslje A, az ilyen halmazok halmazat, a, az A, szdmossigdt. Nyilvdn
a; = 2 és az = 3. Ha most n > 2, akkor legyen
B,={AcA,:n¢ A} ésC,={A€eA,:neAAn—1¢ A}
Koénnyen lathaté, hogy
AeB, < AcA,_1ésAec(C, < ANA, o€ A, .
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1.53.

1.55.

!

1.5

1.59.

1.61

1.63.

1.65.

Tehat a, = a,—1 + ap—2. Ez az un. Fibonacci-sorozat, pontosabban
Ap = Up42-

Jelolje most B, a feltételnek megfelelé6 halmazok halmazat, B € B
esetén két lehetdség van:

(1) Minden = € B esetén x + 1 ¢ B. Ilyen halmaz az eléz6 feladat
szerint a,, = u,4o darab van.

(2) Van olyan = € B, amelyre = + 1 € B. Ebben az esetben legyen
kE(B)=min{zr € B:z+ 1€ B}.

Ha most
b = |{B € B: k(B) = k}|,
akkor nyilvan by = ag_o = ug, k=1,2,...,n— 1.

Tehét |By| = (u1+ug+- - +up)+unt2. A Fibonacci szamok dsszegére
vonatkozo képlet a Fibonacci-sorozatrol szold feladatok kozt megtalal-
haté.

-PN-Q

PN-Q

-PN-Q

-PNQ

~(P = Q) =PN-Q

(b) = (a), (¢) = (d).

Mas kovetkeztetés nem igaz.

1.3 Bizonyitasi moédszerek

1.66.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van olyan p,q € N*t, amelyekre v/3 =
B. Feltehetjiik azt is, hogy p és ¢ relativ prim. Atalakitds utdn:
q

_r

2 _ 2
3===, 3¢ =p".

Q
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1.68.

1.70.

1.74.

1.76.

Eszerint p? oszthaté 3-mal, de mivel 3 primszam, ezért p is oszthatd
3-mal: p? = 972, Igy tehét

3q2 = 97“2, q2 = 32

Megismételve az el6z6 gondolatmenetet p helyett g-ra, azt kapjuk, hogy
q is oszthat6 3-mal. ami ellentmond annak, hogy p és ¢ relativ prim.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy

241
\[; +3
r=——fo—— 45

raciondlis. De akkor

V241

(r—5)-4= 5

+3

is raciondlis. Tovabb folytatva az okoskodast, azt kapjuk, hogy v/2 raci-
onslis. Ez ellentmondds. Azt, hogy v/2 irracionalis, ugyanigy lathatjuk
be, ahogy v/3 esetén.

(a) Nem lehet: ha x + y raciondlis lenne, akkor (v +y) —x = y is az
lenne.

(b) Nem lehet: ha z — y raciondlis lenne, akkor z — (x — y) = y is az
lenne.

(¢) Lehet, de csak ha x = 0.
(d) Lehet, de csak ha x = 0.

) Igaz.
b) Nem igaz: példaul a = V2, b= —v2
) Nem igaz, a + b irraciondlis.

)

Igaz.

Annak tagadasa, hogy 1 a legnagyobb szam az, hogy 1-nél van nagyobb
szam, nem pedig az, hogy egy méasik szdm a legnagyobb szdm. A valds
(vagy a természetes) szdmok kozott nincs legnagyobb!

Teljes indukcioval:
n=1:16/16
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1.77.

1.79.

1.81.

n + l-re: Mivel ha kla — b és k|b, akkor k|a, ezért elég beldtni,
hogy

16[(5" 2 —4(n+1)—5)— (5" —4n—5) azaz, hogy 16/4-(5" ' —1).
Ez teljesiil, ha 4/5" 1! — 1. Ezt teljes indukciéval kénnyti bizonyitani.

Indirekt, tegyiik fel, hogy tg 1° raciondlis. Ekkor teljes indukciéval be-
bizonyitjuk, hogy minden n € N*, n < 90 esetén tgn® racionalis. Ez
kovetkezik a szogek Osszegére vonatkozd képletbol:
o tgn® +tgl°
tg(n+1)° = 1 —tgn°-tgl°
Ennek a raciondlis kifejezésnek minden eleme raciondlis, igy az ered-
mény is az. Mivel tg 30° irraciondlis, ellentmondésra jutottunk.

A szdmtani és mértani kézepekre vonatkozé egyenlétlenség szerint

n N 1+2+--- 1
\/n!: \/12n§ T2+t n:n;
n
Mindkét oldalt az n-edik hatvanyra emelve a kivant egyenlétlenséget
kapjuk.

Igaz az allités.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy minden a,, > 1076 és {gy a2 > d =
10712 > 0. Ezért a, 1 < a, —d és altaldban a, 11 < a, —k-d. Tehat a

1
k=10'? = P vélasztéssal a1, < 0,9—-1 <0< 1079, Ez ellentmondas.

(a) Jelolje a keresett Osszeget s,,, azaz

1 1 1

SRR o e

SRR

Kiszamoljuk s,, értékét n = 2, 3, 4 esetében.

1 2 3
5225,5325784:43
A sejtés az Osszegképletre:
—1 1
Sp = i =1—-—.
n n

Bizonyitas teljes indukciéval: n = 2-re igaz. Tegyiik fel, hogy n-re
igaz az allitas.
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1.82.

1.84.

n—1 1 (n—1m+1)+1  n

n +n'(n—|—1) n-(n+1) Con+1
Egy masik bizonyitast lathatunk az 1.87. feladat megoldasanal.
(b) Most legyen s, =1+34...4 (2n — 1) a paratlan szdmok sszege.

s1=1, so =4, s3=9, s4 =16, ---
A sejtés: s, = n?.
Teljes indukciéval: n = 1-re igaz. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az
allités.
Sp+1=14+3+...+2n—-1)+(2n+1) =
=s,+(2n+1) =n>+2n+1=(n+1)>

A jobb oldalon elvégezve az (a — b)-vel valé szorzdst, két tagot kivéve
minden tag kiesik.

Els6 bizonyitas: Teljes indukciéval. n = 1-re az allitds igaz. Ha n-re
igaz, akkor

n(n+1)
2

(n+1)(n+2)

1+2+-4+n)+(n+1)= 9

+(n+1)=

Maisodik bizonyitas: frjuk egymas ald kétszer az Gsszeget, de méasod-
szor forditott sorrendben:

I+ 2 +-+n

n+n—-—1)4---+1
Az igy kialakult oszlopokban a szamok Gsszege n + 1 és mivel n darab
oszlop van, a keresett dsszeg kétszerese éppen n(n + 1).
Teljes indukciéval. n = 1-re az allitds igaz. Ha n-re igaz az &llités,

akkor

(n+1)(2n+1)

(124224 +n2) + (n+1)2 =" +(n+1)? =

m+1)(n+2)2n+1)+1)
6




1. ALAPFOGALMAK, VALOS SZAMOK — MEGOLDASOK 214 U

1.85.

1.86.

1.87.

Teljes indukcioval. n = 1-re az allitds igaz. Ha n-re igaz az &llitas,
akkor

(P42 +- +n®) + (n+1)> 5

<(n+1)2(n+2)>2

<"(n+1))2+ (n+1)3 =

Legyen s, az egyenl6ség baloldalan, t,, pedig a jobboldaldn szerepl6
Osszeg.

L 1
fn=iTo T3 m

b= —— 1+ T
"+ n-+ 2 2n

Teljes indukciéval. n = 1-re az éllitas igaz, azaz s; = t;. Ha n-re igaz
az allitas, akkor

1 1
S”+1_5”+(2n+1 _2n+2> -

7 1 N 1 N +1 N 1 1 B
T \n+l1 n+2 on on+1 2n+2)
1

= (L + p ) (o Lo
n+1l \n+2 2n 2n+1 2(n+1) n+1)

= e —— = ¢,
n—i—2+n—i—3jL JrZ(n—i—l) +
Felh ilva, h 1 1 1 teleszkopikus 6 t
elhasznélva, ho = — —, un. teleszkopikus Osszege
, nogy k— 1)k F—1 & P g

kapunk:

Ly L Lo

1-2 3 (n—1)-n

< 1 1> 1
+ ——]=1--
n—1 n n
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1.88.

1.89.

1.90.

Itt két teleszkopikus Gsszegre lehet bontani az eredeti dsszeget, mivel

S SRR 6 SN S N
kk+1)(k+2) 2\k k+1 k+2)

N A N N S
T 2\k k41 2\k+1 k+2)/)°

_1<1 )
2\2

A 1.83. és 1.84. feladatokban szerepld képletek felhaszndlasival:

zn:k(k Zk2+zk_ n+1(2n+1)+n(n+1):

2
k=1

_ (n+1)(n+2)
S —

A 1.83., 1.84. és 1.85. feladatokban szerepld képletek felhasznélasaval:

n

Zk k+1)(k+2) = Zk3+32k2+22k_

k=1
_ (n(n+1)> +3’n(n+1)(2n+1) Jr2.n(n+1) _
6

2 2

n(n+1)(n?+5n+6)  n(n+1)(n+2)(n+3)
4 N 4

Teljes indukcioval: n = 0 esetén igaz. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az
allitas és, hogy egy k pozitiv egész szam osztdja u,41-nek és u,o-nek
is. De akkor k osztdja 2 — Upy1 = up-nek is. Mivel az indukcids
feltevés szerint wu,, és u,41 relativ primek, ezért k = 1, tehdt u,41 és
Upt2 is relativ prim szdmok.

Teljes indukcioval:
Az n =1 és az n = 2 eset konnyen ellendrizhetd.
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1.97.

1.99.

1.101

Tegyiik fel, hogy n > 2 és n — 1-re illetve n — 2-re igaz az allitas.
176n—1 1’671—2 176n—2

n — Un— n— = ]-7 1
16n2u u116:—u 2> — + 3 3 (1,6 +1) >
21,6 = 2~ —
3
Masrészt

Up = Up 1 +Upo < L, P4 1,772 = 1,72(1,74+1) <
1,7 21,7 =1,

Teljes indukciéval: Az n = 1 eset mindegyik feladatnédl konnyen ellen-
orizhetd. Tegyiik fel, hogy n-re igaz a megfelel6 &llitas, be kell latnunk,
hogy akkor n + 1-re is.

(a) (u1 +ug+ - un) + Unt1 = Ungp2 — 1+ Unp1 = Upyz — 1

(b) U%-&-l — UnUn42 = U?H-l — U (Unt1+Un) = Upy1(Unt1 —Up) — U% =

Un+1Un—1 — U% — _(_1)n+1 = (_1)n+2
(C) (U% +’LL% + +U?L) +u%+1 = unun+l +u$;,+1 - Un+1(un +un+1) -
Up4+1Un+2

Az aldbbi formulak teljes indukciéval kénnyen bizonyithatok.

(a) sn = uzpt1 + B = ugny1 — L.

(b) sp = - Usny2 + B = Uspqa.
n 1
(¢) Sn = ugpi2+ 6= u?’%
)

d

Sn =

Az indoklds csak akkor helyes, ha n legalabb 2. Ezért az n = 1 és az
n = 2 eseteket nem ,,bizonyitottuk” be.

Mindhédrom kozepet csokkentjiik illetve noveljiik, ha minden szdmot
lecseréliink a legkisebbre, illetve a legnagyobbra.

Az a’be egy négytényezbs szorzat. frjuk fel a megadott 3 tagu Osszeget
4 tagu Osszegként és haszndljuk a szamtani és mértani kozepek kozti
egyenldtlenséget 4 szam esetén:

a

24
PR T RN F R
4 - 2 2 4

Eszerint
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Negyedik hatvanyra emelés és atrendezés utan:

4
9
2be<4| =
a“oc < 5

A jobboldalon szerepld szam a keresett maximum, hiszen g =b=c=
18

13 esetén egyenl6ség van.

1.103. | Hasznaljuk a harmonikus és a szdmtani koézepek kozotti egyenl6tlensé-
get:

abe 1

1 3 a+b+c 18
ab+bc+ac 3 1 1 B
a

1
Z. — =32
3 3 9

IN

+
c

T
b

Itt egyenl6ség pontosan akkor van, haa =b=c=6

2+ b ,
2a+b+c:3-% > 3¢/(2a)bc = 3V/2- 18 = 3V/36

Itt egyenléség pontosan akkor van, ha 2a = b = ¢ = v/36.

1.107. | Felhasznaljuk a mértani és a négyzetes kozepek kozotti egyenlétlensé-
get:

a2+b2+c2:3(y/W)zz?)(%)Q:?,(ﬁs)z

Itt egyenl6ség pontosan akkor van, ha a = b = ¢ = V/18.

1.112. | Természetesen csak akkor értelmes a feladat, ha v > u. A v, dtlagse-
besség a megtett ut osztva a megtételhez sziikséges t idével:

2s
Ua:T
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Szamoljuk ki ¢-t. A folydsiranyban a sebesség v+u, az s tithoz sziikséges
idé
s

t =
! v+u

Az ellenkez6 tton a sebesség v — u, az s uthoz sziikséges id6

S

ty =
v—U

Mivel t =t + t2

Va = —3 s T 1 1

vtu  v—u g4y v—u

Tehat v, éppen a harmonikus kézepe a v+u, v—u szamoknak, és ezért
u > 0 esetén hatarozottan kisebb a két szam szdamtani kbzepénél, v-nél.

1
Itt egyenlGség van, hax =1 —z = 3

4
4 T+~ [ 4
f@y=ac+-=2- L>2. /0. —=4
T 2 T

A minimum ott van, ahol egyenléség van, azaz r = — = 2.

S

Felhasznalva a szamtani és mértani kézepek kozotti egyenlétlenséget:

r x 3
(l-z)<4-|[2—2 | ==

1—z)=4-
zo(1-2) 3 27

IR
|8

2
Egyenloség csak akkor van, ha g =1—ux,azaz v = 3"

4
Tehat a keresett maximum: o7
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3
1.119. | Legyen g(z) = f(x) — 3 = 2(2* + 1) + o A g(z) fuggvénynek

ugyanott van a minimuma, mint f(z)-nek. Mivel a pozitiv 2(z* + 1)

és poa szamoknak a szorzata dllandé (= 6), ezért az Osszegiik akkor
x
minimalis, ha megegyeznek.
3
2(z* 4+ 1) =

Innen 2% = 1/3/2 — 1 és igy g(z) minimuma

mg=g< Mq):z( 3/2)+;’/2=§/2=2\/6,

f(z) minimuma pedig

mp=my+3=2V6+3

1.121. | Az 4bra jeloléseit hasznalva, a téglalap teriilete:

T =4F,ahol F =z -y és 2> + 4> = 1.

Ezért F = x+/1 — 2. Szdmoljuk ki F?

maximumat: (xy)

x2+(1—x2)>2:1

F? = 2?(1-2?%) < ( 5

Egyenl8ség csak akkor van, ha 22 = 1 —
22, azaz

1

V2
Tehat a maximalis teriilet: T = 2, még-
pedig a négyzet esetén.

I‘:y:

1.122. | Az dbra a kip és a henger egy sikmetszetét dbrazolja. Az dbra jeloléseit
hasznalva, a henger térfogata:

h  R-
V = nrh. Mivel — = TT’ ezért V = % (R —r)
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Az eléz6 feladathoz hasonldéan

dm™m r r dmm [ R\*® 4 !
= _ _(R—r)< — () == I
V=" 33 T)_R(?)) 27 !
T :m
Egyenloség csak akkor van, ha 3= R—r. |
Ekkor a henger sugara, illetve magassaga: } .
[
2 |
r=-R, h= n !
3 3 0 r R
Tehat a maximalis térfogat: V =
4
Eﬂ'Rm.

1.123. | Az dbra a gomb és a henger egy sikmetszetét dbrézolja. Az dbra jels-
léseit hasznélva, a henger térfogata:

V=2r-U, aholU=2a yésa?+y>°=1, 0<z<1.

2
Ezért U = 221/1 — 22. Szdmoljuk ki UT

maximumat:
2 401 _ 22 2 2
Vo= o o )
4 4 2 2 Y

Az itt szerepl6 harom pozitiv szam Ossze-
ge xz-t6l fliggetleniil 1, és igy szorzatuk
akkor maximalis, ha megegyeznek:

22 9 V2 1
—=1—-z2"azaz v = —= =

47

Tehat a maximalis térfogat: V =

3V3

1.124. | Mikor az els§ egyenléség mindkét oldaldbdl kivonjuk a % szamot,

negativ szamot kapunk. Ezzel beszorozva az a < c egyenlotlenséget, az
egyenlétlenség megfordul.



1. ALAPFOGALMAK, VALOS SZAMOK — MEGOLDASOK 221 U

1.4 Halmazok

1.132.

1.135.

1.136.

1.138.

1.140.

A (b)-ben szerepld halmazzal: AUB={z:2¢ ANz & B}.

Igaz az &llitas.

r€(A\B) < (€ A)AN(x¢B) < (r€ A)AN(z€B)
< r€(ANB)

Nem igaz, legyen példdul A = B = {1} C R. Ekkor A\B = A =R\ {1},
viszont A\ B = A = {1}.

Nem igaz, legyen példdul A = B = {1}. Ekkor (AU B)\ A =0 # B.

Igaz az allitas.

Els6 bizonyitas.

Megmutatjuk, hogy A\ B C A\ (AN B), és azt is, hogy A\ (ANB) C
A\ B.

Legyen x € A\ B tetsz6leges. Ekkor x ¢ B és ezért x ¢ AN B. Mivel
x €A ezért x € A\ (AN B).

Legyen most © € A\ (AN B) tetszbleges. Ekkor x ¢ AN B. Mivel
x € A, ezért © ¢ B\ A. Igy tehdt x ¢ (B\ A)U (AN B) = B. Eszerint
x € A\ B.

Maisodik bizonyitas. (lasd a 1.128. feladatot)
A\(ANB)=ANn(ANB)=AN(AUB)=(ANA)U(ANB) =
=0U(ANB)=(ANB)=A\B

A\ (BUC)

(ANB)U(ANC)U(BNC)\ (ANBNC)

x€(AUB) < 2 ¢ (AUB) < (¢ AN (x ¢
< (€ A)A(x€B) < ze(An

) <=

)

B
B
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1.5 A valds szamok axiémarendszere

1.149.

1.152.

1.157.

1.158.

1.159.

1.164.

(a) Nem igaz, példdul x = —1, A = 0 esetén.

(b) Igaz. Mivel az els6 egyenlStlenség, || < A bal oldala nem negativ,
ezért sajat magdval szorozhaté, azaz |z|?> < A%. Mivel |z|? = |22
ezért |z?| < A2,

(a) A H halmaznak nincs minimuma (minimélis eleme).
(b) H-nak nincs maximuma.
(c¢) H-nak van maximuma.

(d) A H halmaznak van minimuma.

A (b) allitds nem igaz, a tobbi igaz.
() 4. = {0} 1.153. | () B, =0
n=1 n=1

Formalisan:
Jre HVy € H (x>2Ay > 2?%)

Ez az allitas egyetlen H C R esetén sem teljesiil, mert y = x vélasztdssal
ha x > 2 (z > 1) akkor z < z2.

M= (I, ={0}

n=1
Mivel minden n € NT esetén —1/n < 0 < 1/n, azaz 0 € I, ezért
0 € M. Ha x # 0, akkor van olyan k € Nt amelyre 1/k < |z|. Erre a
kraxé¢ I, =[—1/k,1/k].

M:ﬁfn:{()}

M:ﬁfn:{o}

Mivel minden n € NT esetén 0 < 1/n azaz 0 € I, ezért 0 € M.
Ha z # 0, akkor van olyan k € NT, amelyre 1/k < |z|. Erre a k-ra
x ¢ I =10,1/k).
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1.165.

1.166.

1.168.

1.174.

1.175.

1.176.

1.180.

M:ﬁIn:(Z)
n=1

Mivel minden n € N* esetén 0 ¢ I,,, ezért 0 ¢ M. Ha = # 0, akkor van
olyan k € Nt amelyre 1/k < |z|. Erre a k-ra « ¢ I;, = (0,1/k].

Egyediil a 1.166.e allitas igaz.
Nem lehet a Cantor-axiéma miatt.

Nem lehet.

Akéarhany zart intervallum metszete vagy iires, vagy egy pont, vagy egy
zéart intervallum. Ezért a metszet nem lehet valédi nyilt intervallum.

Lehet, de csak akkor, ha valahonnan kezdve ugyanazok az intervallu-
mok.

Legyen ugyanis I,, = (an,b,). Az, hogy ezek egymdsba vannak ,skatu-
lyazva”, azt jelenti, hogy minden n esetén a,, < any1 < bpy1 < by

Legyen a = supa,, b=infb,. Tudjuk, hogy a < b.
Négy esetet kiilonboztetiink meg;:

1) a = maxa,, és b = minb,. Ez pontosan akkor teljesiil, ha valahonnan

kezdve ap = a1 é by = bni1. Ekkor () I, = Iy = (a,b).

n=1
oo
2) a = maxa, és a b,-ek kozott nincs minimélis. Ekkor ﬂ I, = (a,}],
n=1

ami iires, ha a = b és nem {ires balrdl nyilt, jobbrdl zart intervallum,
ha a < b.

3) an-ek kozott nincs maximalis, de b = min b,,. Ekkor ﬂ I, = [a,b).
n=1

4) a,-ek kozott nincs maximélis és a b,-ek kozott nincs minimélis.

Ekkor (1) I, = [a,].

n=1

A Cantor-axiéoma kivételél minden teljesiil.

Minden véges tizedestort alakban felirhaté szam raciondlis, de példdul
az 1/3-nak nincs véges tizedestort alakja.
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Pontosan azoknak a raciondlis szamoknak van véges tizedestort alakja,
amelyek felirhaték dgy két egész szam hanyadosaként, hogy a nevezének
csak a 2 és az 5 a primosztdi.

Az I,, intervallumsorozatra két feltételt kovetel meg a Cantor-axiéma:
1. Az I,,-ek korldtos zdrt intervallumok.

2. Az I,-ek ,egymadsba skatulydzottak”, azaz a nagyobb indexii inter-
vallum része a kisebb indextinek.

Ha az els§ feltételt elhagyom, akkor példaul az I, = (0,1/n) nyilt
intervallumsorozat metszete iires.

Ha a mésodik feltételt hagyom el, akkor példdul az I,, = [n,n + 1] zért
intervallumsorozat metszete iires.

Megjegyzés:
a 2. feltétel helyettesitheté azzal a gyengébb feltétellel, hogy barmely

véges sok intervallum metszete nem iires.

Ha a szerepl6 intervallumok tetszdleges tipusiak és sem a bal sem a jobb
végpontok sorozata nem ,stabilizalodik”, azaz végtelen sok kiilonb6z6
bal és jobb végpont van, akkor (a 2. feltétel meghagydsa mellett) a
metszet nem tres.

1.6 A szamegyenes

1.186.

1.187.

1.189.

1.191.

1.196.

B = {2.6}, amely egyetlen pontbdl ll. Ez a feladat mutatja, hogy a
tizedes vessz6 haszndlata bizonyos helyzetekben félreérthetd, hiszen a
{2,6} halmaznak két eleme van.

C =(2,6) D =1{2,3,4,5,6}
E = 12,6 F=(2,6]

G =12,6) 1.192. | H =1[2,6]NQ, nem intervallum!

1
Az A= { 'n e N*} halmaz alulrdl korlatos, legnagyobb alsé korlatja
n

a 0, feliilrél is korlatos, mert van maximuma, legnagyobb eleme az 1.
Mivel alulrdl és feliilrdl is korlatos, ezért korlatos.
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1.201. | Az Ip={n € N: n primszdm A n + 2 primszdm} halmaz, az tigyne-
vezett ikerprimek halmaza alulrdl korlatos, hiszen példaul a 0 egy also
korlat. Az, hogy feliilrél nem korldtos, azaz van-e végtelen sok ikerprim,
a mai napig (2014. mércius 4.) nem ismert.

1
1.203. | Ilyen sorozat példdul az a,, = (—1)" - (1 - ); azaz
n

1
1-—— ha n paros
n
ap =

1
—1+4 — ha n paratlan
n

1.206. | Vz e Adye A (y<u)

1.209. | sup(AUB) = max {sup A, sup B}, sup(ANB) = min {sup A, sup B}.
Ha sup(A \ B) # 0, azaz A ¢ B, akkor sup(A \ B) < sup A.

1.214. | A = {2 7im €N+}, infA =0, supA = maxA = 1, nincs
T —

minimuma.

1 1
1.216. | A= { +—:né€ N+} esetén inf A = 0, sup A = max A = 2, nincs
n \/ﬁ

minimuma.

1 1
1.220. | A = { + T in € N+} esetén inf A = 0, supA = max A = 2, nincs
n

minimuma.

1.222. | Legyen A = {\/ﬁn € N+}. Az vildgos, hogy supA = maxA =

2. Belatjuk, hogy infA = 1. Mivel /2 > 1, ezért 1 alsé korlat.
Megmutatjuk, hogy tetszéleges x > 0 esetén 1 + x nem alsé korlat:

Mivel a Bernoulli-egyenlétlenség szerint (1+xz)™ > 14+nx és 1+nx > 2

ha n > —, ezért van olyan n (valahonnan kezdve mindegyik n), hogy
x

1+2> 2.

1.223. | Legyen A = {{/2" —n:n € N*}. Mivel minden n € N* esetén 2" >
n + 1 a Bernoulli-egyenlétlenség szerint, ezért sup A = min A = 1.
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Masrészt 2™ —n < 2™, ezért A egy fels6 korlatja 2. Ez egyben az A
halmaz szuprémuma is, sup A = 2, mert

V22n —np > y/2n —2n—1 =2. {;ﬁ

és az elozo feladat szerint

1 1
—: €N+} =1
Sup{c/é " inf {V/2:n e Nt}

Mivel 2 ¢ A, ezért az A halmaznak nincs maximuma.

A szuprémum definicigja miatt elég megmutatni, hogy a B halmaz min-
den felsé korlatja az A halmaznak is fels6 korlatja.

Legyen tehat K tetszéleges fels6 korldtja B-nek, tovabbd a € A tet-
sz6leges. A feltétel szerint van olyan b € B, amelyre a < b. Mivel K
fels6 korlat, ezért b < K is teljesiil. fgy tehdt tetszéleges a € A esetén
a < K, azaz K fels6 korlatja A-nak.

Q=P
2=yl = [(z=A)+(A-y)| < lz—A|+|A—y| = [z—A[+|y—A] <ete = 2e.
P=-Q:

Legyen példaul xt =y =0, e =1és A = 2.

P =5 Q: Legyen példaul H = (1,2]. Ekkor P teljesiil de az a = 1
valasztas mutatja, hogy Q nem teljesiil.

Q =4 P: Legyen példdul H = {-1}.
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Sz

amsorozatok konvergenciaja

2.1 Sorozatok hatarértéke

Mivel a,, — 1, ezért megadhatok a keresett kiiszobindexek.

(a)

(b)

e=0,1

1 1
—1‘:<0,1 — /n>10 < n>10°

v 7

Tehét az ng = 10? vélasztds megfelel.

an_1|:‘

e = 0,01 Az el6z6 megolddsban 0, 1-et 0,01-re cserélve kapjuk,
hogy az ng = 10* valasztis megfelel.

@ Nincs ilyen ng kiiszobindex, ugyanis az el6z6 feladat (a) részének meg-
oldasa szerint ha

n >

Ian

104, akkor |a,, — 1| < 0,1. Ezért ezekre az n-ekre

—2/=|(an—1)—(2=1)| > |1 —|an — 1] > 1-0,1 = 0,9 > 0, 001.

Ezek a feladatok a konvergencia definicigjaban szerepld jelek (logikai
kvantorok, egyenl6tlenség) sorrendjének és tipusdnak a fontossigat mu-
tatjak meg.

(a)
(b)

(c)
(d)

(e)

(f)

Igaz. A 2.1. feladatot dltaldanositva kénnyen lathatd, hogy a,, — 1
és ez a formula éppen ezt mondja.

Nem igaz. Ez a formula pontosan akkor teljesiil egy (a,,) sorozat-
ra, ha valahonnan kezdve a sorozat minden tagja 1. A megadott
sorozat nem ilyen.

Igaz. A formula pontosan akkor teljesiil egy (a,) sorozatra, ha a
sorozat korlatos. A megadott sorozat korlatos.

Nem igaz. A formula pontosan akkor teljesiil egy (a,) sorozatra,
ha van olyan nyilt (¢ sugart) intervallum az 1 koriil, amelyik a
sorozatnak csak véges sok tagjat tartalmazza.

Igaz. A formula pontosan akkor teljesiil egy (a,) sorozatra, ha a
sorozat els6 tagja a; = 1, ugyanis az ng = 1 véalasztids minden &
esetén megfelel.

Nem igaz. A formula pontosan akkor teljesiil egy (a,) sorozatra,
ha a sorozat els6 tagja a; # 1.
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Megmutatjuk, hogy elég nagy n-re b, > a,:
10n? 4+ 25 < 10n? 4+ n? = 11n2, ha n > 5.
Misrészt 11n? < n3, ha n > 11.

Igy az N = 11 vélasztdssal b, > a,, han > N.

Az (a,) a nagyobb valahonnan kezdve:

3" —n?>2"4n < 3">2"+n’+n.

Belatjuk el8szor, hogy valahonnan kezdve 2" > n2. A binomialis kifej-
tést hasznalva

r =3 () (2) < 2em b=

k=0
- (n>3 1 n? o2
2) "6 18"

n
Ez teljesiil ha egyrészt n — 2 > 5 azaz n > 4, masrészt n > 48. Tehat
n > 48 = 23 . 6 esetén

2" 4P 4n <2t +2"+2"=3.2" < 3",
Az egyenlOtlenség biztosan teljesiil, ha

3 n
Ez utébbi pedig a Bernoulli-egyenl6tlenség szerint igaz, ha n > 4.

Tehat osszefoglalva a keresett N szamra kapott feltételeket, az N = 48
valasztas megfelel.

A (b,,) a nagyobb valahonnan kezdve:
Ha n > 3, akkor

6
n!:6-(4-5~--n)>6-4"_3:4—322">2"

3 27
Az egyenl6tlenség teljesiil, ha 2™ > =3 ez pedig akkor, ha n > 8.
Tehat az N = 8 vélasztas megfelel.
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2.16.

2.17.

2.25.

2.28.

Y2<1,01=140,1 < 2<(140,1)"

A Bernoulli-egyenldtlenség szerint
(140,1)">1+0,1n>0,1n>2

ha n > 20.

Yn <1,0001 < n< (1+1074)"

A binomidlis kifejtést hasznélva

n 2
o A n\, g nn—1) n
(1+1074)"=> (k>10 ><2>10 =55 Cgas "
k=0

han > 8- 108.

Vn?2+5+n 5 5
vVn?2 +5-—n=(y/n?4+5-n) = < — < 0,01
( )\/n2+5+n Vni+5+n n

ha n > 500.
P = Q, mert a legkisebb tag alsé korldt, a legnagyobb pedig fels6
korlat.

1
Q =5 P, mert példdul az a,, = — sorozat korlatos, de nincs legkisebb
n

eleme.

(b) igaz, a t6bbi nem igaz.

= <
™mb—2 7 7(Tnf = 2) 7(7nS — 2)

< 21n® + 4n® § 1
7(Tn® —2n8) 35 n

2n% + 3n® 2’ 7208 +3n%) —2(Tn® —2)  21n° +4
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1
Ez utébbi egyenldtlenség biztosan teljesiil, ha n > —, és igy kiisz6bin-
€

dexnek megfelel a

1
€
2.47. lim (vVn?2+1—n)= lim (vVn?2—1—n) =0, ezért lim (v/n2+1+
n—oo n—oo n—oo

vn?—1-2n)=0.
Keresstink kiiszobindexet g-héz kiilon az a, = vVn?+1—-—nésab, =
vn2 — 1 — n sorozathoz.

1
lan| =Vn24+1l—n= ——— <

1
— <
n2+1+n n

N ™

2
teljesiil, ha n > —.
€

1 1 €
bpl=n—Vn2—1= ———— <= <=,
5] n+vni—-1 n 2

2 2
Ez is teljesiil, ha n > - tehat az ng = L] megfelel kiiszobindexnek:

‘\/n2+1—|—\/n2—1—2n‘S‘\/?ﬂ—i—l—ﬂ‘—i—‘\/nz—l—n‘<

Sy
2 2

an) sorozat oszcilldlva divergens.

an) sorozat divergens, a, — oo.

(an)
b) Az (a,) sorozat konvergens, a, — 4.
(

(an)

(ay) sorozat oszcilldlva divergens.

1
2.55. | Legyen példéul a, = —, b, = —.
n
2.58. | Mivel a > 0, ezért az (a,,) sorozatnak csak véges sok tagja lehet negativ,
igy valahonnan kezdve ,/a,, értelmes.

jan —al__ lan—d

Vi tva S a

[Vn —Va| =
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6

s
=

2.74.

Mivel a, — a, valaszthatunk olyan ng kiiszobindexet, hogy n > ng
esetén |a, — al < - v/a legyen. Ez az ng megfelel a keresett kiiszobin-

dexnek:
la, —al e€-a

|\/@7\/&|§T<W:57

ha n > ng.
Mindegyik allitds igaz. Egyediil a (d) 4llités jelenti azt, hogy a,, — co.

A sorozat nem tarthat oo-hez, de tarthat —oo-hez vagy egy valds szam-
hoz.

A sorozat nem tarthat —oo-hez, de a tobbi eset lehetséges.

VI£VEEtya m+"'+ﬁ>

1 n n
>—-y/s-1>K
n 2 2

ha n > 8K? + 2. Tehéat megfeleld kiiszobindex az ng = [8K? + 2] + 1.

SRIEE

S|

A feltétel szerint van olyan N szdm, hogy n > N esetén
c
an+1—an>d:§ > 0.
Teljes indukciéval konnyen lathatd, hogy n > N esetén
an, >an +d-(n—N).

Mivel lim (ay +d-(n— N)) = oo, ezért a rendbr-szabély szerint
n—0oo

lim a, = oo.

n—oo

2.2 A hatarérték tulajdonsagai

1 2
Mivel — — 0 és — — 0, ezért a rendér-szabaly szerint b,, — 0.
n n
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Semmit sem lehet mondani a (b,) viselkedésérdl, tarthat barhova és

lehet oszcillalva divergens is.

2.91. | Elég megmutatni, hogy as, és as,+1 ugyanoda tart, mert a két részso-
rozatra kapott kiiszobindexek koziil a nagyobbik az egész sorozatra is
megfelel.

Az ag,, koz0s részsorozata asy,-nek és ag,-nek, ezért

lim as, = lim as,.
n—oo n—oo

Miésrészt az agn+3 kozos részsorozata asy,41-nek és as,-nek, ezért

lim agp+1 = lim agy,.
n—oo n—oo
. a ) .
2.95. | Mivel a > 0, valahonnan kezdve 5 < ap < 2a, és ezért

’\L/g < Ya, < V2a.

Mivel tetszbleges ¢ € RT esetén {/c — 1, ezért a rendér-szabaly szerint

Van — 1.

_ =l _antl-2 2
" a,+1 ap,+1 an + 1
Fejezziik ki a,-t b, segitségével:
2 2 2
=1-b 1= = -1
an + 1 e s

A hatdrérték miveleti szabalyait alkalmazva kapjuk, hogy a, — 1.

2.102. | Valahonnan kezdve 0 < /a,, < 0,5, és ezért 0 < a,, < 0,5" — 0.

1
N

Q = P: Legyen lim a,, =a > 0.
n—oo

2.107. | P=~ Q: legyen példdul a, =

Els6 eset: a = co. Ekkor van olyan N kiiszobindex, hogy n > N esetén

1
a, >1> —.
n
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Masodik eset: 0 < a < oo: Valasszunk az € = %—h(’jz egy N kiiszobin-
dexet, amelyre
1

lan, —al <e és <e.
n

ha n > N. De akkor

a
7<€:§:a—5<an.

3

2.111. | Az allitasbdl kovetkezik, hogy a, — oo, ,rendbr-szabdly a végtelenre”:

Legyen ugyanis K € R tetszéleges. Mivel b, — 0o, ezért van olyan N
kiiszobindex, hogy n > N esetén K < b,. De a feltétel szerint ezekre
az n-ekre K < a,, is igaz.

2.114. | Semmi sem kovetkezik:

az (an) sorozat lehet konvergens, példdul ha a,, = 0,
tarthat oo-hez, példdul ha a,, = b, — 1
vagy —oo-hez, példaul ha a, = —n,

de lehet oszcilldlva divergens is, példdul ha a,, = (—1)™.

2.118. | Korldtos, mert konvergens,

1 24 ...
i \f+\f+2 +n

n—00 n

:O7

ugyanis

0 VI+V24- v Vit ynt+yn nyn 1
n? - n? n? vn

1
2.120. | Mivel valahonnan kezdve 2" < 53", ezért

3 1
= {/3n — 23n < {3 —2n < {3n =3,
2 2

3
ha n elég nagy. Az egyenlStlenség baloldala —= — 3, és ezért a rendér-

V2
V3nr —2n — 3.

szabdly szerint
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2.125. | Hozzuk egyszer(ibb alakra a sorozat tagjait:

1-243—---—2n (1-2)+B-4)+---+(2n—-1-2n)
Ay = = =
n?+1 n?+1
- n
n2+1

Végig osztva a szamldlét és a nevezdt a nevezd nagysdgrendjével, n-nel,
kapjuk, hogy

n 1

RV ES 1
Vn? + \/1+
n

1 n
2.131. | A 2.181. feladat szerint <1+ ) monoton noévé sorozat, és ezért
n
1 n
(1+> >,
n
1" 1\"?
0 — (1+) _ KH) ] > 9" 5 o0,
n n

2.140. | Ennél a tortnél a nevezé ,,nagysdgrendje” 7", de a véltakozé eldjel prob-

2" 4 3"
——— — 0. Ehhez elég azt
g (T °

G)-G)
<2 +3 7 7

SoT < — 0.
1—

Ap =

lémat okoz. Megmutatjuk, hogy a, =

megmutatni, hogy |a,| — 0.

2" + 3"

lan| =

2.146. | P =~ Q: legyen

_ 1 ha n pédros b 1/n ha n péros
=1 /n ha n paratlan n 1 ha n paratlan

1
Q=5 P:legyena,=—, b,=n
n

Megjegyzés: Ha az egyik sorozat 0-hoz tart, a masik pedig korlatos,
akkor igaz, hogy a,, - b, tart 0-hoz.
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a , . 2
(a) — konvergens és lim — > 0: anp=mn, b,=n+1.
b n—roo
n n
a , . 2
(b) — konvergens és lim — = 0: an =mn, b, =n>
b n—00
n n
Qn . , . Gn,
(c) — divergens és lim — = oo: an =n% b, =n.
b n—00
n n
a 12 . n  ha n paros
(d) — oszcilldlva divergens: an, P
by, ha n péaratlan

n® ha n paros

bn n  ha n pératlan

Il
—N A
3
o

2.155. | P =~ Q: legyen példédul a,, =n+1, b, =n.

1 n_bn n
Q — P:Mivelbn%ooezértb—%OésfgyaT Z

2.3 Monoton sorozatok

— Két pozitiv tagi monoton névé/csékkend sorozat szorzata mono-
ton né/csvkken.

— Két negativ tagi monoton nové/csskkend sorozat szorzata mono-
ton csokken/né.

— Egy pozitiv tagii monoton névé és egy negativ tagi monoton csok-
kend sorozat szorzata monoton csokken.

— Egy pozitiv tagd monoton csckkené és egy negativ tagii monoton
n6évo sorozat szorzata monoton né.

Miés esetekben nem &llithatjuk biztosan, hogy a szorzat monoton.

Teljes indukciéval konnyen bizonyithatd, hogy a, > a1 - (1,1)""!. Elég

109
tehat taldlnunk egy olyan n-et, amelyre 1,1""! > —. A Bernoulli-
a

egyenl6tlenség szerint

106
LI =(140,1)" 214 (n=1)-0,1> (n=1)-0,1> —.
1

7 7

10
Ez biztosan teljesiil, han — 1 > — azaz han > — + 1.
ay ai
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2.168.

Els6 1épésként belatjuk, hogy a sorozat minden tagja pozitiv, de ez teljes
indukciéval nyilvdnvalé. Most mar jobb alsé becslést is mondhatunk
a sorozat tagjaira: a (két tagi) szdmtani és mértani kozepek kozotti
egyenlGtlenség szerint

1
an+1:2<an+a)> a/ni:\/a
Gn V an

Belatjuk, hogy n = 2-t8l kezdve az (a,) sorozat monoton cstkken.
Felhasznalva, hogy a,, > 0

1 a
2<an+)§an = a2 +a<2d <= dl>a = a, > a.
n

De az elébb mér beldttuk, hogy minden n > 2 esetén a,, > /a, tehét

a sorozat monoton csokken és (alulrdl) korldtos, de akkor konvergens.
Legyen lim a, = b, és persze b > /a. De akkor lim a,y; = b is igaz.
n— o0 n—oo

e _>l(b+9)
dntt =9\ T, 2 )

%(H%):b — b=+a

Maésrészt

Tehat

A rekurziv képletbdl kénnyti kiolvasni, hogy a,, > 0 (s6t azt is, hogy
an, > /2, han > 1). Mésrészt teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy
a, < 2.

n =1 re ez igaz. Tegyiik fel, hogy n-re igaz, hogy a, < 2.

i1 =V2+a, <V2+2=2.

Megmutatjuk, hogy a sorozat monoton né. Oldjuk meg a vV2+x > =z
egyenlGtlenséget a nemnegativ szamok korében:

V24 x> <— 2—}-3:2372 <= x2—x—2§0 — 0< <2

Mivel mér belattuk, hogy 0 < a,, < 2, ezért x helyébe irhatunk a,-et,

és 1gy ant1 > an. Tehdt (a,) monoton né és (feliilrdl) korlatos, ezért

konvergens. Legyen a = lim a,. Mivel a sorozat tagjai nemnegativok,
n—oo

ezért a > 0. A hatarérték miiveleti szabalyai és a rekurziv képlet miatt

a=vV24+a < a=2.
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a; > 0 és ha a,, > 0, akkor  anp41 = a, + PRy > 0, ezért minden
an
n-re ap > 1. A rekurziv képlet szerint

Ap+1 Ap =
3
a; +1

tehdt a sorozat (szigortan) monoton né. Indirekt médon megmutatjuk,
hogy a sorozat nem konvergens és ezért nem is korlatos. Ha lim a, =

n—oo
a, akkor @ > 0, mert a,, > 0, és ezért a® + 1 # 0.

1

a a a3+1

De ennek az egyenletnek nincs megolddsa! Tehdt (a,,) monoton né és
nem korlatos, ezért a, — oo.

Megmutatjuk, hogy a sorozat szigorian monoton né. Felhaszndlva az
n + 1 tagu szamtani és mértani kdzepek egyenlétlenségét

1 n+1
1\ " 1\" 1+n'(1+n) 1 n+1
(1+> :1-<1+) <| ——~ :(1+) .
n

n n+1 n+1
Most belatjuk, hogy

1\" 1 1\"
<1+> <4<:><1+> < 1.
n 4 n

Most n + 2 tagra hasznalva a szamtani és mértani kézepek egyenlGtlen-
ségét

14_14_ 1_|_l "
1 N1 L Y (200 " n .
n 2 2 -

n+2

1 n
Tehat az (1 + ) sorozat konvergens. A sorozat hatarértékét Euler-
n

konstansnak nevezziik és e-vel jeloljiik. Belathatd, hogy 2 < e < 3, e
irracionélis (sét transzcendens) és e = 2,71. ...



2. SZAMSOROZATOK KONVERGENCIAJA — MEGOLDASOK 238 U

2.4 A Bolzano-Weierstrass-tétel és a Cauchy-krité-
rium

2.189.

2.195.

P == Q: legyen a, = (—1)"
Q = P: Ha (a,) konvergens, akkor minden részsorozata is konvergens
(és ugyanoda tart).

Ez a feltétel nem elég (viszont sziikséges) a konvergencidhoz. Ha péld4ul

an = +/n, akkor v/n+ 1 —+/n — 0 de \/n — oo.

Az (ay) sorozatnak pontosan akkor nincs konvergens részsorozata a
Bolzano-Weierstrass-tétel szerint, ha nincs korlatos részsorozata.

Ez akkor igaz, ha minden K > 0 valds szamra csak véges sok tagja van
a sorozatnak a [—K, K] intervallumban, azaz véges sok n kivételével
lan| > K.

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy |a,| — oc.

Beldtjuk, hogy a sorozatra teljesiil a Cauchy-kritérium. Legyen & > 0
tetszOleges, tovabba n < m.

|an - am| = |(an+1 - an) + (an+2 - an+1) +---+ (am - am71)| S
S |an+1 - an‘ + |an+2 - an+1| + -+ ‘am - am71| S
<9 po(ntl) 4y o=(m-l)

—9 n.9. (1 _ 2—(m—n)) < 2—(n—1).

Mivel 27 ("=1 — 0, ezért valahonnan kezdve

lan — am] < 9-(n=1) < ¢,

2.5 Sorozatok nagysagrendje

n"™ ~nl+n", Vn~+/n+1.
Mas aszimptotikusan egyenlé par nincs a sorozatok kozott. Habar
/2
Yn

— 1, de ezek a sorozatok nem tartanak oo-hez.
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3,1\"
3,0  \'3

on43n  2\"
3 +1

9

Itt a szamlalé oo-hez tart, mert > 1, a nevez6 pedig 1-hez, mert

2
I 3,01™
1m

A nevezd nagysagrendje 2™.

nl_ (3)"
nl—3" 20 \2

nl0 — on n'o

10
. n p P . . 1414 .
Mivel o — 0, ezért a nevezdé —1-hez tart. Viszont a szamlalé még

mindig kritikus, két végtelenhez tarté sorozat kiilonbsége. Felhasznal-
n
va, hogy n! > (g) ,

n! 3\" n\m" 3\" 24\" 3\"
wo () 2@ -0) = (5) () -
3\" 3\" 3\"
2 (5) - () - ()
ha n > 24. fgy tehat a szdmlalé co-hez tart és

n! — 3"

—— — —OQ.
nlO _ 2n

2.6 Vegyes feladatok

A sorozat nem 4ll el§ az (1/n) sorozat véges sok tagi Osszegeként,
hiszen az a,-ben szereplé Gsszeg tagjainak a szdma tart végtelenhez.
Tehat az elsé okoskodds a hibas.
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a, — 0.

Ugyanis van olyan N kiiszobindex, hogy n > N esetén

2 2\"
0 Va, < - <= 0<a, <| =
< a 3 a (3)

2 n
Mivel (3) — 0, ezért a rendOr-szabaly szerint a,, — 0.

5o

Ugyanis van olyan N kiiszobindex, hogy n > N esetén
2 = 0<a, < 2"
.y a z
3 " 3
. 2\" . . [ .
Mivel 3 — 0, ezért a renddr-szabdly szerint a, — 0.

1
2.232. | Legyen példéul a, = —.
n

0<a, <
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Valés fiiggvények hatarértéke, folytonossaga

3.1 Fiiggvények globalis tulajdonsagai

3.3

3.8

3.11.

2

bo -
e g b® i

2

Igen, fiiggvény. A neve Dirichlet-figgvény.
—oco <z <0.

frjuk fel a fliggvények értelmezési tartomédnyat és a fiiggvény formulat
egyszeriibb alakban:

(&) filz) =, (b) fo(z) = Va? = a|,

Dy, = (—00,00) Dy, (—00,00)

(c) fa(z)= (Va)’ == (d) fu(z)=Ine® =z

Dfs = [0,00) Df4 = (_00700)
(e) folw)=e"=u () folz) = (V=2)" = |a|
Dfs = (0,00) Dfe = (70070}

Mivel két fiiggvény pontosan akkor egyezik meg, ha megegyezik az ér-
telmezési tartomanyuk és minden helyen ugyanazt az értéket veszik fel,
ezért csak az f1 és az fy fliggvények egyeznek meg egymaéssal.

Paratlan. 3.19. | Péros.
Péros is és paratlan is. 3.25. | Se nem péros, se nem paratlan.
Igaz.

x hax#-5

Nem igaz, példdul f(z) = { 5 haa o —5

1
A ctgx és az — fliggvény az egész értelmezési tartomdnydn (szigorian)
x

csokken, a tobbinek vannak monoton névé szakaszai.
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3.38.

(a)

(b)

N D N

(e)

(d)

(f)

S~

(g)

(h)

\_
\
K

t

Igaz. Két szigordian monoton csokkend (novd) fliggvény dsszege szigo-

rian monoton csékken (ndg).



3. VALOS FUGGVENYEK HATARERTEKE, FOLYTONOSSAGA — MEGOLDASOK 243 U

3.39

3.43.

3.47.

w

w
S
~

5

ity

54

ge
=
g

3.68.

7

N

II

Qo

7

&
s
=

3.86.

Altaldban nem igaz, példaul ha f(z) = g(z) = —z, akkor f(z)- g(x) =

22 nem (mindeniitt) csokken.

Ha viszont mindkét fiiggvény pozitiv és szigoriian monoton csokken
(n6), akkor a szorzatuk is szigoriian monoton csékken (nd).

Alulrdl korlatos, legnagyobb alsé korlat a 0. Feliilr6l nem korlatos.

Alulrdl korlatos, legnagyobb alsé korlat a 0. Feliilrél is korldtos, legki-
sebb fels6 korlat az 1.

Vo € R(f(x) < f(3)). Példaul f(x) = —(x — 3)%

VeeRIyeR (f(y) < f(x)). Példdul f(z) = =.

m =0, M nem létezik. m=-1, M=1.

m=-1, M=0. 3.66. | Példdul arctgx.

7 , z ha_1<1’<1
Példaul f(f):{ 0 hazx=-lvagyz=1

21 3.76. 41

27 3.79. 2

A Dirichlet-fliggvénynek minden nem nulla racionélis szdm periédusa,
ezért nincs legkisebb periédusa.

A /xz fiiggvény (szigorian) konkév a (0, 00) félegyenesen.
Elég belatni, hogy minden 0 < a < < b esetén

Vi a0 v

vE-va _ vb-va

r—a b—a

Atalakitds utdn
1 1

VEtva Vit

Mivel a feltevés szerint 0 < x < b, ezért az utols6 egyenl6tlenség igaz.

— Vb++va>Vr++va <= Vb> /x.
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3.92. | P =& Q:Példdul f(z) =sinmz
Q — P: Ha az f(z) fiiggvény konvex (—1, 3)-on, akkor minden —1 <
a<b<3és0<t<1esetén

flta+ (L —=1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b).

1
Aza=0,b=2,t= 3 valasztassal épp a P-ben szerepld egyenlotlen-

séget kapjuk.

3.96. | A hur egyenlete

4 —log; 2

1 log- 2
h(l’) — 0ogr - 0og7

(x —2)+log;2 =

x.

frjunk 2 helyébe 3-at. Mivel log, = konkav, ezért

_ 3log;2  log;8 log; 2+ log; 4
S22 2 '

3.100. | Mivel a fliggvény a [2,4] interval-

lumon egyszerre konvex és kon-
kav, ezért itt csak linedris kifeje-
zés lehet. Legyen példaul

(r—2)2 hal<z<?2 \

flx)= 0 ha2 <z <4
—(z—4)? had<z<5 \

log; 3 > h(3)

1/z hax#0

0 haz=0 figgvények bijekcidk,

3.112. | Az z, mg, Jr és az flz) = {

a tobbi nem az.

3.114. | f(x) = 2? invertalhaté [0,00)-en, itt f~'(x) = /z és (—oo,0]-n, itt
1) = vz,

3.116. | f(z) = sinz tetszbleges n € Z esetén invertdlhaté a [—mw/2 + nmw,7/2 +
nn| intervallumon. Az inverz fiiggvény minden esetben a [—1,1] zért
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intervallumon van értelmezve. Ha arcsinz jeloli a sinz inverzét a
[—7/2, 7 /2] intervallumon, akkor a [—m/2+nm, 7/2+nw| intervallumon

1 nm + arcsinz  ha n péaros
[ (@) = : ;
nm — arcsinz  ha n péaratlan

vagy masképp felirva

f~(x) = nm + (—1)" arcsin .

3.122. | (a) Van ilyen, de csak egy, az azonosan nulla fiiggvény.

Az, hogy egy fiiggvény grafikonja szimmetrikus az x tengelyre,
pontosan akkor teljesiil, ha minden x € Dy esetén f(x) = —f(z).

(b) Van, példdul az f(z) = 22 fiiggvény.

Az, hogy egy fiiggvény grafikonja szimmetrikus az y tengelyre,
pontosan akkor teljesiil, ha minden z € Dy esetén f(—z) = f(x),
azaz a fliggvény paros.

3.125. | Beldtjuk, hogy az f(x) fiiggvénynek a 4 periédusa. El8bb fejezziik ki
flx+2)-t f(x) segitségével:

14 1+ f(x)
f(x+2):1+f(x+l): 1—flx) 1
T ) R o (O ()
1— f(x)
Mivel ez minden z-re igaz,
1 1
R (S R
f(x)

3.128. | A h = go f fiiggvény mindeniitt értelmezve van és h(z) = g(f(x)) =

x. A g(x) figgvény mégsem az f fiiggvény inverze, mert értelmezési
tartomanya bovebb mint f értékkészlete.
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f(x) g(x) (@)

3.

[\

A hatarérték

3.130.

(all_i}n_lzf(x) =0 (b) xl_i>H_11 flz)y=-1 (c) ili% f(z) nem létezik.

3.133. | Igazak: (b), (d), (e), (f).
Hamisak: (a), (c), (g), (h), (i), (j), (k), ().

3.136. | limbxr=5-limzx=5-3=15
x—3

r—3
5:189.) lm 7x_—23 B 7;273 B _%
3.142. 9El_i)r;l/zassin:c = gsing :g
3,148, t2+t—2:(t—1)t+ _t+2 3
21 t—1)(t+

2)
1) t+1ts1 2
2

?+3t+2 |
2—t—-2

+
_|_

+2)  t+2 1

t
3.149. ( _ 1
(t—2) t—2t--1 3

(
(
t41)
t11)

3.154. | Bovitsiik a tortet /z + 1-gyel (a szamlalé , gyoktelenitése”).

VE-1_ (Ja-1)(/z+1) r—1 1

Hl
o —12

-1  (@z-1D)Yz+1) (@-1Dz+1) Vz+lae
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3.157.

3.162.

A t = 1 4 22 helyettesitést elvégezve és az el6z6 feladat eredményét

felhasznélva:
o V1422 -1 . Vi-1 1
lim — = lim ——
z—0 T t—1 t—1 2

Helyettesités nélkiil, ,, gyoktelenitéssel”:

Vi+a?—1 V1+a2-1 Vi4+a2+1 z?
z? z? Vita2+1  22(V1+22+1)
1 1
:7H7
V1+tz2 412202

Mivel a sinx paratlan fiiggvény, ezért elég a ,, jobboldali” hatarértéket
kiszamolni. Ha 0 < z < g, akkor
0<sine <z <tgx

Osszuk el az egyenl6tlenségeket a pozitiv sin z-szel:

1
1< -2

sinx cosT

Mivel a szerepl6 kifejezések mind pozitivak, vehetjiik az egyenl6tlensé-

gek reciprokait:
sin x
cosr < — <1
x

Tudjuk, hogy lirr%) cosx = 1, mert a cosz fiiggvény folytonos a 0-ban.
r—

Ezért alkalmazhaté a renddr-szabaly:

sinx

lim =1.
z—0 X
Bévitsiik a tortet 1 + cos x-szel:
1—cosz (1—cosz)(l+cosz) sin’z 1 . 1
2 22(1 + cosx) 22 14cosz 2
tg2 tg 2 in2 2 int 2
gx:gxazsmm _ sint Y
T 2z 2x cos 2x t cost t—0

Itt felhasznaltuk, hogy ¢t = 2¢ — 0 ha = — 0.
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3.167.

3.172.

3.176.

3.180.

3.184.

3.190.

3.191.

Osszuk el a szadmlalot és a nevezot a nevezd nagysagrendjével, x-szel.

. e z 7’ ’ LS 7z e m
Ezzel megsziintetjiik a hatarérték ,kritikussagat”, a — esetet. Ha = >
0
0, akkor

A —oo-ben ugyanezt a hatarértéket kapjuk, ha negativ x esetén ,nagy-
sdgrendnek” a |x|-szet valasztjuk.

2z +37t 7+p_>0+0_0
S 3-0
xr
71
D L s
Vat+1+1 1 1
1+ =+ =
x
lim —i——oo lim =00
m~>2*$—2_0__ ’ x—)2+$—2_ ’
4 , 4

1. _— 1 _—
oot (=72 aor (-T2

Legyen a = /e > 1.
x x\*
— = (—) — 0.
ail)
Ez az eredmény altalanosabban azt jelenti, hogy az exponencidlis fiigg-
vény minden polinomndl gyorsabban tart a végtelenbe.

Vezessiik be a t = Inz helyettesitést. Ekkor

e =V =(ve) =,

és ezért
. Inz . t
lim — = lim — =0.
T—00 W t—o0 at

Eszerint tehat a logaritmus-fiiggvény minden gyokos kifejezésnél las-
sabban tart a végtelenbe.
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Legyen példaul

22 hazeQ

f(x):{ 1 hazgQ

Ennek a fiiggvénynek az @ = —1-ben és az v = 1-ben van hatarértéke,
de masutt nincs.

3.198. | Legyen p > 0 egy (pozitiv) periddus, a és b pedig két olyan valds szam,
amelyre f(a) # f(b). Ekkor

Tn=a+n-p— oo, f(a) = f(zn) = f(a),

Yn=b+n-p— o0, f(b) = f(yn) — f(b).

Az gtviteli elv szerint lim f(z) nem létezik.
T—r 00

3.203. | P = Q: A szorzdsi szabély szerint

lim f2(x) = (lim f(x)) - (hm f(x)) =5-5=25.

T—00 r—00 T—00

Q =~ P: Legyen példaul f(z) = —5.

3.206. | (a) a, =sin(nw) =0— 0.

(b) Az f(x) = sinz fiiggvény nem konstans periodikus fiiggvény, ezért
nincs hatarértéke a végtelenben (lasd a 3.198. feladatot).
1
(c) an = [} =0, han > 1, ezért a, — 0.
n
(d) Mivel lim [z] =0 # —1 = lim [z], ezért az f(z) = [z] (z egész-
z—0t z—0—
része) fiiggvénynek nincs hatdrértéke a 0-ban.

. 1z [ 5 havalamely n-re z =1/n
3.208. | P =~ Q: Legyen példaul f(x) —{ 0 kiilénben .
1
Ennek a fiiggvénynek nincs hatarértéke O-ban, de f () =5—=5.
n

1
Q = P: Az 4tviteli elv szerint, mivel — — 0 és lir% f(z) =5, ezért
n xr—r

JORE
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P = Q: Az atviteli elv szerint ez tetszbleges fliggvény esetén is igaz.

Q — P? Ha az f fliggvény monoton ((c) eset), akkor van (véges
vagy végtelen) hatérértéke a végtelenben és akkor az dtviteli elv miatt
ez csak O lehet. A tobbi esetben nem igaz a kovetkeztetés: legyen
f(x) = sin(nzx). Ez egy folytonos és korlatos (nem konstans) periodikus
fiiggvény és nincs hatarértéke a végtelenben. De minden n-re f((n) = 0.

3.3 Folytonos fiiggvények

(a) Ez a fiiggvény a D(x) Dirichlet-fiiggvény, sehol sem folytonos, s6t
hatarértéke sincs. Ugyanis tetszéleges a € R esetén van olyan
Zn € Q és y, ¢ Q sorozat, amelyre a # x,, a # ypn, Tn — a és
Yn — a. De {gy D(z,) — 1 és D(y,) — 0. Az atviteli elv miatt
ezért a-ban nincs hatérértéke a D(z) fiiggvénynek.

(b) f(x) folytonos a 0-ban (de masutt nem). Legyen ugyanis ¢ > 0
tetszbleges. 6 = e.
Ha |z — 0] = |z| < 4, akkor |f(x) — f(0)] = |f(x)] = |z| < e =0.

(a) A h = f+g fiiggvény nem folytonos 3-ban. Indirekt médon, ha az
lenne, akkor a miveleti szabdlyok miatt a g = h — f is folytonos
lenne.

(b) f - g lehet folytonos 3-ban, de csak tgy, ha f(3) = 0. Legyen
példdul f(z) =0 és g(x) = D(z) a Dirichlet-fiiggvény.

1‘2—

T+ 2

Az

fliggvény az x = —2 kivételével mindeniitt folytonos. Az

2
z°—4

x = —2-ben megsziintethet6 szakaddsa van, lim = —4.
r——2 T + 2

Az \/x fiiggvény folytonos, ha z > 0. A 0-ban jobbrdl folytonos.

2+2 hazx>0 . .
Az f(z) = { S fiiggvény pontosan akkor folytonos
a 0O-ban, ha balrdl is és jobbrdl is folytonos. Az f(z) ,, jobbrdl”, azaz
x > 0 esetén megegyezik az x2 + 2 fiiggvénnyel, amelyik mindeniitt,

tehat 0-ban is folytonos.

Az f(x) fiiggvény = < 0 esetén megegyezik az mx + ¢ fiiggvénnyel,
amelynek , baloldali” hatarértéke 0-ban c. Ezért tehat az f fliggvény
pontosan akkor folytonos 0-ban, ha

2=f(0)=c
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ha x #0

sogi = e
axr=

0-ban, ha itt van hatarértéke és az megegyezik a helyettesitési értékkel.

fliggvény pontosan akkor folytonos a

lim f(z) = lim = 1és f(0) =c.

x—0 z—0

fgy tehat a ¢ = 1 esetben lesz a fiiggvény folytonos a 0-ban.

3.233. | Legyen p(z) tetszdleges harmadfoki polinom. Elég azt az esetet vizs-
gélni, amikor p(x) féegyiitthatéja (az x3-6s tag egyiitthatéja) pozitiv.
De akkor
lim p(z) = oo, lim p(z) = —oc0.

T—00 rT——00

Ezért a p(x) fiiggvény biztosan felvesz pozitiv értéket is (valahonnan
kezdve p(z) > 0) és negativ értéket is. De akkor a Bolzano-tétel szerint
a 0-t is felveszi értékként.

3.236. | Legyen h(z) = f(z) — g(z). A h fiiggvény folytonos [a, b]-ben, h(a) >
0, h(b) < 0. A Bolzano-tétel szerint van olyan ¢ € [a,b], amelyre

hc) = £(e) — glc) = 0.

3.237. | Legyen most h(z) = g(z)—f(z). Ez a h(z) fiiggvény pozitiv és folytonos
[a,b]-n. A Weierstrass-tétel szerint a h(z)-nek van minimuma, azaz van
olyan ¢ € [a,b], hogy minden x € [a, ] esetén

0<m=h(c) < h() = g(x) - f(2)

o 22 haze(l,2
3.242. | P =5 Q: Legyen példaul f(z) = { 2 hax :(1 va)gy x=2

Q = P: Az f fiiggvény maximuma felsé korlat, minimuma pedig alsé
korlat.

3.245. | Igen, példaul az f(x) = x fiiggvény.

3.249. | Az [z] fiiggvény monoton nové, ezért minden korldtos zért intervallu-
mon van maximuma, a jobb végpontban felvett érték. Tehat

max {[z] : = € [77,888]} = [888] = 888.
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3.257.

3.258.

Az f(x) = {«} fiiggvénynek nincs maximuma egyetlen olyan [a,b] in-
tervallumon sem, amelynek a hossza legalabb 1, ugyanis
sup {f(z) : v € [a,B]} = sup {f(z) : v € [a,0+ 1]} =
=sup{f(z):2€[0,1]} =1,

mivel a tortrész x fiiggvény 1 szerint periodikus. Madsrészt f(x) =

{z} # 1.
Van ilyen fiiggvény, még folytonos is:
0 ha0<ax<1/3
fx)=< 3xz—1 hal/3<z<2/3

1 ha 2/3 <z < 1

Van ilyen fliggvény. A 3.254. feladat megoldasdban szereplo fiiggvény
folytonos.

Nines ilyen fiiggvény. Indirekt médon tegyiik fel, hogy f(x) folytonos
a [0, 1] zart intervallumon és értékkészlete a (0,1) nyilt intervallum. A
Weierstrass-tétel szerint az f(z) fiiggvénynek van maximuma. Legyen
ez a maximum M. A feltevés miatt M < 1 és mivel M maximélis érték,
ezért f(x) € (M,1).

Ez az éllitas sokkal altalanosabban is bizonyithato, lasd a 3.260. fel-
adatot.

Legyen az f fiiggvény folytonos az [a, b] intervallumon. A Weierstrass-
tétel szerint f-nek van minimuma, legyen ez m és maximuma, legyen

ez M. Eszerint R(f) C [m, M].

Maésrészt a Bolzano-tétel szerint az f fliggvény m és M kozott minden
értéket felvesz, azaz R(f) D [m, M].

3
Legyen x,, = g +27n, Yy, = % + 27n. Ha n > 100, akkor

Tpsinx, =z, >2mn > 100 és y,siny, = —y, < —100.

A Bolzano-tétel szerint minden n > 100 esetén van olyan z, € [Zn, Y],
amelyre
Zp sin z, = 100.
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Mivel az [2,,y,] intervallumok diszjunktak, ezért a z, gyokok kiilon-
boznek.

1
3.271. | Az f(x) = — fiiggvény
x

(a) nem egyenletesen folytonos (0, 00)-en. Megmutatjuk, hogy az ¢ =
1-hez nincs ,, j6” § > 0. Tetszbleges § > 0 esetén valasszunk olyan
n € Nt pozitiv egész szdmot, amelyre

1 1

n n4+1

() o)

(b) egyenletesen folytonos [1,2]-n a Heine-Borel tétel szerint.

< 4.

Ekkor

(c) egyenletesen folytonos (1,2)-n, mivel a b&vebb [1,2] halmazon is
egyenletesen folytonos.

(d) egyenletesen folytonos [1,00)-en. Legyen £ > 0 tetszdleges, § = e.
Ha z,y > 1 és |x — y| < ¢, akkor

[f(x) = f(y)| =

1 1 —
—':xy'§|x—y|<6:5.
r Yy zy
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A differencialszamitas és alkalmazasai

4.1 A derivalt fogalma

Ha lim M = 4, akkor a derivdlt definicidja szerint az f(x)

r—3 r—3
fiiggvény derivalhatd 3-ban és f'(3) = 4. A 4.2. 4llitds szerint tehét
f(z) folytonos 3-ban.

Nem kovetkezik, példdul ha f(z) = |« — 3|.

Ez a hatdrérték a /x fiiggvény derivéltjat adja meg tetszdleges x > 0
pontban.

Vath—vz _ Veth—Vz Veth+ Ve 1
h h \/ﬁ+\f\/ﬁ+\fhao2f

4.10. | Legyen zg # 0 tetszdleges.

1/z—1 — 1 1
/t=1/m _ zo-2z _ 1 1
T — To xxo(x — x0) Tx) ToTO TG

1 1
Tehdt az — fiiggvény derivéltja —— .
x T
4.14. | Az f(z) = |x2 - 1’ fiiggvény mindeniitt folytonos, az 1 és a —1 kivételé-
vel derivalhaté, mert ,ilyenekbdl van Gsszerakva”, azaz alkalmazhatjuk
a megfeleld miveleti szabédlyokat. Megmutatjuk, hogy 1-ben a differen-
ciahanyadosnak balrél més a hatarértéke, mint jobbrol, és ezért nem
derivélhaté. A kovetkezd kifejezésekben feltessziik, hogy « > 0. (Miért
teheté fel?)
fl@) - () _ 22 1

= 1
rz—1 z—1 =@+ )T

[z =1 _
z—1

2  haz—1*
—(x+1)sgn(x—1)—>{ 9 has o 1-

Mivel a fiiggvény paros, ezért —1-ben sem derivalhato.

4.18. | El8bb megvizsgaljuk, hogy milyen b és ¢ esetén lesz folytonos a

_J @-=z)(2—x) hax>-3
h(x)—{ br +c ha z < -3



4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ES ALKALMAZASAI — MEGOLDASOK 255 U

4.19.

fiiggvény —3-ban.

lim A(z) = lim (1 —2)(2—2z) =20,

r——3+ r——3

lim h(z) = limS(bx +¢)=-3b+c
T——

r——3"
fgy tehdt a fiiggvény pontosan akkor folytonos —3-ban, ha
—3b+c¢=20

A h(z) fiiggvény akkor derivédlhaté —3-ban, ha itt a differenciahdnyados
bal és jobboldali hatarértéke megegyezik. Mivel a by (z) = (1—2z)(2—2x)
és a ho(x) = bx + ¢ fiiggvény derivilhaté —3-ban, ez akkor teljesiil, ha
hi(=3) = ha(=3).

hi(z) = ((1-2)(2-2)) = —(2-2)-(1-2) =22-3,  hj(-3) =9,
hy(x) = (bx+¢) = b

Tehdt a h(x) fiiggvény pontosan akkor derivdlhaté —3-ban, ha folyto-
nos, azaz —3b+ ¢ =20 és b = —9. A két egyenletbél

Megjegyzés: A feladat valéjaban azt kérdezi, hogy melyik egyenessel
yfolytathaté balra” derivdlhaté médon a hy(x) = (1—z)(2—=x) fiiggvény
a —3-ban. Az érintéegyenes definicidja szerint ez az egyenes csak az
érint6 lehet, azaz

br +c=h)(=3)(z + 3) + h1(-3)

Az x = 0-4t kivéve f(z) derivdlhaté és f'(z) folytonos, mert alkalmaz-

hatjuk a miiveleti szabdlyokat. Mivel 0 koriil f(x) egy 0-hoz tarté és

egy korldtos fliggvény szorzata, ezért lirr%) f(xz) =0= f(0) (l4sd 3.2. ).
r—

Igy tehat 3.3. szerint f (z) folytonos 0-ban is.

Az f(z) fiiggvény 0-ban nem derivédlhaté, ugyanis a

ooy = LDIO)_ 1

differenciahanyadosnak nincs hatarértéke 0-ban.

1
Az dbrén jol lithatd, hogy a g(x) = sin — fiiggvényt , beszoritottuk” az
x

T és —x egyenesek kozé.
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Az f(x) figgvény mindeniitt derivdlhaté. Az x = 0-4t kivéve ez nyil-

4.25.

vanvalé. Megmutatjuk, hogy = 0-ban a differenciahdnyados hatarér-

téke 0. 0 )
lim M = lim sin — = 0,
x—0 x x—0 €T
1
mivel a g(z) = zsin — fiiggvény 0 koriil egy 0-hoz tarté és egy korlatos

fiiggvény szorzata (lasd 3.2. ). A derivaltfiiggvény

1 1
2xsin— —cos— hax #0
f/(l‘): X X
0 hax =0

folytonos, ha x # 0, de nincs hatarértéke és ezért nem is folytonos
0-ban.

1
Az gbréan jol lathatd, hogy a g(x) = sin — fiiggvényt ,beszoritottuk” az
x

22 és —a? paraboldk kozé.

Az f(x) figgvény az 1 és a 2 kivételével folytonosan derivalhat6. Mind-
két kivételes pontban folytonos. Szamoljuk ki a ,k6zépsé rész”, a
g(z) = (1 —2)(2 — 2) = 22 — 3z + 2 derivéltjat és érintéegyeneseit
az 1-ben és 2-ben:

gx)=22-3,  J)=-1, ¢@2)=1

eifz)=1-—u, ez)=x—-2=—(2—-2).
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4.31.

4.32.

Mivel mindkét pontban a g(z) fiiggvény az érintével ,folytatédik”, ezért
ezeken a helyeken is folytonosan derivélhat6 az f(x) fiiggvény.

NS

Ha f(x) = sinz, akkor

sinx ha n = 4k

cos T han=4k+1
—sinz  han=4k+2
—cosx han=4k+3

f'(z) =cosz, f'(z) = —sinz, f™(z)=

Ha f(x) = cosz, akkor

cosx ha n = 4k

—sinz han=4k+1
—cosr han=4k+2
sinx han=4k+3

4.2 Derivalasi szabalyok

4.33.

4.34.

P = Q: Mivel f(z) = f(—=x), ezért f'(x) = f'(—z)-(=1) = —f'(—x).

Q = P: Legyen g(x) = f(—x). Mivel f'(x) = — f'(—x), ezért ¢'(x) =

—f'(—x) = f'(x). Eszerint f és g deriviltja mindeniitt megegyezik,

ezért az integralszamitas alaptétele szerint van olyan ¢ € R, amelyre
9(x) = f(z) + ¢, azaz f(—2z) = f(z) +c.

Mivel ez minden x-re teljesiil, ezért « = 0-ra alkalmazva

fO=f0)+c <= c¢=0.

P = Q: Mivel f(z) = —f(—x), ezért f'(x) = —f'(—z) - (-1) =
f(=x).
Q =4 P: Legyen példdul f(z) =z + 1.
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4.38.

4.56.

Ha még azt is feltessziik, hogy f(0) = 0, akkor mar igaz, hogy f parat-
lan:

Legyen g(z) = —f(—=). Mivel f'(z) = f'(—z), ezért ¢'(x) = f'(—x) =
f'(x). Eszerint f és g derivéltja mindeniitt megegyezik, ezért az integ-
ralszamitas alaptétele szerint van olyan ¢ € R, amelyre

9(z) = f(z) + ¢, azaz — f(—2) = f(z) +c.
Mivel ez minden z-re teljesiil, ezért © = 0-ra alkalmazva

0=f(0)=f0)+c < c=0.

P = Q
po f@t k)~ fla-h)
h—0 2h
L (fath) = f(@) | fla) - fla—h)

=g ( h * h > -
Ly fadh) @) S flah)
=2 h o h -
= J(f(@) + (@) = F'(a)

Q =4 P: Legyen példdul a =0, f(x)=|z|.

Ellendrizziik, hogy az adott pont rajta van-e a gérbén! Ehhez az kell,
hogy a fiiggvény értéke az 1 helyen éppen 6 legyen: f(1) =1 —2.12 4+
3-1+4=6.

Az érintéegyenes egyenlete y = m(x—1xg)+yo, ahol most g = 1, yo = 6
ésm = f'(1).

A fiiggvény derivaltja f'(z) = 32? — 4z + 3. Innen m = f/(1) = 2.
Tehat az érinté egyenlete az adott pontban:

y =2(z — 1) + 6, vagy masképp felirva y = 2z + 4.

Legyen f(z) = \/z\/xv/T. Ekkor D; = [0,00) és Dy = (0,00). Irjuk
fel az f(x) fiiggvényt ,tortkitevss” alakban:

fla) = W— (x (x (x)1/2)1/2)1/2 _
=2 (232 1/2 1/2: 2774 1/2:x7/8
(@) = )
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4.63.

fgy tehat
7 7
/ _ ..-1/8 _
Flo) = ge 89z

Legyen f(z) = \/x +\/x + v/z. Ekkor Dy = [0,00) és Dy = (0,00).
) = 1 1 1
F 2\/a + x+\/5<1+2 x+ﬁ(1+2ﬁ)>

sinx — xrcosx

Legyen f(z) = . Az értelmezési tartomany

cosx + xsinx

Dy ={z:cosx+asinz #0} = {x:ctge # —z}.

Alkalmazzuk a hanyados derivélési szabdlyéat:

(sinx — zcosz)'(cosz + xsinz) — (sinz — x cosx)(cosx + zsinz)’

fl(z) =

(cosz + zsinz)?

Kiszamitjuk a szamlaléban szerepld derivaltakat az Gsszeg és a szorzat
derivalési szabalyat felhasznélva:

(sinz —zcosx) = cosx — cosx + rsinz = wsinx

(cosz +wsinz) = —sinz +sinx + xcosz = rcosz

Ezeket behelyettesitve:

zsinz(cosz + xsinz) — (sinx — x cosz)x cosx z?

fl(z) = =

(cosz + xsinx)? (cosx + xsinx)?

A derivaltfiiggvény értelmezési tartomanya Dy = Dy.

Legyen f(z) = 423 tg(2® 4+ 1). Az értelmezési tartomény

sz{m;x2+17é(2n+1)72r}:R\{i,/(2n—1)g—1:neN}.

f/(z) = 1227 tg(2® + 1) + 42® (tg(z* + 1))’
A lancszabdly szerint

1 2z
t 2 1 ! = . 2 = .
(t(z” +1)) cos?(z2 4+ 1) v cos?(z2 4+ 1)
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fgy tehat
2x

(z) = 122%tg(2® + 1) + —5 .
f'(z) v tg(a” + )+c082(x2+1)

A derivaltfiiggvény értelmezési tartoméanya Dy = Dy.

flz)=2"= etne Dy =Dy = (0,00).

!/

fl(z)= (") = (e*™7) =e"™(lnz + 1) = 2%(Inz + 1).

fl(x) = ({/5)’ _ (elnTx>' _ 1 —lnx%

Inx
f(@)=logyz=—, Dy=Dyp =(0,00).

In4’
Inz\’ 1
’ —-q r_ _
f(@) = (logs 2) (1114) zln4d
In4
f(z) =log, 4 = L7 Dy =Dy = (0,1) U(1,00).
Inz
Ind\’ In4
! - 1 .4’2 _— o
o) = g, 4 = (3 ) = ~a
shz —xzchzx . .
Legyen f(z) = —————. Mivel a nevezd sehol sem 0, Dy = R.

- chz +ashz
Alkalmazzuk a hédnyados derivélasi szabalyat:

flz) =

260 U

(shx —xzchz) (chz +zshz) — (shz —zchz)(cha + zshz)’

(chz + zshx)?

Kiszamitjuk a szamlaloban szerepld derivaltakat az 6sszeg és a szorzat

derivaldsi szabalyét felhasznalva:
(shz —xchz) =chz —chz —rshz = —zshx

(chz +xshx) =sha+shaz +xchaz =2shz +axcha
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Ezeket behelyettesitve:

—zshz(chz +zsha) — (she —xzcha)(2shz + zcha)

f'(®) = (chax + xshx)? -

a?— 2sh? z
~ (chz +xshx)?

A derivaltfiiggvény értelmezési tartomanya Dy = Dy = R.

4.85. | Legyen f(z) = 42® th(z* +1). Az értelmezési tartomény D; = R, mert
chz sehol sem 0.

f/(x) = 122 th(z? + 1) + 423 (th(2? + 1))’
A lancszabaly szerint

1 2z
th(z? + 1)) = Lo = _
(th(z ) ch?(z2 + 1) v ch?(z2 + 1)

fgy tehdt
2z

/ _ 2 2
f'(z) = 122" th(z® + 1) + @11

A derivaltfiiggvény értelmezési tartomanya Dy = Dy = R.

f(z) =loggx-cosz, Djy= Dy =(0,00).

CcosT

fl(z) = 03 —logg z - sinx

smx+2lnx
= D;=D; =(0 .
[0 s~ 5220 b, 0o

(cosx—i— ) (VE+1) -
RS

sinz +2lnx

f(x) = N

4.96. | f(z) =In(sinz), Dy =Dy ={x:sinz > 0}.
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4.97.

f(z) =287 =287 D =Dy = {x cx# (2n+ 1)%7 tgx > O}.

T cos? x

f’(x) _ (xtgw)’ _ (elnw-tgw)' — ez (tgw + Inx )

Els6 1épésként keressiik meg azt a c helyet, ahol a fiiggvény értéke a = 2,
azaz az inverz fiiggvény értékét a a = 2 helyen. Ezt probdlgatassal
kaphatjuk: ¢ = 1. Mivel a (0,00) félegyenesen az f(x) szigorian nd,
mert a derivalt pozitiv, ezért csak ezen a helyen lesz a fiiggvény értéke
2. Az inverz fliggvény derivaltjarodl szolé képlet szerint

Megjegyzés: Meg kell azt is vizsgdlni, hogy van-e inverze az adott
fliggvénynek. A derivéltfiiggvény vizsgdlatabdl kideriil, hogy az egész
szamegyenesen nem invertdlhaté f(x), hiszen +/—2/5-ben lokdlis szi-
gord maximuma, O-ban minimuma van, ezért nem szigorian mono-
ton. Mivel minusz végtelenben végtelenhez tart a fiiggvény, 0-ban pedig
0 = f(0) < 2, ezért f(z) = 2 valahol —oco és 0 kozott. Viszont az 1-et
tartalmazé (0, 0o0) félegyenesen f(x) szigordan monoton nove, ezért itt
invertalhato.

Mivel arctg x a tgz fliggvény inverze, ezért

1
1+ tg?(arctgz)’

r 1

2
= = S t =
t (arctes) cos®(arctg )

(arctg x)

Mivel tg(arctgz) = x, ezért

1

tgx) =
(arctg x) 522

f(z) = arctg(sinz), Dy =R.

1 cos
f'(x) = ———— cosz = 3:

_1+sinx 1+sin?z
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4.109. | f(x)=tg(arcsinz), Dy =(—1,1).

1 1 1 1
cos?(arcsinz) 1—22 1— sin?(arcsin z) BV
1
(1—22)y/1— a2

/(@) =

4.114.

. 1 . . T
2S1DJ}—1_2 Slnx—i ) Slnl’-Sll’lE 9 T ﬁ
6

6r—7 6 ,_ T 6 L, T 6°%6
6 6
4.119.
1 cos — —cos 0
lim n(cos—1> = lim —& — —_sin0=0
n—00 n n—00 1/n

4.123.

(esinw)/ = COST - esinw

(eSi“’)H = (cosz - esmw)/ = (cos? z — sinx)e*n®

4.3 Kozépértéktételek, L’Hospital szabaly

+x

1
4.128. | Ha f(x) = arctgz, g(z) = arctg 7 és h(z) = f(x) — g(z), akkor

1-= 1—2)? T (1-2)?2

<1+x>’ (1—x)(—(1+x)(—1) 2

, 1+a\ 1 2
g(m):(arctg1z> = TEE .(1753)2:
L
2 1
1—z)2+(1+2z)2 1422
Ezért b/ (z) = 0 mindeniitt, ahol h(z) derivalhaté! De mivel g(x) 1-ben
nem értelmes, ezért h(x) sem, és igy h(z) nem is derivilhaté 1 ben.

h(0) = arctg 0 — arctg 1 = —%,
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. L . I+ =« =w 3r
Zlgr;o h(z) = wl;rr;o arctg x — zl;ngo arctg 1—2- 2 + i1
Tehdt h(z) nem konstans, mert h(0) # h(co) = lim h(z). Viszont az
T—00

integrélszémitds alaptétele alkalmazhaté a (—oo, 1) és (1, 00) félegyene-
sekre.

4.129. | Legyen h(z) = f(z) — g(z). Ekkor h(z) folytonos [0, c0)-n, h'(z) > 0,

ha x > 0, ezért a 4.8. tétel szerint szigortian monoton né [0, oo)-en. Igy
tehat

0 < R(0) = f(0) = g(0) < h(z) = f(z) - g(x), ha 2 >0.

4.131. | Keressiik meg az f(z) = 2° — 5z + 2 fiiggvény monoton szakaszait.
f'(x) =5(x* — 1) = 5(2* + 1)(2* — 1),

() >0, haz € (—oo,—1)U(1,00), és f'(z) <0, haz € (—1,1).

Eszerint a fiiggvény —1-t6l balra és 1-t6l jobbra szigorian né, (—1,1)-
ben pedig szigorian csokken.

lim f(z)=—-o00, f(-1)=6>0, f(1)=-2<0, CEli_}]f{)lof(ac):oo

Tr—r—00

A Bolzano tétel szerint f(x)-nek van gydke a hirom diszjunkt nyilt
intervallumon. A szigori monotonitds miatt mindegyik intervallumon
pontosan egy gyok van, tehdt ¢sszesen harom.

4.138. | Mivel a hatdrérték oo/oco alaki, ezért alkalmazhatjuk a L’Hospital sza-

bélyt.
1
| ! T
(Inz) = lim —% = lim —~ .sinz =0
a0t (ctgz) a0t 1 a—0t T
sin? z
R Inz
Tehat lim =0
z—0+ ctgx

1 ,
4.143. | A lin% ctgx — — | hatdrérték kritikus (oo — oo alaki). Irjuk fel a
kiilonbséget hanyados alakban:

1 cosT 1 rcosx —sinx

T sinr «x xrsinx
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Erre a hanyadosra alkalmazhatjuk a L’Hospital szabdlyt mert 0/0 alakd.

. (xcosx —sinz) . COST —xSinx — Ccosx
lim ———— = = lim - =
z—0 (zsinx) z—0 sinz + zcosz

sin x
= —lim — =0.
20 Sinx
+ cosx

1
Tehat lim (ctgw — ) =0.
z—0 T
Hozzuk az exponencidlis kifejezést e alapura:
1 H In(i+e)
(1+z)* = (elnu”)) =e = .

In(1
Mivel lim M

=1 és az €® fiiggvény folytonos, ezért
x—0 xT

lim(l—i—x)% =e' =e.
z—0

. 1/z?
A lim <Smx) hatérérték kritikus, mert 1° alakd. Alakitsuk &t
X

a kifejezést gy, hogy alkalmazhassuk a liH%J (1+ 1‘)1/ ¥ = e nevezetes
T—r
hatdrértéket (14sd a 4.144. feladatot):

sinx —x
1 T

sinz 22 sint —z\sinr —
- — 1 4 —_
x x

Ez az exponencidlis kifejezés mar nem kritikus, mert az ,,4j” alap e-hez
tart. (Miért?) Szdmoljuk ki az ,1ij” kitev$ hatérértékét a L’Hospital
szabdly segitségével (0/0 alaki):

x3

. (sinz—z) 1. cosz—1 1
lim —— = - lim ——— = ——.
z—0 (1‘3)’ 3 z—0 2 6
, .. sinx—=x 1, )
Tehat lim —3 — = —, 6s ezert
z—0 X 6
1

lim (sinx>x2 16 _ i

z—0 x N

[y
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4.148. | A hatérérték oo/oo, alaki, ezért alkalmazhatjuk a L’Hospital szabélyt.

1
| / o 2
lim (Inz) = lim —Z— = lim —\/E = lim — =
T—00 (\/5)’ r—oo 1 T—00 T T—00 \/5

2V

0.

Tehdt lim ™% — 0.
X

—00 \f

” »

4.4 Szélsoértékkeresés

4.155. | Legyen f(x) = 2® — 12z. Az f(z) fiiggvénynek ott lehet abszolit szél-

s6értéke (maximuma vagy minimuma) ahol a derivalt nulla, vagy pedig
a zart intervallum végpontjaiban. Keressiik meg a derivalt gyckeit:

f(x) = (2® —122) =322 —12=0
A két gyok:
T, = —2és x9 = 2.
A [-10; 3] intervallum esetén:
F(=10) = —880, f(=2) =16, f(2)=-16, f(3)=—9
Igy tehdt a [—10; 3] intervallumon az f(z) = 23 — 12z fiiggvény abszoliit

minimuma —880 az x = —10 pontban, abszolit maximuma pedig 16 az
xr = —2 pontban.

A [0; 3] intervallum esetén:
f0)=0, f(2)=-16, [f(3)=-9.
(Mivel a —2 nem esik bele a vizsgdlt intervallumba, ezért az itt felvett

fiiggvényértéket nem vessziik szdmitdsbal)

Igy tehat a [0;3] intervallumon az f(z) = 2 — 122 fiiggvény abszolit
minimuma —16 az x = 2 pontban, abszoliit maximuma pedig 0 az z = 0
pontban.

4.159. | Mivel csak a téglalap alakjara (oldalainak ardnydra) vagyunk kivdncsi-
ak, feltehetjiik, hogy a befoglalé derékszogli hdromszog atfogdja 2. Az
abra jeloléseit haszndlva, fejezziik ki x segitségével a keresett téglalap
T(x) teriiletét illetve k(x) keriiletét.

y:1—1‘7

T(z)=2zy=22(1—-2), k(z)=202z+y)=2(1+x).



4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ES ALKALMAZASAI — MEGOLDASOK 267 U

A feltételek szerint 0 < x < 1. Mivel k(z) monoton névé fiiggvény,
ezért maximumat az x = 1 esetben veszi fel, ami egy elfajult téglalap
(y =0).

A T(x) folytonos fiiggvény maximuma (l4sd Weierstrass-tétel) nincs a

széleken, mert T'(0) = T(1) = 0, ezért a maximum lok4lis maximum is,
tehat itt T/(z) = 0 (14sd a 4.9. tételt).

T'(z)=2[1—-2)—x]=2—4x =0, y
1 P(x,y)
T =g,
azaz a téglalap egyik (az dbra szerint viz- T 0 1

szintes) oldala kétszerese a mdsiknak.

T(x)

Megjegyzés: Az f(x) = 5 = z(1 — z) fiiggvény maximuma a

szémtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenség szerint a (0,1) in-
1

tervallumon akkor van, ha x =1 — x, azaz © = 5

Jelolje = a haromszog egyik befogdjat és y a masikat, z pedig az atfogdt.
Akkor az atfogd z = 10 — z, és a mésik befogd

y=1/(10 — 2)2 — 22 = /100 — 20z = 2v/25 — 5z,

a haromszog teriilete pedig

1
T(x) = 5%y = xV/25 — 5x.

Itt 0 < z < 5 lehet, ezért a feladatunk az, hogy megkeressiik a T'(x)
folytonos fiiggvény abszolit maximumat a [0,5] zért intervallumon.
A Weierstrass-tétel szerint van maximum. Mivel T'(z) > 0, T(0) =
T(5) = 0, ezért a maximumot a (0,5) nyilt intervallumon veszi fel a
T(z) fiiggvény. De akkor ez a maximum lokdlis maximum is, ezért a
4.9. tétel szerint itt a derivélt nulla. Keressiik meg a T (z) gyokeit:

%
T'(z) = V25 bz — ——2 =0
(@) T 9 k5 5e
VB Br= — 2 e 225 -ta)=br e p= D
9v25 — bz 3
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Mivel a derivéltnak pontosan egy gydke van, ezért a (lokdlis) maximum
csak itt lehet. Igy tehat

10 10 50 50
T=T|—)=—4/25— — = ——.
max (3) 3 5 3 33

Tehat a tertilet akkor maximaélis, ha

10 10 20
xzz, y:%:x\/g, 2232296.

Eszerint az adott feltétel mellett annak a derékszogli haromszognek a
T

teriilete maximalis, amelyiknek a nagyobbik hegyesszoge 3= 60°, azaz

a szabdlyos haromszog fele.

Megjegyzés: A T(z) fiiggvénynek ugyanott van a maximuma, mint
a f(z) = T?(x) = 2%(25 — 5x) fiiggvénynek. Ennek a fiiggvénynek a
maximuméat derivalds nélkiil is kiszamolhatjuk, ha ,iigyesen” alkalmaz-
zuk a szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenldtlenséget. Tekintsiik

ugyanis az
5 \2

haromtényez6s szorzatot a (0,5) intervallumon. Itt mindegyik ténye-
76 pozitiv, Osszegiik pedig 25, nem fiigg z-t6l. Ezért a szorzat akkor
maximalis, ha a tényezok megegyeznek, azaz

5 10

§x=25—5$€ <= 152 =50 <= $:?.

A henger felszine és térfogata
F =27R?> 4+ 2mmR, V =mR?*r.

A térfogat képletébol fejezziik ki m-et és helyettesitsiik be a felszin
képletébe: v oV

m=—=5, F(R)= 2 R? + =
Az F(R) fiiggvény a (0, 00) nyilt félegyenesen van értelmezve, és itt vé-
gig pozitiv, 0-hoz kozeli (kicsi), illetve co-hez kozeli (nagy) R-ek esetén
F(R) értéke ,nagy”, ezért a keresett abszolit minimum egyben lokélis
minimum is. Keressitk meg tehdt az F(R) fiiggvény derivaltjanak a

gyokeit:

L R={/L,

2V
F'(R) = 47R — —~ .
(R) TR 7 o

iZh 0, azaz 27R =
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Tehat az adott V' térfogati egyenes kérhenger felszine akkor minimalis,
ha
o/ V.

21’
Szamoljuk ki az ehhez a sugarhoz tartozé magassagot, illetve a magas-
sag és az atmérd aranyat:

e VoWV om
T xR2 NV x®’ 2R

Tehat annak a hengernek a felszine minimadlis, amelynek az atmérdje
megegyezik a magassaggal!

Megjegyzés: Annak beldtdsa, hogy az F'(R) fiiggvénynek van abszolut
minimuma még hatra van, az errdl szél6 fenti ,,okoskodas” semmiképp
sem tekintheto bizonyitasnak. Lassunk tehat egy korrekt bizonyitast:

Legyen Fy = F(1) = 27 4+ 2V. Mivel lim F(R) = lim F(R) = oo,
R—0+t R—oo

ezért megadhatd egy 0 < a < 1, és egy 1 < b ugy, hogy R € (0,al,
illetve R € [b,00) esetén F(R) > Fy. A Weierstrass-tétel szerint az
F(R) fiiggvénynek van minimuma az [a,b] zart intervallumon. Az a
és b megvalasztdsa miatt ez a minimum az egész (0, 0o) félegyenesen is
minimum.

Mivel ez a minimumbhely nem lehet az [a, b] intervallum egyik végpontja
sem, ezért ez egyben lokélis minimum is. Itt tehat a 4.9. tétel szerint
a derivéalt nulla. Ilyen R azonban az egész félegyenesen csak egy van,
tehat ez a keresett minimumhoz tartozé sugar.

Hasznéljuk az abra jeloléseit. A feladat tehat az O pontbdl eljutni a P
pontba (a faluba) a @ ponton keresztiil a lehetd legrovidebb id6 alatt.

A partvonal teljes hossza = + y =

V25 —9 =4, ésigy
ylx) =4 —x.

Fejezziik ki x segitségével az O és @ pont,

illetve a @ és P pont tavolsagat: 3 km

0Q=V9+y2=\9+(4-2)? QP=a

A tavolsagok megtételéhez sziikséges id6
oraban mérve:

t(z) =t (@) + ty(x) = g + 20+ (d—a)



4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ES ALKALMAZASAI — MEGOLDASOK 270 U

A t(z) figgvény minimumat keressiik 0 és 4 kozott. Ez vagy a vég-
pontok valamelyikén felvett érték, vagy lokélis minimum, ahol tehat a
derivalt nulla (lasd 4.9. ).

A monotonités vizsgdlatdval megmutatjuk, hogy a t(z) fiiggvénynek az

5 e
To = 3 pontban abszolit minimuma van.

2 1 1
- =— t'(4) == >0.
E 5<O, (4) 5>0

Mivel a derivaltnak csak az zg-ban van gytke, ezért a Darboux-tétel
miatt a (0, ) intervallumon t'(z) < 0, és igy itt ¢(x) szigorian csokken.
Hasonléan kapjuk, hogy t(z) szigorian névé (zg, 4)-en.

4.5 Fiiggvényvizsgalat

4.175. | P < Q: ldsd a 4.8. tételt.
4.179. | P =4 Q: Legyen példdul f(z) = 2%, a=0.

Q = P: Léasd a konvexitasrol és derivalt kapcsolatardl szélo tételeket.

4.185. | Keressiik meg f/(z) gyokeit:
f(x) = 4% — 1227 + 8z = da(2? — 32+ 2) = da(z — 1)(z — 2) =0,

1 =0, x29=1, x3=2.
A derivalt tényezdinek az elbjele, és igy a derivalt eléjele konnyen kap-
hat6 az egész szamegyenesen:
— Ha z < 0, akkor f/'(z) < 0, és ezért f(z) szigorian cstkken
(=00, 0)-ban.

— Ha 0 < z < 1, akkor f'(z) > 0, és ezért f(z) szigortian ng (0, 1)-
ben.
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4.189.

- Hal <z <2, akkor f'(z) < 0, és ezért f(x) szigorian csokken
(1,2)-ben.

— Ha 2 < z, akkor f/(x) > 0, és ezért f(z) szigorian nd (2, 00)-ben.

A monoton szakaszok taldlkozadsdnal lokalis szigord szélsGérték van,
mégpedig

— 0-ban minimum,
— 1-ben maximum,

— 2-ben minimum.

Yy =e T +ze(-1)=(1—-x)e "

Keressiik meg a derivalt gyokeit. Az (1 —x)e™ = 0 egyenletbdl kap-
juk, hogy x = 1, ezért a fiiggvénynek csak a ¢ = 1-ben lehet lokalis
szélsoértéke.

Mivel 3/(z) > 0, ha z < 1, és ¢/(z) < 0, ha z > 1, ezért a fiiggvénynek
lokdlis szigory mazimuma van és itt az érték e~ 1. A fiiggvény tovabbi
vizsgalatabdl az is kideriil, hogy ez egyben abszolut maximuma is a
fiiggvénynek.

z+1
Az f(x) = l—l—% értelmezési tartomdnya R, mindeniitt akarhanyszor
x
derivalhaté.
. z+1 . ox+1
lim —— = lim =0.
z——o0 | + x2 x—o0 1 + x2

, )_1+x2—2x(x—|—1)_1—2x—x2_ (x — 1) (x — 32)
P& ==y = 42~ (+a2p

ahol 1 = -1 — V2 és 2o = —1 4+ /2 a szdmldlé gyokei.

() = (=2 —22)(1 + 2%)? —4z2(1 — 22 — 2%)(1 + 2?) _
(1+22)4
_ (442 +22(l - 22 —2%)
(1+22)3
_2x3+3x2—3x—1 B
(1+ 22)3
z— Xi)(z — Xo)(z — X3)
(1+a2)3

ol

ahol X; = —2—/3, Xy = —24+/3, X3 = 1 a szamldl6 gyokei novekve
sorrendben. Az els6 derivalt elGjelének vizsgédlatdval kapjuk, hogy
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— f(x) szigorian csokken (—oo,x1)-ben,

— x1-ben szigord minimum van,
— f(z) szigorian né (z1,z2)-ben,
— xo-ben szigori maximum van,

— f(z) szigorian csokken (z3,00)-ben.

A masodik derivalt elGjelének vizsgédlatdval kapjuk, hogy

— f(z) szigorian konkav (—oo, X7)-ben,

- f(=)
— f(z) szigorian konkdv (X, X3)-ban,
- f@)

(

— X1, X5 és X3-ban inflexié van.

szigortan konvex (X1, X5)-ben,

szigortan konvex (X3, 00)-ben,

4.206. | Az f(xr) =1— 9z — 62% — 2® fiiggvény egy harmadfoki polinom, akar-

hényszor derivalhaté R-en. Mivel a féegyiitthaté negativ,

3

lim 1—-92—622—2%=00, lim1—9z—6z?—=z

T—r—00 r—r00

Szamoljuk ki az els6 és a masodik derivalt
gyokeit:

fl(x) = =9 — 12z — 32% = 0,

I = —3, To = —1.
ff(z)=-12—6x=0, X;=-2.

Az abrabdl kiolvashatd, a derivédltak vizs-
galataval pedig bizonyithaté, hogy zi-
ben minimum, x2-ben maximum, X;-ben
pedig inflexié van, (—oo,—3]-ban csok-
ken, [—3,—1]-ben né, [—1,00)-ben csok-
ken, (—oo, —2]-ben konvex, és (—2,00)-
ben konkav a fiiggvény.

4.6 Elemi fiiggvények

1In 100

22 = 2182100 = 100,

3
arcsin g = —(=60°).

= —00
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4.231. | arccos(cos(9m)) = 7 (és nem 97).

4.233. | tg(arctg 100) = 100.

4.238. | Az f(z) = cos Ty tg§ periédusa példaul a p = 127, mert cos g—nek a

2
47, tg g—nek pedig a 37 periédusa.
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Az egyvaltozos Riemann-integral

5.1 Hatarozatlan integral

fla) =o® — 4, f@):(2), ['(@):(E).
fla) =%, f@):(4), f'(z):(C).
f(x) =z +sinz, f(x):(5), f(x):(A).
f(z) =tgx, fl):(4), f'(z): (D).
flx)=e™", fl@): (1), f'(z):(B).

El6bb alakitsuk at az integrandust:

. 2 . .
(sinz 4 cosz)” = sin® z + 2sinz cos x + cos® =

1+ 2sinxcosx =1+ sin2x.

/(sinx+cosa:)2 dx:/(1+sin2x)dm=/da:—i—/sinQa:da::
cos 2x
2

+C

= T —

/ -
T —
2
/sin2x+3cosxdm:—cozx—&-SSinx—&-C
- /23: 3y — 203 4 O
1 3z 1 [ (23 +1)
dx ~—dx =
-/3+1 /3+1 3/ 1
=iln@*+1)+C

D - o g ] e
\/W \/F 2 2+ 1
V2 +1+C

7dx:—5ln(:r—7)+C’
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1+

1 1 1 1 x
5.24. I e I - il
/2+x2dm 2/ - >2dx \/iarctg(ﬁ)—i—C

5.28.

5.32.

<ﬁ
Bontsuk parcialis tortekre az integrandust:

3 _ 4, B
(x+3)(z+2) 2+2 2+3

Szorozzuk be mindkét oldalt a baloldal nevezgjével:

3=A(z+3)+ Bz +2)

Az egyiitthatok Osszehasonlitasdval linedris egyenletrendszert kapunk
A-ra és B-re:

3A + 2B = 3
A + B =0
A=3, B=-3
fgytehét
3 T+ 2
——dr— | ——dx=3In——+C
/(m+3 x+2 / /x+3 v nx+3+

Az integrandus nevezdjének nincs valds gyoke. Els6 1épésként szaba-
duljunk meg a szamldléban az ,,x"-es tagtol a nevezd derivaltjanak a
,becsempészésével”:

z—2 1 [(2z—-2)—-2
/x2—2x+6 ’ 2/ 22— 2+ 6
1 20 — 2 1
=— | ——dex— | ———d
2/x2—2:c—|—6 v /x2—2z+6 v
A jobboldalon az elsd integral f'/f alaku, és a nevezd pozitiv, ezért

2 — 2 9

dt alapintegrélra a teljes

1
A maésodik integralt visszavezetjiik az / —
1+t

négyzetté kiegészités mddszerével:

1

[ e el R e e e
(\f_\f> !
:farctg(f f) +C.
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5.36.

5.40.

fgy tehat

-2 1
/xidxziln(xQ—Qx—kG) +C.

22 — 2z + 6 \1famtg<f f)

frjuk fel az integrandust egy polinom és egy valddi (szdmlalé foka kisebb
a nevezd fokndl) raciondlis fiiggvény osszegeként a polinomok maradé-
kos osztasanak segitségével:

3x3+2x—173 L 23z + 17 P 23z + 17

x2—x—6 x2—x—6 (x —3)(z+2)
3z% + 22— 1 23z + 17
———dx = [ (3 3)d —d

/a:2_;z:—6 v /(IjL ) z+/(m—3)(x+2) v

A jobboldal mésodik integraljdban szerepld raciondlis fliggvényt bont-
suk fel parcialis tortek Gsszegére:

2Wat1? A B
(r—3)(z+2) -3 x+2

23x+17=A(z +2)+ B(z — 3)

A 4+ B = 23
2A - 3B = 17

Az els6 egyenlet hdromszorosat a masodikhoz adva:

54 = 86
486 5
5 5
3x3 +2x —1 86 1 29 1
/7x2—x—6d /(3$+3)d$+€/7_3d +€ r+2d$—

3 86 29
:§x2+3x+€ln\xf3|+€1n|x+2|+C

Bontsuk parciélis tortekre az integrandust:

1 A B C

B4z o 22 ozl

1=Az(z+1)+ Bz +1) + Cx?
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Ha z helyébe 0-at helyettesitiink, megkapjuk B-t, —1-et helyettesitve
pedig megkapjuk C-t. Ezek segitségével pedig A-t:

A=-1, B=1 C=1

1 1 1
/ dz / dx+/—dx+/ dr=m |22 _24c
3 + 2 T
5.44.
2 -1 3 1
/x—!— dm:/udxz/dm—i—?)/ dxr =
r—1 z—1 r—1
=z+4+3lnjz-1/+C
5.48.
T+ 2 1 [(2z4+2)+2
/m2—|—2x+2 v 2/w2+2x+2 v
1 1
= - In(z? +2 2 ——dx =
5 n(z® 4 2z + )+/m2+2m+2 x
1 1
= - In(z? +2 2 ————dz =
5 n(z* + 2z + )+/(x—|-1)2+1 x
1
=3 In(z? + 22 + 2) + arctg(z + 1) + C
5.50.
1-— 2 in 2
/siandx:/ydng—smélx—i-C
5.54.
/de——a (1-2)+C
cos?(1—x) &
5.58.

dr =2x —sin2x + tgz + C

/Sin22m+1 /4Sin2xcos2x—|—1
——dz =

cos? x cos? x

Itt felhasznaltuk az 5.50. feladat eredményét.
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5.60. | Legyen f(x) ==z, g'(x) = cosx. Ezzel a szereposztdssal

/xcos:rdx:xsinx—/sinxdx:xsinx—i—cosx—l—C.

5.64.
/ tgxd /1 tgxd ¢ / °
arctg x dx = -arctgx dr = rarctgx — =
g g g a2
; 1/ 2x d
= T _—— —_— =
varctgr — 5 1+x2x
1
:xarctgac—§ln(1+x2)+0
5.68.
14+ 1 5, 142 1 x2 2
/ In — d =5 lnl_ 2/1+x-(1_x)2dx—
11—z
2
:}le LR v dx
2 1-—=z 1— 22
z? 1—22 -1 1
—/17I2dx:/ 2 dz x—/liﬂdm
1 1 1 1 1. 1+«x
/1—332 o 2/(1—x+1+x> TEgmr T
; - 1+z L
Felhasznaltuk, hogy az eredeti integrandus csak 1—2 > 0 esetén ér-
telmes. fgy tehat
14z 1 5, 14z 1. 1+=x
1 de = —x*1 — =1 C
/xnpz e
5.71.

t =22, dt =2z dx

1 1 1 1
/xezzd:c:5/2xe“2dx:§/etdt=§et+02iexz—i—C
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5.75.

5.79.

1
sinx

1—t¢
miatt —— > 0.

t = cosz, dt = —sinz dx

sinx —sinz
dr = —5—dr = — 72d:v:
sin“ x 1 —cos?z

1 11—t 1
=— | —dt==-In—+C==-In——
/1—t2 2nl~t—t+ 2n1+cosx

Itt felhaszndltuk az 5.68. feladat egy részeredményét és azt, hogy |t| < 1

1+¢

T = sint, dx = costdt,

o=

1

1

t = arcsinz

— COST

1
———drx= | ———————costdt =
W1 —z2 /(1—Sin2t)cost
1
= dt =tgt+C =
/coth gt +

sint

t=2’+z+1, dt =2x+1

T

-+ C= ———
1—sin’t V1-a?

+C

/(296 + 1)ex2+”+1 dx = /et dt =e' +C = ottt L C

/

_dt
Tt

t=¢e", r =Int, dx

Bontsuk parciélis tortekre az integrandust:

e

t+2

(t+1)

t+2 A B C

t2(t + 1) et
t+2=At(t+ 1)+ B(t+1)+Ct
A=-1, B=2  C=1

t 2 t+1

e’ +2 /t+2 dt / t+2
— = —= .= =
er + 2z t+t2 ¢t t2(t+1)

dt

12 1 2 t+1
dt:/(—++) dt=—¥+1n%+c
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t+1
Felhasznaltuk, hogy % > 0. Elvégezve a visszahelyettesitést

T 42 2 T 41
/%da@:———l—lne i +C=-2c"+In(l4+e*)+C

5.91.

[armamn =3 ) (51 oha) =g i +e
5.95.

/W—% dx:% %:%/%dz:%arctgshz+0
5.99.

2

_r

z2+1
z? 22 +1)-1

/mdxz/%dx:xfarctg$+c

/ln(sc2 +1) do = zIn(2? + 1) — 22 + 2arctgz + C

/ln(a:2—|—1) dav:/1-1n(a:2+1)dm:xln(a;2+1)—2/ dx

/23; sin(z? + 1) dx = /(3;2 + 1) sin(2? + 1) dz = —cos(z® + 1) + C

/ g / < e /—t dt=t—In(t+1)+C
T = e Xr = =t —1n
1+4+e® er 41 t+1

ahol t = e*.

€2x
/ de =€ —In(e* +1)+C
1+e*
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/(x2+x)lnxdx: (

1 1
—2z = (=2In3)x I (—=2In3)z _ _2
/3 e /e d 23" +C 21n33 +C
5.119.
! 2 1 ) t2
t:tng dt = COSQdex’ COS x:m7 SI- r = 1_|_t2

1 1 1 (£ +1)2
———dx = . doe = | ————dt =
/ sin? x cost / sin?zcos2z cos?zx / 2

:/ 2424t dt=ﬁ+2t—1+0:
12 3 t

to3
= g3x+2tgx—ctgz+0

5.2 Hatarozott integral

5.124. (a) A @ finomitdsa az F' felosztdsnak.

(b) A ® nem finomitdsa F-nek, mert 1,5 nem szerepel a ® osztépontjai
kozott.

Az F sem finomitasa ®-nek, mert —1 nem szerepel az F' oszté-
pontjai kozott.

Sg=—-1-140-14+4-4=15, s =—2-1-1-14+0-4=-3
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5.131. | Igen, mert f(x) folytonos (és monoton).
5.135. | Nem, mert f(x) nem korldtos [0, 1]-en
1
5.140. | Legyen f(z) = pop Ekkor z € [1,2] esetén 0 < f(z) < 1, és igy a
T e

5.138. feladat szerint

2

0= 2—1 / d:cgl-(Q—l):l
2 +e*
1

5.144. | Mivel minden integrélfiiggvény folytonos, sgnx pedig 0-ban nem foly-
tonos, ezért sgn x nem lehet integralfiiggvény [—1, 1]-en

A Darboux-tétel szerint sgn z-nek nincs primitiv fiiggvénye (—1,1)-en

1
sin — + sin — —|—~--—&—sinE
5.146. | Ao, = —21 n I integralkozelitd osszege az integral-

n
haté sin x fiiggvénynek a [0, 1] intervallum egyenletes felosztasan, ezért

12 .n 1
sin — s — —+ -+ - 4 sin —
op = n n ”%/sinxdmzl—cosl
n
0
5.150.
n . n 1 1 1 1
) n T n2
= — dr = In(1 = —
nzanrZz iN? /1+x2 T = [ n( +$)]0 B
=1 =1 1+(> 0
n

1 1
2¢sin— —cos— haz#0
x

glx) =G'(x) = v
0 haxz =0
Mivel 1
2x sin p haz #0

0 hax=0
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folytonos mindeniitt, ezért van primitiv fiiggvénye, de akkor az f(z) =
h(z) — g(x) fiiggvénynek is van primitiv fiiggvénye.

H(z) :/—dt, H(z)= —

1
5.158. | Mivel lim —— — oo és lim [ — dt = 00, ezért az

z—o00 IN T T—00 nt
2
xT
. il
Inx gt = 2 Int
x lnt E
2 Inz

hényadosra alkalmazhatjuk a L’Hospital szabalyt:

1
1 1
lim ﬂ —dt lim BT — iy e =1
r—00 I T—00 hll’*l T—00 IHSL‘—I

In?

0
. 9 1 —cos2x z  sin2z]°
sin“ x dx = ———dr=|=- — =7
2 2 4 | 5.
—27

= sin

| S

1
x = sint, dx = costdt, 5= sin

w| 3
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V3/2 /3
/ 7172 d / 75111215 costdt
T = =
o V1 -2 s V1 —sin?t
/3

. /3
= /sithdt: [t — sm2t} -
2 4 /6

/6

(lasd az 5.50. feladatot).

1 T V3

m
g, T arctg T dt, g6 s g2 0

w/2 %) )

1 1 1 1 1-1¢
dr = ———dt = = —+—— | dt=
1+tgx (14+t)(1+¢?) 2 t+1  1+¢
/6 V3/3 V3/3

1414 > 1.1
[ln + +arctgt} =——=1In Jr\/ngz

Vive g 20 T2 T

5.3 A hatarozott integral alkalmazasai

5.177. | Szamoljuk ki a parabola és az egyenes két metszéspontjdt:

m2:—m+2, T =-2, z0=1

A két metszéspont kozott a —x + 2 egyenes a ,nagyobb”

1 1
T= /(*I+27I2) dzx = /(szfzz) dx = {Qx - x] = 6+*+%
-2
2 -2

T = /lnmdx =[zlhz—2z]]=1

1
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5.185. | A két metszéspont:

= et 22 -2=0, 1 =—1, 20 =1

1
1 x2 x31 ™ 1
T = — = — | dx = tgr — — =—— =
/(sz 2) ) [arch 6}1 2 3
1

4
5.189. | Egy ilyen parabolaszeletet kapunk, ha tekintjiik az y = m <1 — h2x2>

parabola és az = tengely altal hatdrolt sikidom teriiletét.

" 4 4 " A
T= 1— —2%) de= - —a =m|h—<)=Zmh
/2 m( h2£L’ > X m |:CE 3h2.’£ :|_h/2 m( 3> Sm

Ittfgggogg.

/6

. w/6
1 9 1 1e  sinbyp o
T—2/COS 3g0dap—2[2+ 5 } BT

—m/6 /6

s

. 2 s 2
V=rn|[sinlzder=n r_smery T
2 4 |,

0

w/2

1
V:W/arcsin2ydy:7r/x2cosxdx
0 0

Szamoljuk ki kétszeres parcialis integraldssal a / z? cos x dz hatarozat-

lan integralt:
/1:2 coszdr = ’sinz — 2/xsinxd:c =

= xzsinx+2xcosx72/cosxdx =

=a2%sinz + 2z cosz — 2sinzx + C.
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Ezt felhaszndlva

/2

A — 2m.

V:ﬂ'/{L‘QCOSQTd{B:ﬂ'[LL'QSiHLL'—i-ZTCOS{E—QSiDLE]O 1

0

5.208.
1 1
L:/\/1+sh2xdx:/chxdx: [shz]", = 2sh1
21

—1

5.4 Improprius integral

Ha ¢ # 1, akkor

1

1

—dr = .

z¢ . 1—c zc!
1 %) hac<1

Ha pedig ¢ = 1, akkor

oo
1
Tehat az / — dz improprius integral akkor és csak akkor konvergens,
x

1
ha ¢ > 1.

e, [ 21T
/2 dm_[ mz}3 T 82
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5.227.

5.231.

5.235.

5.239.

5.243.

5.247.

d
divergens.

BE

Az 5.220. feladat megoldasa szerint /
x
1

1
/ dr [arcsi ]17 T
————— = [arcsinz], = —
V1—a? 0 2
0
o] o0
/ dx < / dx <
— — <0
Vv + z? x?
1 1
(lasd a 5.220. feladatot).
2
Az ————— fiiggvény Riemann-integralhatd [0, 1]-en (mert a nevezd
-2 +1
—+oo
L . z? .
nem nulla), ezért elég megmutatni, hogy az / 7 5 dx impro-
zt—z4 41

1
prius integral konvergens.
. - z? , R S ) .
Mivel az f(x) = o és a g(x) = -z figgvény nagysagrendje

oo

d
azonos (a két fiiggvény hanyadosa tart 1-hez a oco-ben), / —32: pedig
T

1
—+oo

72

konvergens, ezért a nagysagrendi kritérium szerint 5 - dr
zt—a+1
1
is konvergens.

/2 /2
d

Mivel sinx ~ x a 0-ban, / o pedig divergens, ezért /
T

0 0

diver-

S x

gens.
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Numerikus sorok

6.1 Numerikus sorok konvergenciaja

A véges geometriai sor 6sszegképletét hasznalva

n k ]-_(
1 1 1 1
sn=1+++---+=2() =—1t—=

2 4 2n

N =N =
~_
3
+
—
|
no
7 N
—
|
—_
N~~~
[\

Z4n 457 S 4\ = /5\" 4 1 5 1 4 5
> = (5) +;<9) =5 aty 551

4
1- 2
9

Mivel a tagok nem tartanak 0-hoz, ezért a sor divergens (ldsd a tagok
0-hoz tartdsardl szol6 konvergencia kritériumot).

6.15. | Ha A jeldli a végtelen sor 6sszegét s, pedig az elsd n tag dsszegét, akkor

Sp—> A, Sp_1 — A, Ap = Sp — Spn—1 —> 0.

Megmutatjuk, hogy a harmonikus sor nem teljesiti a Cauchy-kritériumot,

mert az € = 3 esetén nem talalhaté ,, j6” kiiszobindex:

LI VPN N I ORI S =
ntl nt2 o~ 2n ' 2n o on T 2

Son —Sp =
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6.21. | Nem, péld4ul a harmonikus sor divergens, de tagjai 0-hoz tartanak.

o0
1 1
6.27. | A T; e = Z m sor részletosszegei ugynevezett teleszko-
pikus Gsszegek:

- 1 " /1 1 1
=y = e ) =1-— 1.
§ kz::lk(k“) (k k+1> A

oo
dz
Mivel az / ? improprius integral divergens, ezért az integralkritéri-
x
1

o0
. Z 1 .
um szerint a ? SOr 1S dlvergens.
n
=1

n=

S|=

Hasznalhatjuk a majordns-kritériumot is, mivel —

-

6.35.

isin(nﬂ) = i 0=0
n=1 n=1
Nem, legyen példaul b, =0, a, = —1.

Ha viszont feltessziik azt is, hogy a,, > 0, akkor a majordans-kritérium
o0

Hkontra-pozitiv” verzidja szerint E b, divergens.

n=1

6.2 Pozitiv tagu sorok konvergenciakritériumai

1 — 1
Mivel az integralkritérium szerint (az —-re alkalmazva) a g — sor
x ‘N
n—

o0

konvergens majoransa a E —— sor is
n
=1

n2+4

oo
sornak, ezért a g
+4
n=1

konvergens.

6.45. | L&sd a hdnyadoskritériumot.
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6.48.
any1 3"+ 1) n 3 3

. = — - > 1.
an, (n+1)n+1  3nnl (14 1/n)" e

oo
, 3"n!
Ezért a g
nn
n=1

sor divergens.

6.50. | Ldsd a gyokkritériumot.

6.53.

N A U B
Van = { <2+> =z+>-—z<Ll

n 2 n 2
A Z <2 + n) sor konvergens.
n=1

= n?+4 , .1
A E Wi sor nagysagrendje ok
n=1

n?+4 1 (n?24+4)n!
LA L LG
nt +3n  n? nt+3n

o0 o0
1 .
és a E — sor konvergens, ezért a E sor is konvergens.
n
=1

n2
4
o — n* +3n
Nem, még akkor sem, ha f(z) monoton csskken. Legyen példdul f(z) =
5e~*+1. Ekkor

o0

—z+1 = |— —r+17%° — —n+1 e e
/56 dz_[ 5e ]1 5, 5156 51_1/6 56_17é5
1 n=

1 | 1

Az f(z) = fiiggvény derivaltja f'(z) = — na:—;— <0, haz>2
zlnz z?In"x

tehat f(z) monoton csokken és pozitiv az [2,00) félegyenesen. Alkal-

mazhatjuk erre a fiiggvényre az integralkritériumot:

oo

1 oo
/xlnx dr = [Inlnz]; = oo,
2

=1
ezért a E sor divergens.
5 Inn
n=
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6.68.

6.74.

6.80.

> 1 1 11
Py DR DIt

oo
1
tehét Z divergens (majorans-kritérium).
n=1

n—+vn

2
nn2 (nn) 1
n <1
2n 2 2< ’

oo 2
tehét Z Z—n konvergens (gyokkritérium).

n=1

nlO 2n10
< )
3n _9n 3n

n=1

sorra alkalmazva a gyokkritériumot

o201 2(m)"
3n 3

—>1<1
3 )

o0 10
, n
ezért a E sor konvergens.
3n — 2n

n=1

o

n=1 n=1

A sor tagjai nem tartanak 0-hoz (konvergencia kritériumok):

1
1+ ——1#0,
n

— 1
tehat a Z <1 + ) sor divergens.
n

n=1

243 SN2\ = /3\" 2
Yo -2 () 2 () saeaee

1
ha 2" < 53", ami valahonnan kezdve igaz. A
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6.3 Feltételes és abszolut konvergencia

Nem igaz, példdul legyen a,, = (—1)".
1 1 1 = 1 1
6.104. | Az 1 — 3 + 371 + = Z(—l)”“g Leibniz-sor, mert — mono-

n=1

ton csokkenden tart 0-hoz, tehat a sor konvergens (de nem abszolit
konvergens).
6.108.| A1 . L L. . _ i(_m L or ugyan véltakozs elsjelt,
VAR n

n=1

de tagjai nem tartanak 0-hoz (|a,| — 1), ezért a sor divergens.

oo
1
6.114. | A Z( 1" 1 sor konvergens, mert Leibniz-tipusi, de nem abszo-
=1

n—
lat konvergens.

o0 .
sinn
6.120. | A E 5— sor abszolut konvergens, mert
n

n=1

sinn
n2

< —.
=02
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Figgvénysorozatok és sorok

7.1 Pontonkénti és egyenletes konvergencia

Az f,(x) = z" fiiggvénysorozat a (—1,1] intervallum pontjaiban kon-

7.11.

7.18.

vergens, masutt divergens.

lim 2" =
n— oo

0 ha|z|<1

1 haz=1
Minden —1 < a < b < 1 esetén az [a,b] intervallumon egyenletes a
konvergencia, mert

max {|z"] : x € [a,b]} = (max {|al, |b|})"

Mivel a limesz-fiiggvény nem folytonos (balrdl 1-ben) a (—1, 1]-ben ezért
a 7.1. tétel szerint a konvergencia nem egyenletes az egész konvergen-
ciatartomanyban.

Az f,(x) = V/1+ 22" sorozat pontonként tart az egész szdmegyenesen
a konstans 1 fiiggvényhez. Minden korldtos [a, b] intervallumon egyen-
letes a konvergencia, mivel 1+z2" korlatos [a, b]-n. Mivel minden n € N
esetén

lim f,(z) = lim V/1+ 22" = oo,

T—0o0 T—00
azaz [, nem korldtos, ezért f, nem egyenletesen tart a korlatos f(z) =1
fiiggvényhez R-en illetve [0, 00)-en. Az f,(x) fiiggvények péarosak, ezért
a konvergencia a (—oo, 0] félegyenesen sem egyenletes.

Minden z € R esetén lim f,(z) = 0. Ez a konvergencia egyenle-
n— oo
tes minden olyan intervallumon vagy félegyenesen, amelyik csak véges
1
sok — alakd pontot tartalmaz, de minden b > 0 esetén a (0,b) inter-

vallumon (és minden ilyennél bévebb intervallumon) nem egyenletes a
konvergencia, mert az € = 1/b-hez nincs jé kiiszébindex.

Igen, legyen példdul g,(x) = f.(x) + 5, ahol f, a 7.11. feladatban
szereplo fliggvény.

(72 @ 70) = iy 2O 5O _hm\/x?T_\f

z—0
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= lim —%&——
x—0
\/#2+— +1/

(b) lim fu(xz)= lim x2+f Va? = |z|.
n—oo n—00

(©) 1fule) ~ ol = a2+~ o = S
n \/7

(d) Mivel a bal- és jobboldali derivéltja nem egyezik meg (—1 illetve
1), || nem derivélhaté O-ban.

7.25.

1 1 1 =1
)= ">+ < =, ——— < — < 00.
|fn( )‘ n2+n4m2” - TLQ ;n2+n4x2n 7112::1712

o0

1)

A E (=1) sor egyenletesen konvergens a Weierstrass-kritérium sze-
n=1 at +2n

rint, mert

(=D

1 =1
S27na 227

.’L'4 + on
. cosnx
7.35. | A Weierstrass-kritérium szerint Z ——— egyenletesen konvergens R-
ot nl 4 27
en, mert
cosnx 1 1 =1
nl 427 Sn!—&—Q”SE’ ;E<OO

7.2 Hatvanysorok, Taylor-sor

7.42. | Szamoljuk ki a Z x hatvanysor R konvergenciasugarat. A 7.3.

—o"
tételt hasznaljuk:

i1 _ (n+1)! ﬁ:¥_>1 Ree

n 1)ntl  pl 1\" ’
a (n+1) n <1+> e
n
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7.48.

.
-

5

J

6

=

6

~J

: S :
; 5 5

=]

6

7.72.

Ismert (Stirling-formula), hogy elég nagy n-re n! > (ﬁ) , és ezért
e

a konvergenciatartomany végpontjaiban, e-ben és —e-ben a sor tagjai
nem tartanak 0-hoz:

n! e\"
—e" =nl- (7) > 1,
n’ﬂ

ha n elég nagy.

Vlan| = ¥n2 = (/n)> = 1, R = 1. A végpontokban divergens,
mert nem tartanak 0-hoz a tagok.

[ 1 1 1
\ on = 3 n — > R = 2. Tehat a konvergenciatartomany belse-
je a (=7,—3) intervallum. A jobb végpontban divergens (harmonikus
sor), a bal végpontban Leibniz-sor.

1 1 1
— 3’ R = 3. Tehat a konvergenciatartomany bel-

n

n3"  33/n
seje a (—3,3) intervallum. A jobb végpontban divergens (harmonikus
sor), a bal végpontban Leibniz-sor.

jansi]  (+ DY (20)!  (n+1)? o
Ia:| T ent2)l ) @atDEavy 4 erfi=t

A Z " hatvénysor konvergenciasugara 1, ezért a tagonkénti integra-

n=0
lasrdl sz016 tétel szerint igaz az allitas.

2?2 a3 = z"
A+ "+ 4. = Z ~— hatvénysor konvergencia sugara 1. Je-
2 3 —n

l6lje f(x) a hatvanysor dsszegfiiggvényét a (—1,1) intervallumon. A
tagonkénti derivalasrdl szolo tétel szerint

n—1

f’<x>:i—"'i B ST —,
n=1 k=0

n=1

gy tehdt f(x) primitiv fiiggvénye az 1 filggvénynek, és f(0) = 0,

—x
ezert

f(z) = —In(1 —x), -l<z <.

Megjegyzés: Mivel —1-ben a sor konvergens (Leibniz-sor), ezért az
gy nevezett Abel-kritérium segitségével belathatd, hogy a fenti képlet
—1-ben is érvényes.
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7.76.

7.82.

7.84.

Felhaszndalva a geometriai sor Gsszegfiiggvényét

1
Z(Sinx)"—i ,ha  |sinz| #1 | azaz x;«ég—i—k’w,kez

1
ol —— 1, tehdt R = 1.
n(n+1)

anrl
. Tagonkénti derivaldssal ¢’(z) =

Legyen g(z) = z- f(x) = Z n(n+1)

[M]8

. 1
. o412 7z n—1 k
Ujabb derivalassal ¢”(z) = p x = kg Ox =1 .

Ezért ¢'(z) = / ! dr = —In(1 —z), g(z)= —/ln(l —x)dx =

1

1—=z
x4+ (1—2)ln(l —2z).

1—x

Igy tehdt f(z) =1+ In(1 —z), ha |z| < 1.

n — 1, tehdt R = 1.

Legyen g(z) = @ = i na" L.
n=1

Legyen h(x) az a primitiv fiiggvénye g(x)-nek, amelyre h(0) = 0. Ezt
a fliggvényt a hatvanysor tagonkénti integralasaval kaphatjuk meg:

1
(1—=)*

oo 1 T 3
ha)=Y 2" = 1= . Tgy tehs — W (z) =
(x) nz_:lx T T, ey tehat g(x) = h'(z)

ezért
T

fl@)=2-g(z) = m
Vn(n+1) =1, tehat R = 1.

Legyen g(z) az a primitiv fiiggvénye f(z)-nek, amelyre g(0) = 0. Ezt
a fliggvényt a hatvanysor tagonkénti integralasaval kaphatjuk meg:
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7.93.

7.99.

oo o0
= Z na"t =2 Z nx'. Az el6z6 feladat eredményét felhasznal-

n=1
332

va g(z) = m

Innen mér kénnyen kapjuk f(z)-et:

22(1 — x)% + 22%(1 — x) (1l —x) + 22 x

flx)=g'(z) = — i =2= 05 2 q=o3
(1-2) (1-2x) (1—2)

Helyettesitsiink az e* Taylor-sordban x helyébe 2z-et (nevezetes Taylor-
sorok).

e 7; o —T;H:L', x eR.

Ll S =Yy, <t
1+ 1_(_33) _n:O _n:O 7

J . J ot :L.n+1 oo "

P —1” t"dt = -1)" = -1)"—

= [ S fean Sz S
= 0 n=

Bévitsiik a fiiggvényt 1 — z-szel:

11—z _l-x
A4+z+22)1—z) 1-—a3

fz) =

Felhasznélva a geometriai sor 6sszegfiiggvényét, = helyébe z3-6t frva

= x3 Zx?’" x| < 1.

flx) = T _1333 — Z 3n Zx3”+1 Zakx
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ahol
1 ha k= 3n

ap = —1 hak=3n+1
0 ha k =3n+2

2n

_ G no2n—1 T
n=1

7.111. | A Lagrange-maradék segitségével becsiiljitk meg a fiiggvényérték és egy
Taylor-polinom eltérését.

Az f(x) = sinz fiiggvény esetén valamilyen d € [0, 1]-re

n—1
1
. _ . k _
|sinl — T5,(1)] = |sinl — kZ:O(—l) (2k+1)" =
d2n+1

1
= < 1072
@t = @Enrll S

ha n > 2. Ezért

'111
sm——i—g

[sinl — Ty(1)| =

5
inl—=| <1072
Sin 6‘

Az f(z) = € fiiggvény esetén valamilyen d € [0, 1]-re
eddn+t e

<
(n+1! = (n+1)!

le! =T, (1) = e —T,(1) = <1072,

ha n > 5. Ezért

1 1 1 1
—Ts()=e—(1414+=4+=+—+-— ) =
e—Ts5(1) =e (+ +2+6+24+120)

43
—e— (2 + 60) ~ e — 2.716666667 < 102

7.117. | A keresett derivdlt az f(z) = ™ fiiggvény 0 koriili Taylor-sordban az

2136 hatvanyhoz tartozé egyiitthaté és 136! szorzata.

22 1, 136!
fay=e¢" =3 —a, [0 =
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1
£l = (tae) = o

1 ! inx
1@ = 2)" = (o ) =2

cos? x

. / .
sinax ) 2COS4 T+ 3 Sll’l2 T COS2 x

cosd x cosb z

(o) = (g2)" = (2
cos?x + 3sin’ _21+2sin2x

costx B costzx
Tehat f(0) = 0, f/(0) =1, f(0) =0, f”(0) = 2. Tehdt a 3-adik
Taylor-polinom

=2

3
ts(x) =x + %

Mivel tga paratlan fiiggvény, ezért a negyedik derivéltja a O-ban 0.

Tehat a fenti polinom egyben a negyedik Taylor-polinom is, t3(x) =

t4({L‘).

1 11 = I

7.125. | (a) T :7;)(71) ST el <2
5 -

1 1 1 1
b = = — =
()2—|-ac 34+ (x—1) 31_—(1“—1)

3

o0 , 1
:Z(—l)L3n+1(x—l)", lv —1] <3

n=0

7.3 Trigonometrikus sorok, Fourier-sor

1 1
7.126. | sin’xz == — = cos 2z
2 2

7.128. | Mivel sgna pératlan, ezért minden a, = 0.

17 2 [ 2
bn:f/sgnxsinnxdx: f/sinnxdasz——[cosnx}g:
™ 7r ™
—T 0

4
—  ha n pératlan
™

0 ha n péros
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Mivel a sgn x fliggvény szakaszonként folytonosan derivalhaté és 0-ban
az érték a két ,féloldali” hatarérték szamtani kozepe, ezért a Fourier-
sora eléallitja a (—m, ) intervallumon.

4 SN sin(2k 41
ZM ha — 7 <z <m.

sgnzx = —
(s 2k +1

7.134. | (a) Ez a fiiggvény pératlan fiiggvény, azaz f(—z) = — f(x), ezért min-

den a,, = 0.
27 o 27
T—x . T—x 1 1
sinnzdr = |— - — COSNT — — [ cosnxdr =
2 2 n 0 2n
0 0
27
T — s
= cosnx = —
[ 2n } 0 n
fgy tehat

n

27
1 — 1
bn:f/ﬂ-2xsinmcdx:f.
0

Mivel az f(z) fiiggvény szakaszonként folytonosan derivilhatd, azért
(0,27)-n, a folytonossigi helyein a fiiggvényt eldéllitja a Fourier-sora.

o0 .

T— sinnz

5 :E ) ha 0 < z < 2.
n=1

(b) Az el8z6 Fourier-sorfejtésben frjunk z helyébe g—t.

- (=) hak=2n+1
Mivel sin (ks) = , ezért
0 ha k =2n

7.135. | (a) Mivel f péros fiiggvény,

T

1
b, = — / 2sinnxdr = 0, azaz a b,-ek mind nullak.
T

—T
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17r2 1 [2%]7 w2
%—zﬁ/xdx—%[slﬂ—g

—T

ha n > 0, kétszer parcidlisan integralva kapjuk, hogy

T - s
9 1 5. 2 .
zcosnxdr = | —x°sinnx — — [ xsinxdr =
n n
—T

—T —T

2 a7 . o
= ﬁ[xcosnx]_ﬂ—ﬁ/cosnxdxz(—1) ——n—[smnx]_ﬁ:

—T

= (143,

fgy tehdt n > 0 esetén

™
1, 4
an = — / cosnz dx = (—1)"ﬁ.
—Tr

. 1 . .
Mivel E — konvergens, ezért f Fourier-sora egyenletesen konver-
n

gens a Weierstrass-kritérium szerint, és mivel f folytonos, a Fourier-
sora eléallitja a fliggvényt.

2 )
5y T 1, COS T
= — 4. —1 s, ha —71 < < 7.
z 3 + 321( ) 3 <<

Ha az el6z6 Fourier-sorban x helyébe w-t irunk, és felhasznaljuk,
hogy cosnm = (—1)" kapjuk, hogy

2 oo
9 1
= — 4~ _

Atrendezés utédn pedig

P

n=1

o0
e’ =ag+ g (an cosnz + by, sinnzx)

n=1

Kétszer parcialisan integralva kapjuk, hogy

cosnx + nsinnx

1 e’ + C,

/ e” cosnx dr =
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. sinnx — ncosnx
e’ sinnx dx = 5 e +C
n®+1

Ezt felhasznalva

—T

™
1 @ 1 e"—e
a0 27r/e v 2 T ’
—T

s
1 z 1 er —e’ "
a, = — | €*cosnxdxr = (—1)" . ,
" 7r/ ( )n2—|—1 T
—T
s
1 n e"—e T
b, =— [ e*sinnzdr = (—1)""" :
n 71_/e sinnzdx = (1) RO -

Behelyettesités utan

n

T_ e (1 0 -1
emeﬂe<2+Z7(12+)1(cosm:nsinnx)>, —r<z<mT
n=1
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Tobbvaltozos fiiggvények differencialasa

8.1 Topoldgiai alapfogalmak

p—al = VCI-52+ B (—9)2+ (07

V110

E=1: 2%<r?

E=2: z?+y? <r?
k=3: 4y +2%<r?

k=n: 2?4234+ - +22<r?

V36 +49 + 25 =

Ez a halmaz az dbran lathato N
nyilt korgytiri. Nyilt és korlatos
halmaz,

hatdrpontjai az 2% + 3% = 1 és az 14
x? + y? = 4 kérvonal pontjai.

H={z:0< 2z <1} C R nyilt (nyilt intervallum), mert ha x € H,
r =min{z,1 — x}, akkor {y : |xt —y| <r} C H.

8.15. | Ha H = {(2,0): 0 < x < 1} C R? akkor 9 H = {(z,0): 0 < z < 1}.
A 8.1. tétel szerint H nem nyilt, mert H Nd H # B, és nem zart, mert
OH ¢ H.

8.22. | Ha H = {(z,y) : * € Q,y € Q} C R?, akkor 9 H = R?, és ezért a 8.1.
tétel szerint H se nem nyilt, se nem zart.

823. | AH={(z,y): 0< 2 <1,0<y < 1} C R? halmaz nyilt (nyilt
téglalap), mert p = (z,y) € H, r =min{x,1 — z,y,1 — y} > 0 esetén

B(p;r):{q6R2:|p—q|<r}CH.
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H={(z,y,2) : 2*+y*+2* <1}, int H = {(v,y,2) : 2*+y°+2% < 1},
ext H={(z,y,2) : 2°+y°+2° > 1}, OH = {(x,y,2): 2°+y°+2° = 1}

(a) Nem igaz, példaul H ={0}, = =0.

(b) Igaz, mert int H C H.

(c¢) Nem igaz, példdul H = {0 }.

(d) Nem igaz, példaul H = {p e R" : |p| < 1}, =z = (1,0,...,0).
(e) Igaz, példaul H = Q™.

(f) Igaz, példaul H = {p € R" : |p| < 1}.

(g) Igaz, példaul H = {p e R" : |p| = 1}.

8.2 Tobbvaltozés fiiggvények grafikonja

fp)=f(2,3)=2+3 =11
f(x,y) =z -y, f(x,x)zO, f(m,xQ):x—xQ.
8.4L. | (a) — (B), (b) — (D), (¢) — (C), (d) — (F), () — (A), (f) — (E)

8.43.

szintvonalak grafikon
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szintvonalak grafikon
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8.49.

. ~_ 1

\ /

/
/
/
N\ /
\. /
3 5 2 3
\ox
/ AN
/ N\
/ ’ \\
/ / \
- \\
/ AN
/ AN
/ /—_”\ AN

3
2

+
-2
3

szintvonalak grafikon

flew) =70 Dr={(ay) €Ria £y}

r—=y

8.3 Tobbvaltozdés hatarérték, folytonossag

flz,y) =1, lim f(z,y)= lim 7=7. A fiiggvény minde-
(z,y (z,y)—(0,0)

8.73.

8.79.

)—(0,0)
niitt folytonos.

sinx

Az f(x,y) = ﬁ fiiggvény nincs értelmezve ha r = vy, és igy

nincs értelmezve az origd egy pontozott kornyezetében. Az origéban
ezért nincs hatarérték. Az f(z,y) fiiggvény folytonos az {(x,y) : = # y}
értelmezési tartomény minden pontjaban.

x, har=y
flz,y) = .y
0, egyébként

A fuiggvény mindeniitt folytonos, kivéve a H = {(z,x) :  # 0} halmaz
pontjait. Ezért (0,0)-ban is és (0, 1)-ben is van hatdrérték, mégpedig a
helyettesitési érték:

lim z,y) = f(0,0) =0, lim
(E,y)H(O,O)f( v) =100 (z,y)—(0,1)

flz,y) = f(0,1) = 0.
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8.4 Parcidlis és totalis derivalt

2
Y haa?4y2>0
8.85. | Legyen példdul f(x,y) = =ty
0 ha 22 + 9% >0

Mivel f(z,0) =0 = f(0,y), ezért az origéban mindkét parcidlis derivélt
létezik és nulla. De mivel f(z,x) =1 # 0, ezért még hatarértéke sincs
f-nek az origéban.

8.90. | Ha x # y?, akkor az f(x,y) = L +y2 filggvény (parciélisan) derivalha-
r—y
t6, és
o (x —y?)? (z —y?)?’
(any) = (-9’ )+(@+y) -2y  a+y*+2y
v (x —y?)? (x—y?)?

8.96. | A g(x,y,2) = a¥ fiiggvény értelmezési tartomanya a {(z,y,z) € R3 :
x>0, y > 0} térnegyed. Ennek pontjaiban derivilhatd, és

0 » p 0 » -
%( y):m(y 1y @( y):my ng-zeytl

% (xyz> =¥ -Inz-lny -y

8.102. | Egyik parcidlis derivalt sem létezik az origéban, mert az f(z,0) =
|z|,illetve f(0,y) = |y| egyvaltozds fiiggvények nem derivdlhatdk 0-ban.

8.108.
g(x,y,2) =2+ x+y* + 2%

gy, 2) =1, gy (x,y,2) =2y, g.(z,y,2)=32", gl (2,y,2)=0,
gy (@,y,2) = gy (x,y,2) =0, gi(x,y,2) =gl (z,y,2) =0,
Gy, y,2) =2, gy.(x,y,2) = g7, (x,y,2) =0,

g).(x,y,z) =62
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A v = (—4,3) vektor hossza |v | = 5. Mivel az f(z,y) = ¥ Iny fiige-
vény a p = (0,1) pontban derivdlhat6 ezért ebben a pontban minden
irdnyban derivélhaté (14sd a 8.5. tételt), és

B 1 o o
50 (0.0 =¢ <_4axf(0’ 1) + 3a—yf(0, 1)) .

a% ("™ Iny) = e - Iny, 3% ("™ Iny) = . (lny + ;)

0 3e
Behelyettesftés utan —— £(0,1) = .
ehelye emesuanavf( ) 3

Egy (sima) feliilet tetsz6leges pontjaban az irdnymenti derivdltak ab-
szolit értékben a gradiens irdnydban maximdlisak (lasd a 8.5. tételt),
és ezért a golyd ebben az irdnyban lefelé indul el.

file,y) =32 =9y,  fi(x,y) =3y> -9

grad f(1,2) = (—15,3), grad f(2,1) = (3,-15),
grad £(2,0) = (12, —18), grad f(—2,1) = (3,21)

22
Y—5—5, haz®+y>#0
T4 +y
flz,y) =
0, ha 2?2 +42 =0
Ha 22+ 942 #0
2 _ .2 90 (22 + 142) — (22 — 2
fila.y) =y g +ay i +y2) Qx(f v)_
2 +y (@2 +y?)
_ yx2 2 . 4y
22 1 2 (22 + y2)2
2 _ .2 (a2 + 2 — Qu(22 — o2
fiay) =25 Y 4 ay y(z +y2) 2y2(1? y) _
22 +y (2% +y?)
2 —y? 4x%y

_xl,eryz xy(szryz)z

(@) f(x,0)=f(0,y) =0, f,(0,0)=f,(0,0)=0
(b) f2(0,9) = ~y, fy(x,0) =z
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(c) f1,(0,0)=~1, [ (0,0)=1

(d) Mert a mésodrendii parcidlis derivaltak nem folytonosak az origé-
ban.

(e) Belatjuk, hogy f nem derivédlhato kétszer, mert f2 nem derivélhaté
az origéban. Az eddigi eredményeket felhaszndlva

f;(070) =0, fa/c/z(ovo) =0, f;;/y(o’o) =

Fa(e,y) — [£2(0,0)2 + £11,(0,0)y + £1(0.0)] _ filz,y)+y
Ve Vg

Megmutatjuk, hogy ez a kifejezés nem tart 0-hoz (0,0)-ban mar
az y = x egyenes mentén sem.

fiea) 2
Via vV

Igen, példaul az f(x,y) = = siny megfelel.

Ha x > 0, akkor
grad f(z,y) = (ya¥~ 1, 2% Inz), grad f(2,3) = (12,81n2).
Az érinté sik egyenlete

z=8+12(x —2)+8In2- (y — 3).

= Z%xki

Itt h =gof: R* — R, h(uav) = g(f(u,v)) = g(fl(uvv)vf2(uvv))
ahol

Fulu,v) = w20, falu,v) = i
Ry (u,v) = g (f (s 0)) (1) (w5 v) + gy, (f (u ))( 2)y (u,v) =
:ujv 2un® + uw <1U

Ry (u,v) = g3, (f (u, ) (f1)3 (w, v) + gy (f (u, v ))( 2)y(u,v) =

1 9 n 1
= ot [ ——
uZv? uv? v
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8.146.

)
u v

J = (W, (u,0), b (u, 0)) = (1 1)

Ellenérizziik ezt az eredményt gy, hogy kiszdmoljuk a h(u,v) figg-
vényt, majd derivaljuk.

1
h(u,v) = In(u?v?) +In <> =2lnu+2lnv—Inu—Inv=Inu+Inv
uv

Jelolje t az r sikgorbe véltozdjat. r (t) = (z(t),y(t))

h=for, h(t)=f(rt)) =) +yd),

8.5 Tobbvaltozds szélsb6érték

Az f(z,y) = 22 4+ €Y sin (x3y2) fiiggvény folytonos a kompakt (korldtos
és zart)
H={(z,y):2* +y* < 1}

halmazon, ezért a Weierstrass-tétel szerint van abszolit maximuma és
minimuma H-n.

Az f(x,y) = 23y*(1 — x — y) fiiggvény mindeniitt folytonos, a korlatos
és zart
H={(r,9):0<2,0<y,x+y<1}

halmazon (zart hdromszég) f nem negativ. A héromszog peremén (ha-
taran) f(x,y) =0, a belsejében pedig f(x,y) > 0. Ezért az f fiiggvény
maximuma a hidromszog belsejében van, és igy ez lokalis maximum is.
Szamoljuk ki az f fliggvény staciondrius pontjait, azaz a derivalt gyo-
keit (8.7. tétel), ha z,y >0, z+y < 1.

fol@y) =32**(1—z—y) -2’y =0, 4dz+3y=3

filzy) =221 -2 —y)— 2P =0, 22+3y=2

Mivel csak egy gyokot kaptunk, ezért ez a maximumbhely.
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Az f(x,y) = 32% + 5y? fiiggvény sehol sem negativ, és az origdt kivé-
ve minden pontban szigorian monoton a koordindta-tengelyek mentén,
ezért egyetlen széls6értéke az origéban van, mégpedig minimum. Ellen-
Orizziik ezt a tényt a derivalt vizsgdlataval (8.7. tétel).

folz,y)=62=0, z=0
fo(x,y) =10y =0, y=0
Tehat az origd az egyetlen stacionédrius pont.
Keressiik meg az f(x,y) = —y? + sinx fiiggvény staciondrius pontjait.

fa(z,y) = cosz =0, :132(271—1—1)%7 nez

fylmy)=-2y=0, y=0
Tehat a fliggvény stacionarius pontjai az x-tengelyen a
{pn = ((Zn + 1)%,0) 1 neE Z} pontok. Vizsgaljuk meg a megfelel§
kvadratikus alakok definitségét (8.7. tétel).

fy/-,x(xvy) = *SiIllZ?, fa,cly(‘ray) = fg/jx(xay) = 0. fg;ly(x7y) =2

A Hesse-matrixok ezekben a pontokban

Hn = <(13n+1 —02>

A H, métrix determindnsa negativ ha n paratlan, ezért ezekben a pon-
tokban nincs szélsGérték.

Ha n péros, akkor f-nek a p,-ben maximuma van, mert f/ < 0 ezek-
ben a pontokban.

frjuk fel a két egyenes egy-egy tetszéleges pontjanak a tavolsagat

dp(t),q(s) =/ (2t —3s)2 + (t —s)2+ (2—t —25)2,  t,sE€R.

A tévolsagok minimuma ugyanott van, ahol a tdvolsdgok négyzetének
a minimuma. Keressiik tehéat az

f(t,s) = (2t—35)%+(t—5)*+(2—t—25)* = 6t> —10ts+ 145> —4t —8s+4
kétvaltozos fiiggvény minimumat a sikon.

flt,s) =12t —10s—4=0,  6t—5s=2
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8.182.

Flt,s) = —10t + 285 —8 =0,  —5t+ 1ds — 4
48 34 A
t:@, SZ@, min{f(t,s):t“geR}:@

2
Tehat a két egyenes tavolsaga ——.

V59

f(x,y):(x+y)2, f;(x,y):fz’/(x,y):%m%—y)
Tehat az x +y = 0 egyenes 0sszes pontja kritikus pont. Ezekben a pon-
tokban a fiiggvény értéke nulla, masutt pozitiv, tehat f-nek minimuma
van az x +y = 0 pontjaiban. Megjegyezziik, hogy ezekben a pontokban
nem tudunk donteni a méasodik parcidlis derivaltak segitségével, mert
a kvadratikus alak szemidefinit:

2 2

"o el " —
2, D_‘Q 5

Tx wy—fyy—

o

f(x,y,2) =ayz +2° +y* + 22
fol@,y,z) =yz+2x=0, fy(z,y,2)=x2+2y=0,
fil@,y,z) =xy+22=0
Az egyenletek dtalakitdsa utan
zyz+222 =0, zyz+2y° =0, xyz+222=0

Innen z? = y? = 22. Konnyen lithaté, hogy ha az egyik véltozé nulla,
akkor a masik kett6 is. Az egyik kritikus pont tehdt az

a = (0,0,0) (origd).

A t6bbi esetet nézve zyz negativ kell, hogy legyen, ezért vagy mindha-
rom negativ, és akkor
b =(-2,-2,-2)

megoldas, vagy az egyik negativ, a masik ketto pozitiv, és akkor a
C1 = (_27 27 2)7 Co = (25 _27 2)7 C3 = (2, 27 _2)

a tovabbi harom kritikus pont. Mivel a fiiggvény valtozdinak szerepe
felcserélheto, ezért elég a harom utolsé gyok koziil az egyiket megvizs-
galni.

fia =2 foy=fw=2 [fL=fa=y [f.=f,=z
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A Hesse-métrix a-ban

2.0 0
H,=|0 2 0
00 2

Mivel a sarok-determinansok pozitivak, ezért az origéban minimum van.

A Hesse-méatrix b-ben

2 -2 =2
H=(-2 2 =2
-2 =2 2

A kvadratikus alak indefinit, mivel van negativ (—2) és pozitiv (4) sa-
jatértéke is. Tehdt a q = (—2,—2, —2) pontban nincs szélséérték. Ezt
belathatjuk ugy is, hogy megmutatjuk, hogy a q ponthoz akarmilyen
kozel az f felvesz f(—2,—2,—2) = 4-nél nagyobb és kisebb értéket is.
Ugyanis a g(z) = f(x,z,2) = 23 + 322 fiiggvénynek szigort lokalis ma-
ximuma van —2-ben, a h(z) = f(x, -2, —2) = 2% + 42 + 8 fiiggvénynek
pedig szigord minimuma.

Végiil pedig példaul ci-ben nincs szélséérték, mert a

g(z) = f(x,—x, —x) = 23 + 322 fiiggvénynek szigori lokalis maximu-
ma van —2-ben, a h(z) = f(x,2,2) = 22 + 4z + 8-nek pedig szigori

minimuma.
8.197. | A Lagrange-multiplikdtor médszer szerint keressiik az
L(z,y) = 30 vy + (422 + 9y — 36)
z,y)=30— — — —— x -
Y 100~ 100 Y

kritikus pontjait a 422 + 9y? = 36 feltétel mellett.

1
L (zy) = —;—0 + 8z = (SA - 50) =0

Y 1
L(zy)=—=+18\y= 18\ — — |y =0
y(@y) = -5 + 182y ( 50) y
42° + 9y? = 36
A haromismeretlenes egyenletrendszer megoldésai

1

Z1 y Y1 , 1 18-50
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8.208.

1
~ 8-50
Mivel a feltételt kielégité pontok egy kompakt halmaz (zért korvonal)
pontjai, ezért itt F-nek van maximuma és minimuma is. Mivel a zart
korvonalnak nincs ,,pereme”; ezért a szélséértékek a fenti két pontban
vannak, lokalis szélsGértékek.

T2=3, y2=0, Ao

F(0,2) =30 — F(3,0) =30 — F(0,2) > f(3,0)

100° 100°

Tehét az 6svény legmagasabb pontja (0, 2) felett, legalacsonyabb pontja
pedig (3,0) felett van.

Mivel f(z,y,z) minden valtozéjdban péaratlan, ezért a minimum érté-
kek a maximumok negaltjai. Elég tehat az xyz fliggvény maximumat
keresni az

>0, y>0, 2>0, 2?2+y>+22=3

feltételek mellett. A mértani és a négyzetes kozepek kozotti egyenlét-

lenséget hasznélva
3
2 +y? + 22
xyz < — 5 ] = 1

és egyenl6ség pontosan akkor van, ha x = y = 2. De akkor x = y =
z=1.

Ha a tégla térfogata V', akkor tehat keressiik a
F(z,y,z) =2(zy + 2+ yz)
fiiggvény minimumat az
zyz=V, x>0, y>0, 2z2>0

feltételek mellett. Ez nyilvan ugyanott van ahol az f(z,y, 2) = zy+az+
yz fiiggvénynek. A Lagrange-multiplikdtor médszer szerint keressiik az

L(z,y,2z) =xy+zz+yz+ ANzyz —V)
fiiggvény kritikus pontjait.

Liy(z,y,2)=y+z+Ayz=0
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/
Ly(z,y,2) =2+ 2+ zz=0
Li(x,y,2) =z +y+ ey =0

Az els6 egyenletet yz-vel, a masodikat xz-vel, a harmadikat xy-nal oszt-
va kapjuk, hogy

11 1 1 1 1
— 7:74—7:7—’—7:—)\,
z Yy zZz x Yy x

ahonnanx:y:,Z:\s/V
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Tobbvaltozos Riemann-integral

9.1 Jordan-mérték

H={(z,y):0<2z<1,0<y <1}, th) =1

H={(z,y):2e€QyeQ0<r<1,0<y<1},
intH=0, H=N=1[0,1] x[0,1].
Az 9.1. tétel szerint b(H) = 0 # 1 = k(H), és igy H nem Jordan-

mérhetd.

Lasd a 9.2. feladatot.

H={(r,y,2):2€QueQ,2cQ0<2<1,0<y<1,0<2< 1}
Hasonléan a 9.2. feladathoz b(H) =0, k(H)=1.

Nem, lasd a 9.2. feladatot.
. + 7 2 1 .
Minden n € N7 esetén a K,, = ¢p € R*: |p| = - kérvonal null-

oo

mértékii. Megmutatjuk, hogy a H = U K,, halmaz is mérhetd és
n=1

null-mértéki. Ehhez elég megmutatni, hogy H kiilsé mértéke nulla.

Legyen € > 0 tetszéleges, 7 > 0 esetén G, = {p ER?:|p| < r} az
origd kozépponti r sugard nyilt korlap,

H":G"UU{K”:TSiL}'

Ekkor H, véges sok mérheté halmaz diszjunkt unidja, ezért mérheto.
Mivel minden r > 0 esetén H C H,., ezért

k(H)<k(H,)=t(H,)=t(G,)=nrr?<e¢,
ha r elég kicsi.
Felhasznaljuk, hogy minden (nem elfajul6) tégla tartalmaz gombot, és

minden gomb tartalmaz (nem elfajuld) téglat. Legyen tehat A C R”
tetszoleges korlatos halmaz.
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b(A) = 0 akkor és csak akkor, ha A nem tartalmaz téglat,
akkor és csak akkor, ha A nem tartalmaz gémbot,
akkor és csak akkor, ha int(A) = 0.

9.2 T6bbvaltozés Riemann-integral

9.34.

|z|, hayeQ
0, hay¢Q

y)/lf(:v,y)de, /1 jf(m,y)dx dy/lg(y)dyo-
-1 0 0

1

Bontsuk ketté a H halmazt:
Hy ={(z,y) € H:x <0} és
Hy ={(z,y) € H:z > 0}.
Ekkor Hj-en minden fels6 Gsszeg nulla, és Ho-n minden fels6 Osszeg
legaldbb 1/2, és igy
]

Mivel H-n minden alsé 6sszeg nulla, ezért a Darboux-integralok nem

egyeznek meg,
/ f=0<g< / /.
tehdt f nem integralhaté H-n.

1 1
LegyenA:{(x,y)EN:xEQ}, B:N\A:{(az,y)eN:x<2}.

Mindkét halmaz mérheté (téglalapok), és rajtuk az

fag) = {1, ha o > 1/2

l\DM—l

m\‘
|\/
5\\

2, haxz<1/2

fliggvény konstans. fgy tehat f integralhaté N-en, és

/ f(a;y)dmdy://ldxdy—i—//?dacdy:%-1-1:g
N A B
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Mivel f(z,y) nem korldtos, ezért nem integrélhaté. Mésrészt minden
vizszintes és fliggoleges egyenesen a fiiggvény véges sok hely kivételével
nulla.

Megjegyzés: Megadhat6 korldtos példa is. Legyen ugyanis
b p
H = {(x,y) EN:z,yeQu= f,y: ;y,(px,q) = (py,q) = 1}~

Kissé pongyola médon, H azon racionélis pontparokbdl all, amelyeknek
»koz0s a nevez8jik” (egyszerlisités utdn).

Legyen f(z,y) a H halmaz karakterisztikus fiiggvénye, azaz

B [ 1 ha(ax,y)eH
fx,y) = xu(z,y) = { 0 egyébként

// sin(z +y)dedy =

1
/sin(x +y)de | dy =
N 0

[ cos(a +y)], o dy =

(cosy —cos(1 + y)) dy = [siny — sin(1 + y)](l) =

S O O~ _

=2sinl —sin 2
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1 1 2
// eV dxdy = /ez dx | - /ey dy | = /61 de | =
0 0

T

Alkalmazzuk a korlapokra vonatkozé transzformacios képletet:

2 27

//xydxdy :/ /r(rcos<p+ D)(rsingp —1)de | dr =
T 0 \0
2 2m 3 . 9
:/ /<T SH;( 2 + 72(sin ¢ — cos @) r> de | dr =
0 \0o
2 2m
r3
= (/2 dr /sin(2cp) do | +
0 0
2 2m
+(/7‘2dr /(sirup—cosgo)d@ -
0 0
2 2
— (/r dr /1d<p =
0 0
2 2
=— /Td’l“ /1d<p = —4n
0 0

Felhasznéltuk, hogy a sin(2¢) és a (sing — cosyp) fiiggvények primi-
tiv fiiggvényei 27 szerint periodikusak, ezért megvéltozdsuk a [0, 27]
intervallumon O.
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9.74.

1

3 /2
///(x+y+z)dxdydz:/ / /:c+y+z x| dy | dz=
T 0 \0

0

1

{ + zy + xz} dy | dz =
=0

/
/

< +y+z> dy | dz =

O\w o\w O\w

Jelolie H az y = 2%, y = 22%, xy =

1, zy = 2 gorbék altal hatarolt sikidomot.
Tekintsiik azt a

o<

y? h 3
+ 5tz ] /3+2z ) dz = [3z+2°], =18
0

ViR = RY O W(u,0) = (2(u,v), y(u, v))
transzforméciot, amelyet az
2

y = ux”, Ty =0

egyenletrendszer hataroz meg, azaz

o= u_1/3v1/3, y = w3023

A H sikidom

Erre a ¥ transzformadciora teljesiilnek az integraltranszformaciordl sz6lé
tétel feltételei. A H halmaz a T = [1,2] X [1, 2] négyzet transzforméltja,
H = 9(T). Szédmoljuk ki a U Jacobi-determindnsat.

1y A/3y1/3 1, —1/3,-2/3 1 1
ql’(u,v):( 3 3 >, J=——, |J|=

)
éu*2/3v2/3 %ul/S,Ufl/B 3u
2

2
1 1({ 1 In 2
H)://da:dy://ﬂdudv:§ /adu /dv :r;
H T 1

1
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1
2 2
/(1—962—3/2)(&% dy = 22 Y2
0 1-—— — Y alatti test.

H={(z,y,2):2® +4* <1,0< 2 <1 -2 -}
t(H):// dx dydz =
H

l—wz—y2

= // / dz | dady =

z2_;’_y2S1 0

= L—rHdp | dr =
/ /T( r)de " 1 — 22 — y? alatti test.
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9.100. | o(z,y) =x*, H=10,1] x[0,1]
1 1
1
M://g(x,y)dxdy:/ /dex dy:§
H 0

0

1

1 /1 1

3 1

S$:3/ /a:3dm dy:Z’ Sy:?)/ /nydac dy:§
0 \o 0

0

9.106. | Azy =0,z =2, y=1,y =z egyenesek dltal hatdrolt H sikidom egy

trapéz, amelyik egy normaltartomany az y-tengely mentén.
H={(z,y):0<y<ly<xz<2}

Ha o(z,y) = y, akkor
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Vonalintegral és primitiv fliiggvény

10.1 Sik és térgorbék

10.1.

r=t-i+t%-j
t € [0,4]

10.7.

r =cost-i +sint-j
t € [0, 2]
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10.19.

10.25.

I
U

r =tcost.-i +sint-]j
t € [0, 6]

r = 2sint-i —t2-j +cost-k
t € [2,6m]

A 2% — xy® +y° = 17 sikgorbe a P(5,2) pont koriil meghataroz egy
implicit y(z) fiiggvényt. Ennek a fiiggvénynek keressiik az érintéegye-
nesét a P pontban. Az implicit egyenlet derivdldsiaval megkapjuk az
érint6 meredekségét:

3 _2¢ 8—10 1
92 — o3 — 3wy 4+ 5uty = 0 r_ Y _ -
TV Sy oy =0 Y S 2 T 8060 10

Igy tehét az érinté egyenlete a P(5,2) pontban

1
y= —E(x —5) + 2, vagy normal alakban = + 10y = 25.
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10.27. | Szamoljuk ki az érintdegyenes v irdnyvektordt, azaz a gorbe derivélt-
vektorat a t = 2 paraméterérték esetén:

r(t)=(t—3)i+{#+1)j+t°k
F(t) =1 +2tj + 2tk

Az irdnyvektor: v =¥ (2) =1 +4j + 4k.

Az érintési pont: ro =r(2) = —i + 5j + 4k.

Az érint§ iranyvektoros alakja:
ro+vt=0—-1i+ (4+5)j + (4t +4)k.

10.29. | Az 10.2. képletek szerint a ciklois ivhossza
27 27
L= / Vaz+y?dt = /\/T2<1 —cost)? +r2sin®tdt =
0 0

27 27
t
zr/\/2—2costdt:7‘/\/4Sin2§dt=
0 0
27

27

t t
:2r/sinfdt:4r — oS — = 8r.
2 2],
0

10.2 Skalar-, és vektormezok, differencialoperatorok

Legyen példaul

flx,y) = cos(2mx) - i + sin(27x) - j,
(x,y) e H=A{(z,y): 0 <z <1,y =0}.

Ekkor Ry = K = {(z,y) : 2* + y* = 1}.

1089. | f(z,y) = * — 62%y* + /",

A 2 3 2, .3
gradf—axf 1+8yf Jj =42’ —12zy%) -1 + (dy° — 122%y) - j

10.43. | f(z,y,2) =z +xy® +2°23, p =(2,-1,1)
grad f(z,y,2) = (1 +y? +222%) -1 + 2zy - j + 32%2% - k
grad f(2,—1,1) = 61 — 4j + 12k
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gradU(r) = VU(r) :V(r2+:2> :2(1—1)1'

r4

10.50. | A z = f(x,y) = 2 4 ¢? filggvény grafikonjanak érintésikja az = = 1,

y = 2 pont felett
z = f(x0,y0)+fz (%0, yo) (x—20)+fy (0, y0) (y—y0) = 5+2(x—1)+4(y—2)

r =ucosv-i+usinv-j+u-k, A=10,1] x [0, 7]
r/ =cosv-i+sinv-j+k, r! =—usinv-i+ucosv-j
i ik
ri, Xr, =/ cosv sinv 1| =—ucosv-i—usinv-j+u-k
—usinv wcosv 0

[r! xr!|= V2 cos? v + u2sin® v + u2 = uv/2

A felszin kiszdmoldséardl szdlé tétel szerint
T /1
S://|r;><r'v\dudv:\/§/ /udu dvz?w.
A 0 \o

10.3 Vonalintegral

10.55. | A vonalintegral kiszdmoldsardl szol6 tétel szerint

/(:Eer)der(xfy)dy:

= / [(cost + sint)(—sint) + (cost — sint) cost] dt =
0
r in2t cos2t]”
= /(cos 2t — sin 2t) dt = smet, oo
2 2
0

=0
0
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Megjegyzés:
Mivel av = (z+y) i+ (z —y) -j vektormezd egy primitiv fiiggvénye
2 2

x
U(z,y) = 5 +xy — %, ezért a konzervativ er6tér integrélja a primitiv
fliggvény megvaltozasa:

/v dr = U(—1,0) — U(1,0) = 0
T

10.61. | A I'; gorbe egy parametrizéldsa © = ¢, y = t, a I's gorbének pedig
r=t y=t>ahol0<t<1. Av =y-i +2-j vektormezd integraljai

1 1
/ydm+xdy:/2tdt:1, /ydm+xdy:/3t2dt:1.
0

Ty 0 T2
Megjegyzés:
Av =y i+ x-j vektormez§ konzervativ U(z,y) = xy primitiv
fliggvénnyel.

10.67. | A vonalintegral nem létezik, mert v nincs értelmezve az origéban, a T’
gorbe pedig atmegy az origdn.

10.70.

/(x+y)dx+(y+z)dy—|—(z+x)dz:

r
™

= / [(cost + sint)(—sint) + (sint + t) cost + (¢t + cost)] dt =

0
™

:/(—sin2t+tcost+t+cost)dt:
0
_[ t  cos2t t?

™

+ +tsint 4+ cost + — +sint| =
2 2 0
2 2
T T T T
=——4040-24+—40=——=—-2
2+ + + 5 + 5

[\
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10.77. | A T gorbe paraméteres alakja:

r(t)=t-i+t*-j, —-1<t<1
azaz
r=t, y=1> de=a(t)=1, dy=g(t)=2t, —-1<t<1.
A vonalintegral kiszdmolasardl szolo képlet szerint

/(x2 —2zy) dz + (y* — 2zy) dy =
r

I
it L Le—

(2 —2t%) - 14 (t* —2t%) - 2t] dt =

(2 =243 — 4 4 247 dt = | = — = —

8_ 14
- =

15

10.78. | Az ellipszis természetes paraméterezéseként véilasszuk az

x=acost, y=>bsint, 0<t<2rx

paraméterezést. Ekkor dz, illetve dy helyébe
dr = —asint, dy = bcost

keriil. fgy az integrél visszavezethetd egyvéltozos Riemann-integralra:

%(ery)der(xfy)dy:

= /[fa(acost + bsint)sint + b(acost — bsint) cost] dt =
0
2m

= /(—absin2 t+abcos®t — a?sintcost — b?sint cost) dt =
0
2m

2 b2
:/(abcos%—a —2|— sin2t) dt =0
0
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Megjegyzés:
22 y?
Konnyen lathatd, hogy az U(z,y) = =) + zy — £l fliggvény primitiv

fiiggvénye az integrandusnak, ezért a korintegral értéke 0.

10.84. | Igen,av = (z+vy)- i+ (x —y)- j vektormezd primitiv fiiggvényei:

2 2
x
U(z,y):?+xyf%+0.

10.90. | Nincs primitiv fiiggvény, mivel a keresztbe vett derivdltak nem egyeznek

meg:
0 0
8—y(cos xy) = —xsinxy # %(sin xy) = ycosxy
10.95. | Av = y - r . j vektormezd keresztbe vett derivéltjai
IE2 + y2 IB2 +y2
megegyeznek:
13} y oy 13} x oxt =y
oy \z2+y?2) (22 +y?)?’ oz \ z?+y?) (a2 +y?)?

Mégsincs primitiv fliggvény, mert ha ' : x = cost, y =sint, 0 <t < 27
a zart egység-korvonal, akkor

27
Y i _ .2 2 _
fmdx—mdy—/(—sm t — cos t)dt—-Qﬂ'?éO
r 0

A problémat az okozza, hogy v nincs értelmezve az origéban, a I" gérbe
pedig megkeriili az origét.

10.101.| Az E = (y+x)-i +x-j ertér konzervativ, primitiv fiiggvénye

2 2
Uz,y) = % + a2y, potencidlja ®(x,y) = —U(x,y) = _% —zy.

10.107.| Mivel nincs értelmezve az origéban, ezért nincs potencialfiiggvénye az
egész sitkon. Viszont a pontozott stkon, R? \ {0 }-n mér van:

1

P(z,y) = RSO
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10.108.] A v =yz-i+2xz-j + xy-k vektormezd roticidja nulla a tér minden

pontjéban,

0 0 0 0 0 0
Fy(yz) = £($2) =2z, a(yz) = %(W/) =Y @(wz) = @(xy) =,

ezért van primitiv fiiggvénye, U(x,y, z). Mivel U, = yz, ezért

Ulz,y,2) = /yzdl’ =azyz + f(y, 2).
! 8 /
Innen f; (y,z) = 0, azaz f(y,z) nem fiigg y-tél, f(y,z) = g(2).

0
U= 5, (wyz +9()) = 2y +¢'(z) = @y,
ésigy ¢'(z) = 0, azaz a g fiiggvény konstans. Tehdt U(z,y, z) = zyz+C,
ahol C' tetszéleges konstans lehet.

Persze az xyz primitiv fiiggvényt minden szamolas nélkiil is elég konnyt
megtalalni.

10.113.| A v =3xy22%i 432222 j +2%y°2 -k vektormezének nincs primitiv
fliggvénye, mivel példdaul

9 3.4y o244 O 029 4y o924
8y(3xyz)—92yz #6x(3xyz)f6xyz.

10.118.| Keressiink egy olyan z(z,y) kétvaltozds fiiggvényt, amelyre

2 (z,y) = pl,y) = 2° + 22y — 9%, 2 (x,y) = q(z,y) = 2* — 20y — ¢

3

2(z,y) = /p(x,y) dz = /(962 +2zy —y*)dx = 3t %y —2y® + g(y)

Itt g(y) egyelére ismeretlen (derivdlhatd) fiiggvénye y-nak. FErre a
z(x,y) fiiggvényre teljesiilnie kell, hogy

zy(w,y) = 2° = 2zy + ¢'(y) = q(z,y) = 2* — 22y — y*.
Ebbdl az egyenletbdl

3
, Yy
q (y) = —y?, ezért g(y) = -3 + C.
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fgy tehdt az Gsszes primitiv fliggvény

3 3

day) =+ aty -t - L4
3 3
10.123.
uy(2,y, 2) Ly

:x2+y2+22—|—2my’

’U,(-'Iz'vywz):/ vy dr =

22 + 42 + 22 4+ 22y

1
= §ln’x2 + 92+ 22 +2my’ + f(y, 2)

, B x+y , _ T+Yy
uy(x,y,z) R +fy(y,2’) RIS P
tehdt f(y, 2) = g(2).
z z
ul(z,y,2) = +4'(2) =

22 +y? + 22 + 2xy 22+ 92 + 22 + 22y’

ezért ¢'(z) = 0, g konstans.

1
u(z,y,2) = iln’xg—&-yz—l—zZ—l—Zmy’—FC

az Osszes primitiv fiiggvény.
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11.3.

11.6.

11.7.

11.8.

11.9.

Komplex fiiggvények

2?2 = (22 — y?) + 2xyi, tehdt u, = v, = 2z és v, = —u, = 2.

I 1 R e e e
2241 22— 924+ 14+ 2zyi (22 —y2 +1)2 +4a2y2
22 —y? +1— 2xyi

(2 —y? +1)2 + da2y?’

22—y +1
z? — y? +1)2 + 4a2y?’

2xy
2% — 2 + 1)2 + da2y?

U(l’,y) = ( ’U(.’ﬂ,y) = _(

A parcidlis derivaltak kiszdmoldsa utan lathaté, hogy teljesiilnek a
Cauchy-Riemann differencidlegyenletek, ha z? + 1 # 0.

Re f(2) = u(z,y) = Vizyl,  Imf(z) =v(z,y) =0
Mivel u(z,0) = 0 = v(0,y) és u(0,y) = 0 = v(z,0), ezért u,(0,0) =

0 = v,(0,0) és uy(0,0) = 0 = v;(0,0), ezért u,(0,0) = uy(0,0) = 0,
tehat a Cauchy-Riemann differencidlegyenletek teljesiilnek z = 0-ban.
Ugyanakkor az y = x egyenes mentén f(z) = (|z])?, tehdt az f(z)

fiiggvény az origéban nem differencialhato.

u(z,y) = 2% + 3y* + xy + 2, v(z,y) = dxy + Sy.
A Cauchy-Riemann differencidlegyenletek szerint
dr+y+2=4x+5, és 6y +x=—4y

minden olyan pontban, ahol f derivdlhat6. Az egyenletrendszer csak
x = —30, y = 3 esetén teljesiil, tehat a fiiggvény méshol nem differen-
cidlhato.

0 0 0 0

Ezért a Cauchy-Riemann differencidlegyenletek csak a z = i pontban
teljesiilnek.
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11.10. | [rjuk fel a Cauchy-Riemann differencidlegyenleteket:

Or o Y dy

pontosan akkor, ha y = 2z, tovabba

ou v
Y YT T
1 . I . 1
pontosan akkor, ha x = 5 Ezért a fliggvény egyediil az 3 + ¢ pontban

differencidlhaté.

11.11. | A Cauchy-Riemann differencidlegyenleteknek teljesiilniiik kell, ezért

2

vy (2,y) = uy(x,y) = 22+y, w(r,y) = /(2$+y) dy = 2my+%+g(w)

vy (2,y) =2y + ¢'(2) = —uy (z,y) = 2y — x,

!/ x2
g'(z) = —=z, g(x)=—§+0

2 2
ﬂ@=W—f+wHw@w—2+Z+@

Mivel f(0) =0, ezért C =0

2 2
f(Z)Z(x2—y2+xy)+i(2xy—g;+y2)

11.15. | lim Vn2 =1, fey R =1
n—oo
11.20. | A gyokkritérium felhaszndldsdval:
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11.21. E:anlz . R=1
—Z
n=1

11.22. | A gyokkritérium felhaszndldsdval: lim ’(/W =1,igy R=1.
n—oo

o0 o0 1
S =Y =
n=0 n=0 1—iz
> 1\ 1
11.23. Z(n+1)zn:<1—z> T 122 =t
n=0

11.24. Z(n+2)(n+1)z":(liz> =(1_22)3, R=1

n=0

11.29. | Hasznaljuk fel az e®T% = e% . ¢ = e% . (cosy + isiny) Osszefiiggést!

[ flx+iy)dz =in [ flx+iy)dz = -7
r r

T [ o+ im0
r r

. d Ly
11.35. | Paraméterezziik a gorbét: z(t) = e'',t € [0,27]. Ekkor d—j =ie". Igy
27 i 27
1 e
/m:/w.t dtzz’/dtzZm’
z e
r 0 0
11.36.
27 " 27
1 ie’ . it 127
/;dzz/@dtzfze dt = [-e "] =-1-(-1)=0
r 0 0
3m/2 0 1
" as] 0
(3.2)

(3,2)

23 7
/(xQ—yQ)dx—%ydy: [3—@2} =-3
(1,1)

(1,1)
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342 342 31903 (144
11.40. / (22 —y?) de—22y dy = Re / 22dz = Re <( +3 ) — ( _;Z) ) =
1%i 134
T
3
11.41 / 3:2dz = [*], "' = -3 T 1 w
41. = = — 144 .
/ 1 11.42. / ;dz =[Logz];" ' = §1n2+zz
1
14i 1+i a1t
11.43. 2 dy =[] 11.44. P = | S
/e z = [e"]; /ze dz 5
1 1 1
. . . e* cosz
11.65. | Alkalmazzuk a reziduumtételt: 7{ f(z)dz= 27r~z-Res< ~ ,7T) =
-7
|z|=4

27 -1 -e" cosT.

1+ .
11.67. /z2 U o R ¢ )
3], 3

141
11.68. / edz=[e]) T = et -1
0

11.73. | Legyen g(z) = 10 — 62, f(z) = 2° — 62 + 10. Ha z az egységkorvonal
tetsz6leges pontja, azaz |z| = 1, akkor

) —g() = | = 1. lg(=)] = 10— 62 > 10— 6 = 4,

teljesiilnek a Rouché tétel feltételei. Mivel a g(z) = 10— 62 fiiggvénynek
nincs gyoke az egységkorben, ezért az f(z) = 25 — 62 + 10 fiiggvénynek

sincs.
11.75. | A keresett / 5 dx konvergens, ezért
(z241)
— 00
T T
/ —— de=lm [ ——d
@1 e ) @

Legyen I'r = & + Ui az a zart gorbe, amelyre ®i a valds tengely
[—R, R] szakasza, ¥ pedig az R sugart, origd koézépponti korvonal



11. KOMPLEX FUGGVENYEK — MEGOLDASOK 337 U

1
fels6 félsikba es6 része. Ha f(z) = ————, akkor a residuum tétel
(22 +1)2
szerint
dz . ) dz
§ e1de = § g = iRl = f -
Cr I'r |z—i|=1
1 dz 1 7r
= : =2mi- g'(i) = —Ami—— = =
P o0 iy

|z—i|=1

Itt a Cauchy integrélformuldt haszndltuk az i-ben reguldris g(z) =

1 1
m filggvényre. A fels6 félkoron |f(z)] < ook ha R elég nagy,
1
ot i - _dz=0.
ezért Am 1) dz=0

VR

T_ 5 _dz li d72+ li _dr
2 T Rbo% (z2+1)2 e (22 +1)2 e (2241)2

I'r PR YR

:/(x2~1kl)2dx

— 00
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